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1. GENEL BiLGILER
1.1. Giris

Hilbert uzayinda lineer yogun tanimli kapali bir operatoriin genislemeleri teorisi John
von  Neumann’in  meshur [1] (Allgemeine  Eigenwerttheorie =~ Hermetischer
Funktionaloperatoren, Math. Ann., 102, (1929-1930) 49-131) calismasindan sonra hizla
gelismeye baglamistir. Bu ¢aligmada Neumann tarafindan bir Hilbert uzayinda lineer simetrik

kapal1 defekt sayilar1 esit olan bir operatdriin tiim self-adjoint genislemelerinin genel gésterimi

bulunmus ve uygulamalarla desteklenmistir.

Sonraki yillarda J.M. Calkin, M.G. Krein, M.Sh. Birman, M.I. Vishik, F.S. Rofe-Beketov,
A.A. Dezin, M.O. Otelbayev ve ekibi, V.I. Gorbachuk, M.L. Gorbachuk, A.N. Kochubei, N.I.
Pivtorak ve Z.I. Ismailov vs calismalarinda gesitli tip genislemeler (maksimal simetrik,
maksimal dissipatif, maksimal accumulatif, selfadjoint, maksimal sektdryel, sinirlt tersinir,
kompakt tersinir, normal tersinir, regiiler tersinir vs) ve spektral analizleri esas arastirma konusu

olmuslardir.

Bir Hilbert uzayinda lineer kapali yogun tanimli bir operatoriin smurl tersinir

genislemeleri konusu, ilk olarak M.I. Vishik’in [2] (On Linear Boundary Problems for

Differential Equations, Doklady Akad. Nauk SSSR, 65 (1949) 785-788(in Russian)) ve [3]

(On General Boundary Problems for Eliptic Differential Equations, Amer. Math. Soc. Transl.
I, 24 (1963) 107-172) ¢alismalarinda ele alinmis ve 6nemli sonuglara ulasilmistir.

Simdi [3] caligmasinin kisa bir 6zeti verilsin:

L,, bir H aynlabilir Hilbert uzaymda lineer kapali yogun tanimli bir operator olsun,
oyleki L, :D(LO) < H — H operatdriiniin - L, R(LO) c H — H tersi var ve HL(’)‘H <o0. Bu

halde R (LO) c H kapali bir altuzaydir.



Benzer sekilde, M, lineer kapali yogun tanimli bir operator olsun, oyleki
M,:D(M,)c H — H operatriiniin M,': R(M,)c H — H tersi var ve HMO‘IH <o, Bu

halde de R (M 0) c H kapali bir altuzaydir.

Ayrica, her fy e D(L)) ve g,eD(M,) icin (L fy.&,), =(fy-M,8,), oldugu kabul

edilsin. Ote yandan L:=M, ve M := L, olsun.
O halde asagidaki 6nermeler dogrudur:
Teorem [3]:
(1) R(L)=H, R(M)=H;
(2) L, operatoriiniin her L,L: L, c Lol genislemesinin H ’ de kapanist vardir;
(3) L, operatoriiniin asagidaki kosullar: saglayan en az bir L, L,c LclL,
genislemesi vardir;
i. R(L)=H ;
ii. L°>mn L' tersi var ise HZ’IH < oo,
(4) Eger L, , M, operatorleri H ° de kompakt ise (3) de sozii gegen L operatoriiniin
L"':H — H kompakt olacak sekilde bir geniglemesi mevcuttur.
Teorem [3]: L operatoriiniin tanim kiimesi

D(L)=D(L,)®L'VeU

seklinde direkt toplam gibi yazilabilir. Burada; V = KerM , U = KerL ve L, L, operatoriiniin

bir 6nceki teoremde bahsedilen herhangi sinirli tersinir bir genislemesidir.

Son olarak [3] ’ten ileride kullanilacak olan 6nemli bir sonuc verilsin:

Teorem [3]: L : D(LO) cH—->H, M,: D(MO ) c H — H operatorlerinin sirastyla R(LO)
ve R(M 0) lizerinde L', M;' ile gosterilen simirli ters operatorleri var olsun. L, L, c LcL

olsun. L genislemesinin bir simrl tersinir genisleme olmasi igin gerek ve yeter sart L’ nin

tanim kiimesinin



D(L)=D(L,)®(L"+C)v

seklinde yazilabilmesidir. Burada; L (LO cicL) ,L,’m bir smirli tersinir genislemesi,

V=KerM ,U =KerL ve C: D(C ) =V >R (C ) cU seklinde sinirl bir operatordiir.

Ayrica Vishik’in bu ¢alismasinda, L, operatdriiniin tiim normal tersinir, regiiler tersinir

ve kompakt tersinir genislemelerinin genel ifadesi verilmis, daha sonra simetrik bir operatoriin

tim self-adjoint genislemeleri ifade edilmis ve en son olarak alinan sonugclar eliptik tip

diferensiyel operatorlere uygulanmistir. M.I. Vishik’ in bu [3] caligmasinin kisa Ozeti [2]
calismasinda da verilmistir. Ancak [2] ve [3] caligsmalarinda bakilan genislemelerin spektral

problemlerine yer verilmedigi goriilmektedir.

1979 yilinda ise simetrik ve pozitif tanimli bir operatoriin tiim sinirli tersinir

genislemelerinin sinir degerleri dilinde ifadesi A.N. Kochubei tarafindan [4] (On Extensions

of Positive Defined Symmetric Operator, Doklady Akademii Nauk, Ukrain SSR, 3 (1979) 168-
171 (in Russian)) calismasinda verilmistir. Bu g¢aligmada ilk olarak bir Hilbert uzayinda
simetrik pozitif tanimli bir operator igin pozitif sinir degerler uzayr tanimlanmis ve daha sonra

asagidaki esas teoremin dogrulugu ispatlanmistir.

Teorem [4]: H bir Hilbert uzayi, A:D(A)c H — H simetrik pozitif tanimli bir operator ve

(H, Vs }/2) ticliisii, A operatoriiniin pozitif sinir degerler uzayi olsun.

B:H—>H bir lineer sinirli operator olmak iizere, A" operatdriiniin y,f = By, f,
f eD(A*) kosulunu saglayan elemanlarin olusturdugu lineer manifolduna kisitlanisi A

operatOriiniin bir sinirlt tersinir genislemesidir.

Tersine, A operatdriiniin her simirh tersinir genislemeleri A operatériiniin y, f = By, f,
febD (A) lineer manifolduna bir kisitlanigidir. Burada B: H — H lineer sinirli operatdrii, bu

sinirl tersinir genisleme tarafindan tek bicimde tanimlanmaktadir. Fakat bu c¢alismada bu

genislemelerin spektral analizi konusu ele alinmamastir.



1980 yilinda ise A.A. Dezin, [5] (General Problems in the Theory of Boundary Value
Problems, Nauka, Moskow, 1980(in Russian); A Introduction to a General Problems in the
Theory of Boundary Value Problems, Springer-Verlag, 1987) kitabinda V < R", n>1 sirh
bir bolge olmak tizere I’ (V, (a, b)) , 0<b <o vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzayinda bir sinif

birinci mertebeden operator katsayili diferensiyel operatorlerin sinirl tersinirligini ve spektrum

yapisini aragtirmigtir.

Genislemeler ve kisitlamalar teorisinde daha 6nce yapilan gahismalarda ([1]—[5]) bakilan

operatorlerin lineer ve uzaymm Hilbert uzayr olmasi 6nemli kosullardan olmustur.

B.K.Kokebaev, M. Otelbaev ve A.N. Shynybekov’ un [6] (On The Theory of Contraction and

Extension of Operators. I, 1zv. Akad. Nauk Kazakh. SSR, Ser. Fiz.-Mat., 5 (1982) 24-26 (in

Russian)) ve [7] (On The Theory of Contraction and Extension of Operators. 11, Izv. Akad.

Nauk Kazakh. SSR, Ser. Fiz.-Mat.,1(110), (1983), 24-26) ¢alismalarinda ise genisletilen veya
kisitlanan operatorlerin lineer olmasi ve uzayin Hilbert uzayr olmasindan vazgegilerek tiim

siurl tersinir geniglemelerin (veya kisitlaniglarin) tanim kiimeleri dilinde ifadesi verilmistir.

Ornegin [6] calismasinda; X ve Y  iki additif tam Hausdorf topolojik uzay,

A:D(A)c X —Y bir additif operatér ve R(A)=Y olmak iizere A operatoriiniin tiim smirl

tersinir kisitlaniglarinin tam ifadesi asagidaki teoremle verilmistir.

Teorem [6]: A. , A’ mn bir smurh tersinir kisitlanis1 olsun. Her K:Y — KerA stirekli
operatorii igin A.'f = A.'f + Kf, f €Y seklinde tanimlanan A.':Y — X operatorii A nin bir

tersinir kisitlaniginin tersidir.

Tersine, eger A, , A’ mn bir sinirh tersinir kisitlanigi ise yukaridaki bagintiy1 saglayan

bir stirekli K :Y — KerA doniistimii vardir.

[8] ( On Questions of Extension and Restriction of Operator, Dokl. Akad. Nauk SSSR,

6 (1983) 1307-1310 (in Russian)) calismast ise [6] ve [7] ¢alismalarmm Banach uzay:

durumunda alinan sonuglar1 kapsamaktadir. Bu ¢calismalarda da sinirli tersinir genislemeler icin

benzer teoremler ispatlanmistir. Ancak [6—8] caligmalarinda ifadesi verilen smnirlt tersinir

genislemelerin spektral problemlerine deginilmemistir.



Bu alanda yapilan ¢aligsmalardan biri de Z.1. Ismailov’un [9] (Description of All Regular
Operators for First-Order Differential Equations in a Hilbert Space, Ukrain. Mat. Zh.,3 (1985)
361-363 (in Russian)) calismasidir.

Ozel durumda bu makalede H bir kompleks Hilbert uzay1 ve A:D(A)c H — H bir
selfadjoint operator olmak tlizere l(u) =iu'+ Au (t) seklindeki diferensiyel-operator ifadesinin

vektor-fonksiyonlarm L’ (H ,(O,b)), b <oo Hilbert uzayinda dogurdugu L, minimal ve L

maksimal operatorleri tanimlanarak L, minimal operatoriin tiim sinirl tersinir genislemeleri

(ve bazi alt siniflar1) sinir degerleri dilinde asagidaki teoremdeki bigimde ifade edilmistir.

Teorem [9]: L, minimal operatoriiniin I (H ,(O,b)), b < uzayinda her L smirli tersinir

genislemesi, /() diferensiyel ifadesi ve
(K + E)u (O) = Kexp (iAb)u (b)

smir deger kosulu tarafindan dogurulmaktadir. Burada K eL(H )Ve E:H — H birim

operatordiir. K € L(H ) operatorii L genislemesi tarafindan tek bicimde tanimlanmaktadir.

Yani, L=L

K

Tersine, L maksimal operat6riiniin D(L) tanim kiimesinin yukaridaki smir deger

kosullarini saglayan vektor-fonksiyonlarin olusturdugu lineer manifolda kisitlanist Z,, minimal

operatoriiniin bir sinirl tersinir genislemesidir. Bu ¢calismada da tersinir genislemelerin spektral

analizine yer verilmemistir.

1985 yilinda N.I. Pivtorak’in [10] (Solvable Boundary Value Problems for an Operator-

Differential Equations of Parabolic Type, Akad. Nauk Ukrain. SSR, Inst. Mat., 9 (1985) 104-
107) calismasinda birinci mertebeden parabolik tip negatif olmayan selfadjoint katsayili
diferensiyel-operator ifadesinin I’ (H ,(O,T)), T <o Hilbert uzayinda tiim sinirh tersinir

genislemelerinin sinir deger kosullar dilinde ifadesi verilmistir. Bu ¢aligmada asagidaki sonuca

ulasilmistir:



Teorem [10]: L, ve Lsirasiyla,
I(u)=u'(t)+Au(t), A:D(A)cH —>H,A=A >0

diferensiyel-operator ifadesinin L’ (H ,(O,T)), T <oo Hilbert uzayinda {irettigi minimal ve

maksimal operatdrleri olsun.

Her Be L(H) igin [(-) diferensiyel-operatdr ifadesinin
-1
(E+ A%) u(0)= B(E+A%)(u (T)-¢"u(0))

smir deger kosulu ile I’ (H ,(O,T)) uzaymda dogurdugu L, operatérii L, minimal
operatOriiniin bir sinirlt tersinir genislemesidir.

Tersine, L, minimal operatoriiniin I’ (H ,(O,T)) Hilbert uzayinda her L sl tersinir
genislemesi /(-) diferensiyel ifadesi ve bir Be L(H )operatorii ile yukaridaki smir deger
kosulu ile iiretilir. Bu durumda, Be L(H) operatérii L ile tek bigimde belirlenir. Yani,

L=L

-
Bu calismada da sinirli tersinir genislemelerin spektral analizi bulunmamaktadir.

Operatdr katsayili lineer diferensiyel denklemlerin genel teorisi, S.G. Krein [1 1] , Yu. L.
Daletskii ve M.G. Krein [12], A.A. Dezin [5], V.1 Gorbachuk ve M.L. Gorbachuk [13],

S.Yakubov ve Y. Yakubov [14], F.S. Rofe-Beketov ve A.M. Kholkin [15] kitaplarinda detayl:

bir sekilde verilmistir.

Matematikte “pantograf” sozciigii ilk olarak J.R. Ockendon ve A.B. Tayler tarafindan
[16] (The Dynamics of a Current Collection System for an Electric Locomotive, Proceeding of
the Royal Society of London A: Mathematical and Physical Sciences, 322, (1971) 447-468)

calismasinda literatiire dahil edilmistir. Bu calismada elektrik lokomotifinde akim toplama

sisteminin dinamigi arastirilmistir.



Pantograf tipli gecikmeli diferensiyel denklemler olarak da bilinen lineer pantograf

diferensiyel denklemlerin genel teorisi ilk olarak 20. yiizyil’da T. Kato ve J.B. Mc. Leod [17] ,
L. Fox ve ekibi [18] , A. Iserles [19] tarafindan ¢alisilmistir.
Bu denklemler, bir elektrikli demiryolu sistemine havai destekleme hattinda dalga

hareketi i¢eren bir endiistriyel problemin matematiksel modeli olarak ortaya ¢ikmasi nedeniyle

bu denklemlere genellikle pantograf tipli denklemler denilmistir.

Bunun yani sira tip, biyoloji, ekonomi, kontrol ve elektrodinamik alanindaki bazi 6nemli

modeller [16] , [l 8— 22] caligsmalarinda arastirilmistir.

Bu anlamda K. Mahler ve V.A. Ambarsumian’in ¢aligmalar1 bu alanda yapilan ilk

calismalar olarak kabul edilmektedir. Simdi bu ¢alismalarin kisa bir 6zeti verilsin:

1940 yilinda K. Mabhler, [23] (On a Special Functional Equation, J. London Math. Soc.,

15 (1940) 115-123) g¢alismasinda

fz+w)=1(2)

w

=f(gz), w#0, 0<g<1

fonksiyonel denkleminin ¢ozlimleri i¢in asimptotik formiiller elde etmistir. Bu ¢alismada ilk
olarak

f(z)= I u(x)ezqﬂdx

—00

doniistimii yardimu ile bir F(z,w,q) 6zel ¢dziimii inga edilmistir. Bu halde w— 0 i¢in bu dzel

¢Ozim

seklinde ifade edilmektedir. Yazar, yukaridaki fonksiyonel denklemin her bir f (z)

¢Ozlimiiniin pozitif bir sabitten biiyiik oldugunu, her sonlu aralikta sinirli oldugunu ve yeterince

biiyiik z ’leri¢in f (z) =e’"VF (z) esitliginin saglandigin1 géstermistir. Ayrica,



logf (z) ~ (logz)z/(Zlog (l/q))
oldugu sonucu elde edilmistir.

1944 yilinda V.A. Ambarzumian, [24] (On the Theory of Brightness Fluctuations in the

Milky Way, C.R. (Doklady) Acad. Sci. URSS, 44 (1944) 223-226) isimli makalesinde;

(1) Her temel dV hacmi bir birim cisim acisinda 7dV enerji miktarinda 151n yaysin,

(2) Emen bulutlar uzay1 6yle doldursun ki keyfi bir x uzunlugundaki segment tarafindan
kesilen bulutlarin sayis1 vx parametreli Poisson dagilimina bagli olsun,

(3) Eger bir yildizin 15181 bir bulut igerisinden gegerse 15181 1—¢ kadar sabit kismi
emilsin
varsayimlar1 altinda galaktik(samanyolu) ekvator diizleminde verilen bir yondeki tam
parlakligin 7 ’ya ulasacagi olasilik i¢in bir P(/) dagilim fonksiyonu elde etmistir. Buradan

P(I) fonksiyonunun
vP(D)+nP'(I)=vP(/q)

diferensiyel denklemini sagladigir goriilmiistiir. Bu denklemlerden P(7)’nin momentlerinin
hesaplanabilir oldugu vurgulanmis ve aym1 zamanda (3) varsayiminin esnetilebilecegi
gosterilmistir.

Pantograf tipli diferensiyel denklemler i¢in bakilan problemlere karsilik gelen 6zdeger ve
ozvektorlerin bulunmasi olduk¢a zor oldugundan ve yeni bir teknik gerektirdiginden dolay1

¢ozlimlerin hesaplanmasi i¢in sayisal analiz yontemleri 6nemli rol oynamaktadir [25 - 30] .

Literatlirde bakilan ¢aligmalarin biiyiik cogunlugunda birinci mertebeden pantograf veya
genellestirilmis pantograf tipli gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in baglangic deger

problemlerinin sayisal ¢oziimlerinin bulunmasi esas odak noktasi olmustur.

Ornegin, 1993 yilinda M. Buhmann ve A. Iserles, [21] (Stability of the Discretized

Pantograph Differential Equation, Mathematics of Computation, 60, 202 (1993) 575-589)

calismasinda;

Y (t)=ay(t)+by(6(t))+cy' (6(1)). 120



seklindeki genellestirilmis pantograf tipli diferensiyel denklem igin y(O) =y, baslangi¢ deger

probleminin bazi kosullar altinda sayisal ¢oziimlerini arastirmiglardir.

2008 yilinda E. Ishiwata, Y. Muroya ve H. Brunner’in [31] (A-Super-Attainable Order

in Collocation Methods for Differential Equations with Proportional Delay, Applied
Mathematics and Computation 198, (2008) 227-236) calismasinda ise

{y'(t)=ay(t)+by(qt)+f(t), t>0, 0<g<l,
y(0)=y0

seklindeki pantograf tipli gecikmeli diferensiyel denklem i¢in nonlineer nonhomojen baglangic
deger problemine Runge-Kutta sayisal ¢6ziim yontemi uygulanarak aragtirma yapilmigtir. Bu

problem
u(t) = y(t)—yo, t>0
fonksiyon doniisiimii yapilarak

{u'(t)—au(t)—bu(qt) = f(t)+ay0 +by,, t>0
u(O) =0

seklinde lineer probleme doniistiiriilebilir.

2009 yilinda I. Ali, H. Brunner, T. Tang’in [30] (A Spectral Method For Pantograph-

Type Delay Differential Equations and Its Convergence Analysis, Journal of Computational

Mathematics, 27, 2-3 (2009) 254-265) calismasinda

{u'(x):a(x)u(qx), 0<x<T, 0<g<l,aeC'[0,T],
u(0)=y0

seklindeki pantograf tipli diferensiyel denklemler i¢in baslangi¢ deger probleminin sayisal

¢ozlim yontemi verilmistir. Yine bu problem y (x) =u (x) — Y, fonksiyon doniisiimii yapilarak

{Y'(X)ZG(X)y(qx)+yoa(x), 0<x<T,
y(0)=0

yani,
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bir lineer pantograf tipli diferensiyel denklem i¢in baslangi¢ deger problemine doniistiiriilebilir.

2009 yilinda ise I. Ali, H. Brunner ve T. Tang’ in [32] (Spectral Methods for Pantograph-

Type Differential and Integral Equations with Multiple Delays, Front. Math. China, 4,1 (2009)
49-61) galismasinda;

seklinde pantograf tipli ¢oklu-gecikmeli (multiple-delay) diferensiyel denklem i¢in baslangi¢
deger probleminin yaklasik diizgiin ¢oziimlerinin analitik ¢éziime yakinsaklik ozellikleri

arastirilmistir.

Her ne kadar fark gecikmeli birinci mertebeden diferensiyel denklemler i¢in bakilan

baslangi¢ deger veya sinir deger problemleri i¢in adim-adim (step-by-step) veya ardisik devam

(constinuation prosess) metodu var olsa da [33] (Bellman, R. ve Cooke, K. L., Differential-

Difference Equations, 462p., Academic Press, New York, London, 1963) pantograf tipli

diferensiyel denklemler i¢in bakilan problemler i¢in boyle bir yontem mevcut degildir.

Diger taraftan, pantograf tipli diferensiyel denklemlerin genel ¢oziimlerinin gosterimi
icin uygun karakteristik denklemlerin ¢éziimii cogu zaman bulunamadigindan, bu teoride adi

diferensiyel denklemler i¢in kullanilan geleneksel yontemler uygulanabilir degildir.

Bu tezin amaci birinci mertebeden pantograf tipli gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in
bakilan baglangic veya sinir deger problemlerinin genel ¢Oziimiiniin genel gosterimi
olmamasina ragmen, sinirl tersinir genislemelerin tanim kiimesindeki fonksiyonlarin analitik

ifadesi yani, rezolvent operatdriin evoliisyon operatorleri dilinde ifadesini verebilmektir.

Pantograf tipli gecikmeli diferensiyel denklemler i¢in bakilan baglangi¢ veya siir deger
problemlerinin ¢oziimlerinin varlig1 ve tekligi, uygun diferensiyel operatorlerin tersinirlik ve

siurl tersinirlik 6zellikleri veya genelde uygun operatoriin spektral 6zellikleri ile direkt
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baglantili oldugundan bu tip problemlerin Operatérler ve Spektral Teorisi acisindan

incelenmesi ayrica bir merak konusu olusturmaktadir.

Bu zamana kadar bu alanda yapilan calismalardan bu tez galigmasinin farki, 6rnegin
asagidaki ST2 durumunda, Au(t) = A(t)u (at), uel? (H ,(0,1)) operatoriiniin, yani
Au(t) =(A(Z)®Pa)u(t), A(‘)®BX :[0,1] >I (H)®L2 (0,1) operatoriiniin - spektrum

yapisinin bulunamamasi ve sonugta uygun evoliisyon operatdriiniin var olup olmamasi sorunu

ile kars1 karsiya kalinmasidir.
Biitiin bu bahsedilenler tez konusunu 6nemli ve giincel yapan faktorlerdir.

Bu tez ¢alismasinda asagidaki aragtirmalarin yapilmasi amaglanmaktadir.

(ST-1) Vektor-fonksiyonlarin I7(H,(0,1)) Hilbert uzayinda

1 = (1) + YA, (1)u(a, (1)

m=1

seklinde (6zel durumda, «,, (t) =q,t) lineer pantograf tipli diferensiyel-operator ifadesinin

dogurdugu minimal operatdriin tiim sinirh tersinir genislemelerinin sinir degerleri dilinde genel

gosterimi arastirilacak ve bu tip genislemelerin spektrum yapilari irdelenecektir. Burada H bir

ayrilabilir Hilbert uzayi, her m=1,2,...,n igin «,, :[O, 1] — [O, 1], a,, € C'[0,1] bir fonksiyon,

A [O, 1] - L(H ) bir operatdr-fonksiyondur;
(ST-2) Vektor-fonksiyonlarin L (H (0, 1)) Hilbert uzayimda
l(u) = u'(t)+A(t)u(at), O<ax<l

bir sinif pantograf tipli gecikmeli diferensiyel-operator ifadesi tarafindan {iiretilen minimal
operatoriin tiim sinirlt tersinir genislemelerinin sinir degerleri dilinde genel gdsterimi

arastirilacak ve bu tip genislemelerin spektrum yapisi incelenecektir. Burada; H , bir ayrilabilir

Hilbert uzay1, A(+):[0,1]— L(H) operator-fonksiyon ve ||A(t)||H eL(0,1);
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(ST-3) Vektor-fonksiyonlarn I*(H,(0,1)) Hilbert uzayinda

")

m

l(u)=u’(l)+§Am (1)ula,

seklinde gosterilecek birinci mertebeden lineer fonksiyonel diferensiyel-operator ifadesi ele

alimacaktir. Burada, H, bir ayrlabilir Hilbert wuzayi, her m=12,..,n igin
A, () : [0,1] - L(H ) operator-fonksiyonu diizglin operatdr topolojisinde siirekli ve
0<a, <1, 0<4,<1 0<y, <1 seklindedir. [(-) diferensiyel ifadesi tarafindan L*(H,(0,1))
Hilbert uzayinda iiretilen minimal operatdriin tiim sinirli tersinir genislemeleri sinir degerleri

dilinde ifade edilecek ve bu tip geniglemelerin spektrum yapisi arastirilacaktir;

(ST-4) Her n>1 i¢cin H, bir ayrlabilir Hilbert uzayi, —oo<inf a, <supb, <oo,

n=1 n=1

inf|J,|>0 6zellikleri ile J, =(a,.b,)cR ve #,=L(H,,J,) olmak iizere # = éé?fn

n?
nx1

Hilbert uzayinda

birinci mertebeden lineer cok noktali fonksiyonel (6zel durumda pantograf) diferensiyel-
operator ifadesi tarafindan lretilen minimal operatoriin tim sirl tersinir genislemelerinin

sinir degerleri dilinde genel gdsterimi arastirilacak ve bu tip genislemelerin spektrum yapisi
incelenecektir. Burada; her n>1 i¢in L(u,)=u(1)+A,(t)u(e, (1)),

An('):[an,bn]—>L(Hn) operatdr-fonksiyonu  diizglin operatdr topolojisinde  siirekli,

supsupHAn (t)H<oo, a, :[an,bn]%[an,bn] fonksiyonlar1 tersinir vee,, (%-1)’ eC[a b ]

n>~n
nzl tel,

!’

(e (1))

)
j <o kosulu saglanir.

Ayrica, sup(

nx1

Alinan sonuglar 6rneklerle desteklenecektir.
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1.2. Gerekli Kavram ve Ac¢iklamalar

Bu tez ¢alismasinda kullanilacak baz1 6nemli kavram ve sonuglar sdyle verilebilir:

Tamim 1.2.1 (Metrik Uzay, ([34],5.11)): X bos olmayan bir kiime ve
d: X xX —[0,4+0), (x,y)—>d(xy)
bir fonksiyon olsun. Eger d fonksiyonu her x, y,z € X i¢in
(M) d(x,y)=0 < x=y (dzdeslik aksiyomu);
M2) d (x, y) =d ( Y, x) (simetriklik aksiyomu);
M3) d (x, y) <d (x, z) +d (z, y) (tiggen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa ona X kiimesi iizerinde bir uzaklik fonksiyonu veya metrik, (X ,d )

ikilisine bir metrik uzay ve yukarida verilen (M 1 ) — (M 3) ozelliklerine ise metrik aksiyomlar

denir.

Ornek 1.2.2 ([34]): X =R olmak iizere
d: RxR—->R, (x,y)—)d(x,y):|x—y|

seklinde tanimlanan d doniisiimii R {izerinde bir metriktir. Bu metrige R {izerinde mutlak

deger metrigi denir. Gergekten, her x,y € R i¢in d (x, y) = |x — y| >0. Ayrica,
(Mh) Her x,yeRigin d(x,y)=|x—y|=0 S x-y=0x=y;
(M2) Her x,yeR igin d(x,y) :|x—y| :|(—1)(y—x)| :|(—1)||y—x| :d(y,x) ;

(M3) Her x,yeR igin

d(x,y)=|x—y|=[x—z+z-y|gx—2|+|z-y[=d(x,2)+d(zy)

aksiyomlari saglanir. O halde (IR,d) bir metrik uzaydir ve bu metrik uzaya bir boyutlu Euclid

uzay! denir.
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Tamm 1.2.3 (Ayrilabilir Uzay, ([34],5.19)): Bir (X,d) metrik uzaymin sayilabilir yogun

bir alt kiimesi varsa bu uzaya ayrilabilir (separable) uzay denir.

Omegin; Qc R rasyonel sayilar kiimesi (]R,d), d(x, y) = |x— yl, x,y e R metrik

uzayinda yogun oldugundan dolay1 (R, d ) metrik uzay1 ayrilabilir bir metrik uzaydir.

Tamim 1.2.4 (Lineer Uzay, ([34],5.3)): X bos olmayan bir kiime ve F (R veya C) bir

cisim olsun.

+:Xx X—>X, (x,y)—>x+y, x,ye X

©:Fx X—>X, (a,x)>ax, aeF,xeX

dontigiimleri ile toplama ve carpma islemleri denilen islemler tanimlansin. Bu islemler her

x,y,z€ X ve a,be F i¢in asagidaki kosullari saglasin:
1. x+y=y+x;
2. x+(y+2z)=(x+y)+z;
3. Vxe X i¢in x+0=x esitligini saglayan bir tek 0 € X vardir;
4. Vxe X igin x+(—x)=0 esitligini saglayan bir tek —x € X vardir;
5.VxeX i¢in 1-x=x;
6. a(x+ y) =ax+ay;
7. (a +b)x =ax+bx;
8. (ab)x = a(bx) .

Bu durumda X ’e F cismi lizerinde bir lineer uzay (vektor uzayr) adi verilir. F’° nin
elemanlarina skaler, X ’in elemanlarina ise vektor veya nokta adi verilir. F =R alinirsa X ’e

bir reel lineer uzay ve F =C alimirsa X ’e bir kompleks lineer uzay denir.

Ornek 1.2.5 ([34], s.5): S bir kiime ve X , I cismi tzerinde bir lineer uzay olsun. Bu

durumda, F (S , X ) = { f:S—>X birfonksiyon} olmak iizere F ailesi
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(f+8)(x)=f(x)+g(x) .f.geF(S.X)
(af)(x)=af(x),acK,feF(S,X)

islemleri altinda bir lineer uzaydir.

Ornek 1.2.6 ([34],s.5): X ve Y iki lineer uzay olsun. Bu durumda, X xY uzay1

(xl,y1)+(x2,y2):(xl+x2,y1+y2) ’ (xl,yl),(xz,yz)eX <Y
a(x,y)=(ax,ay),aeF, (x,y)e XxY

cebirsel islemleri altinda bir lineer uzaydir.
Tanim 1.2.7 (Lineer Manifold, ([34],s.3)): X, F cismi lizerinde bir lineer uzay ve Y,

X ’in bir bos olmayan alt kiimesi olsun. Y, X lineer uzayindaki cebirsel islemlere gore kendi
basina bir lineer uzay olusturuyorsa Y’ ye, X ’ de bir lineer manifold (veya X ’ in bir lineer

alt uzayr) denir.

kiimesi ¢ ) (F ) ’de bir lineer manifoldur.

Gergekten (x,)=(0,x,,x;,....), (3,)=(0,,,¥;5....)€X ve @, R igin

(0,ax, + By,,ax, + fBys,....)
(0,ax,,0x5,....)+(0, BY,, By;5....)
a(O,xz,x3,....)+,B(O, Yy y3,....)
a(x,)+B(y,)

(ax,+By,)

olup buradan X kiimesi lineer manifoldur.

Tamm 1.2.9 ([35],5.53): X, bir F cismi lizerinde lineer uzay ve x,,Xx,,x;,...,x, € X olarak

verilsin. @, @,, &, ..., @, € F' olmak iizere
ax, +a,x, + X +..ta,x,

seklindeki sonlu toplama x,, x,, x5, ..., x, € X elemanlarinin bir lineer kombinasyonu denir.
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@+ M — X ise M ’den alinan her sonlu sayidaki vektorlerin lineer kombinasyonlarinin

tiimiintin kiimesine M ’ nin lineer ortiisii denir ve spanM olarak gosterilir. Baska bir deyisle,
spanM = {Zaixi x,eM,o €K, i=1,...,n, neN}
i=l

seklinde tanimlanir. spanM , X ’de bir lineer manifolddur ve ona M ’ nin iirettigi lineer

manifold ad1 verilir.

Tanim 1.2.10 (Normlu Lineer Uzay, ([34],s.31)): X, F cismi iizerinde taniml1 bir lineer

uzay olsun. Eger
[H: X >R, x—

doniisiimii her x,y e X veher e e F icin
(N1 || = 0;
(N2) x| =0x=6;

(N3) [lewx] = e |

(N4) ||x+ y|| < ||x|| +||y|| (licgen esitsizligi)

ozelliklerini sagliyorsa |||| : X >R, x—>||x|| doniisiimiine X {iizerinde norm ve bu durumda

(x.

|) ikilisine bir lineer normlu uzay: veya normlu uzay adi verilir. Yukarida verilen (Ni) -

(N4) ozelliklerine norm aksiyomlar: denir.

Ornek 1.2.11 ([34], s.35): X ve Y ayni bir F cismi lizerinde iki normlu uzay olsun. Bu

durumda X xY lineer uzay1

|(x.7)

wor =X+,

seklinde tanimlanan fonksiyon altinda bir normlu uzaydir.
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Ornek 1.2.12 ([34],5.35): (, (F):= {(xn):xn eF,n>1ve i|xn|” < +oo} , 1< p <+ lineer

n=l1

1

, = (i X, pj ’ .(x,)el,(F) fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir.
’ n=l

uzayi H(Xn )

Tamim 1.2.13 ([36], s.255)): Bir X kiimesi iizerinde tanimli, R veya C-degerli, .-

f

dlgiilebilir, | f|”, 1< p <o fonksiyonunun bir z Sl¢iimiine gore integralinin sonlu oldugu p-

denklik siniflarinin olusturdugu aile 1 (X , Z, ,u) ile gosterilir.

Bu I’ (X , Z, ,u) lineer uzayi

1
p

. :=U|f|pd,u] ,1<p<w
X

fonksiyonu altinda bir normlu uzaydir ([36], s. 257).

|7

Tamm 1.2.14 (Yakinsak Dizi, ([35],5.67) ): (X, :

X) normlu uzay, (x,)< X bir dizi

olsun. Eger x € X i¢in

lim

n—»

X _x”X =0

ise (x,) dizisi xe X elemanima ||||Y normuna gore yakinsaktir denir ve x, %x ya da

limx, =x notasyonlarinin biriyle gosterilir.

n—»0

Ornek 1.2.15: I (0,1) uzayinda alinan X, (t)zt” ,n21 fonksiyon dizisi x(t)zO

fonksiyonuna yakinsaktir. Gergekten;

1

2

2=
0

olup sonug olarak lim|x, —x||, =0 oldugu elde edilir.

1 t=1

x, (1)=x(t) dr =

0

2n+1

' 1
= —0
2n+l] 24l 7

X, —X

" —0‘2 dt = jtz"dt =
0

Tamim 1.2.16 (Cauchy Dizisi, ([34],s.12;s.36) ): (X, :

X) lineer normlu bir uzay ve

(xn ) c X bir dizi olsun. Eger
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Ve>0 ve Vimn>n, igin”xn —xm||x <&

olacak sekilde bir 7, €N sayisi bulunabiliyorsa (x, ) dizisine (X ||||) i¢inde bir Cauchy dizisi

denir.

Ornek 1.2.17: C([0,1].R):={f]f:[0.1] >R ve siirekli} olmak iizere
(f,)c C([O,l],]R) dizisi f,(t)=1", t€[0,1], n>1 seklinde tanimlansm. (f,) dizisi

1
(C([Ol]]R)””l) .7 =J.|f(x)|dx , feC([O,l],R) lineer normlu uzayinda bir Cauchy
0

)

Cauchy dizisi degildir. Gergekten;

dizisi olup (C([0,1],R),

fl. = sup|f(x) , fe C([O,l], ]R) lineer normlu uzayinda bir
fo]

Ik olarak ( fn) dizisinin (C([OI]R)HHI) normlu uzayinda Cauchy dizisi oldugu

gosterilsin. n,meN ve N>M olsun. Bu halde 7>m oldugu i¢in

Cln ml e ffom o 1 11
‘([t —t ‘dt:_([(t —1 )dt:ﬁ_m<z

1
oldugu elde edilir. Eger her &£>0 i¢in n, = H—N+l alinirsa her M,n>nN. igin
£

I - fm”1<5 oldugu bulunur. Oyleyse (f,) dizisi

(=

< 1 <& oldugundan
' m

(C([O,l], R), ””1) normlu uzayinda bir Cauchy dizisidir.

Simdi ( fn) dizisinin (C([Ol]]R)””OO) lineer normlu uzayinda bir Cauchy dizisi

olmadig1 gosterilsin. Aksine ( fn) dizisinin (C([Ol]R)””w) lineer normlu uzayinda bir

Cauchy dizisi oldugu varsayilsin. n,meN ve N>MN olsun. Bu halde 1>m oldugu i¢in

fotd =gl )

esitligi elde edilir. Kolay hesaplamalarla



19

a5 03

esitligi bulunur. Buradan

m

a2 (1-2]

esitligine ulasilir. Burada m=k €N ve n=2k € N alinirsa

k
LA e A P A
=\ 2% k) 20 2) 4

olur ki bu durumda g::% igin i<% olur. Bu ise bir ¢eliskidir. Dolayisiyla ( fn) dizisinin

fn_ﬁn

(C ([0.1].R), ||||w) lineer normlu uzayinda bir Cauchy dizisi olmadig1 goriiliir.

Tamm 1.2.18 (Banach Uzay, ([34], s. 16; s.48)): Bir (X - ||) lineer normlu uzayindaki her

Cauchy dizisi X i¢inde bir elemana yakinsiyorsa bu (X ,

||) lineer normlu uzayma tam

normlu uzay veya Banach uzayr ad1 verilir.

Ornek 1.2.19: X =17 ([a,b]), a,beRR, p>1 lineer uzay

171, =11, =[[J \f(r)\"dt]p, fer([a.b])

a,h]
normuna gore bir Banach Uzayidir.

Bu I ([a,b]) uzaymin lineer oldugu Minkowski Esitsizliginin bir sonucudur. Normlu

uzay oldugu kolayca gosterilebilir. Tamlig1 ise Riesz-Fischer teoreminden agiktir. L” ([a,b])

uzayinin da bir Banach Uzay1 oldugu da kolayca gosterilebilir [35].
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Ornek 1.2.20. C([0.1],R) lineer uzayr [ :C([0.1].R)—>R" {0}, |f], ;:j|f(t)|dt
0

normuna gore bir Banach uzay1 degildir. Gergekten, C ([O,l] ,]R) uzayimnin normlu lineer uzay

oldugu kolayca gosterilebilir. Simdi onun tam uzay olmadigini gosterilsin. f, : [O, l] >R,

0 0<i<i.l
2 n
1 1
t)=<n|t——|+1,———<t<—
f"() ( 2) 2 n 2
1 ,l<t£1
2

seklinde bir ( fn)c C [0, l] dizisi tanimlanip bu dizinin bir Cauchy dizisi oldugu gosterilsin.

m,n €N icin m < n sayilarini alinsin. Bu durumda,

1

fi= bl = J1£, = £l (x)dx

i) i) :
= j fo = fl(x)dx+ j fn—fm|(x)dx+_[

° ) )

o= £ () dx+[|f, = £,](x) dx

f. (x)‘ <1, n>1 esitsizliginden,

N
fuldx+ |
1 1

%(1%] E(I’EJ

I£., = 1.

Jo=fuldx

Béylece || £, - f,,|, —5=—>0 olup ( fn) bir Cauchy dizisidir. Simdi ise ( fn) dizisinin ||||1

m<n

normunda yakinsamadig1 gosterilsin.
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0, 03x<%
o(x):= |
1, —<x<l1
2
tanimlansin.
1
1 ? 1111 .
—Q| = - = <4 -
fn ¢||1 _[fn (0|dx I fn dx_2 2+2n QnT) .

AT
Yani j|fn —¢|(x)dx———0. Keyfi bir f € C[O,l] alinsin. f EC[O,I] ve (DeEC[(),l]
0

oldugundan _1|'| f—¢|(x)dx 0. Ote yandan
0
0£J|f—(0|(x)dx£I|f—fn|(x)dx+_[£|fn —(0|(x)dx

1 1
esitliginden J' |f = f,|(x)dx>5 0. Ciinkii aksi halde I | f —¢|(x)dx =0 olmalidir, bu ise olamaz.
0

n—»0 0

Sonug olarak (f”) dizisi C [0,1] uzayinda ||||l normu altinda hicbir fonksiyona yakinsamaz.

Dolayisiyla C ([O,l], R) lineer uzay1 ||||l normuna gore bir Banach uzayi degildir.

Tamim 1.2.21 (i¢ Carpim Uzayy, ([34],5.51;5.53) ): F = R(Veya (C) olmak iizere X bir
lineer uzay olsun. Eger (',-)X : X XX = F doniistimii asagidaki 6zelliklere sahip ise (,) L Ye
X tizerinde bir i¢ ¢arpim, (X ,(-,-)X) ikilisine de i¢ ¢arpim uzayr (veya on Hilbert uzayr)

denir.

(I¢c1) Vxe X icin (x,x)x >0 ve (x,x)X =0 x=0;

(I¢2) Vx,ye X igin (x,y), =(y.x), (kompleks eslenik);

(ig:s) Vx,ye X ve aeF i¢in (ax,y)X =a(x,y)X;
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(ica) Vx,y,ze X igin (x+y.2), =(x.2), +(1.2), .

F =R durumunda her x,y e X i¢in (x, y) = (y,x) . esitligi dogrudur. Ayrica ico ve

Ics ifadelerinden Vx,y,ze X ve Vo, B e F igin
a) (ax+ﬂy’z)x ZOZ(X,Z)X +ﬂ(y’z)x;

b) (x,ay), =C_¥(x,y)x =a(xy),:

C) (x’ay+'BZ)x =c_z(x,y)x +ﬂ(X,Z)X
formiillerinin dogrulugu kolayca gosterilebilir.
Ornek 1.2.22 ([37]): @ €C[a,b],a(1)>0,t€[a,b] olmak iizere

b e

(£:8)s =], a(t) £ (0)g(r)r , f.g €L (a.b)

seklinde tanimlanan déniisim L’ (a,b) lineer uzay1 iizerinde bir i¢ ¢arpim fonksiyonudur.

Gergekten,;
g Her f el (a.b) igin (f.f), =[ a(t)f (1) £ (e =] a(r)|f (1) ar=0,

Eger (f.f), = _[ja(t) F(6)f ()t = jja(t)\ F(1)fde=0 ise her r [a,b] igin () >0
oldugundan her 7 €[a,b] igin ‘f(t)‘ =0 A—hhy olup buradan her  €[a,b] igin f(¢)=0
A—h.h.y, yani (f,f)=0 ise f=0 A—hh.y oldugu bulunur.

Tersine, eger f =0 ise

(£ 1) =[ a(t) £ () f ()= a(r)|f (1) dr =] 0dr=0

olup (f.f), =0 esitligi elde edilir;
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(i¢2) Her f,g €L’ (a,b) igin

(£.8) =] a(e) £ (1)g (=] a(e) f (g ()= a(t)g () £ () =(g. 1)

(ic3) Her fel’ (a,b) ve feC igin

(BF.8), = Pa(t) £ (1) ()= a(t) £ (1) ()t = B(f.5),

(i) Her f,g,he’(a,b) igin

(f+hg), = a()(f(1)+ e = [ (1) £ (1) g (6)+ () (o) g (1)

a

b

=[a()f(r)g )df+I 1)h(r)g )df ( g) +(hg),

Tanim 1.2.23 (i¢c Carpimin Urettigi Norm, ([34],5.56) ): (X ,(-,-)X) bir i¢ carpim uzayi

olsun.
[+, =(x2), s H,:x >R

seklinde tanimlanan fonksiyon X iizerinde bir norm olup ve bu norma i¢ ¢arpimin iirettigi

norm denir.

Tamim 1.2.24 (Hilbert Uzayi, ([34],s.63) ): Eger bir i¢ ¢carpim uzayi i¢ ¢arpimin Urettigi

norma gore tam ise bu i¢ carpim uzayina Hilbert uzay: adi verilir.

Ornek 1.2.25 ([34], .64 [37], 5.40) : (-,):(,x0, > F, (z,w)=Y zw, ,z=(z,) €k,

n - 'n

w= (Wn) el, fonksiyonu £, uzayi iizerinde bir i¢ ¢carpim fonksiyonudur ve l, uzayi bu i¢

carpima gore bir Hilbert uzayidir.

Tanim 1.2.26 (Sobolev Uzayi, ([13],5.50 — 51)): r (H,(a,b)), a,beR lineer uzayinda

|71

L*(H (a.b))

2
L(H,

+|f'

(ap)) <% kosulunu  saglayan f:[a,b] >H vektsr-fonksiyonlarm

olusturdugu aile W, (H , (a,b)) ile gosterilir. Bu durumda W, (H , (a,b)) lineer uzay1
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’ ' 1
(f’ g)Wzl(H,(a,h)) = (f’ g)Lz(H,(a,b)) +(f 4 g )LZ(H,(u,b)) ’ ‘f, g = le (H’(a,b))

i¢ carpimu ile bir Hilbert uzayidir. Bu uzaya Sobolev uzay: da denir. Ayrica

0

W, (H,(a,b))={f W, (H,(a,b)): f (a)=f (b)=0}
seklinde tanimlanir.

Tanim 1.2.27 (Vektor-Fonksiyonlar, ([13]): B bir Banach uzay1 ve I CR bir aralik olsun.

f : 1 — B seklindeki fonksiyona vektor-fonksiyon denir.

Tanmm 1.2.28 (Siireklilik, ([13])): Bir f (l‘) vektor-fonksiyonu bir 7, € I noktasi i¢in eger

lim

11,

f(t)_f(to)H:O
ise s vektor-fonksiyonuna #, € I noktasinda siireklidir denir. Diger taraftan, [ araliginin her

bir noktasinda siirekli olan f vektor-fonksiyonuna [ araligi iizerinde siireklidir denir.

Tanmm 1.2.29 (Diferensiyellenebilirlik, ([13],5.13)): f:7 — B bir vektor-fonksiyon ve

t, € I bir nokta olsun. Eger

-~ ||f(t0 +At) - £ (1,)

Ar—0 At B yH =0

olacak seklinde bir ye B vektorii mevcutsa f vektor-fonksiyonuna f, € I noktasinda

diferensiyellenebilir denir. Buradaki ye B vektoriine de f vektor-fonksiyonunun f, €/

noktasindaki firevi ad1 verilir.

Eger 5 vektor-fonksiyonu [ araliginin her bir noktasinda diferensiyellenebilir ise f ’ye

[ aralig1 tizerinde diferensiyellenebilir denir.

Tanim 1.2.30 ([13],s.17): H ayrilabilir bir Hilbert uzay1 olsun.

JIF @), de <+
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kosulunu saglayan f:[a,b] — H  vektor-fonksiyonlarinin -~ olugturdugu lineer uzay

I (H ,(a,b)) ile gosterilir. Bu uzay

(f’g)Lz(H,(a,b)) = (f(t),g(t))H dt, f.gel (H,(a,b))

Q ——

i¢ carpimin dogurdugu norm ile bir Hilbert uzayidir.

Tammm 1.2.31 ([34],5.7;[38],5.238): X ve Y iki lineer normlu uzay olsun.

A :D(A) c X =Y olan her doniisiime operator adi verilir. Bu durumda
D(A) = {x € X: Ax tanimh } C X kiimesine A operatoriniin tanim kiimest,
R(A) = AD(A) = {y =Ax: x€ D(A)} cY kiimesine A operatoriiniin deger kiimesi,
Ker A= { xeX:Ax= O} c X kiimesine ise A operatoriiniin sifir kiimesi veya
cekirdegi

denir.

Tamim 1.2.32 (Lineer Operator, ([35],5.82)): X ve Y aym bir ' cismi tizerinde iki

lineer uzay, D(A), X ’de bir lineer manifold ve A: D(A) < X =Y bir operator olsun. Eger
her x,y € D(A) ve her o, e F igin

A(ax+,3y) = aA(x)—i—ﬂA(y)
ise A operatoriine X {zerinde bir lineer operator denir.

Ornek 1.2.33: X :Y:LQ((),I) ve A:2(0,1) > L (0,1), Au=u'(t),
D(A)= {u el’(0,1):u'el’ (0,1)} =W, (0,1) ise A bir lineer operatdrdiir. Gergekten,

Vu,veW, (0,1) ve Va,f e F igin au+fveW, (0,1) olup

Alau+pv)=(au +ﬂv)’ (r)= (au), (t)+(ﬂv)’ (1)=cau'(t)+ pv'(1) = cAu+ BAv.

Yani, A bir lineer operatordiir.
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Ornek 1.2.34: A:C[a,b]—)C[a,b], Af(t):f(a)-l-l, f eC[a,b] seklinde tanimlanan
operator lineer degildir. Gergekten; f, g € C[a,b] , f(t)z g(t) =1 ve a=p=1 i¢in

f+geC[a,b] olup
A(f+g)(t)=(f+g)(a)+1=f(a)+g(a)+1=1+1+1=3 ve
Af (1)+Ag (1) =(f (a)+1)+(g(a)+1)=1+1+1+1=4

bulunur ki A( f+ g)(t) =3#4=Af (t) +Ag (t) oldugundan A operatérii lineer degildir.

Tamim 1.2.35 (Birim Operator, ([35],5.84)): A: X — X operatorii verilsin. Vxe X i¢in

A(x) =X ise A operatoriine birim operator veya ozdeslik operatorii adi verilir. [ veya I,

seklinde gosterilir.

Tanmim 1.2.36 (Simirh Operator, ([35],5.91)): X ve Y iki lineer normlu uzaylar ve

A:X —Y lineer bir operator olsun. Eger her xe X i¢in

|4, <clpd,

olacak sekilde sabit bir ¢ >0 sayis1 varsa A operatoriine sinirli operator denir. X *den Y
’ye tiim siirli operatérlerin olusturdugu aile L(X Y ) , 0zel olarak X =Y ise bu aile L(X )

ile gosterilir.

Ornek 1.2.37 ([37], s.55) : k(t,s) fonksiyonu D:[a,b] X [a,b] , a,b e R karesel bolgesi

lizerinde kompleks degerli siirekli bir fonksiyon olmak iizere her f el (a,b) icin
b
Kf (t):=jk(t,s) f(s)ds seklinde bir operatdr tanimlansin. Bu operatdr lineer smurlt bir

operatordiir. Gergekten K operatoriiniin lineer oldugu agik olup sinirli oldugu gosterilsin. Her

fel (a,b) i¢in Cauchy-Schwarz esitsizliginden

[_bﬂk(t,s)f (s))dsj < j:‘k (t,s)‘zdsjj‘f (S)‘st

a
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olup

oIt szr I

bulunur. Buradan her f €L’ (a,b) icin Kf e (a,b) ve

12
[ ] It

esitsizligi elde edilir. Dolayisiyla K : I (a,b) I (a,b) operatoriniin sinirli oldugu goriilir.

|&7 S jﬂk (1,5)[ dsar

&7

Lzah

Ornek  1.2.38  ([34], s92): C([a.b].R)={f|f:[a.b] >R ve f siirckli}  ve

Cl([a’b] ) {f|f [a b]—>R y [ ]—)IRvar ve f' surekh} olmak lizere
s:C (0] -, ) e ()R L) > C(OALRHL)  LF]. =supls (0) 5()=7"

fec ([O, 1], ]R) seklinde tanimlanan doniisiim lineer olup sinirl bir doniisiim degildir.

Tamm 1.2.39 (Siirekli Operator, ([35],5.96)): X ve Y iki normlu uzay, D(A), X *de bir
lineer manifold, A:D(A)CX —Y bir operator ve X, ED(A) olsun. Eger Ve&>0 igin
36 > 0 dyleki ||x—x0|| <0 kosulunu saglayan Vx e D(A) i¢in ||Ax—Ax0|| <¢& ise A operatori

x = x, hoktasinda siireklidir denir. A operatorii her x € D (A) noktasinda siirekli ise operatore

stirekli operator denir.

Lemma 1.2.40 ([34],5.88): X ve Y iki normlu uzay olsun ve A:X —Y lineer bir

doniisiim olsun. Asagidakiler denktir:
a) A dizgiin siireklidir;
b) A siireklidir;
¢) A sifir noktasinda siireklidir;

d) xeX ve ||x|| =1 oldugunda ||Ax|| <k olacak sekilde bir k pozitifreel sayisi vardir;

e) VxeX igin ||Ax|| <k ||X|| olacak sekilde bir k pozitif reel sayis1 vardir.

N
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Tanmim 1.2.41 (Operatoriin Normu, ([34],5.97)): X ve Y iki normlu uzay veA: X —Y

siurli lineer operatdr olsun. Bu durumda
||A|| =inf {M :M >0veVxe Xigin”Ax”y <M ||x||X}
sayisina A operatoriiniin normu ad1 verilir.

Ornek 1.2.42: [ = {z =(25-s 2> 1(2, ) © C sumurly bir dizi} lineer uzay: iizerinde

””w £, —>R normu her Z el, icin Iz||, = sup|z,| seklinde tanimlansin. O halde her Z€f,
n=1

<

oldugundan her neN igin |z, S”Z”w’dur. Buradan her neN igin zZ, S”Z”w olup

1
—_— Zn
n
T(Z ) e/ ’dur. Yani, T: £, = {  seklinde bir doniisiimdiir. Ayrica 7" doniisiimii sinirli lineer

bir doniisiim olup ||T|| =1"dir.

Gergekten; 7' doniisimiintin lineer bir doniisim oldugu agiktir. Her zel, icin

1 1
T(Z):(Zpalz ..... ;zn,...j ve her neN igin
lzn <|z,|<]l7].
n
oldugundan

(o), =

_Zn
n

ne N} <JL.

esitsizligi dogrudur. O halde T:{, —{_ doniisimii smirli ve ||T||S1’dir. Diger taraftan
|71| = Sup{ 1T ()|, iz, vellz|, = 1} oldugundan e=(1,0,...,0,..) €L, icin
||e||w =1, T(e):(l,O,...,O,...) ve ||T(e)||oo =1’dir. Dolayisiyla 1S||T||’dir. Sonug olarak

IT]|<1 ve 1<|T| esitsizliklerinden |T| =1 esitligi elde edilir.
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Tamm 1.2.43 ([35], s.104) : X bir F cismi {izerinde lineer normlu uzay olsun.

f :D( f ) c X — F olan her doniisiime fonksiyonel ad1 verilir. Bu durumda

D( f ) = {x eX: f (x) tanimli } C X kiimesine s fonksiyonelinin fanim kiimesi,

R(f) = fD(f) = {y = f(x): X€e D(f)} cF kimesine f fonksiyonelinin deger

kiimesi,
Ker f = { xeX:f (x) =0 } c X kiimesine ise s fonksiyonelinin sifir kiimesi veya
cekirdegi

denir.

1
Ornek 1.2.44 (134],5.103) : f € L'(0,1) olmak iizere Af (r):= [ f()dr seklinde bir doniisiim
0

tanimlansin. Bu halde

1

[£(t)ar

0

147(0)= siwr)\drs@\f(r)\zdr}vz[jfdr)m=||f||Lz

olup her fel’ (0,1) igin Af eC olur, yani A:L’ (0,1)—)@ seklinde bir fonksiyoneldir.

Ayrica A sinirli ve ||A||=1’d1r.

Gergekten, her f € (0,1) icin

Jl'f(t)dt

0

Af[ =

2
2(0,1)

] o fors

olup |Af | < || f || bagintisi elde edilir. Buradan ||A|| <1 oldugu bulunur. Eger f. (t ) =lel’ (0,1)

alinirsa |Af.|=1=1-| 1/ olup ||A|| =1 bulunur.

*(0.1)

Tanimm 1.2.45 ([35],5.92): X ve ! iki normlu uzay ve A:X —Y smirh lineer operator

olsun. Bu durumda A operat6riiniin normu igin asagidaki formiiller denktir:
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A, ,
1) |A] = sup ||x|| cxeX ve x#0, ¢
X
2) |A|| —sup{”A.x” xeX Ve||x|| <l}
3 |A|| —sup{||Ax||y xeX Ve||x||X <1} ;
) ||A|| = sup{”Ax”Y xeX Ve||x||x :1} .

Tamm 1.2.46 (Diizgiin Operator Topolojisinde Yakinsakhk ([35])): (Tn), H Hilbert

uzayinda lineer operatorlerin bir dizisi olsun. Eger,
operator topolojisinde yakinsar denir.

Tanim 1.2.47 (Bire Bir Operator, ([35], s.614)): X ve ! iki lineer uzay, D(A), X ’de bir
lineer manifold ve A: D(A) c X =Y lineer bir operator olsun. Eger her x,,x, € D(A) i¢in
X, # X, oldugunda Ax, # AX, oluyorsa A operatériine bire bir operatér denir.

Tamm 1.2.48 (Ters Operator, ([35],5.615): X ve ! iki lineer uzay ve A: D(A) cX-oY

lineer operatérii bire bir olsun. Bu halde her y=AxeY i¢in S: D(S) = AD(A) cY->X,

S:y=Ax— x seklinde tammlanan § operatoriine A operatoriiniin ters operatérii denir ve

S =A™ seklinde gosterilir.

Tamim 1.2.49 (Grafik, ([35],5.292)): X ve ! iki lineer uzay1 olmak lizere Z:=X ®Y

olsun. A: X =Y lineer operatori i¢in,
Gr(A):={(x.Ax):xe D(A)}cZ=X ®Y
alt kiimesine A operatoriiniin grafigi denir.

Tamim 1.2.50 (Kapalh Operator, ([35],5.292)): X ve ! iki normlu uzay olsun. A: X —>Y
lineer operatoriiniin grafigi G(A), Z =X @Y de kapali ise A operatoriine kapali operator

denir. A: X —Y operatdriiniin grafiginin kapali olmas1

(x,)=D(A) ve lim{x,,Ax, } ={x, y}

n—>0

kosullarindan x € D(A) ve y = Ax denklemini saglamasi demektir.
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Teorem 1.2.51 ([35], 5.293): X ve ! iki normlu uzay , D(A) , X ’ in bir lineer manifoldu ve
A:D(A) c X =Y lineer bir operator olsun. Bu takdirde A operatoriiniin kapali operator
olmasi igin gerek ve yeter sart (xn)c D(A) i¢in limx, =x ve limAx, =y ise X€ D(A) ve

y=Ax olmasidir.
Ornek 1.2.52 A:L’[0,1] > L[0,1], Af = f,
D(A)={f eL}[0,1]: f e AC, f'e [0,1], £ (0) =0}
seklinde tanimlanan operator kapahdir. Gergekten, n=1,2,... i¢in f,(f)=1" ise

1 2

2 (.22, N
LZ[OJ]—Int dt = r_

2

2[0.] —o olup A  operatorii

fn

<1 ve |af,

1 1
= Jtzndt =

0 2n+1
sinirsizdir. Simdi A operatortiniin kapali oldugu gésterilsin. Bunu gostermek igin ilk 6nce

KerA = {O} ve R(A) =r [0, 1] oldugu not edilsin. g €L’ [O, 1] icin f(r)=|g(s)ds almsin,

© —

Buradan f € D(A) veAf =g’dir. gel’ [0,1] icin A_lg = f seklinde tanimlanir.

1

(ae)0o] <l fleoF s | <1
olup A~ smirlt lineer operatordiir. Buradan

el = () o) = el <Ll
olup A <1 dir.

f.eD(A) igin f,—>f ve Af,—>heL[01] igin f,=A", Af,=A"h olarak

alindiginda f=A"he D(A) ve Af =h’dir. Dolayisiyla A operatorii kapalidir.
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Tammm 1.2.53 (Kapanabilir Operator, ([35],5.537)): A:X —>Y  operatoriiniin
D(A) c D(Z) ve her x e D(A) icin Ax=Ax olacak sekilde bir kapali A operatdrii varsa
A' ya kapanabilir operator ve A operatdriine A ’nin kapanisi denir.

Ornek 1.2.54 ([39]): T:D(T)cL’[0,1]>L’[0,1], Tf ==xf (1), D(T)=C[0,1] seklinde
tanimlanan operatér kapali degil ve kapanisi yoktur. Gergekten ( fn),(hn)c C [O,l] icin

(£, () (), (1, () o) ama £, (1)=1 £, (1) =0, n =12, seklinde

tammlansin. Bu halde Tf, = x, Th, =0 oldugundan durum agiktir.

Tamim 1.2.55 (Operatoriin Genislemesi, [13]): X ve [ herhangi iki lineer uzay ve
A: D(A) cX->Y, A: D(A) — X —Y iki lineer operatdr olsun. Eger

l. D(A)c D(A) ve

2. Vf eD(A) igin Af =Af

ise A operatorine A operatoriiniin bir genislemesi denir.

Tamm 1.2.56 (Adjoint Operator, ([38],5.353)): H bir Hilbert uzay;, A:D(A)c H —> H

bir lineer operator ve D(A) = H olsun. Bu durumda

D(A*)::{yeH:VxeD(A) igin bir z € H vardr, dyleki (Ax,y), =(x,z)H}

olmak iizere A" D(A )c H—>H, A Y= Z seklinde tanimlanan operatore A operatoriiniin

adjoint operatérii denir ({0} c D(A))

Ornek 1257 ([34], s.183): H=/L,(F), T.:(,(F)>(,(F), (c,)el(F) ve
Tc(x”):z (cnxn) seklinde tanimlanan operatoriin  adjointi  bulunsun. Bu halde

(xn),(yn)efz(F) ve a,f € F icin a(xn)+,8(yn)e£2(F) olup

T (a(x,)+B(3))=(c.(a(x)+B(5.))=(c.(a(x.)+e. (B(5.)))
alc,x )+ﬁ(cyn) af (x,)+ fT.(y,)
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bagintisindan 7. operatériiniin lineerligi agiktir. Her (xn) el, (F )

1 1
s 2 o 2
(Sl [ <[ St | -
n=l1 n=l1

olup T, EL(ﬁz(F )) oldugu agiktir. O halde T adjoint operatorii var olup her

£=(5). y=(,) €4, (F) i

T.(x,)

X )[ > c::sup|cn|<+oo
2 nzl

(Txy),, =Zlcnxny7=le,,(c7yn)=(x,71.*y)[2 ve T'y:=(c,3,). y=(5) el (F)
olup Tc =L.

Ornek 1.2.58: H=L(0,1), A:H > H, Af = f",

D(A)={feH:feAC(0,1), f eH vef(0)=f(1)=0}

olsun. Bu halde C; (0,1)cD(A) olup H =C;(0,1)c D(A)c H. Buradan D(A)=H

oldugu agiktir. Simdi

Ag=—g D(A*):{g eHmAC(O,l): g’eH}

oldugu gosterilsin. g eD( ) ve A’ g =h olsun. O halde her f eD( ) igin

(AF.8), = [ F () g (Wt =(f.4'8) = [ £ () )

O ey —

Ayrica f € D(A) oldugundan f(O) = f(l) =0 olup

j).f(t)W)dtzj-f(t)dW:f(f)(;[h(S)ds—i—cj

t

—j;(H(t)+c) F1(r)de, H(t)= [h(s)ds.

0

(l)_mh(s)dﬁcj/'(;)dt

Yukaridakilerden 0 = j( t)+H(t)+c )f’(t)dt,f eD(A).
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Eger f,(1)= (d (s)+H(s)+c, )ds (Cy sayist f (1) =0 bagintisindan bulunur) ise

O ey ~

fo ED(A), sonuncu bagmtida £ yerine f, alarak

1

0=£‘E+H(I)+Co2dt

sonucuna ulasilir. Burada

g(t):—H(t)—co :—J.h(s)ds—c_o, g eAC(O,l) veg'=—heH.

0

Boylece g D(A*) icin

(Af.8). =(f.—8")=(f.Ag) veA'g=—g".

Tammm 1.2.59: H bir Hilbert uzayi, A:D(A)c H — H bir lineer operator ve A", A

operatoriiniin adjoint operatorii olsun.

Eger D(A)cD(A*) veher f€D(A) igin af — a" s, yani

Vf,geD(A) icin (Af.g), =(/.Ag),
ise A operatoriine simetrik operator denir ve A < A™ semboliiyle gosterilir ([38], s.358).
Eger D(A)= D(A*) ve her f ED(A) icin Af = A*f ise A operatoriine self-adjoint
operator denir ([38], s.359).

Eger H Hilbert uzayinda lineer kapali bir A operatori igin

(i) D(A)c D(A*) ve

(i) Her f €D(A) igin |af|, =|a"f

‘H

ise A’ya H ’da formal normal operatér ad1 verilir.

Eger A , H Hilbert uzayinda formal normal ve D(A) =D(A*) ise A operatoriine

H ’da normal operatér denir ([38], s.379).
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Eger her f € H igin AA"f = A"Af = f ise A operatériine iiniter operator denir ([38],
$.364).

Ornek 1.2.60 ([34], s.179): : Her feC[0,1] i¢in T, eL(L[0.1]) operatori
(Tf g)(t) = f(#)g(r) seklinde tanimlansin. Bu durumda reel degerli f € C [0.1] igin I,

ozeslenik operatordiir. Gergekten; her g,h e r [O, 1] icin

(1808) = 00X = [ ()T OB 0k =(s.7,0),

) [0.]

olup (Tf ) =T oldugu bulunur. f €C [0,1] fonksiyonu reel degerli oldugundan f = ? olup

(1,) =T, esitligi elde edilir.

Ornek 12.61 ([34], s176): Her feC[0]1] i¢in 7, eL(L’[0.1]) operatori

(Tf g)(t):= f(r)g(r) seklinde tammlansin. Bu durumda 7,  operatorii bir normal

operatordiir.

Gergekten, Ornek 1.2.60’den her f € C [O,l] icin (Tf ) =T, oldugu bilinir. O halde her

gel [O, 1] icin

ve
(1) 7, )(8) =T (1, (#))=T; (e) = T s = 1 T
olup 7, (7, ) =(7,) T, ve buradan da T; operatdriiniin normal bir operator oldugu bulunur.
Ornek 1.2.62: A:D(A)c L’[0,1] > L[0,1], Au=u'(t)+au(t), aeR,
D(A):={ueW, (0.1):u(0)=u(1)}

seklinde tanimlanan operator bir normal operatordiir.
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Gergekten, bu durumda

Av= —v'(t)+av(t),

D(A*)z{u eW21 (O,l):u(O)zu(l)}
olup D(A):D(A*) ve her u(t)€L2 [O,l] icin

Al gy = "+ cud oy = ="+ caa|

2[0.1] = ”A*u

o]’
yani, A normaldir.

Ornek 1.2.63 ([34], s.177): S, :(,—>(, , S (x,)=(x,.)=(0,x,x,,..) saga oteleme

operatori  normal  bir  operator  degildir.  Gergekten;  her ( yn)ef ,  lgin

S (315 Y25 Y3ser) = (D25 V3 Yarer) =S, oldugu bilinir. O halde her (x, ) € (, igin

S (Sr (xl,xz,x3,..)) =S5, (Sr (xl,xz,x3,..)) =5,(0,x,,%,,...) = (%, %, X3,..)

ve
S, (S: (xl,xz,x3,..)) =S, (S, (xl,xz,x3,..)) =S, (xz,x3,x4...) = (O,xz,x3,..)

olup S'S, #S.S’, yani saga 6teleme operatdrii normal degildir. Benzer sekilde sola teleme

operatOriiniin de normal olmadig1 gosterilebilir.

Ornek 1.2.64: P: L’ (0,1) = (O, 1) , Pu (t) =u (at), 0<a <1 seklinde tanimlanan operator

bir normal operatordiir. Gergekten bu durumda, P I (O, 1) I (0, 1),

o)
. —v|—t |, O<t<a,
Pv=<a \«a

0 ,a<t<l]

oldugu agiktir. Bu halde her u (t) el’ (O, 1) icin
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veE

1
(P (P))u(r) =P (u(ar))= g”(t)’ O0<t<a,

,a<t<l

olup P 'P=PP, yani P normaldir.

1
Ayrica P doniisimii smirl lineer bir doniisiim olup ”P”:T Gergekten; P
a

doniigiimiiniin lineer bir doniisiim oldugu agiktir. Her u € r (0, 1) icin
2 _1 2 1% 2 1 2, 1 2
Pl = e = (o = 2 flao) = 2

oldugundan ||Pu||£%||u|| bagmtisi elde edilir. O halde P:L’ (O,l)—)L2 (0,1) doniigimii
a

sinirli olup ||P || < % seklindedir. Diger taraftan
a

Pu| ,
1P| = sup{|| . W yer (0,1) ve u=8 }

”u ’(0.1) HeD

oldugundan

P * 2
olarak alinirsa u*(t) el (0,1) olup ” ! (I)”L'(O") _ ! bulunur. Bu halde % < ||P|| bagintisi
a

”u* (t) £(0.1) \E

elde edilir. Sonug olarak ||P || < L ve L < ||P || esitsizliklerinden ||P || = L olarak bulunur.
Vo Na Ja

Tamm 1.2.65 (Rezolvent Kiime, ([35],5.371)): H bir Hilbert uzayi ve A: D(A)c H - H

bir lineer operator olsun.
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p(A)= {/1 eC: (A—/lE)_l € L(H)}
kompleks sayilar kiimesine A operatoriiniin rezolvent kiimesi denir.

Ae ,O(A) olmak iizere R(A;A):=(A—-AE )7l operatdriine A operatdriiniin rezolvent

operatorii (veya ¢oziicii operatorii) adi verilir.
Tamm 1.2.66 (Spektrum, ([35],5.371)): H bir Hilbert uzayi olsun. C\p(A) kiimesine
A operatoriiniin spektrumu denir. A operatoriiniin spektrum kiimesi o (A) ile gosterilir.
Tanim 1.2.67 (Ayrik Spektrum, ([35],5.371)):
o,(A)={1eC:(A-AE) operatorii bire bir degﬂ}
kiimesine A operatoriiniin ayrik veya diskret spektrumu denir. Eger 4, € o, (A) ise
(A-2,E)x,=0

denkleminin X, #0 ¢6ziimii vardir. Buradaki lo ’a A operatoriiniin ozdegeri, X, * aise /10

0zdegerine uygun bir 6zvektorii denir.

Tanim 1.2.68 (Siirekli Spektrum, ( [35],5.371)):
0.(A):{4€C:(A~2E) bire bir, R(A—AE) = H fakat R(A~2E) = H |
kiimesine A operatoriiniin siirekli spektrumu denir.
Tanmim 1.2.69 (Kalan Spektrum, ([35],s.371)):
o,(A)={2eC: (A= AE) bire bir, R(A—AE)» H |
kiimesine A operatoriiniin kalan spektrumu denir.

Up(A) , O (A) ve Ur(A) kiimeleri ayriktir. Ayrica spektrumun tanimindan

c

G(A) =0 (A) Uo, (A) o, (A) oldugu kolayca goriiliir.

p
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Teorem 1.2.70 ([38], 5.299): Eger A lineer operatorii sonlu boyutlu X lineer uzayinda taniml
bir operator ise O, (A) = ve O, (A) =0 .

Teorem 1.2.71 ([38]): H bir Hilbert uzay, A€ L(H )olsun.

Al

2

(a) Eger A=A"ise 0,(A)=D,0(A)c[-|A
(b) Eger A normal bir operator ise O, (A) = .
Teorem 1.2.72 ([35],5.390): H bir Hilbert uzay1 olmak iizere A€ L(H) ise o(A)#J.
Ornek 1273 (401, s223): H=L(01) wuzaymda A:L(0,1)—L(0,1)
Af (x)= .][min(x, y)f(y)dy seklinde tanimlanan operatériin spektrumu ve spektral yarigapi
0

bulunsun. Bu halde her f € L’ (0,1) icin A operatorii

X 1

Af(X)=jmin(x,y)f(y)dy =[x (y)dy+x[ £ (v)dy

0 X

seklinde yazilabilir. Tlk 6nce A operatdriiniin noktasal spektrumu incelensin. 1eC igin

Af (x) =Af (x), fel (O,l) denkleminin ¢dziimii bulunsun. Bu halde

[3F (n)dy 3] £ () dv =4 (x)

denklemini ¢6zmek i¢in her iki tarafin tiirevi alinirsa
1

xf(x)+jf(y)dy—xf(x):/lf'(x)

X

denklemi, yani
1

[£(y)dy=af"(x)

X

esitligi elde edilir. Bulunan denklemin tekrar her iki tarafinin tiirevi alinirsa
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—f(x)=A1"(x)
oldugu bulunur. Burada eger =0 ise £ =0 bulunur. Yani A =0¢ o, (A)

Simdi A4 =0, A e C oldugu kabul edilsin. O halde yukaridaki yapilan islemlerden bakilan

problem

f"(x)=—%f(x),f eL’(0,1), 1eC
£(0)=r(1)=0

siir deger problemine doniisiir. Bu denklemin ¢oziimii

i

f (x) = cleﬁx +czeﬁx, xXe [0,1]

P
seklindedir. f (0) =0vef '(1) sir degerleri kullamlirsa ¢, +¢, =0 ve ¢, ﬁ[e’ﬁ + eﬁJ =0,

buradanda e’ =1 oldugu elde edilir. Son esitlikten 2 Inl+iarg (—1)+2kzi, k€ Z ve

NG

2i
buradan da —==(2k +1) i, k € Z oldugu goriliir.
ﬁ ( ) gu g

Bu sonuncudan ise A ’nin 6zdegerlerinin

A= 4 —= ! —, kel
(2k+1)" 72 (k+1/2) 7°

seklinde oldugu bulunur, yani

1
GP(A)—{WZ/CEZ}

elde edilir. A: 2 (0,1) > L2 (0,1), Ae C, (L (0.1)) ve dimL’(0,1)=+0 [40] oldugundan
A" smirh olamaz ([34], 5.208). Ayrica O¢o, (A) ve o,(A)=@ [38] oldugundan

Oeo, (A) . Sonug olarak A operatdriiniin spektrumunun
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1

J(A)—{O}U{W:k EZ}

seklinde oldugu bulunur. Diger taraftan, A operatdriiniin 6zdegerlerinin en biiyiigii k =0 igin

4/7° olup r, (A)=4/7""dir.

Ornek 1.2.74: H=L'(0,1) uzaymda V:22(0,1) > L*(0,1), Vf (x) = [ £ (t)dr, f € *(0.1)

0

lineer sinirli V' operatoriiniin spektrumu U(V) =0 seklindedir. Gergekten, bir 1eC i¢in

(V —AE ) f=g, f.gel’ (0,1) spektrum problemine bakilsin. ilk olarak,

(a) §=0,A#0 durumu incelensin. Bu durumda problem (V—AE)f =0 seklinde

olup buradan

O S ¢

f(t)dtz?tf(x), fel (0,1)

seklindedir. Bu integral denklem

{f(x):/lf’(x) Ahhy
£(0)=0

diferensiyel denklem olan siir-deger problemine doniisiir. Son esitlikten

f’(x)z% F(x) A-hhy

olup buradan ise f(x) ¢oziimii

f(x):el c

seklinde olur. Burada f (0) =0 smir deger sart1 yerine yazilirsa f (x)=0 Ahh.y bulunur. Bu

AeC, 1 #0 sayisimin dzdeger olamayacagi anlamina gelir. Simdi

(b)g =0, A=0 durumu incelensin. Bu halde v =0 olup
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[£(e)dr=0, 1 er(01)

olur. Buradan f (x)=0 Ahh.y oldugu bulunur. Buise A =0 sayisinin 6zdeger olamayacag

anlamma gelir. Boylece (a) ve () durumlarindan o, (V)=9 oldugu elde edilir.

(c) §#0, A#0 durumu ele alinsin. Bu durumda (V—lE)f =g, f,gel’ (O,l), yani

f(t)dt—if(x)=g(x),f,g ELZ(O,I)

O ey 2

olur. Burada h I f dt alinirsa integral denklemi diferensiyel denklemine doniisiir. Bu
0

denklemin genel ¢oziimii

esitligi dogrudur. h(x _[ f(t)dt oldugundan
0

<v—w>*g<x>=f<x>=h'<x>={—if el‘)“”g@)ds} =L e s (s)as

¢oziimii elde edilir. Son esitlikten R, (V)=(V-AE )71 in var oldugu ve
(V-2E)" e L(L2(0.1)) oldugu elde edilir. Sonug olarak C\{0}=p(V) olup o(V)=1{0}
seklindedir.

(d)g#0, A=0  durumunda ise Oeo, (V) oldugu aciktir.  Bdylece

o(V)=0,(vV)={0} bulunur. Bu durumda r, (V) =0 seklindedir.
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Ornek 1.2.75: H=L(0,1)uzaymda ve A:D(A)cL(0,1)>L(01),i=1,...4

operatorii i¢in
0
(1) Au=u"+au, D(Al) =W21 (O,l), aclR;
(2) Au=u"+au, D(AZ) = {u eW, (0,1):u(0) =0}, aeR;
(3) Au=u"+au, D(A3) = {u eWz1 (0,1):u(0) =u(1)}, aclR;
@) Au=u'+au, D(A,)=W,(0,1), aeR
operatdrlerinin spektrumlar1 bulunsun.
0
(1) Her u(t)eW, icin

(u' +au—Au, e(aj)t) = (u', e(aj)t)
2(0.1)

oldugundan her AeCicinR(A —AE) L & ve buradan R (A-4E)L 4" bulunur,

Baska bir deyisle, R(A —AE)# L, (0,1). Sonuncu ve kalan spektrumunun tanimina gore

(2) Bu durumda 1€C icin Au=u'+au=u+f,fe r (O,l) denkleminin genel
¢Ozimil

u(t)= ce ) f e A=) ¢ (s)ds

0

seklinde olup #(0)=0 smir deger kosulundan ¢ =0 bulunur. Oyleyse, her 1eC ve her

fel(0,1)igin (A,—A)u=f denkleminin
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u(t) =R, (A,) f ()= [ f (5)ds €W, (0,1)
0
seklinde bir tek ¢6ziimii vardir, yani her 4 € C igin (A4, - i)_l € L(L2 (0, 1)) . Bagka bir ifadeyle

o(4,)=2. p(4)=C.

(3) 2eC igin Au=u'+au=Au, ue D(A;) denkleminin ¢oziim kiimesi

9

u, (1)= ce M ceC,0<r<1

(a=2)

seklindedir. Ayrica u, €W, (0,1) olup u(0)=u(1) smur degerlerini kullanilirsa ¢ =ce”
oldugu elde edilir. Buradan c(l—e_(“_i))zo olup ¢#0 igin 1=¢“" dir. Buradan ise

A—a=2kri, k €Z oldugu bulunur. Sonuncu ve noktasal spektrumun tanimindan
Jp(A3)={a+2k7ri:keZ} )
Omek 1.2.62°den A, : D(Ag) cl’ (O,l) - (O,l) operatorii normal olup Teorem
1.2.71°den bu operatoriin kalan spektrumu o, ( A3) = [38].
A# A, =a+2kri, k €7 alimsim.
Au=Au+f, u(t), f(t)e L (0,1)

denkleminin ¢6ziim kiimesi

u (t) —ce I 4 J-ef(a%)(’fs)f (s)ds, ceC
0

seklindedir. u(0)=u(1) smir degerleri kullamlirsa
1
c= (1 - e(ﬂ_“)) 1 Ie(l_“)(l_s)f (s)ds

0

olup
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1

R.f(r)=(1- ““)lje“”*” )ds+je““)<”)f(s)ds,feL2(0,1)
0

0

yani

(Z.—a 1

=) J.e(l_u)(l_S)f (s)ds

je ds+
0

sonucuna ulasilir.

Simdi R, f (t)e L(L(0.1)) oldugu gdsterilsin,

HfHI

1+e A-a) f e
Ie ds+
0

2]
_|_

1
Ie(l_“)(t_s) f(s)ds

1+ j (A=a)(1- r)f (s)ds o
e t

L= A

\

2

szj 1+ Z(j‘e(m(m) £ s)‘ds + Cal ( ‘ WX g (s )‘ds
1= e(l a) ) 1—¢")
1 (A-a) ’ G P
S2I tjﬂ [ ‘ (A-a)(r- v)f( )‘dsj (la (”e Jd
) 0

(Cauchy-Bunyokowski Esitsizliginden )

| ! e afr=s ( - o a)(t—s)
32_([ 1+Z ‘ (Fakes) ds”f | ds+ PP ” (3eX dsj|f(s| ds}d
14 %9 2 (—a) P Y1/1 VN
= 2[ 1+:(/1—a) + lfeu—a) J_([(_(Ue(l Xe=s) ds}dt”f(t)”2
14 e#9 2 e 2
<2{1 | J( - 4|J I @)
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144 ’

Bu halde ¢, = [2 " +2

(4-a)

1
(i-a) | \2( 2~ 1
¢ | J [e ] olarak secildiginde
—e

1-) 2|A—d|

|IR.f (1) < .| (2)] elde edilir. Boylece eger A+ 4,, k eZ ise A€ p(A;). Sonug olarak
o(A)={a+2kni:keZ}.
(4) Her 2 € C igin
Au=u'+au=Au, ueW, (0,1)
denkleminin ¢oziim kiimesi
u(r)=cer
seklinde olup her 2€Cicin Au=Au denkleminin u#0, ueW, (0,1) seklinde ¢oziimii

vardir. Sonuncu ve noktasal spektrum tanimina gore O'(A4) =0, (A4) =C.

Tamm 1.2.76 (Hilbert Uzaylarinin ve Operatorlerinin Direkt Toplam, ([41], s.256)):

H,, n>1 Hilbert uzaylarinin sonsuz direkt toplami ve H,, 1n>1 Hilbert uzayi iizerinde lineer

yogun tamimli kapali A, :D(An) cH,—>H,, n>1 operatorlerin sonsuz direkt toplami

sirastyla

H:(%Hn:{u:(un):uneHn, n=l1, i”n; <oo},
n=1 "

0

A=€2Aw A:D(A)cH —>H,

D(A):{u:(un)eH :u, € D(A), n=1, Au=(Ahun)eH }
seklinde tanimlanir. Bu halde H,

(), = 2 (1,0,),,

n=1

i¢ carpimui ile bir Hilbert uzayidir [41].
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Oregin; H, :=(C,

), n>1 olmak iizere

Hzé@z{(un):un eC,n>1ve g|un|2<oo}:£2

seklindedir. Ayrica eger

A:H —H,, Au,=ou, ,n=1 ,aneC,azsup|an|<oo

n’n
n=l1

olmak tizere
AOH,»>®H, A=® A,

olsun. Bu halde

olup her u € H igin

2
(94

n

u

n

12
2
| <al,

faud, =3

n=1

seklindedir. Dolayisiyla

A:®H, — (JDIHH
n=1 n=

operatorii sinirlt bir operatordiir.

Tamm 1.2.77 (Cok Noktah Diferensiyel Operator, ([42])) : Ozel bir durumda Lz[a,b]

uzayinda tanimli ¢gok noktali lineer diferensiyel operatoriin tanimi verilsin.

a4
T._;ai(t)(dtj ,
burada q,:[a,b] >R, a, € C*[a,b], i=1,2,---,n ve [a,b] iizerinde a,(-)#0 olsun.

= {a =Xy <X <X, <- <X, =b} ,[a,b] nin bir pargalamsi olsun. S reel L’ [a,b] Hilbert

uzayini gostermek iizere,
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H" ([a,b]) = {f(t) eS:feCc"! [a,b],f("_l) S AC[a,b],f(") e S} .
H" (ﬂ) ile asagidaki iki sart1 saglayan biitiin f (t ) € S fonksiyonlarin kiimesi gosterilsin:

1. f (I)ES fonksiyonu her bir [xH,xl.], i=12,--,m alt arah@mnda X;_; ve X; ug

noktalarinda  swrasiyla  sag  ve  sol  limitlere  sahiptir. i=1,2,--,m  igin
[i(0)=1 (1), x <t<x, fi(x,)= f(x,-tl) ve fi(x)= f(xi‘) seklinde [x,_,, x, | iizerinde f;
fonksiyonu tammlansm.  f, f,,*, f,  fonksiyonlarina f 'nin  bilegenleri denir ve
f= (fl, faurr, fm) seklinde yazilir.

2. i=1,-migin f; bilesenleri H"[x_,,x | ye aittir. H"(7), H"[a,b] yi igeren S "nin
lineer bir alt uzayidir ve keyfi f (t) eH" (7[) icin 7 f (t) eS

Simdi H" (71) iizerinde asagidaki sekilde bir lineer ¢ok noktali sinir deger fonksiyoneli

tanimlansin:

,_.

nm n—

B(f)= [ Jlfz (xtfl)"'ﬂilfz(j)(xl)}’ f:(fl’fza""fm)EHn(ﬂ-)

=1

~.
Il
(=}

burada, j=0,1,--,n—1, [=1,2,--,m igin &, Jij i € R . Bu sekildeki biitlin sinir degerler uzayi

2mn boyutlu lineer uzaydir.

Burada

m n—

B(f)= 2> [ (5)+ Bufi” (%)} i=1.2,k

=1 j

\ I\
(=}

seklinde k-tane lineer bagimsiz ¢ok noktali sinir deger fonksiyonellerin kiimesi verilmis olsun.

S uzayi iizerinde

L:C‘D(L)cS—)S, Lf=tf, @(L)::{fEH"(ﬁ);B,(f):(), izl,z,...,k}

1

seklinde tanimlanan L lineer operatoriine ¢ok noktali lineer diferensiyel operatér denir.

Sayilabilir sonsuz sayida alt araliklar durumunda da ¢ok noktali diferensiyel operator

tanimi1 benzer sekilde verilebilir [43].
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Tamm 1278 (44, 549) @ 1()=(-1)' (py®)" +(-1)" (py"" )("l) Ttk p,y bir
diferensiyel ifade olsun. Burada p, , (x), xe(a,b), k=0,1,---,n k. mertebeden tiirevlere
sahip  Lebesgue Olgiilebilir  fonksiyonlardir.  Eger (a,b) araligt  sonlu ve
1/ p, (x), )2 (x),---, D, (x) fonksiyonlar1 (a,b) aralig1 lizerinde Lebesgue integrallenebilirse
l() > ye regiiler diferensiyel ifade, diger durumlarda singiiler diferensiyel ifade denir.

Tamm 1.2.79 (Evoliisyon Operatorler Ailesi, Cauchy Operatorii, ([12], s.147)): J sonlu

veya sonsuz bir aralik, A() bir operator-fonksiyon olmak iizere

‘D; f’) ~ A1) X (1),
X(r)=E, tel

diferensiyel-operator =~ denklemi  icin  bakilan  baslangic  deSer  probleminin

X (t) =U (t, r), t,7€J operator ¢oziimiine

d
L A1), ted
” (1), 1€

diferensiyel denklemine karsilik gelen evoliisyon operatérler ailesi denir. Ayrica

U (t) =U (t, 0), t € J operatoriine Cauchy operatorii denir.

Tanim 1.2.80 (Minimal Operator, Maksimal Operator, ([45])): QQ < R" bir bolge ve

l() = Z a,D” olsun. Burada, & =(0{],062,...,05n), D“ =D1a'D;2...D:", D, =-—,

‘a‘ﬁm

1<k <m,

a=a,+a,+..+a, ve a, =a,(x), x=(x,x,,...,x,) seklinde bir diferensiyel
ifade olsun. Ayrica [ () ifadesi l() diferensiyel ifadesinin L’ (Q) Hilbert uzayindaki i¢
carpima gore formal eslenigi olsun. Bu durumda

Lu =1(u), ueCy(Q),

L :Cy(Q) el (Q)—> L (Q)

ve
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Liu=1" (v), veCy (Q),
L :Cy(Q)cl(Q)—> L (Q)

’

seklinde tanimlanan operatdrlerin r (Q) uzaymnda kapanislari sirastyla I, = L, ve I, = I
olsun. Bu halde L, : D(LO) cr (Q) —>I (Q) operatdriine l() diferensiyel ifadesinin L’ (Q)
uzayinda dogurdugu minimal operatér, L = ( L ) operatoriine ise maksimal operator denir.

Goriildiigii gibi L, < L, I; < L(L" = L,).

Ornek 1.2.81: (0,1) Hilbert uzayinda

seklinde basit bir diferensiyel ifadeye bakilsin. Bu halde

I (v)=—v'(1)

olup
0 0
LW, cL’(0,1) > L*(0,1), Lu=u'(r), ueW,
LW, (0,1)c I? (0,1) > I’ (0,1), Lyv = —v'(t), veW, (0,1).
Ayrica l() nin r (0, 1) uzayinda  dogurdugu  maksimal  operatér  ise

L:W, (0,1)c I*(0,1) > L7 (0,1) seklindedir.

Tanim 1.2.82: Bu tez ¢alismas1 boyunca l(u):u'(t)+a(t)u(at), O<a#l<ow, 0<T<o0

ve l(u):u'(t)-l-a(t)u(a(t)), aeC[O,T], 0<T <owogeklindeki ifadelere sirasiyla birinci

mertebeden pantograf tipli gecikmeli diferensiyel ifade ve birinci mertebeden fonksiyonel

diferensiyel ifade denilecektir.

Bu diferensiyel ifadelerin, 6rnegin, vektor fonksiyonlarin Hilbert uzayinda baslangic
veya sinir deger kosullari ile iirettikleri operatorlere sirasiyla birinci mertebeden pantograf tipli
gecikmeli diferensiyel operator ve birinci mertebeden fonksiyonel diferensiyel operator

denilecektir.
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Ornegin,

lp(u)zu'(t)+u(t2), 0<t<oo,

L, (u)zu'(t)+u(lnt), 0<t<

ifadeleri sirasiyla pantograf tipli gecikmeli diferensiyel ifade ve pantograf tipli fonksiyonel

diferensiyel ifade olur. Ayrica

ve

diferensiyel ifadelerin r (O, OO) Hilbert uzayida dogurdugu operatdrlerine ise sirastyla birinci

mertebeden pantograf tipli gecikmeli diferensiyel operator ve birinci mertebeden fonksiyonel

diferensiyel operator denir.



2. YAPILAN CALISMALAR VE BULGULAR

2.1. ST-1 Durumunda Sinirh Tersinir Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrum
Yapisi

Bu boliimde vektor-fonksiyonlarin L’(H,(0,1) Hilbert uzayinda
H(u) = (1)+ Y A, (1)u (1) (2.1.1)
m=1

seklinde gosterilecek birinci mertebeden lineer pantograf tipli gecikmeli diferensiyel-

operator ifadesi ele alinacaktir. Burada:

() H , (,) , I¢ carpimi ve || : || ,, hormu ile bir ayrilabilir Hilbert uzayz;

(2) Her m=1,2,...,n igin A, 2[0, 1] — L(H) operator-fonksiyonu diizgiin operator
topolojisinde siirekli;

(3)Her m=1,2,....n—1 igin O< ¢, <1 ve a, =1 seklindedir.

Ayrica I (H ,(0,1)) uzayimda (2.1.1) diferensiyel ifadesine karsilik gelen

m(u):u'(t) (2.1.2)
diferensiyel ifadesine de bakilacaktir.

Bu halde (2.1.2) diferensiyel ifadesinin r (H ,(0,1)) uzayindaki formal adjoint

ifadesi
m" (v)z—v'(t) (2.1.3)
seklinde olacaktir.

Simdi vektor-fonksiyonlarin

D, = {u(t)eLZ(H,(o,1)):u(t):i¢k (1) foo 9 (1) €C (0.1). f, €H, k=12,.n, n EN}

k=1
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r (H (0, 1)) uzayinda yogun lineer manifoldu iizerinde

!

M, u ::m(u), ueD,

seklinde bir M, : D, < I’ (H ,(0,1)) —I? (H ,(0,1)) operatdrii tanimlansin.

M 0' operatoriiniin r (H ,(O,l)) uzayindaki kapanisina (2.1.2) diferensiyel-operator

ifadesi tarafindan iiretilen minimal operator denir ve M, ile gosterilir, yani M, =M, .

Benzer sekilde (2.1.3) diferensiyel-operator ifadesinin r (H ,(0,1)) uzay: lizerinde

tirettigi M, minimal operatorii de tanimlanabilir.

M (M,) operatorinin L’ (H ,(O,l)) uzayindaki adjointine
ifadesinin Urettigi maksimal operatorii denir ve M (M +) ile
M=(M;) .M =(M,).

Simdi her m=1,2,...,n igin

P, u(t)=u(a,t), ue L (H.(0.1))

seklinde F, : r (H (0, 1)) - (H (0, 1)) operatorii tanimlansin.

Bu halde, her m=1,2,...n ve ue L’ (H,(0.1)) igin

aIH

1
2
“ 12 (H (0.,1)) - J’(u(aml),u(aml‘))f]d[
0

elde edilir.

Ayrica M, cM, My c M™ oldugu agiktr.

(2.1.2) ((2.1.3))

gosterilir.  Yani,
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Boylece her m=1,2,...,n icin PameL(Lz(H,(O,l))) ve HPaHS

goriiliir. Bu durumda her ¢ €[0,1] igin

A ()= A, ()P,

m=1

seklinde tanimlt A (¢): [’ (H , (O,l)) >I (H , (0,1)) operatorii bir sinirli lineer operatordiir.

Bu kisimda, L’ (H ,(O,l)) uzaymda (2.1.1) ifadesi tarafindan iiretilen minimal L, ve

maksimal L operatorleri sirasiyla

Ly=M,+A, (1),

L, :w(}; (H.(0.1)) =L (H.(0.1)) > I (H.(0.1)),
L=M+A,1),

L:W, (H.(0.1))= I (H,(0.1)) > L* (H,(0.1))

seklinde tanimlanacaktir. Simdi U (7, s), 1,8 €[0,1]

Ut(t,s)f +A, (t)U(t,s)f =0, t,se[O,l],
U(s,s)f:f,feH

homojen diferensiyel denkleminin karsilik gelen evoliisyon operatorler ailesi olsun.

H Hilbert uzayinda her s,z € [0,1] icin U (t, s) operatdrii lineer siirekli sinirli tersinir

operatrdiir ve U™ (£,5)=U (s.1), s, €[0,1] ([11]).
Simdi
Uz(t)=U(1,0)z(t), ze L' (H,(0,1))
seklinde bir U : I (H,(0,1)) — L’ (H,(0,1)) operatdrii tammlansin,

Bu halde zel (H ,(0,1)), z [0,]] > H diferensiyellenebilir vektor-fonksiyonlar

i¢in
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1(Uz) = (Uz) (1) + A, (1)Uz(2)
=Uz (0)+(U/ + A, (1)U )2(r)
=Um(z)

bagintisinin saglandigi agiktir. Son bagintidan U (UZ ) = m(Z ) esitligi elde edilir.

Boylece, eger L operatdrii L, minimal operatoriiniin herhangi bir genislemesi, yani

L,c LcL ise,
U'LU=M,, M,cU'LU=McM, U'LU=M
bagintilarinin dogrulugu agiktir.

Ornegin, son bagintinin saglandig1 gosterilsin. M, ve M operatdrlerinin tanim

kiimelerinin sirasi ile

seklinde oldugu biliniyor.
Eger z€ D(M) ise [(Uz)=Um(z) e I’ (H.(0,1)) elde edilir. Yani, Uz € D(L). Son
bagmtidan M cU™'LU oldugu gdriiliir. Tersine, eger u € D(L) ise
m(U™v)=U"(v)e L’ (H,(0.1))
esitligi elde edilir. Yani, U 've D(M).
Buhalde U'LcMU™, yani U'LU =M esitligi elde edilir.

Teorem 2.1.1: KerL, ={0} ve R(L,)#L,(H.(0.1)).

Ispat: Teoremin ispat icin

KerM, ={0} ve R(M,)=L,(H.(0.1))
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oldugunu gostermek yeterlidir.

{Mou =u'(t)=0, ue D(M,)
u(0)=u(1)=0

siir deger problemine bakilsin. Bu durumda u(7)=f, f € H ve u(1)=u(0)=f =0,
Boylece KerM,={0} bulunur.

Simdi keyfi f €R (M 0) keyfi olsun. Bu halde f, € H i¢in

(fo ) ={[ (for £ (1))
= ] f(t)dtJ
=40
owp HLR(M,) . O halde dimcokerR(M,)>dimH >1.  Oyleyse

dimcokerR(L,)>dimH >1. Yani, R( );tLZ(H,(O,l)).

Teorem 2.1.2: I’ (H ,(0,1)) Hilbert uzayinda L, minimal operatoriiniin her

L (ln cLc L) tersinir geniglemesi (2.1.1) diferensiyel ifadesi ve
(K+E)u(0)=KU(0,1)u(1) (2.14)

sinir deger kosulu ile uretilir. Burada, K:H — H sinirh lineer operator ve E:H —> H
birim operatordiir. K e L(H ) operatorii L genislemesi tarafindan tek tiirlii belirlenir, yani,

L=L

-
Tersine, L maksimal operatoriiniin K : H — H keyfi bir sinirli lineer operatér olmak
lizere (2.1.4) siur deger kosulunu saglayan u eWzl(H ,(0,1)) vektor-fonksiyonlarin alt

uzayi lizerine kisitlanisi, r (H ,(0, 1)) Hilbert uzay: iizerinde L, minimal operatdriiniin bir

tersinir genislemesidir.
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Ispat: Ilk olarak LZ(H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatdriiniin tiim smurll tersinir

genislemeleri sinir degerler dilinde ifade edilsin.

M, minimal operatoriiniin Cauchy genislemesi denilen
M u= u'(t), u(O) =0
Mo =D(M.)={ueW, (H,(0,1)):u(0)=0} = ' (H,(0,1)) > L*(H,(0,1))

M . operatoriine bakilsin. M . operatdriiniin M, minimal operatdriiniin bir sinirh tersinir

genislemesi oldugu ve

M f(t)=| f(x)dx, fel*(H,(0,1))

© —

M2 (H,(0.1)) > L*(H,(0.1))

oldugu agiktir.
Simdi M operatorii L’ (H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatériiniin bir sinirh

tersinir genislemesi olsun. Bu durumda M operatoriiniin tanim kiimesinin
D(M)=D(M,)®(M." +K)V

direkt toplam seklinde yazilabilecegi biliniyor. Burada, V = KerM =H, K € L(H)) [2,3].
Boylece her bir u(r) e D(M) i¢in
u(t)=uy(t)+M." f+Kf, uye D(M,), f €H

elde edilir. Yani, u(t)=u,(t)+1f +Kf, uye D(M,), f €H.

Boylece

u(O):Kf,
u(l)=f+Kf =(K+E) f

esitlikleri elde edilir. Bu son bagintilardan
(K+E)u(0)=Ku(1) (2.1.5)

esitligi bulunur.
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Ayrica K € L(H) operatoriiniin tekligi [2] den agiktir. Bdylece M=M, .
Bu halde teoremin iddiasinin gerek sart1 ispatlanmis olur.

Tersine, eger M, , (2.1.2) diferensiyel ifadesi ve (2.1.5) smir kosulu tarafindan

tretilen bir operator ise M, sinirly, tersi sinirlt ve

M, (H,(0.1)) > L*(H,(0.1))

M f ()= [ f (x)dx+ Kjf(x)dx, f el (H.(0,1)).

0

Sonug olarak, L’ (H (0, 1)) uzayinda M, minimal operatdriiniin tim simnirl tersinir

genislemeleri K:H — H keyfi smirh lineer operator olmak lizere (2.1.2) diferensiyel

ifadesi ve (2.1.5) smir kosulu tarafindan iiretilir.
Simdi genel duruma déniilsiin. Bunun igin L’ (H : (0,1)) uzaymda

U:L(H.(0.1)) > L (H.(0.1)),
(Uz)(1)=U(1,0)z(r), ze L’ (H,(O,l))

operatorili tanimlansin. U (t, s) , 8,1 € [0, 1] , evoliisyon operatdr ailesinin ozelliklerinde
(U‘lz)(t) =U(0,1)z(1).
Diger taraftan
U'LU=M,, M,cU'LU=M cM, U'LU=M
bagintilarindan U operatorii L’ (H ) (0,1)) uzaymnda L, ve M, minimal operatorlerinin
sinirl tersinir genislemeleri kiimeleri arasinda birebir bir doniisiim olusturmaktadir.

I (H ,(O,l)) uzayinda I, L, minimal operatdriiniin bir siurl tersinir genislemesi

olmasi icin gerek ve yeter kosul M=U"LU operatoriiniin LZ(H ,(0,1)) uzaymda M,

minimal operatoriiniin bir sinirl tersinir geniglemesi olmasidir.
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Bu halde, u € D(L) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(K +E)U(0,0)u(0)= KU (0.1)u(1)

olmasidir. Yani, (K +E)u(0)= KU (0,1)u(1) olmasidur.
Boylece teorem tamamen ispatlanmis olur.

Sonug 2.1.3: LZ(H,(O,I)) uzayida
l(u)=u'(t)+A()u(at), 0<a <1

pantograf tipli gecikmeli diferensiyel ifadesi ve
(K+E)u(0)=KU (0,1)u(1)

smir deger kosulu tarafindan iiretilen L, minimal operatoriiniin her L, smirl tersinir

genislemesinin R, (Ly ), A€p(Ly) resolvent operatdrii

1

R, (L) f(r)=U(1,0) (E+K(1—e‘))_1 Kje*“S)U(o,s)f(s)ds+je‘(’S)U(o,s)f(s)ds :

0
fel(H,(0.1))
seklindedir.

Not 2.1.4: Genelde keyfi Ae L(H ) operatorii igin AP, # P,A.
Gergekten, eger (Af)(t) =tf (t), fel (H,(O,l)), AL (O,l) = (O,l) olarak
alinirsa O<a <1 ve fel’ (H,((),l)) icin

(AR,) f(1)=A(P.f (1))
:A(f(at))

esitlikleri elde edilir.
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Sonu¢ 2.1.5: Keyfi re(0.1) ve keyfi ueW,(H,(0.1)) isin (Au)(at)=Au(ar)
olsun. Bu halde LZ(H ,(0,1)) uzaymda L, minimal operatoriiniin tim sinirli tersinir

genislemeleri
l(u) :u'(t)+A(t)u(at), O<a <1

diferensiyel ifadesi ve

(K+E)u(0):KiﬂA"u(a”), KeL(H) (2.1.6)

— n!
sinir kosulu tarafindan iretilir.

Bu teoremin tersi de dogrudur.

Dikkat edilirse (2.1.6) esitligindeki sag taraftaki seri yakinsaktir. Gergekten, keyfi

ueWw, (H,(O,l)) icin

0

2

n=0

Szw:”A—max”u” < o0,
= n! [og "M

U (o)

n!

Sonug 2.1.6: LZ(H,(O,I)) uzayinda
l(u)zu'(t)-l—u(dt), O<ax<l

pantograf tipli diferensiyel ifadesi tarafindan tiretilen L, minimal operatdriiniin tim L,

sinirl tersinir geniglemeleri l() diferensiyel ifadesi ve

e

sinir kosulu ile ifade edilir.

Sonug 2.1.7: LZ(H,(O,I)) uzayinda

I(u)=u'(t)+u(eyt)+u(ayt)
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birinci dereceden pantograf tipli diferensiyel operator ifadesi tarafindan iiretilen minimal

operat0riin tim sinirlt tersinir geniglemeleri l() diferensiyel ifadesi ve

(K+E)u(0):K[u(l)—(u(al)+u(a2))+2l!(u(af)+2u(ala2)+u(0{§))
(ol ulaa) s 2ufaien) 2u(ad) ot vuad)) -
siir kosulu ile ifade edilir.

Not 2.1.8: Her m=12..n i¢in ¢, :[0,1]—>[0,1], ¢, >0(<0), ¢, C'[0.1],
P, :L(H,(0.1))—> L (H.(0.1), P, u(t)=u(p,(r)) ve A, (¢) ZA t)P, olmak iizere

Teorem 2.1.2

()= (1) + D4, ()0, (1))

m=l1

diferensiyel ifadesi i¢in de genellestirilebilir.

Teorem 2.1.9: L’ (H ,(O,l)) uzaymnda [, (-) gecikmeli diferensiyel-operator ifadesine

karsilik gelen minimal operatdriin tim sinirli tersinir geniglemeleri /, (-) diferensiyel ifadesi

ve
(K+E)u(0)=KU,(0,1)u(1)
siir deger kosulu ile belirlenir. Burada K : H — H sinirli lineer operator ve her ¢,s € [O, 1]

icin U, (1,s), U,(s,s)=f.feH smirkosuluile

!

(U,), (1.5)+A, (1)U (1.5)=0, 1,5 €[0,1]

homojen diferensiyel denklemine karsilik gelen evoliisyon operatdrler ailesidir.

Bu teoremin tersi de dogrudur.

Simdi burada LZ(H ,(0,1)) uzaymnda L, minimal operatOriiniin sl tersinir

genislemelerinin spektrum yapisi incelenecektir.
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[k olarak asagidaki teorem ispatlanilsin.
Teorem 2.1.10: Eger L operatorii L, minimal operatdriiniin bir sinirli tersinir genislemesi
ve M=U"'LU operatdrii. M, minimal operatdriiniin ona karsilik gelen sinirli tersinir

genisleme ise bu genislemelerin spektrumlari icin =~ & L)=c(M) bagmtisi dogrudur.
g g

Ispat: L., L, minimal operatdriiniin (2.1.1) pantograf tipli diferensiyel-operator ifadesi
ve (2.1.4) sinir deger kosulu tarafindan tiretilen bir sinirli tersinir genislemesinin spektrum

problemi diisiiniilsiin. Yani, A€C ve fel (H ,(0,1)) olmak iizere
Lou=Au+f

denklemine bakilsin. Buradan

(Ly —AE)u=f,

ya da (UM U™ =AE)u=f denklemleri elde edilir. Bu halde U(M —A)(U 'u)=f
bagintis1 bulunur.

Boylece teorem ispatlanmis olur.

Simdi smurl tersinir genislemelerin spektrum yapist hakkindaki asagidaki teorem

ispatlanilsin.

Teorem 2.1.11: I (H ,(O,l)) Hilbert uzayinda L, , L, minimal operatdriiniin bir smirli

tersinir genislemesi ise L, operatoriiniin spektrumu

u+1

O'(LK):{ZE(C:/I:M B

+iarg [‘U—H)Janm',,u IS O'(K)\{O,—l},n IS Z}
Y7,

seklindedir.

ispat: ilk olarak L’ (H ,(O,l)) uzayinda M, minimal operatériiniin M, =U"'L .U smirh

tersinir genislemesinin spektrumu arastirilsin.

Buhalde 21€C ve f eL’(H.,(0.1)) olmak iizere
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M u=Au+f

denklemine bakilsin. Yani,

u'=Au+f,
(K+E)u(0)=Ku(1), KeL(H)

siir deger problemi incelensin. Ag¢ikca gorildiigi tizere r (H , (O, 1)) uzayinda
u'=Au+f

diferensiyel denkleminin genel ¢6zimii
w, (t)=¢"f, +J‘e’1(’_s)f (s)ds, f,eH
0

seklindedir. Boylece (K +E)u, (0)=Ku, (1) sir kosulundan
1
(E+ K(l —el))fo = Kj'el(l_‘y)f(s)ds
0
esitligi elde edilir.
Her A4, =2mzi, meZ igin (2.1.7) esitliginden
1

fo(m) = Kj el‘"(H)f (s)ds, meZ, fo('") eH

0

bulunur. Sonug olarak, bu durumda M, operatoriiniin resolvent operatorii

m

(2.1.7)

R, (M) f(t)= Ke;""’tj-el’“(l_s)f (s)ds +j.el"’(t_“‘)f (s)ds, fel’ (H,(O,l)), meZ

seklindedir. Bu durumda her meZ igin R, (M, )< L(L2 (H.(o. 1))) oldugu agiktr.

Simdi A #2mrzi, meZ, 1€C oldugu kabul edilsin. Bu halde (2.1.7) ifadesi

kullanilarak

(K— ! Ejfo _ ! . K]je“”)f(s)ds, foeH, fel’(H,(0.1))

et —1 1-e 0
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denklemi elde edilir. Boylece 4 € G(M K) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1
et —1

H= EG(K).

Bu durumda u # 0 igin

1
oMt

,ueo(K), u#-1
= ueo(K)

elde edilir. Bu halde

A =lIn prl
7

1
+iarg [&J +2nri, neZ
Y7,

bulunur.
Sonuncu bagint1 ve Teorem 2.1.10 kullanilarak teoremin iddiasi ispatlanilmis olur.

Simdi 6zel durumlarda sinirh tersinir genislemelerin 6zdegerlerinin asimptotik

davraniglari i¢in bir sonug ispatlanilacaktir.

Teorem 2.1.12: K:H — H smnirli lineer bir operatér, K #0 ve o(K)=0,(K) olsun.

Ayricaher preo,(K) igin |#|=a >0 ve |u+1]=B>0 olacak sekilde a,3>0 sayilari

A (L
da var olsun. Bu durumda 7n—> igin 4, (LK ) ~2nm saglanir. Yani, lim”z(—'()| limiti
n—om ni

A (L
vardirve 0< limLK)|

<oo saglanir.
n—0 2”72-

Ispat: Bu durumda her n>1 igin

2

u+1

7,

A

n

(M )‘2 =In’

+

1
arg [&] +2nr
y7,

elde edilir. Her n€o, (K ) icin
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url
#l1ul K]
u+l 1
Iz W a

bagintilarindan

<ln'u+

! < ln(lJrl)
a

bulunur. Boylece her # €0, (K ) igin

m{ ( ] o1+ lj}s‘m“%l‘

bagintis1 dogrudur. Ayrica her n €7 igin

i}

nf1+2]

|

<max{
2

< (2(n+1)7r)2

(21172')2 <

arg (‘U—HJ +2nrx
Y7,

bagintis1 da saglanir. Sonug olarak, her n €N igin

(gm)z[nfm { ( ]ln(1+1j
4,(m )
<(2nﬂ)2{[2(’;;)ﬂ)2+(2n17r) { ( JZH(HIJH

bagintisi elde edilir. Bu ise 7 —> 0 igin 4, (M X ) ~2n7m oldugu anlamina gelir.

i

<

Simdi baz1 6rnekler verilsin.

Ornek 2.1.13: (H.||,)=(C,

]). A(t)=a(t) e C(RR) olsun. Teorem 2.1.2” e gore L’ (0,1)

Hilbert uzaymda O<a <1 olmak iizere [(u)=u'(t)+a(r)u(ar) diferensiyel ifadesi

tarafindan {retilen L, minimal operatoriiniin tim L, smirh tersinir genislemeleri /(-

diferensiyel ifadesi ve



66

(k+1)u(0) = kexp[j;a(t)Padtj

siir deger kosulu ile tiretilir.

Ayrica bu genislemelerin resolvent operatorii her A € ,O(Lk) i¢cin

t s

R,(L) £ (1) :exp[_j a(x)Pade{(l+k(l—el)_1)kj;exp[/1(l—s)+ [ a(x)Padx] £ (s)ds

0 0

B

+_:[€Xp(l(t—s)+ja(x)Padx]f(s)ds}, fel (0,1)

0
seklindedir ve k # 0,—1 oldugu durumlarda L, genislemelerinin spektrumu

+iarg (%J +2nrxi,n e Z}

J(Lk):{/ie@:/l:lnﬂ

seklindedir.

Ornek 2.1.14: (H,

H):(C’

l(u) =u'(t)+a(t)u(t)+b(t)u(at), 0<a<l1

. ), a,be C(C) olsun. L’ (O,l) Hilbert uzayinda

pantograf tipli diferensiyel ifadesi disiiniilsiin. Teorem 2.1.2° e gére L, minimal

operatOriiniin tim L, sinirl tersinir genislemeleri l() diferensiyel ifadesi ve

1

(k+1)u(0)= kexp[j(a(s)er(s)Pa)dsju(l), keC

0

sinir deger kosulu tarafindan iiretilir ve tersi de dogrudur.

Ayrica  bu  genislemelerin  resolvent operatérii  her Aep(L) igin

0

R, (L) f(1)= exp(—j(a(s)+b(s)Pa)ds]
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seklindedir. Ayrica Teorem 2.1.11° e gore k EC\{(0,0),(—LO)} icin L, siirlt tersinir

+iarg (%j +2nri, n€ Z}

seklindedir. Simdi L* (0,1) Hilbert uzayinda

genislemelerinin spektrumu

()'(Lk):{/le(C:ﬂ,:lnE

' (t)=a(t)u(ar)+b(t)u(t)+f(¢)
diferensiyel denklemi ile u (0) =u, baslangi¢c sinir deger problemi diisliniilsiin. Burada,
a(-), b() € C[O,l], fel [0,1] ve u, € C. Bu problemi ¢6zmek igin

y(t) :u(t)—uo, O<r<l1

seklinde doniisiim yapilsin. Bu durumda problem

problemine doniisiir. Son problem

y'(1)+A, (1) y(t)=25(r). y(0)=0,
A, (t)==a(t)P,—b(t)E

a

seklinde yazilabilir. Bu halde Sonug¢ 2.1.3’den K =0 i¢in yukaridaki Cauchy probleminin

¢Ozimi

t

()= R, (L) 8(1)= '8 (1)=U (1.0) [U (0.x) g (x)a.
g(t)=£(r)=(a(r)+b(r))u,
seklinde analitik olarak ifade edilebilir.

Bu probleme baska bir yaklagim [3 1] calismasinda verilmistir.



68

Ornek 2.1.15: I*(0,1) Hilbert uzayinda

(1) + [u(ax)ds= £ (1), 0<a<l, u(0) =4,

0

birinci dereceden integro-diferensiyel denklemi diisiiniilsiin. «(¢) bilinmeyen fonksiyonu
icin

y(t) :u(t)—uo, O<r<l1
seklinde doniisiim yapilirsa baslangi¢ deger integral diferensiyel denklemi igin

t

v (1)+ ] y(ax)dx=g(t), y(0)=0,
0
g(t)=r(t)—udt
elde edilir. Son denklem

Y (t)+B,y(r)=g(t), y(0)=0

seklinde yazilabilir. Bu problemin analitik ¢6ziimii
y(1)= J-efp"('f‘v)g (s)ds
0

seklindedir. Sonug olarak,

u(r)=u, +j.eP‘”(t‘Y) (f (5)—uys)ds

t
=u, — e’P“'J.seP"SdsuO +efP“’jeP“‘Yf (s)ds, 0<1r<1
0 0

seklindedir.

Ornek 2.1.16: ((—1,1) X (0,1)) Hilbert uzaymda

I(u)= augt’x)+xu(ozt,x), xe(-L1), 0<t<1, O<a<l
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diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen minimal operatdriin tiim sinirl tersinir geniglemeleri

I(-) diferensiyel ifadesi ve
(K+E)u(0,x)=KU (0.1)u(Lx), K e L(L*(-11))
sinir deger kosulu ile belirlenir. Burada U (7,5) ise f,5 €[0,1] igin

U['(t,s)+szU(t,s):O, t,s 6[0,1],
Ul(s.s)f=f,fel(-L1)

operatér  denkleminin  ¢dziimiidiir.  Ayrica P, : L (0,1)—> r (0,1)  operatorii
Pu (t) = u(at), uel’ (0,1).

Not 2.1.17: Burada alinan sonuglarin benzerleri ispatlarda uygun degisiklikler yapilmak

uzere

(2) L (u) :gak”,(ﬂk (t))+]Z::A/ (t)”(V./ (t))

diferensiyel-operator ifadelerinin r (H ,(0,1)) Hilbert uzayinda dogurdugu minimal
operatorlerin tiim sinirl tersinir genislemelerinin genel gosterimleri ve spektral yapilari i¢in

de dogrudur [51,52].
Not 2.1.18: Eger

y.(t)=at+b, j=12,..n
B ()=cit+d,. k=12...m

ve

(1) a;>0ise b;20 ve a;+b; <1,

(2) a,<0ise b; <1 ve a,+b, 20,
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(3) c;>0ise d;20 ve ¢;+d; <1,
(4) ¢;<0ise d; <1 ve ¢, +d,>0.
ise [, () diferensiyel ifadesi pantograf tip diferensiyel ifade gostermektedir

Simdi sonuncu durumu yansitan bazi 6rnekler verilsin [52].

Ornek 2.1.19:

{u'(x)=a(x)u(qx), O0<x<T

u(O):uo, O<g<l,ae C! [O,T]
pantograf tipli gecikmeli diferensiyel denklemi i¢in sinir deger problemine bakilsin.
Bu problemi ¢6zmek igin
y(x) =u(x)—u0, 0<t<T
seklinde doniisiim yapilsin. Bu durumda yukaridaki problem

{y'(x)—a(x)y(qx)=a(x)uo, 0<x<T,
y(0)=0

seklindeki smir deger problemine doniisiir. Bu halde yukaridaki Cauchy probleminin
¢Ozimu

y(t)=L'(a(t)u,)= jU(r,s)a(s)dsuo

0

seklinde analitik olarak ifade edilebilir. Burada U (t,s), t,se[O,T] uygun evoliisyon

operatorler ailesidir.
Bu problemin ¢6ziimiine, bagka bir yaklagim [30] calismasinda verilmistir.
Ornek 2.1.20: Asagidaki sekilde

{y'(t) = ay(t)+by(qt)+f(t), 0<r<l,
y(0)=y,, 0<g <1
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sinir deger problemine bakilsin. y (t ) bilinmeyen fonksiyonu i¢in

u(t)=y(t)—y, 0<r<1
seklinde doniisiim yapilirsa sonuncu sinir deger problemi

u' (1) = aE+qu)u(t)+(ay0+by0+f(t)), O<r<l,
u(O) 0

seklinde yazilabilir. Sonuncu Cauchy probleminin analitik ¢éziimii

t

u(t) :J‘U(t,s)(f(s)+ay0 +by0)ds

0

yani,
y(t) =Y, +IU(t,s)(f(s)+ay0 +by0)ds

seklindedir. Burada U (l‘, s), t,s€ [0,1] uygun evoliisyon operatorler ailesidir.

Bu problemin ¢6ziimiine basgka bir yaklagim [3 I 46] calismalarinda verilmistir.

Ornek 2.1.21: Asagidaki sekilde birinci mertebeden gecikmeli diferensiyel denklem igin

{u'(l—t):a(t)u(at)+b(t), 0<t<1,

u(O) =u,, O<a<l, ae C' [O,l]
sinir deger problemi diisiintilsiin.

Acikga goriiliir ki bu problem y (t ) =u (t) —u, olmak lizere

{y'(l—t)—a(t)y(at):b(t)+a(t)u0, 0<r<1
y

(0)=

seklinde yazilabilir. Eger Ry(t)=y(1-t), Py(t)=y(ar) ise sonuncu smur deger

problemi
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+

{y’(r) (=B a(r)B,)y(1)=R" (b(r) +a(r)u,).
y(O) =0

Cauchy problemine denktir. Buradan

t

u(t):IU(t,s)(b(l—s)+a(1—s)u0)ds+u0

0
elde edilir. Burada U (t, S ), t,s€ [O,l] uygun evoliisyon operatorler ailesidir.

2.2. ST-2 Durumunda Simirh Tersinir Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrum
Yapisi

Bu kesimde vektor-fonksiyonlarm L (H ,(O,l)) Hilbert uzayinda
1(u)=u' (1) + A(t)u(at), 0<a <l (22.1)

bir sinif pantograf tipli gecikmeli diferensiyel-operator ifadesi tarafindan iiretilen minimal
operatoriin tiim smirli tersinir genislemelerinin genel gosterimi arastirilacak ve bu tip

genislemelerin spektrum yapisi incelenecektir. Burada:

(1) H, () igcarpmive | - || normu ile bir ayrilabilir Hilbert uzayr;

(2) A(-):[0,1]] > L(H) operator-fonksiyonu |A(z)|, €L (0,1) kosulunu saglar.

ilk olarak L*(H,(0.1)) uzaymda (2.2.1) diferensiyel ifadesine karsilik gelen

m(u)=u'(1) (222)
diferensiyel ifadesine bakilacaktir.

Bilinen yontem ile LQ(H ,(0,1)) uzayinda (2.2.1) ((2.2.2)) diferensiyel ifadesine

karsilik gelen L, (M 0) minimal ve L(M ) maksimal operatorleri tanimlanabilir.
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Simdi Pu(t)=u(at), ue’(H,(0,1)) seklinde P,:L(H.(0.1))— L (H,(0.1))

operatdrii tanimlansin. Dikkat edilirse (2.2.1) diferensiyel ifadesi P, operatorii dilinde

[(u)=u'(t)+A(r) Pu(t)

seklinde yazilabilir. Bu halde

2
L(H.(0.1))

1 1 1% 1
e o), = flten, = LT, v L
0 0 0
N
elde edilir. Boylece |P,] < (ZJ .

Simdi A,

(t)=A(t)P,, 1 €[0.1] seklinde A, : L (H,(0,1))— L (H,(0.1)) operatirii

tanimlansin. Bu durumda asagidaki lemma dogrudur.

Lemma 2.2.1: Keyfi sabit s €[0,1] igin
exp(—j A, (x) dxj, te [O,l]

operatdrii L (H ,(0,1)) lizerinde siirl lineerdir.

Ispat: Bu halde

2

epoAa (x)dxju(t)

L(H,(0.1))

(2 e

ofla (o ),
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. iexp[zj”Aa(x)||de||u(t)||: i
o 2l (e o

exn(2(a) A (x ||m)||u<r>

2

2(H(01))

I/\

Buradan keyfi sabit s €[0,1] icin

exp[ [4,(x dxju( )

elde edilir.

<ew((@) 2|, ). re[0]

Simdi U(t,s), t,s € [O,l]

U,(t,s)f+AaU(t,s)f=O, t,se[(),l],
U(s,s)fzf,feH

homojen diferensiyel denkleminin karsilik gelen evoliisyon operatorler ailesi olsun.

H Hilbert uzayinda her s,z € [0,1] icin U (f ,S) operatoril lineer sinirlt ve sinirh

tersinir operatdrdiir ve U™ (1,5)=U (s,1), 5,2 €[0,1] ([11]).

Simdi Uz(1):U(1.0)z(z), ze (H.(0.1)) seklinde bir
u:r (H , (0, 1)) = (H , (0, 1)) operatorii tanimlansin. Bu halde

zel (H (0, 1)) , 2:[0,1] > H diferensiyellenebilir vektor-fonksiyonlari igin

!

1(Uz)=(Uz) (t)+ A, (1)Uz(t)
=Uz'(t)+ (Ut' +A, (t)U) z(1)
(
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bagintisinin saglandigi agiktir. Son bagmtidan U™l (Uz)zm(z) esitligi elde edilir.

Boylece, eger L operatorii L, minimal operatoriiniin herhangi bir genislemesi, yani

LOCZCL ise,
U'LU=M, M,cU'LU=McM, U'LU=M

bagintilarinin dogrulugu agiktir. Bu bagintilarin dogrulugu Bolim 2.1.° dekine benzer

sekilde gosterilebilir.

Simdi asagidaki 6nermenin dogrulugu gosterilsin.
Teorem 2.2.2: KerL, ={0} ve m = (H,(0.1))
Ispat: Teoremin ispat1 i¢in

KerM, =1{0} ve R(M, )= *(H.(0.1))
oldugunu gostermek yeterlidir.

{Mou:u'(t)zO, u eD(MO),
u(0)=u(1)=0

sinir deger problemine bakilsin. Bu durumda u(t) =f,feH ve u(l) =u(0) =f =0 elde

edilir. Boylece KerM ={0} bulunur.

Simdi bir f € L’ (H.(0,1)) igin Mu(t)=f(t)

diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii
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u(t)=fy+ [ f(s)ds
0
seklinde olup #(0)=u(1)=0 smur kosullarindan
1
fo=0ve [f(s)ds=0
0

elde edilir. Sonug olarak, keyfi #€ H ve alinan her f € R(M 0) icin

(P = [0 O, = 0 o

bulunur.  Yani, H LR(M,). Oyleyse, codimR(M,)>dimH>0. O halde

dimcokerR(L,)>dimH >0. Yani, R(L,)# L’ (H,(O,l)).

Teorem 2.2.3: I (H ,(0,1)) Hilbert uzayinda L, minimal operatdriiniin her L IL,cLcL

sinirh tersinir genislemesi (2.2. 1) diferensiyel ifadesi ve
(K+E)u(0)=KU(0,1)u(1) (2.2.3)

sinir deger kosulu ile tretilir. Burada, K:H — H lineer sinirli operator ve E:H — H

birim operatordiir. K € L(H) operatrii . genislemesi tarafindan tek tiirlii belirlenir,

yani, L=L, .

Tersine, L maksimal operatoriiniin, K:H — H keyfi bir lineer sinirli operator
olmak iizere (2.2.3) sinir deger kosulunu saglayan u € W, (H (0, 1)) vektor-fonksiyonlarin

alt uzay1 iizerine kisitlanis, L, minimal operatdriiniin L’ (H ,(0,1)) Hilbert uzay iizerinde

bir sinirli tersinir genislemesidir.

ispat: ilk olarak L' (H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatoriiniin tiim sinirli tersinir
1Y Yy 0 p

genislemeleri sinir degerler dilinde ifade edilsin. M, minimal operatdriiniin Cauchy

genislemesi denilen
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M u= u'(t), u(O) =0
Mo =D(M.)={ueW,(H,(0.1)):u(0)=0} = ' (H,(0,1)) > L (H,(0,1))

M . operatoriine bakilsin. M . operatdriiniin M, minimal operatoriiniin bir sinirli tersinir

genislemesi oldugu ve
M f(t)=[f(x)dx, f L’ (H,(0.1))
0

oldugu agiktir.

Simdi M operatdrii r (H ,(0,1)) uzaymnda M, minimal operatoriiniin bir sinirl

tersinir genislemesi olsun. Bu durumda M operatoriiniin tanim kiimesinin

D(M)=D(M,)® (M +K)V
direkt toplam seklinde yazilabilecegi biliniyor. Burada, V = KerM = H, K e L(H) [2,3].
Béylece her bir u(t)e D(M) igin
w(t)=u,(1)+MZ f+Kf, uye D(M,), f eH
elde edilir. Yani, u(t)=u,(t)+1f +Kf, u, e D(M,), f €H.
Bu halde

u(O):Kf,
u(l)=f+Kf =(K+E) f

esitlikleri elde edilir. Bu son bagintilardan

(K +E)u(0) = Ku(1) (224)
esitligi bulunur.

Ayrica K € L(H) operatoriiniin tekligi [2] den agiktir. O halde M=M, .

Boylece teoremin iddiasinin gerek sarti ispatlanmis olur.
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Tersine, eger M, (2.2.2) diferensiyel ifadesi ve (2.2.4) sinir kosulu tarafindan

tiretilen bir operator ise bu durumda M . sinirly, tersi siurh ve
M2 (H,(0.1)) > I (H,(0,1))

M f(1) =jf(x)dx+Kjf(x)dx, f el (H,(0.1)).

Sonug olarak, L’ (H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatoriiniin tim smirl tersinir
genislemeleri K:H — H keyfi sinirli lineer operator olmak {izere (2.2.2) diferensiyel

ifadesi ve (2.2.4) sinir kosulu tarafindan iretilir.

Simdi genel duruma déniilsiin. Bunun i¢in L’ (H ,(0,1)) uzayinda
(Uz)(¢)=U(1.0)z(), ze L’ (H.(0.1))
seklinde bir U: L’ (H,(O,l)) —>I (H,(O,l)) operatorii tanimlansin. U (1,5), 5,7 €[0,1],

evoliisyon operatdr ailesinin 6zelliklerinden (U ’1z)(t) =U(0,7)z(¢).

Diger taraftan U~'LU=M,, M, C U'LU=McM, U'LU=M bagintilarindan

U operatori r (H ,(0,1)) uzaymda L, ve M, minimal operatdrlerinin siurli tersinir

genislemeleri kiimeleri arasinda birebir bir doniistim olusturmaktadir.

r (H ,(O,l)) uzayinda L, L, minimal operatdriintin bir sinirl tersinir genislemesi
olmasi icin gerek ve yeter kosul M =U'LU  operatériiniin LZ(H ,(0,1)) uzayinda M,
minimal operatdriiniin bir sinirli tersinir geniglemesi olmasidir. Bu halde, u € D (I:) olmasi

i¢cin gerek ve yeter kosul

(K+E)U(0,0)u(0)=KU(0,1)u(1)
olmasidir. Yani, (K +E)u(0)=KU (0,1)u(1) olmasidir.

Boylece teorem tamamen ispatlanmis olur.
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Sonug 2.2.4: I’(H,(0.,1)) uzaymnda
[(u)=u'(t)+ A(t)u(ar), 0<a<1
pantograf tipli gecikmeli diferensiyel ifadesi ve
(K+E)u(0)=KU (0,1)u(1)
simir deger kosulu tarafindan iretilen L, minimal operatoriiniin her L, smirh tersinir
genislemesinin R, (L, ), A€ p(L,) resolvent operatorii
R, (L¢)f(t)=U(1,0) (Eﬂr((l—e‘))_1 KiewS)U(O,s)f(s)ds+j.el("Y)U(O,s)f(s)ds},
feL(H.(0.1)) O 0
seklindedir.
Sonug 2.2.5: Keyfi 7 €(0,1) icin A(r)=A=sabit olsun. Bu halde L*(H,(0.1)) uzaymnda
L, minimal operatdriiniin tiim smirli tersinir genislemeleri
[(u)=u'(t)+ A(t)u(ar), 0<a<1
diferensiyel ifadesi ve

(K+E)u(0)= Ki(_—l)Au(a) KeL(H)

= n!
sinir kosulu tarafindan iiretilir. Bu teoremin tersi de dogrudur.
Sonuc 2.2.6: L’ (H, (O, 1)) uzayida
l(u) :u'(t)—i-u(at), O<ax<l

pantograf tipli diferensiyel ifadesi tarafindan tiretilen L, minimal operatdriiniin tim L,

siurl tersinir geniglemeleri l() diferensiyel ifadesi ve
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(K+E)u(0)=K u(l)_”(“)+“(“2)+... :Ki(_l')n u(a")

1! 2! = n!
sinir kosulu ile ifade edilir.
Simdi burada LZ(H ,(0,1)) uzaymnda L, minimal operatoriiniin sinirli tersinir

genislemelerinin spektrum yapisi incelenecektir.

[lk olarak asagidaki teorem ispatlanilsin.

Teorem 2.2.7: Eger L operatorii L, minimal operatdriiniin bir sinirli tersinir genislemesi

ve M =U"'LU operatorii M, minimal operatoriiniin ona karsilik gelen smirh tersinir

genisleme ise bu genislemelerin spektrumlar i¢in G(Z) = O'(M ) bagintis1 dogrudur.

Ispat: L, , L, minimal operatdriiniin (2.2.1) pantograf tipli diferensiyel-operator ifadesi
ve (2.2.4) sinir deger kosulu tarafindan iiretilen bir sinirl tersinir geniglemesinin spektrum

problemi diisiiniilsiin. Yani, A€ C ve fel’ (H ; (0, 1)) olmak iizere
Lou=Au+f
denklemine bakilsin. Buradan
(LK - AE )u =f,
yada (UMU"—AE)u=f denklemleri elde edilir. Bu halde U (M, —A)(U u)=f
bagintis1 bulunur.

Boylece teorem ispatlanmis olur.

Simdi sinirhi tersinir genislemelerin spektrum yapis1 hakkindaki asagidaki teorem

ispatlanilsin.

Teorem 2.2.8: LZ(H ,(0,1)) Hilbert uzaymnda L, , L, minimal operatoriiniin bir siirl

tersinir genislemesi ise L, operatoriiniin spektrumu
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u+1
Y7,

G(LK):{AE(C:/I:ln B

+iarg (‘U—HJJanm',,u IS O'(K)\{O,—l},n IS Z}

seklindedir.

ispat: ilk olarak L’ (H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatdriiniin M, =U _ILKU sinirli

tersinir genislemesinin spektrumu aragtirilsin.
Buhalde 1€C ve feL(H.,(0.1)) olmak iizere
Mu=Au+f

denklemine bakilsin. Yani,

u'=Au+f,
{(K+E)u(0) =Ku(l), KeL(H)

sinir deger problemi incelensin. Agikca goriildiigii iizere L’ (H , (O, 1)) uzayinda
u'=Au+f

diferensiyel denkleminin genel ¢6zimii
u,(t)=e"f, +J-e/1('7s)f (s)ds, foeH
0

seklindedir. Boylece (K + E)u, (0)=Ku, (1) smr kosulundan
1
(E+K(1—ei))f0 =Kj'el(l_x)f(s)ds (2.2.5)
0
esitligi elde edilir.
Her A, =2mzi, meZ igin (2.2.5) esitliginden
1

£ = Kfe'i"’(l_s)f(s)ds, meZ, f" e H

0

bulunur. Sonug olarak, bu durumda M, operatdriiniin resolvent operatorii
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R, (My)f(r)= Kel'"’jeﬂ”’(l_s)f (s)ds +jej*"(’_5)f (s)ds, fel’ (H,(O,l)), me

seklindedir. Bu durumda her meZ igin R, (M,)e L( 2 ( H.(0, 1))) oldugu agiktir.

Simdi A #2mri, meZ, AcC oldugu kabul edilsin. Bu halde (2.2.5) ifadesi

kullanilarak

(K— ! Ejfo o K[ f(s)ds, f,eH, f e (H,(0.1))

et —1 1—e” 0

denklemi elde edilir. Boylece A € O'(M X ) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

y=el_1ea(K).

Bu durumda ##0 igin
e =——ro, ,UEJ(K), J7EN

elde edilir. Bu halde

H+1
Y7,

A =In

n

1
+iarg (&j +2nri, n e Z
Y7,

bulunur. Sonuncu bagint1 ve Teorem 2.2.7 kullanilarak teoremin iddiasi ispatlanilmis olur.

Simdi bazi 6rnekler verilsin.

-

1

1) A(r):j, t<(0,1)

Ornek 2.2.9: (H,

olsun. Teorem 2.2.3° e gore Lz((),l) Hilbert uzayinda O<a <l  olmak tizere
I(u)= u'(t)+Tu (at) diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen L, minimal operatdriiniin
t

tim L, smurli tersinir geniglemeleri / () diferensiyel ifadesi ve
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(k+1)u( kexp( jJ_Pdrju ,keC

sinir deger kosulu ile tiretilir. Ayrica bu genislemelerin resolvent operatorii her A € ,O(LK)

i¢in
t 1 O 1 K 1
R, (Lk)f(t) = exp(—_([ﬁPade|:(1+k(1—exp(/1)) )k.([exp(ﬂ(l—s)JriﬁPadef(s)ds

+lexp( (t—s +j—deJ s}

seklindedir ve k #0,—1 oldugu durumlarda L, genislemelerinin spektrumu

G( ) {/16@ ﬂu—lnkJrl

+iarg‘% +2nri, neZ}

seklindedir.

Ornek 2.2.10: I ((-1,1)x(0.1)) Hilbert uzayinda

l(u): +t’1sinxu(at,x), xe(—l,l), 0<z<1, ﬂ,<_?1, 0<a<l

diferensiyel ifadesi tarafindan tiretilen minimal operatoriin tiim sinirli tersinir genislemeleri

[(-) diferensiyel ifadesi ve
(K +E)u(0,x)=KU (0.1)u(Lx), K e L(L*(-11))
sinir deger kosulu ile belirlenir. Burada U (t, s) ise 1,5 € [O, 1] icin

{U,' (t.8) f +sin(-)PU (1,5) f =0,
U(s.s) f=(f). f e Z(-L1)

operator  denkleminin  ¢bziimiidiir.  Ayrica P, :L(0,1)—>L’(0,1)  operatorii

Pu(t)=u(at), ue’(0,1).
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2.3. ST-3 Durumunda Sinirh Tersinir Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrum
Yapisi

Bu béliimde vektdr-fonksiyonlarm L (H ,(0,1)) Hilbert uzayinda

t=1,

l(u)zu'(t)+mzn_;Am(t)u(am “) (23.1)

seklinde gosterilecek birinci mertebeden lineer fonksiyonel diferensiyel-operator ifadesi ele

alinacaktir. Burada:

(1) H, (,) , I¢ carpimi ve || : || normu ile bir ayrilabilir Hilbert uzayidir;

(2) her m=1,2,...,n igin A, () : [0,1] - L(H ) operator-fonksiyonu diizgiin operator

topolojisinde stireklidir;
(3)her m=1,2,...n icin 0<a, <1, 0<A <1, 0<y, <1 geklindedir.
Ayrica I (H ,(O,l)) uzayinda (2.3.1) diferensiyel ifadesine karsilik gelen
m(u)=u'(1) (232)
diferensiyel ifadesine de bakilacaktir.

Bilinen yontem ile L’ (H , (O, 1)) uzayinda (2.3.2) diferensiyel ifadesine karsilik gelen

M, minimal ve M maksimal operatdrleri tanimlanabilir.
Simdi

P(a,. .7, )u(t) :u(am =2, ) ue L2(H,(0,1)), m=1,2,..n

seklinde P (am,/lm, 7/m) A (H , (O, 1)) —>I (H , (0, 1)) operatorii tanimlansin.
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Bu halde her u e I (H,(O,l)) ve m=1,2,...,n i¢in

1
H P(a,. 2.7, )MHZ(H,(O,I)) - .([

2

£ (1 (01)

elde edilir. Boylece, her m=12,..,n igin P(afm,ﬂbm,ym)eL(L2 (H,(O,l))) ve

i

||P (s As V) ||< i[iJzy oldugu goriiliir.

}/ﬂ’l

Bu durumda her f€[0,1] icin A(t;a,/l,}/):Lz(H,((),l))—>L2(H,(O,1))

t a4, 7 ZAm AT ) operatdrii bir simirl lineer operatordiir.

Bu kesimde, L’ (H ,(0,1)) uzaymnda (2.3.1) ifadesi tarafindan iiretilen minimal L,
ve maksimal L operatorleri sirasiyla
Ly=M,+A(t;a,,7),

L, :u(;; (H.(0.1))c L (H,(0.1)) > L’ (H.(0,1)),
L=M+A(t;a,1,7),
L:W, (H,(0.1)) = L’ (H.(0.1)) > L*(H.(0.1))

seklinde tanimlanacaktir.
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Simdi U (t,s), 1,5 €[0,1]

8U(t,s)

 f A Ay)U (6s) £ =0, s e[01],
U(s,s)f=f.feH

problemine karsilik gelen evoliisyon operatorler ailesi olsun.

H Hilbert uzayinda her 5,7 €[0,1] i¢in U (7,s) operatdrii lineer siirekli sinurli tersinir
operatordiir ve U~ (7,5)=U (s,1), 5,1 €[0,1] ([1 1])

Simdi

Uz(t)=U(1,0)z(t), ze L (H,(0,1))

seklinde bir U:L (H , ((),1)) = (H , (0,1)) operatérii tanimlansin. Bu halde
zel’ (H , (O, 1)) s S [O, 1] — H diferensiyellenebilir vektor-fonksiyonlari igin

!’

1(U2)=(Uz) (1) + A(t:a. A, y)Uz (1)
—UZ (1)+(U, + A(t:a 2.7)U (1)
= Um(z)
bagintisinin saglandigi agiktir. Son bagmntidan U ™'/ (Uz) = m(z ) esitligi elde edilir. Boylece,
eger L operatdrii I, minimal operatdriiniin herhangi bir genislemesi, yani L, C LclL

ise U'LU=M,, M, c U'LU=McM,U"'LU=M bagintilarin dogrulugu agiktir.

Gortldiugi gibi r (H ,(O, 1)) uzayinda L, operatdriiniin ¢ekirdegi ve goriintii kiimesi

igin KerLy ={0} ve R(L,)# L*(H.(0.,1)) bagmtilar1 dogrudur.

Teorem 2.3.1: L’ (H (0, 1)) Hilbert uzayinda L, minimal operatoriiniin her I:(l0 cLc L)

siurl tersinir geniglemesi (2.3.1) diferensiyel ifadesi ve

(K +E)u(0)=KU (0.1)u(1) (233)
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siir deger kosulu ile iiretilir. Burada, K:H — H lineer sinirli operatér ve E:H — H

birim operatordiir. K € L(H ) operatorii L genislemesi tarafindan tek tiirlii belirlenir, yani,
L=L,.

Tersine, L maksimal operatoriiniin K : H — H keyfi bir lineer sinirlt operatoér olmak
iizere (2.3.3) smir deger kosulunu saglayan u e W, (H ,(0,1)) vektor-fonksiyonlarin alt
uzay1 iizerine kisitlanisi, r (H ,(0,1)) Hilbert uzay: iizerinde L, minimal operatoriiniin bir

siirls tersinir geniglemesidir.

Ispat: ilk olarak LZ(H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatdriiniin tiim smurlt tersinir

genislemeleri sinir degerler dilinde ifade edilecektir. M, minimal operatdriiniin Cauchy

genislemesi denilen

M, :D(M,)= L’ (H,(0.1)) > L’ (H.(0.1)),
Mu=u'(t) veM, :=D(M,)={ueW,(H,(0,1)):u(0)=0}

operatoriine bakilsm. M . operatdriiniin M, minimal operatdriiniin bir sinirl: tersinir

genislemesi oldugu ve

M :L(H,(0.1))> L (H,(0,1)), M]'f(t)= jf(x)dx, fel’(H,(0.1))
oldugu aciktir.

Simdi M operatorii L’ (H ,(0,1)) uzayinda M, minimal operatoriiniin bir smirl

tersinir genislemesi olsun. Bu durumda M operatoriiniin tanim kiimesinin

D(M)=D(M,)®(M. +K)V
direkt toplam seklinde yazilabilecegi biliniyor. Burada, V = KerM = H, K e L(H )([2.3]).
Bu halde her bir u(r) e D(M) icin

u(t)=u,(t)+M." f+Kf, u,eD(M,), feH
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elde edilir. Yani, u(t) =u, (t)+zf +Kf, u, e D(MO), f €eH. Boylece

u (0) = Kf,

u(l)=f+Kf =(K+E) f
esitlikleri elde edilir. Bu son bagintilardan

(K+E)u(0)=Ku(1) (234)
esitligi bulunur.

Ayrica K e L(H ) operatoriiniin tekligi [2] calismasindan acgiktir. Bu durumda
M=M,.

Sonugta teoremin iddiasinin gerek sart1 ispatlanmis olur. Tersine, eger M, (2.3.2)
diferensiyel ifadesi ve (2.3.4) sinir kosulu tarafindan tiretilen bir operator ise bu durumda

M smurl: tersinir ve

M, (H,(0,1)) > L (H,(0,1))

M f(0)=[ £ (x)dx+ K_l[f(x)dx, f el (H,(0,1)).

0

Sonug olarak, L’ (H ,(0,1)) uzaymnda M, minimal operatdriiniin tiim sinirl tersinir
genislemeleri K:H — H keyfi sinirl lineer operatdr olmak tizere (2.3.2) diferensiyel

ifadesi ve (2.3.4) sinir kosulu tarafindan iiretilir.
Simdi genel duruma déniilsiin. Bunun i¢gin I’ (H ,(0,1)) uzayinda
(Uz)(2)=U(1.0)z(t), ze L (H,(0.1))

seklinde bir U:L*(H,(0.1)) > I’ (H,(O,l)) operatorii tanimlansin. U (z,s),s,7 €[0,1],

evoliisyon operatdr ailesinin 6zelliklerinde (U ’lz)(t) =U(0,7)z(¢).
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Diger taraftan
U'LU=M, U'LU=M, U"'LU=M

bagintilarindan U  operatorii r (H ,(0,1)) uzaymda L, ve M, minimal operatorlerinin
sinirl tersinir genislemeleri kiimeleri arasinda birebir bir doniistim olusturmaktadir.

r (H ,(O,l)) uzaymnda £ , L, minimal operatriiniin bir sinurli tersinir genislemesi
olmasi igin gerek ve yeter kosul M =U'LU operatoriiniin LZ(H ,(0,1)) uzayinda M,
minimal operatdriiniin bir sinirl tersinir genislemesi olmasidir. Bu halde, u € D(L) olmasi
icin gerek ve yeter kosul

(K+E)U(0,0)u(0)=KU(0,1)u(1)
olmasidir. Yani, (K +E)u(0)= KU (0,1)u(1).

Boylece teorem tamamen ispatlanmis olur.

Sonug 2.3.2: I’ (H ,(O,l)) uzayinda

I(u)=u'(r)+A()u(at), 0<a <1
pantograf tipli gecikmeli diferensiyel ifadesi ve

(K+E)u(0)=KU(0,1)u(1)
smir deger kosulu tarafindan tiretilen L, minimal operatoriiniin her L, smirl tersinir
genislemesinin R, (L), A€p(Ly) resolvent operatdrii

1

R (L) f(t)=U(s, 0){(E+ K(1-¢ )’I)Kje”“‘)U (0,5) f (s)ds +le”’s>U (0,5) f (s)ds},

0
fel(H,(0.1))
seklindedir.

Simdi burada r (H ,(0,1)) Hilbert uzaymnda L, minimal operatdriiniin sinirl tersinir

genislemelerinin spektrum yapisi incelenecektir.
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[lk olarak asagidaki teorem ispatlansin.

Teorem 2.3.3: Eger L. operatdrii I, minimal operatdriiniin bir sinirli tersinir genislemesi

ve M =U"'LU operatérii M, minimal operatoriiniin ona karsilik gelen sinirli tersinir

genisleme ise bu genislemelerin spektrumlar i¢in a(i) = a(M ) bagintis1 dogrudur.

Ispat: I, minimal operatdriiniin (2.2.1) pantograf tipli diferensiyel-operator ifadesi ve
(2.2.4) smir deger kosulu tarafindan iiretilen herhangi bir L, sinirli tersinir genislemesinin

spektrum problemi diisiiniilsiin. Yani, A€C ve feL*(H,(0.1)) olmak iizere
Lou=Au+f
denklemine bakilsin. Buradan

(Ly —AE)u=f,

ya da (UM U™ =AE)u=f denklemleri elde edilir. Bu halde U (M ) (U u)=f
bagntisi bulunur.

Boylece teorem ispatlanmis olur.

Simdi sinirh tersinir genislemelerin spektrum yapis1 hakkindaki asagidaki teorem
ispatlansin.
Teorem 2.3.4: Eger L., L, minimal operatoriiniin r (H ,(0,1)) Hilbert uzayinda bir sinirl
tersinir genislemesi ise L, operatoriiniin spektrumu

H+1

J(LK):{/IG(C%:ln ”

+iarg ('U—Hj+2n7zi,,u € G(K)\{O,—l},n € Z}
r

seklindedir.

Ispat: Ik olarak LZ(H ,(0,1)) uzayinda M|, minimal operatoriinin M, =U 'L U sinirh
tersinir geniglemesinin spektrumu arastirilsin. Bu halde A€ C ve fel’ (H ,(0,1)) olmak

luzere
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M u=Au+f
denklemine bakilsin. Yani,

u'=Au+f,
(K+E)u(0)=Ku(l), K < L(H)

smir deger problemi incelensin. Ag¢ikca gorildiigi tizere r (H , (O, 1)) uzayinda
u'=Au+f

diferensiyel denkleminin genel ¢6zimii
u, (1) el’fO+J‘ (=) s)ds, fyeH

seklindedir. Boylece (K +E ) u, (O) =Ku, (1) sinir kosulundan
1

(E+K(1—el))f0 = KJ‘eA(H)f(s)ds

0

esitligi elde edilir. Her 4, =2mzi, me7Z igin (2.3.5) esitliginden
1

= I & ('_S)f(s)ds, meZ, f" eH

0

bulunur. Sonug olarak, bu durumda M, operatdriiniin resolvent operatorii

1

(23.5)

R, (M) f(t)=Ke™ [e""f (s ds+j Vg (s)ds, f e (H.(0,1)), meZ

0

seklindedir. Bu durumda her m€Z icin R, (M, )e L( L (H.(o, 1))) oldugu agiktir.

Simdi A, #2mni, meZ, AeC oldugu kabul edilsin. Bu halde (2.3.5) ifadesi

kullanilarak

1 1 oAl 2
[K— x lEij: - K[ f(s)ds, f, e H, f e I (H,(0,1))
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denklemi elde edilir. Boylece 4 € G(M K) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1

et —1

U= EJ(K)

olmasidir. Bu durumda £ # 0 igin

1
Y

,ueo(K), u#-1
L uea(K)

elde edilir. Bu halde

u+1
Y7,

A =lIn

n

+iarg (’U—HJ +2n7zi, neZ
Y7,

bulunur.

Sonuncu bagint1 ve Teorem 2.3.3 kullanilarak teoremin iddias1 ispatlanmais olur. Simdi

bazi 6rnekler verilsin.
Ornek 2.3.5: L(0,1) Hilbert uzayinda
w(t)=a(t)u(r), 0<r<1
diferensiyel denklemi ile
u(0) =u
baslangig sinir deger problemi diisiiniilsiin. Burada, a(-) € C'[0,1] ve u, € C.
Bu problemi ¢ozmek i¢in
y(t)=u(t)—u, 0<r<1

seklinde doniisiim yapilsin. Bu durumda problem

problemine déniisiir. L (0,1) Hilbert uzayinda son siir deger probleminin ¢dziimii
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L y(t):a(t)uo, 0<t<l1
y(0)=0

seklindeki fonksiyonel diferensiyel denkleminin ¢6ziimii olarak diisiiniilebilir.
Burada £, y(¢)=y'(¢)—a(t)y (\/;) :

Bu halde Sonug 2.3.2’den yukaridaki Cauchy probleminin ¢oziimii

y(t) =L (a(t)uo) = jU(O,s)a(s)dsuO

0

seklinde analitik olarak ifade edilebilir. Neticede

u(t):IU(O,s)a(s)dsuo+u0, O<tr<l1

0
elde edilir. Burada U(t,s), t,s € [O,l],

%f-a(t)pay(t,s)f ~0

U(s,s)f:f,feC
problemine karsilik gelen evoliisyon operatdrler ailesidir. Ayrica
Pu(t)=u(t), B,:2(0,1) > (0,1),
Teorem 2.3.1° e gore L’ (0,1) uzayinda
{(u)=u'(1)=a(r)u(F), 0<r<1
diferensiyel ifadesi tarafindan iretilen L, minimal operatoriiniin tim L, simirl tersinir
genislemeleri l() diferensiyel ifadesi ve
1
(k +1)u(0) = kexp“a(s)PadsJu(l), keC
0

sinir deger kosulu ile belirlenir.
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Ustelik bu genislemelerin R, (L, ), A€ p(L,) resolvent operatorii

Ri(Lk)f(t) exp Pds |:1+k1 et kjexp( 1- s)—j‘a(x)Padxjf(s)ds
+J.exp[ ‘([

a deJ :l,feLz(O,l)

seklindedir ve k #0,—1 oldugu durumlarda L, genislemelerinin spektrumu

J(Lk)z{le(C:/lzlnk

Ll +iarg (%j+ 2nri,n e Z}

seklinde olacaktir.

Ornek 2.3.6: L*((0.1)x(0.1)) Hilbert uzayinda

l(u): au(t’x)+x2u(\/;,\/1—_x), 0<t, x<1

ot

diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen minimal operatdriin tiim sinirl tersinir geniglemeleri

I(-) diferensiyel ifadesi ve
(K+E)u(0,x)=KU(0,1)u(1,x)
sinir deger kosulu ile belirlenir.
Burada U (7,s) ise t,5 €[0,1] icin

Mf+x2P1P2U(t,S)f =0, t,s 6[0,1],

U(s,s)f=f,feC

operatér probleminin ¢dziimiidir. Ayrica PP :L ((0, 1)2) >I ((O, 1)2) operatdrleri

Bu (t, x) =u (\/;, x) , Pu (t, x) =u (t, \/l—_x) seklindedir.
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2.4. ST-4 Durumunda Sinirh Tersinir Genislemelerinin Gosterimi ve Spektrum
Yapisi

Bu kesimde her n>1 i¢gin H, bir ayrilabilir Hilbert uzayi, J, = (an,bn ) cR,
}[n=L2(Hn,Jn), —oo<infa, <supb,<o, inf|J,|>0 Ve jf:é;lj{” oldugu kabul
nx1 nx1 n>1 n=

edilecektir. Burada # Hilbert uzayinda

seklinde birinci mertebeden lineer ¢ok noktali fonksiyonel diferensiyel-operator ifadesi
tarafindan iiretilen minimal operatdriin tiim sinirl tersinir genislemelerinin genel gdsterimi

arastirilacak ve bu tip genislemelerin spektrum yapisi incelenecektir. Burada:
() 1, (u,)=u, (1)+A, ()u(e, (1), n21;

2)A,(-):[a,.b,] > L(H,) operator-fonksiyonu diizgiin operatér topolojisinde

A, (o) <

stireklidir ve sup sup ‘

nzl tel,

(3) Her nz1 icin  «a, :[an,bn]—>[an,bn] fonksiyonlar1 tersinir ve

|

a,, (a )_l eCla,,b,]. Ayrica sup| |(e;’ (t))'

n

b2
] kosulu saglanir.

Her keyfi n>1 i¢in #, uzayinda bilinen yontem ile I, () diferensiyel ifadesine

karsilik gelen L,, minimal ve L, maksimal operatorleri tanimlanabilir.
Acikca goriildiigi gibi keyfi n>1 icin L,, minimal ve L, maksimal operatdrlerinin
tanim kiimeleri sirasi ile D(Lno) = Vlgf (Hn W, ), D(Ln) =W} (Hn W, ) seklindedir.
Simdi herhangi bir ¢ € [a,,,bn] — [an,bn] skaler fonksiyonu igin
P, ()=, (0(0)). u, <7,

seklinde F,:%, — 3, operatdrii tanimlansin.
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Bu halde, eger 9 €C'[a,.b,], n>1 ve her 1 €[a,.b,] igin ¢'(1)>0(<0) ise keyfi

u, € H, 1¢in

[P W=JH Q)

IA
'—o
=

B

IN

‘dx

elde edilir.
Boylece, keyfi kesin monoton @e€C' [an,b,,] fonksiyonu ig¢in P(peL(}[n) ve
()

|| P¢|| < oldugu goriiliir.

o0

Aslinda l() diferensiyel ifadesi # Hilbert uzayinda

L(u)=u'(1)+A, (t)u(r) (2.4.1)

seklinde yazilabilir. Burada: u = (un)

ve A

a

(1)=A(t)P,, A, e L(#) seklindedir.
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d
Bu durumda # uzayinda (2.4.1) (m() :E) ifadesi tarafindan tiretilen minimal
operator L, (M 0) ve maksimal operator L(M ) olsun. Ayrica

Ly=M,+A,(t), L=M+A,(t),
Ly:D(L)cH —>H, L:D(L)cH -,

0 0
D)= {0 300, WL (0,00, )or 21 St <.
n=1 "

n

n=1

D(L)z{(un)e}[:un eWzl(Hn,Jn),nZLi|Lnun . <oo}
olsun.

Bu kesimin asil amac1 # uzayinda L, minimal operatériiniin tiim sinirli tersinir

genislemelerini siir degerleri dilinde tanimlanabilmesi olacaktir.
[k olarak asagidaki iddia ispatlanilsin.

Lemma 2.4.1: ¥ uzayinda L, operatdriiniin ¢ekirdegi ve goriintii kiimesi i¢in
KerLy ={0} ve R(L,)#
bagintilar1 dogrudur.

Ispat: Tk olarak keyfi n>1 igin KerL,, = {0} oldugu ispatlanilsin. Bunun i¢in

{u”' (1)+A,(t)P, u,(r)=0.

u,(a,)=u,(b,)=0,n>1
sinir deger problemine bakilsin. Bu halde n>1 i¢in

u, (1)+4, ()P, u, (1)=0

diferensiyel denkleminin genel ¢6ziimii
u, (1)= exp(—j A (s)Pa"dstn, f,eH,

seklindedir.
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Bu halde smir sartlarindan f, =0, n>1 bulunur. Boylece KerL,,={0}, n>1 elde

edilir. O halde KerL, ={0} elde edilir.

R(L,)# 7 oldugunu gdstermek i¢in bir n>1i¢in R(L,,)# 9, oldugunu gostermek

yeterlidir. Bu halde
Lio“n :—”n' (f)+(A1 (I)P ) u, (t) =0,u eH, , nxl

n’

sinir deger problemi diisiiniilsiin. Son denklemin ¢oziimleri

u, (1)= exp{j (An (S)Pa” )* ds]gn, g, €H,

seklindedir. Sonug olarak H, = KerL ,, n>1 elde edilir. O halde bir n>1 i¢in R ( Lno) = H

n

olup R(L,)# 9 elde edilir.

Teorem 2.4.2: Eger L, # uzayinda L, operatoriiniin keyfi bir genislemesi ise

saglanir. Burada, L,, #, uzayinda L ,, n>1 operatdriiniin bir genislemesidir.

Ispat: Bu halde keyfi n>1 igin

M, = {un € D(Ln) : (un) € D(E)}
lineer manifoldu D(Lno) manifoldunu igerir. Yani,

D(L,)=M,cD(L,), n>1

saglanir. Bu durumda

Lu, =1(u,), u, eM, n>1

operatorii L, operatoriiniin bir geniglemesidir. Sonug olarak, keyfi n>1 i¢in
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elde edilir. Buradan L = éin bulunur.

L, ve L,, n>1 operatorlerinin sinirli tersinir genislemeleri arasinda asagidaki

onerme dogrudur.

Teorem 2.4.3: L=@® [ operatoriiniin [, minimal operatoriiniin siurli tersinir bir

n=l1

genislemesi olmasi igin gerek ve yeter sartlar L, operatoriinin L, n>1 minimal

n

operatOriiniin bir sinirl tersinir geniglemesi ve sup

n=1

Zn )71 H < oo olmasidir.

ispat: Acikca goriiliir ki L genislemesinin # uzayinda bire-bir olmast igin gerek ve yeter

kosul L ’nin tim in, n =1 koordinat operatdrlerinin #,, n>1 uzayinda bire-bir olmasidir.

~\—1 P~y
Diger taraftan (L) = @(Ln) operatoriiniin # uzayinda sinirli olmasi i¢in gerek ve

n=l

yeter sart sup

nxl1

(Zﬂ )IH < oo olmasidir ((jrnegin[47,48]).

Simdi her n>1igin U, (£,s), t,s€J,,

ou, (t,s)
ot
U, (s,s):fn,fn eH,

f,+A, (t)Pa"Un (t,s)f,=0, t,s€J,

homojen diferensiyel denklemine karsilik gelen evoliisyon operatorler ailesi olsun. H,

Hilbert uzayinda her s,f€J,, n21 igin U, (t ,S) operatorl lineer sinirh ve sirli tersinir

olup U, (1,5)=U, (s.1), s, € J, ([11]).

Simdi U,z,(¢)=U,(1,0)z,(t), teJ, seklinde bir U,:H, —>H, operatori

tanimlansin.
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Bu halde, eger L n>1 operatdrii L , minimal operatoriiniin herhangi bir

n ’

genislemesi, yani L,, < Zn cL ise
U'LU =M, M,cU'LU =M, cM,U'LU =M,

n n-n

bagntilarinin dogrulugu agiktir. Diger taraftan her n>1 igin

rfisons

Sexp{fHAn(s) ds]
P Jswla, 0

\ P

a,

Sexp[ )

<

veE

(IA Pch}

n

A )]

< exp[

< o0,
Asagidaki sonu¢ dogrudur.

Teorem 2.4.4: n>1 olsun. %, Hilbert uzayinda L, minimal operatoriiniin her

Z,,, L,c ljn < L, sinirh tersinir geniglemesi [, () diferensiyel ifadesi ve

(K, +E,)u,(a,)=K,U, (a,.,)u, (b,) (242)

n-n n

siir deger kosulu ile tiretilir. Burada, K, € L(H ,,) lineer sinirl operatér ve E :H, — H,

birim operatordiir. Ayrica K, € L(H,,) operatorii L, genislemesi tarafindan tek tiirlii

belirlenir, yani, L, =L, .

n
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Tersine, L, maksimal operatoriiniin, K, € L(H,) keyfi bir lineer simrli operator

olmak iizere (2.4.2) smir deger kosulunu saglayan vektor-fonksiyonlari alt uzay iizerine

kisitlanisi, L , minimal operatoriiniin bir sinirl tersinir genislemesidir.

A 0]

Ispat: Her n>1 igin #, uzayinda L, minimal operatriiniin tiim smirl tersinir L,

Ayrica keyfi n>1 igin

H(Zn )_IH < |Jn|% exp(

saglanir.

0!

genislemeleri boliim 2.1°de Teorem 2.1.2 ile tanimlanmustir.
U,'L U,=M,

bagintisindan
Ly =UM/U

elde edilir. Buradan

boylece f,eL’(H,,J,) igin

2

Iﬁl(s)ds+jfn(s)ds dt
alls st a0

<2||1<||”Hf (s)| ds(b, ~a, dt+2_[(_[”f ‘dst (b, —a,)
=[x

2(b (

—1

I

2

dt+2.|‘

2
7{71

—a, +2(bn—a”)2)

T,

fn

2
Hn
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bagintisi saglanir. O halde
- 2\
[mi | <2, |1+, ) , n>1
elde edilir. Buradan ve evoliisyon operatorlerinin 6zelliklerinden istenilen esitsizligin
saglanildig agiktir.
Bdylece teoremin ispati tamamlanmais olur.
Diger taraftan asagidaki 6zellik dogrudur.

Teorem 2.4.5: L, , 7, uzayinda L, operatdriiniin bir simrli tersinir genislemesi ve n =1

igin My =U, lLKnUn olsun. Bu halde

sup||Ly H <0
LN

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

sup||M ;! H <o
>] n

olmasidir.

Teorem 2.4.6: M, :W,(H,.J, )<L’ (H,.J,)—>L(H,.J,), M u,(t)=u, ().

(Kn +E, )un (O) =K u, (1) olsun. Bu durumda

-1
sup|M H <0
n=1 "

olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

sup”Kn” <00

n=1
olmasidir.
Ispat: Teorem 2.4.4’{in ispatindan

n>1

M| <21 (el )
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Kll

oldugu biliniyor. Buradan, eger Sup| < ise supHM o H <o elde edilir.
n>1 n>l1 !

Simdi tersine, sup

nxl

M H < oo olsun. O halde

b,

all

*

bagntisindan f, ()= f,, teJ,, fn* €H , n21 olarak segilirse

esitsizligi elde edilir. Buradan

K,f, £, - n=1

A A A

K.

<+

Jl’l

bulunur. Son bagintidan ve , n=1 araliginin sagladig kosullardan

=il
sup||Kn||S(inf|Jn|j supHM,}iH+l<oo
n>1 n=1 n=1

elde edilir.
Boylece teorem ispatlanilmis olur.

Simdi Teorem 2.4.4-2.4.6 kullanilarak % uzaymnda tim sinirhi terslenebilir

genislemelerin gosterimi hakkinda bir iddia formiile edilecektir.

Teorem 2.4.7: 7 Hilbert uzaymmda L, minimal operatoriiniin her L simirh tersinir

genislemesi (2.4.1) diferensiyel ifadesi ve

(K,1+En)un(an)=KU (an,bn)un(bn), nx1

n n

simir deger kosulu ile iiretilir. Burada, K,e€L(H,), K= G?IKH € L(G_Bl Hn) ve

E :H, — H, birim operatordiir. K operatorii L  genislemesi tarafindan tek tiirlii

~

belirlenir, yani, L= L. Ayrica bu teoremin tersi de dogrudur.
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Not 2.4.8: Eger (2.4.1) diferensiyel ifadesinde her n>1 icin an(t)zt (an(t)<t),

te [an,bn] olarak alinirsa bu problem vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzayinda ¢ok noktali adi

(gecikmeli) differensiyel operatdrler teorisinin problemine karsilik gelir.

Burada son olarak 7 Hilbert uzayinda L, minimal operatdriiniin smnirl tersinir

genislemelerinin spektrum yapisi incelenecektir.

Ik olarak asagidaki dzellik ispatlanilsin.

H uzaymnda L, minimal operatoriniin bir Ly, K = (Kn) siirlt tersinir genislemesi

igin spektrum problemi diisiiniilsiin. Yani, A€ C, u=(u,) ve f=(f,)€# olmak iizere

Lu=Au+f

denklemine bakilsin. Buradan

®(Ly, - 2E,)(u,)=(1,)

denklemi elde edilir. Son bagint1
(L,(n —ﬂ,En)un =f.,n=l, AeC, f eH,
denklemlerine indirgenir. Yani, her n=>1 igin
U,(My —AE,)U,'u, = f,.

Boylece,

esitlikleri saglanir.

Sonug olarak, M x, operatoriiniin spektrum pargalart i¢cin AeC

olmak tlizere

M u=2u+f,

(243)

ve f,eH,,n=1
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denklemine bakilsin. Buradan

w, =u,+f,,
K,+E)u,(a,)=K,u,(b,), n>1

smir deger problemi elde edilir. #, uzayinda yukaridaki diferensiyel denklemin genel

¢Ozimu
u, (t,l)zexp(/l(t—an))frf)+J.exp(l(t—s))fn (s)ds,teld,, f)eH,, n>1

seklinde olup smir kosullarindan

b,

n

(En +K, (1—exp(i|Jn|)))fn0 = Knjexp(/l(bn —s))fn (s)ds, n>1

esitligi elde edilir. O halde

B 2mri

wn =77 € p(M K, ), me 7, n=1 oldugunu gostermek kolaydir.

n

i
Bu halde 4,,, ;én;—m, meZ, n>1 igin

n

b,

))_1 Knjexp(ﬂ(bn —s))fn (s)ds, fleH, feH, n>1

a,

1 0
7 ) 1En}f” =(1—exp(/1

LK" - exp(/I —

n

J}’l

denklemi elde edilir.

Bu sonuncu ve (2.4.3) bagtisindan asagidaki teoremin dogrulugu elde edilir.

Teorem 2.4.9: A€o0, (LK” ) (O'C (LKn ),O' . (LKn )) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

1

4 i < ) ()

n

olmasidir.
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Bu halde L sinirli tersinir genislemesinin spektrum yapisi su sekilde ifade edilebilir:

Teorem 2.4.10: L, sinirli tersinir geniglemesinin ayrik spektrumu

u+1

U

ap(LKn):{/le(C:/lz%{ln

n

+iarg [ﬂ—H]+2mm},,u €o, (Kn)\{O,—l},m € Z}
U

seklindedir. O'C(LKn) stirekli spektrumu ve ar(LK”) kalan spektrumu i¢in de benzer

Ozellikler dogrudur.

Sonug olarak, Hilbert uzaylarin direkt toplami tizerindeki direkt toplam ve koordinat
operatdrlerinin spektrum pargalar1 arasindaki bagintidan [49] kullanilarak asagidaki teorem

ispatlanabilir.

Teorem 2.4.11: H = @17{ , uzayinda L, = @LK”, K =(K,) smirl: tersinir geniglemesinin

spektrum pargalari i¢in asagidaki bagintilar dogrudur:

o,(Ly)= ,Q o, (LK” ),

a,(L,():(gap(Lkn )jfm(fja,(% )).

Simdi bazi 6rnekler verilsin.

Ornek 2.4.12: Keyfi n>1 i¢in H,=(C,

), a,=0, b =1, An(t)=cn,cne(C,

suplc,| <o a,(t)=a,t, 0< a, <1, sup

n=1 n=1

l04 n=l1

n

1 0
(—] <00 olsun. Bu halde H =@ H, Hilbert
uzayinda
I(u,)= u, (t)+cu,(a,t), n=1

diferensiyel ifadesine bakilsin. Burada #, = L’ (0,1) , n>1 seklindedir.
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Teorem 2.4.7’ye gore H Hilbert uzayinda [ () diferensiyel ifadesi tarafindan iiretilen

L, minimal operatoriiniin tim L, sinirl tersinir geniglemeleri / () diferensiyel ifadesi ve

(k, +1)u, (0) =k,U, (0.1)u, (1)

n n

sinir deger kosullart ile tiretilir. Burada n>1 i¢in k, e C ve Sup|kn| <o geklindedir.
n=l

Bu iddianin tersi de dogrudur.

Ayrica her n>1 igin k, ¢{0,—1} ise 7, =L'(0,1) uzayinda L, genislemelerinin

ayrik, siirekli ve kalan spektrum parcalar

5 +iarg(k"k+1J+2m7zi,m € Z},

n

o (Lkn)={/1€C:l:ln

n

o, (Lkn ) =0, (Lk” ) =0

seklindedir. Boylece Teorem 2.4.11° e gore L, I@l L, smurh tersinir genislemelerinin

spektrum pargalar1

ve

seklindedir.

Ornek 24.13: H :((C,

n

-), (an), Sup|an|<00 kosulunu saglayan reel sayr dizisi,
n=1

b,=a,+1,J,(a,b,), 9, =L(H,J,), 1,(u,)=u,+vu,(a, (), a:], -],

n’>“n
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an(t):(t—an)2+an—% ted, n2l, H=®H

n’
n=1

I(-)= @1, (-) olsun. Buhalde her n>1
1

icin a, (-) fonksiyonu artan tersinir ve @, (t)=a, +, ft —a, +% ve (an"l (r)) -
2, ft—an +;

Boylece sup

n=1

(e

Buhalde # uzaymda L, minimal operatdriiniin tiim sinirli tersinir genislemeleri l()

diferensiyel ifadesi ve

(k,+1)u,(a,)=kU,(a,.b,)u(b,), n>1

<00,

n=l

Ayrica eger n>1 ve k, eE{O,—l} ise L, smurh tersinir genislemelerinin spektrum

y +iarg(k”k+1j+2m7ri,m € Z}

parcalari

n

o, Lk {ﬂe@ /1—ln

o, Lk” =0, n>1

seklindedir. Boylece Teorem 2.4.11° e gore L, :@Lk,, sinirlt tersinir genislemelerin

spektrum pargalari

ve

seklindedir.
Not 2.4.14: Eger @, (t)=b,~t, a, <t <b,, n>1 ise Ornek 2.4.12 ve Ornek 2.4.13 benzer

sekilde incelenebilir.



3. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda asagidaki problemler arastirilmis ve uygun sonuglar elde edilmistir:

(1) H bir aynlabilir Hilbert uzayi, 2, :[0,1]—>[0,1], &, € C'[0,1], A, :[0,1] > L(H)

m=1,2,...,n i¢in olmak lizere

I(w) :u'(t)+§Am(t)u(am(t))

seklindeki birinci mertebeden lineer pantograf tipli (ve fonksiyonel) diferensiyel-operator

ifadesinin vektor-fonksiyonlarm L (H,(0,1)) Hilbert uzayinda dogurdugu minimal operatoriin

tim sinurl tersinir genislemelerinin sinir degerleri dilinde genel gosterimi elde edilmis ve daha
sonra bu tip genislemelerin spektrum yapilar1 hakkinda kesin bulgulara ulasilmistir. Elde edilen
sonuglar “Abstract and Applied Analysis”’[50] , “Journal of Analysis & Number Theory”[52]

dergilerinde ve “AIP Conference Proceedings” [51] kitabinda yayinlanmustir.
(2) H bir ayrlabilir Hilbert uzayi, A(-): [0,1] — L(H)  operator-fonksiyon ve

||A(t)||H e L, (0,1) olmak iizere
l(u) = u'(t)+A(t)u(oct), O<ax<l

bir siif pantograf tipli gecikmeli diferensiyel-operator ifadesinin vektor-fonksiyonlarin

LZ(H ,(0,1)) Hilbert uzaymda dogurdugu minimal operatdriin  tim sl tersinir

genislemelerinin simir degerleri dilinde genel gosterimi elde edilmis ve daha sonra bu tip
genislemelerin spektrum yapilar1 hakkinda kesin bulgulara ulagilmistir. Elde edilen sonuglar
“3rd International Conference on Applied Mathematics & Approximation Theory-AMAT 2015
Computational Analysis” [53] konferansinda sunulmus ve “Computational Analysis: AMAT

2015, Springer International Publishing, Chapter 21’[54] kitabinda basina kabul edilmistir.
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(3) H, bir ayrilabilir Hilbert uzay1, her m=1,2,...,n igin A () : [0, l] - L(H ) operator-

fonksiyonu diizgiin operatdr topolojisinde siirekli ve 0<a, <1, 0< ﬂ,m <1, 0<y, <1 olmak

uzere

Hu)=u'(1)+ 2 A, (1)u(a, =2,

seklinde birinci mertebeden lineer fonksiyonel (genellestirilmis pantograf tipli) diferensiyel-

operator ifadesinin vektor-fonksiyonlarin r (H,(0,1)) Hilbert uzayinda dogurdugu minimal
operatoriin tim siirlt tersinir geniglemelerinin simir degerleri dilinde genel gosterimi elde
edilmis ve daha sonra bu tip genislemelerin spektrum yapilar1 hakkinda kesin sonuglara
ulasilmistir. Elde edilen sonuglar “Journal of Mathematical Chemistry,” [55] dergisinde

yayimlanmistir.

(4) Her n>1 igin H,  bir ayrlabilir Hilbert uzay, J,=(a,.b,)cR,

n’“n

H, =r (Hn,Jn), —oo <inf a, <supb, <, inf|J |>0, A, (-):[an,bn]%L(Hn) operator-
n=1

n=1 n=1

fonksiyonu diizgiin operatér topolojisinde siirekli, sup supHAn (t)” <, a,:[a,.b,|—>[a,.b,]

nxl tel,
be!
2
j <oove

!

(2 (1))

fonksiyonlar1 ~ smirli  tersinir, an,(a’l) eC[an,bn] , sup[

n
nx1

l (un) =u, (t) + A, (t)u (0{" (t)) olmak iizere

seklindeki birinci mertebeden lineer ¢ok noktali fonksiyonel (6zel durumda pantograf)

diferensiyel-operator ifadesinin # =@ #, direk toplam uzayr {lizerinde Urettigi minimal

n=l1
operatdriin tim sinirh tersinir genislemelerinin sinir degerleri dilinde genel gosterimi elde
edilerek bu tip geniglemelerin spektrum yapisi hakkinda kesin sonuglara ulasilmistir. Elde

edilen sonugclar “Electronic Journal of Differential Equations” [56] dergisinde yaymlanmistir.



4. ONERILER

(1) Benzer problemler ikinci mertebeden pantograf tipli diferensiyel-operator ifadeler
icin de serbest inceleme konusu olabilir.

(2) Sonlu veya sonsuz aralik iizerinde tanimli vektor-fonksiyonlarin Hilbert uzayinda
sinirlt olmayan sabit veya degisken operator katsayili birinci veya ikinci mertebeden
diferensiyel ifadelerin dogurdugu minimal operatériin tiim sinirlt tersinir
genislemelerinin genel gosterimi ve spektral analizi yeni bir arastirma konusu olabilir.

(3) Matematik literatiirden de goriildiigli gibi bu tezde bakilan problemlerin
L, (H ,(O,l)), 1< p<oo, p#2 uzaymnda incelenmesi de biiyiikk 6nem tasimaktadir.

Bu tip problemlere M.O. Otelbayev yonteminden yararlanarak serbest sekilde
bakilabilir.

(4) Bu tezde alinan sonuglarin daha fazla ve faydali uygulama alanlar1 bulunabilir.
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