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Bu tezde, ayn tiir ve derecelerden lineer Volterra integral denklemlerini ¢6zmek
icin 4 metot sunulmustur. 1.Tiir Lineer Volterra integral Denklem ¢oziimiinde fark
¢ekirdegi Laplace Doniisiim Metodu, ZZ-Doniisiim Metodu, Elzaki Doniisiim Metodu ve
Sumudu Doniisiim Metotlar1 kullanilmistir. Laplace Doniistimii, 22 —Doniistimii, Elzaki
Doniistimii ve Sumudu doniisiimleri i¢in konvoliisyon teoremi kullanilmistir. Ayrica
dontigiim tablolarindan faydalanilmistir. Daha sonra birinci tiir lineer Volterra integral
denklemlerinin ¢6ziimleri donisiimler lizerinden saglanmistir. 1.Tir Lineer Volterra
integral denklemleri ele alinmistir ve 4 farkli donisiim ile ¢6ziimleri saglanmistir.
Laplace Doéniisim Metodu, Elzaki Doniisim Metodu, ZZ —Dontisim Metodu ve
Sumudu doéntisiim metotlarinin birinci tiir lineer VVolterra integral denklemlerinin ¢oziimii
icin etkili bir yontem oldugu gézlemlenmistir.
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In this thesis, 4 methods are presented to solve linear Volterra integral transform
of the same type and order. In the solution of the first kind linear Volterra Integral
Equation, difference kernel Laplace Transform Method, ZZ-Transform Method, Elzaki
Transform Method and Sumudu Transform Methods were used. Convolution theorem is
used for Laplace transform, ZZ-Transform, Elzaki Transform and Sumudu Transform.
In addition, transform tables were used. Then, the solutions of the first kind linear Volterra
integral equations are provided through transforms. The first kind linear VVolterra integral
equations are discussed and their solutions are provided with 4 different transform. It has
been observed that Laplace Transform method, Elzaki Transform method, ZZ-Transform
method and Sumudu Transform methods are an effective method for solving the first kind
Volterra integral equations.
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1. GIRiS

1. GIRIS

1.1. Integral Denklemlerin Tarihsel Gelisim Siireci

21. yilizyilin baglarinda integral denklemlerle ilgili calismalar arastirilmaya
baslanilmis olup, 1823’te Abel tarafindan bir integral denkleme rastlanilmistir. Daha
sonra ise ilk kez integral denklem terimi De Bais Reymond tarafindan 1888 yilinda
kullanilmistir (Bocher 1913). Baslangigta daginik ve rastgele olarak yapilan galigmalar,
sonrasinda diizenli ve bilimsel yontemlerle uygulamaya konulmus ve zamanla suan ki

diizeyine ulagsmustir.

Yontemin gelisimine paralel olarak matematiksel gelismelerin saglanmasi, yeni
ufuklar agmasi agisindan adeta bu yiizyilin simgesi olmustur. Bir¢ok konunun farkli
ithtiyaglar sonucu ortaya konulmasi, zamanin problemlerine cevap verecek big¢imde
olgunlastirilmasi ve bu konularla ilgili pek ¢ok aragtirmanin ve ayni zamanda eserin de
ortaya c¢ikmasma oOnciiliik etmistir. Integral Denklemlerin, gerek Diferansiyel
Denklemlerle olan iliskisi gerekse Diferansiyel Denklemlerin bilimsel arastirmalarda
yaygin olarak kullanilmas ile Integral Denklemler gitgide yayginlasarak 6nemi her gegen
giin gittikge artmigtir. Ayrica teknoloji ve 6zellikle de pek ¢ok miihendislik dalinda da
yaygin bir sekilde kullanim alan1 bulmasindan dolay1 ilgi alan1 da o 6l¢iide genislemistir

(Aksoy 1988).

Son zamanlarda Volterra-Fredholm integral denklemlerinden faydalanarak yeni
¢ozlim yontemleri ¢alisilmis ve adi ardisik yakinsama metodu ile sinir deger problemleri
¢cozlilmistir. Elde edilen ¢oziimler ise degisken katsayili homojen kirisin esneklik
probleminin sayisal ¢6ziimlerinin tespitinde kullanilmistir. Geciken argiimentli bir
diferansiyel denklemin sinir deger problemlerinin ¢6ziimii i¢in ayrica yeni bir yaklagim
onerilmis (Celik vd 2003) ve geciken arglimentli bir diferansiyel denklemin sinir deger
problemlerinin ¢oziimii i¢in etkili sayisal yontemler sunulmustur (Celik vd 2002).
Volterra integral denklemleri yikim teoremi ya da risk teoremi olarak da anilmaktadir.

Iflas riski, yikilma olasilig1 gibi hesaplamalarda giiniimiizde siklikla kullanilir,
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Miihendislik ve fizik alanlarinda problemlerin bir¢cogu bir denklem ile ifade
edilemez ve uygulamali bilim dallarinda boyle bir problemle sik karsilasilir. Heniiz bu
sistemlerin genel bir ¢6ziimii yoktur. Bu durum; problemlerin ¢6ziimiinde niimerik
yontemlerin kullanilmasinin 6niinii agmistir, niimerik yontemlerden en sik kullanilanlari:
“Ortalama Deger Yontemi”, “En Kiigiik Kareler Yontemi”, “Bernstein Polinomu
Yardimiyla Yaklasik Yontem”, “Taylor Serisi Kullanarak Yaklasim Cozim” dir.
Degisken katsayili ve yiiksek mertebedeki integral denklemlerin analitik ¢éziimlerinin de
yok sayilmasi veya elde edilmesi ¢ok zor olmaktadir. O yiizden boyle denklemlerin
¢oziimiinde yaklasik ¢ozlimlerin kullanilmasi ve karsilagtirilmasi daha kullaniglidir. Bu
¢Oziim yollarindan sik kullanilanlar1 Laplace Doniisiimii, Fourier Donlisiimii, Sumudu
Déniistimii, Elzaki Dontistimii, Tarik Dontistimii, Dogal Doniisiim ve Aboodh Dontistimii
gibi birgok integral dontisimii vardir. Bu tez g¢alismasindaki amag¢ farkli tiir ve

derecelerdeki integral denklemlerinin dort farkli doniistim yontemi ile ¢oziimlenmesidir.
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2. KAYNAK OZETLERI

Integral denklemlerin biitiin tiirleri i¢in kullanilacak teoriyi kurmak miimkiin
olmayabilir. Bu nedenle birbirinden farkli integral denklemleri ayr1 ayri incelemek
gerekmektedir. Bununla beraber integral denklemler i¢in genis bir arastirma sahasi
acilmis olur. Integral denklemlerle ilgili calismalar 19. yiizyila uzanmaktadir. Baslangicta
daginik, rastgele ve kayit altina alinamamis arastirmalar yapilmistir. Sonrasinda ise daha
sistematik ve diizenli ¢alismalar yapilip sonuglar alinmistir. Abel mekanik problemleri
incelerken, 1823 tarihinde integral denklemlere rastlamis ve integral denklem terimi Du
Bois Reymond tarafindan 1888 tarihinde yayimlanan makalesinde kullanmistir (Bocher
1913). integral denklemlerle ilgili Lovitt (1924), Petrovsky (1953) ve Tricomi (1955) e
ait kaynaklarda mevcuttur. Dogrusal integral denklemlerle alakali arastirma ise italyan
bir matematik¢i olan VitoVolterra (1860-1940) tarafindan yayimlanmis olup, Fredholm
de Volterra da 1884 yilinda sundugu benzer yaklagim problemlerini arastirmis ve bu
konuyla ilgili 1903' te bir makale yayimlamustir.

Integral denklemler evrensel ve coziilmesi bir o kadar zor denklemlerdir.
Diferansiyel denklemler bazi problemleri ¢ozmekte tek baslarina yeterli degildir. Bu
nedenle diferansiyel denklemlere sinir sartlarinin eklenmesi gereklidir. Integral
denklemler ise bir problemin tam tanimini verdiginden dolay1 eklenmesi gereken sartlara
gerek kalmadan c¢oziime gidilebilir. Temelde benzer olduklarindan diferansiyel
denklemler integral denklemler olarak da ifade edilebilir ve ¢6ziimiinde integral
denklemler kullanilabilir. Diferansiyel denklemler, matematik konularyla i¢ ice
degerlendirilip incelenmektedir. Fizik ve matematik dallarinda bir¢ok problem adi ve
kismi diferansiyel denklem olarak ifade edilebilmektedir. integral denklemler gesitli
sekillerde bulunur. Bu ¢esitlilik genel bir ¢dziimiin bulunmasini zorlastirir. Bundan dolay1
calismalar her integral denklem ig¢in ayr1 ayri ¢oziim metotlar1 gelistirmesi ile

yiiriitiilmektedir.

Bu tez caligmasinda ise ele alinan bir integral denklemin gelistirilen ¢6ziim

yontemlerinden dort tanesi i¢cinde ayn1 sonucu verdigi gdzlemlenmektedir.
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3. MATERYAL ve YONTEM

Bu boliimde Volterra integral denklemlerinin ¢oziimii i¢in kullanilan tanim,

teorem ve dontistimlere yer verilmistir.
3.1. Materyal
Tanim 1 (Diferansiyel Denklem):

Bilinmeyen fonksiyon ve tiirevlerini ihtiva eden denkleme diferansiyel denklem

ad1 verilir. Genel olarak y bilinmeyen fonksiyon olmak iizere, diferansiyel denklem
Oy, y,y", . y®) =0 (3.1)

seklinde gosterilir. Burada y™, y’nin x’e gore n’ inci tiirevidir. (1) denklemi y™ ye

gore ¢oziilebilirse;

y® = g(x,y,y,y", ., y™V) (3.2)
formu elde edilir. Bu ise (1) ifadesinin acik formda yazilmis seklidir.

Tanim 2 (Limit):

D c R, f:D — R bir fonksiyon ve ¢, D nin yigilma noktasi olsun. Ve > 0 i¢in

0<|x—c| <68 oldugunda |f(x) — K| < € olacak sekilde 6 = 6(¢) > 0 sayisi varsa

x, ¢ ye yaklasirken f(x) fonksiyonunun limiti K dir ve lim f(x) = K olarak yazilir.
x—-a

Bu tanimda lim f(x) = Kolmas1 0 < |x —c| < § esitligini saglayan Vx igin
X—C

|f (x) — K| < € esitsizliginin saglamasi gerektigini vurgulanmaktadir. Ayrica € > 0 ne

kadar kiiciik olursa, ona bagli olan, § da o kadar kiigiik olacaktir (Kadioglu 2005).
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Tanim 3 (Degisken katsayil lineer diferansiyel denklem): x bir reel degisken

olmak lizere

Prn()Y™ + -1y ()Y 4+ p ()Y + po(X)y = 1(x) 3.1.3)

seklindeki denklemlere lineer diferansiyel denklem adi verilir. Burada, esitligin sag
tarafindaki r(x) ve sol tarafta ki po(x), p1(x), p2(X), ..., Dn-1)(x), Pn(x) katsayilar:
x’ebaghdir. Eger po(x), p1(x), p2(%), - P(n-1)(X), Pn(x) katsayilari sabit ise denkleme
sabit katsayili lineer diferansiyel denklem, en az biri degisken ise de degisken katsayili

lineer diferansiyel denklem adi verilir.
Tanmim 4 (Siireklilik):

DcR, f:D—- R bir fonksiyon ve ¢ €D olsun. Ve > Oigin|x —c| < 4§
oldugunda |f(x) — f(c)| < € olacak sekilde & = &(¢,c) > 0 sayisi1 varsa f fonksiyonu
¢ noktasinda siireklidir. Burada & = 6(¢g,¢), § nin hem &€ hem de ¢ ye bagh olarak
degisecegini gosterir. Siirekliligin bu sekildeki tanimi €, 8 teknigi ile siireklilik tanimi
olarak adlandirilir. ¢ € D, D nin y181lma noktas1 olmas1 durumunda limitin tanimlanacagi
bilinmektedir. O halde, ¢ € D, D nin yigilma noktasi olmasi durumunda siirekliligin
tammmin1 su sekilde verebiliriz. D € R, f:D — R bir fonksiyon ve c € D olsun.

lim f(x) = f(c) oluyorsa f fonksiyonu c¢ noktasinda siireklidir. Buna gore: D C R,
X—C
f: D = R fonksiyonunun verilen bir ¢ € R noktasinda siirekli olmasi igin;

1. ffonksiyonunun ¢ noktasinda tanimlidir.

2. lim f(x) mevcuttur.
X—=C

3.lim f(x) = f(c) sartlarin1 saglamas1 gerekir.
xX—C

Tanum 5 (Siireklilik Cesitleri):

ffonksiyonu [a, b]araliginda tanimlansin
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i. c€[a,b) igin lim f(x) = f(c)oluyor ise f fonksiyonuna c noktasinda
xX—C

sagdan siireklidir.

ii. c€(ab] i¢in lim f(x) = f(c) oluyor ise f fonksiyonuna c noktasinda
xX—=C

soldan sureklidir.

Bir f fonksiyonunun [a, blaraliginda siirekliliginden sdz ettigimiz zaman a

noktasinda sagdan , b noktasinda soldan siirekli oldugu anlasilacaktir.
Tamim 6 (Siireksizlik ve Siireksizlik Cesitleri):

i. Eger ffonksiyonunun bir cnoktasinda limiti var ve siireksiz ise bu

fonksiyon ¢ noktasinda f(c) = lim f(x) olarak tanimlarsak, bu noktada, stirekli bir
xX—C

fonksiyon elde ederiz. Bu tip siireksizlere kaldirilabilir siireksizlik, sayet fonksiyonun
stireksiz oldugu noktada limiti yoksa bu siireksizliklere de kaldirilamaz siireksizlik adi

verilir.

ii. lim_f (x) ve lim f(x) limitleri var ve birbirinden farkli ise f fonksiyonu
xX—C X—-Cc™
cnoktasinda sigramali siireksizlige sahiptir ve lim_f (x) — lim f(x) sayisina  fninc
X—C X—C

noktasindaki sigramasidir.

ii. lim f(x)ve lim f(x)limitlerdenenaz biri+oo veya —ooise yada mevcut
X—C xX—=C

degilse, ¢ noktasinda sonsuz siireksizlige sahiptir.
Tamim 7 (Integral denklem):
Tek degiskenli fonksiyonlarda bir integral denklemin en genel hali,

P (x).0 (x) = F (X) + (3.1.4)
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seklinde olup burada a ve b sabitler; A bir parametre, y (x), f (X), K(x, t); tanim bolgesi a
< X, t < b tizerindeki bilinen fonksiyonlar; ¢ (x) ise bilinmeyen fonksiyondur. K(x, t)

fonksiyonuna da ¢ekirdek adi verilir.
Tamm 8 (Lineer integral denklem):

¢ (X) bilinmeyen fonksiyon olmak iizere,

=fx)+ [, K (x, )p(t)dt (3.1.5)

seklindeki integral denklemde ¢ (x) bilinmeyen fonksiyonu lineer oldugundan integral

denklem de lineer olur.

Tanmim 9 (Lineer olmayan integral denklem):

0(9)= 00+ [T K(x,0) o™ (t)dt, Nt (3.1.6)

ise bu integral denklemde ¢ (x) bilinmeyen fonksiyonunun n. kuvveti bulundugundan

lineer olmayan integral denklemdir.
Tamm 10 (Homojen integral denklem):

Bir integral denkleminde integralin disinda ve bilinmeyen ¢ fonksiyonu haricinde
f gibi bir fonksiyon bulundurmayan integral denklemlere homojen integral denklem

denir.
@ )=/, K (x,t) ¢ (D)dt (3.1.7)
denklemi genel homojen integral denklem goriintiisiidiir.

Tanmm 11 (Homojen olmayan integral denklem):



3. MATERYAL ve YONTEM

f fonksiyonunu bulunduran integral denklemlere homojen olmayan integral

denklem ad1 verilir.
@ (X)=f(x)+ [, K (x, )¢ (t)dt (3.1.8)
denklemi genel homojen integral denklem goriintiisiidiir.

Tamm 12 (Volterra integral denklemi):

A sayisal bir parametre f(x) ve K(x,t) bilinen ve U(t) bilinmeyen fonksiyon olmak

uzere;
(DU (D=1)+ i[] K(x, ) u(t)dt (3.1.9)

denklemine Volterra integral denkleminin en genel halidir. VVolterra integral denkleminin

fredholm integral denkleminden tek farki tist sinirinin degisken olmasidir (Aksoy 1983).
Tamm 13 (1.Tip volterra integral denklemi):
¢@(x)=0 alinirsa;
F )+ A [ K (%) u (Ddt=0 (3.1.10)
denklemi elde edilir. Buna 1. tip volterra integral denklemi denir.
Tamm 14 (2. Tip volterra integral denklemi):

@(x)=1 alinirsa;

U(@=1X)+ A [ K(x, D u(t)dt (3.1.11)
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denklemi elde edilir. Buna 2. tip volterra integral denklemi denir.
Tamim 15 (2. Tip lineer volterra integral denklemi):

u(t) bilinmeyen ve K(x,t) ¢ekirdek fonksiyonu olmak tizere;
u ) =f )+ [ K ult)dt (3.1.12)
seklindeki ifadeye 2. cins lineer volterra integral denklemi adi verilir.

Tamim 16 (2. Tip lineer homojen volterra integral denklemi):

f(x) =0 ise;
ux) =Af, K (x, u(t)dt (3.1.13)
Bu tiir denklemlere de 2. cins lineer homojen volterra integral denklemi adi verilir.

Tamim 17 (Konvoliisyon integral denklemi):

K(X, y) ¢ekirdegi sadece x —y farkina bagl yani X —yyi degisken kabul eden bir

degiskenli fonksiyon olmak iizere genel bir konvoliisyon integral denklemi,

@ (\)=f ()+[" K(x—y) ¢ (v)dy (3.1.14)

seklinde olup, tiim konvoliisyon integral denklemleri,

o(x)=f(x)+ ffooo K(x,x — y)p(y)dy formundadir.
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3.2. Yontem

Integral déniisiimler, sirasiyla J. Fourier ve PS Laplace'm dikkate deger
caligmalarindan sonra ii¢ yiizy1l boyunca diferansiyel ve integral denklemleri ¢6zmek igin
matematiksel araglar olarak kullanilmistir. Ancak son zamanlarda bir¢ok arastirmaci
dikkatini bu c¢ok eski alanin gelisimine ¢evirerek Sumudu doniisiimii (1993), Dogal
dontisim (2008), Elzaki doniisiimii gibi yeni doniisiimlerin ortaya ¢ikmasina neden
olmustur.(2011) Aboodh transform (2013), Kashuri ve Fundo transform (2013),
Srivastava transform (2015) ve ZZ Transform (2016) diger doniisiimler arasindadir.
Ayrica, bu son doniisiimler arasindaki iligkileri belirlemek icin bir¢ok arastirmaci
tarafindan bu konuda farkl1 galismalar yapilmistir. Ornegin, Belgacem ve Karaballi'de
Sumudu doniisiimiiniin temel ozellikleri ve uygulamalari arastirilmistir. Kili'tman
arkadaglar1 Laplace ve Sumudu doniisiimii arasindaki baglantilari, Laplace ve Elzaki
dontigiimleri arasindaki baglantilar1 incelemislerdir. Khalaf ve Belgacem, Sumudu
dontisimiinden Laplace, Fourier ve Mellin Doniigsiimlerini ¢ikarirken, Natural
dontisiimden Laplace, Sumudu, Fourier ve Mellin Doniisiimii'niin ¢ikarilmasi Shah ve
arkadaglar tarafindan yapilmistir. Bununla birlikte, bu boliimde Aboodh doniistimii ve
gosterildigi gibi sayisiz uygulamalari nedeniyle bazi iyi bilinen integral doniistimler

arasinda var olan baglantilardan da s6z edilmistir.

3.2.1. Laplace Doniisiimii

Baslangi¢c sinir deger problemlerinin ¢éziimiinde Laplace doniisiimii, oldukca
etkili bir metottur. Laplace doniisiimii bir integral doniigiimii olup; fizikten, mekanige
miihendislige, telekomiinikasyona, matematige ve diger uygulamali bir¢ok bilim dallinda
kullanilan 6nemli bir yontemdir. Unlii bir matematikci olan P. S. Laplace (1749-1827)
tarafindan tanimlanmistir. Diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde oldukga biiyiik kolaylik
saglamasinin yani sira, fizigin matematiksel olarak ¢oziimiinde de faydalanilabilmektedir.
Bu sekilde elde edilen denklemlerin baslangi¢ sartlarini1 da bulundurdugu goriilmektedir
(Aliyev 1995).

f(t), 0 ’npozitif degerleri i¢in taniml1 t reel degiskeninin bir fonksiyonu olsun.

10
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(t<0icin F (t) = 0 kabul edilebilir):

s> 0 reel veya komplex bir parametre olmak iizere, t reel degiskeninin bir

fonksiyonu
e Stise, [ " e St £(¢) dt (3.2.1)

integrali var olacak sekilde s parametresi i¢in bir deger bulmak miimkiinse bu integrale

f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimii ad1 verilir ve L {f(t)} veya F(s) ile ifade edilir.

Fo)= AfM}=," e~ f (D)t (322)

seklinde de ifade edilebilir. Sonug s degiskenine bagli olup, integral yakinsak olmalidir
(Sneddon 1972).

3.2.2. Laplace doniisiimiiniin varhgi

Tamm 1: o <t < araliginin sonlu sayidaki alt araliklarinin her birinde siirekli
ise ve sagdan ve soldan limitleri varsa da bu fonksiyona parcali siirekli fonksiyon adi

verilmekte olup, buradaki stireksizlik sonlu sigramalar formundadir.
Tanim 2: M > 0 reel sabiti gostermek iizere ve biitlin t > T ler i¢in (T > 0)
le~at f(t)] <M veya |f(t)| < M.e®

olacak sekilde bir a sayis1 ise, f fonksiyonuna t — oo i¢in "a iistel mertebedendir" denir

(Ozer-Eser 2002).

Teorem 1: f(t) fonksiyonu, her sonlu 0 <t < T araligindaki pargal siirekli ve t>T
i¢in a’inc1 iistel mertebeden ise s>a igin L {f(t)} = F(S) Laplace doniisiimii vardir (a> 0, t

>0) (Yasar 1988).

11
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ispat:

L{EOY=[" e~ f(Ddt=], e~ f(O)dt+[ e~ f(t)dt

Laplace doniisiimiiniin tanimindan elde edilir. Buradaki [; integrali f(t)
fonksiyonunun 0 <t < T araligindaki pargali siirekli olmasi1 sebebiyle belirli ve sinirli

olup, yakinsaktir. I, integrali ise f(t) nin t>T tistel mertebeden oldugu i¢in mevcuttur.
@ —st © st o t,—st
ol < Iy 1™ F(O1de <[ €™ | F(O)] des[;” M. e®e™ f(t)d

=M.y =Dt de=M.lim [~ dt

_ . (e Gt 1 \_ M
_M'lgfg ( —(s—a) - —(s—a))_(s—a)’(8>a)

oldugundan, s>a i¢in Laplace doniisimii mevcuttur ve f(t) fonksiyonunun Laplace

dontisiimiiniin olmasi i¢in gerekli sart ise f(t)’nin tistel mertebeden olmasi ya da

Iéim e | f(t)|=0 , (@a> 0) olmasidur.

f(t) = etZ) bir fonksiyon t>a>0 i¢in, grafigi herhangi bir pozitif kuvvetinden daha
hizli biylidiigiinden tistel mertebeden degildir ve dolayisiyla da Laplace doniigiimii

bulunamaz.
3.2.3. Ters Laplace Doniisiimii

f(t) fonksiyonunun Laplace doniisiimiiniin integral tanimini kullanarak, s

parametresine bagli bir F(s) fonksiyonu tanimlandigmi ve F (s)= £
{f()}=/"e st f()dt seklinde ifade edildigini biliyoruz. Bilinmeyen bir f(t)
fonksiyonunun verilen Laplace doniisiimii F(s) ise f(t) fonksiyonu nasil bulunabilir?

Buradaki f(t) fonksiyonuna F(s) fonksiyonunun Ters Laplace Doniigiimii adi verilir ve

12



3. MATERYAL ve YONTEM

sembolik olarak f(t) = £ ~1{F(s)} ile ifade edilir. Burada £ ~'semboliine Ters Laplace

Doniisiim Operatorii denir (Dyke 2001).

Genel olarak s, a + ib, bir parametre olmak tizere F(s) belli iken f(t) temel

fonksiyonu f(t)=$fa+i°°F(s) estdt integrali ile hesaplanabilir, ancak bu integralin

a—ico

hesaplanmasi zor oldugundan uygulamada pek fazla tercih edilmez (Dyke 2001).

Bu hesaplama kolay olmasi i¢in Laplace doniisiim tablosu kullanilir.

Cizelge 3.1. Laplace doniisiim tablosu

f(t) fonksiyon f(t) fonksiyonunun laplace doniistimii
f@©) =£ ~{F(s)} L{F(t)}=F(s) D(F)
1. 1 1 s>0
S
n!
2. t" (neN) s, s>0
3. et ! s>a
s—a
S
4. Cos(f3t s>0
(BY) s2 + R
f
5. Sin(f3t s>0
(B s2 4+ R?
S
6. Cosh (Rt) 2@ s>|R3|
. 3
7. Sinh (Bt) TRy s>|R|
Cizelge 3.1. (Devam)
n!
8. t"e¥(neN s>a
S—a
at
9. e Cos (ﬁt) (S _ a)z n Bz S>a
3
10. at Sin (Rt s>a
e Sin (89 (s—a) +R?

13



3. MATERYAL ve YONTEM

sz — R?
11. tCos (Rt) .2 s>0
(s + k%)
23s
12. tSin (Rt P s>0
(80 (s> + 8%
(s —a)* — R
13. t e® Cos (Bt) ” 5 s>a
((s—a)’ + 1%
23(s —a)
14, t e% Sin (Rt) 5.2 s>a
(s—a)"+183%)

3.2.4. Sumudu Doniisiimii

Bir A fonksiyonlar kiimesi,

I

A= {f(t):AM,t; t,>0,|f(t)|< Me t e(—1)’x[0,00)} seklinde tanimlanmak

lizere,

Sumudu doniistimii:
SIfF(OI=FW)=[." et fut)dt,ue(—t,, —t,),

w1 =t
S[f(O)]=F(u)=J o %e v f(t) dt seklinde tanimlanir (Watugala 1993).

3.2.5. Ters Sumudu Déniisiimii

7|

A= {f(t):3M,t1,t,>0,|f (1)< Me b t e(—1)’x[0,0)} esitligi herhangi bir

diferansiyel denkleme uygulanarak F(u) Sumudu doniisiimii elde edilmis olur. Bunun ters
Sumudu doniisimi f(t) =i fccjii: F (?) est %olarak tamimlanir (Watugala 1993). Bu

integralin hesab1 oldukc¢a zor oldugundan doniisiim tablosu kullanilir.

14
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Teorem: f(t) ve g(t) fonksiyonlarmin Sumudu doniisiimi,
S[af(t) + bf(t)]= aS[f )]+ bS[f(£)],ab eR,seklinde lineer dzellige sahiptir.
Ispat:

Slaf (t) + bf (DI=[, e *[af (ut) + bg(u)] dt=],"[e"*af (ut) + e thg(ut)] dt

=fooo[e_taf(ut)dt]+f0°°[e_tbg (ut)] dt
=a. [, [e"tf(ut)dt]+b. [, [e~tg(ut)] dt

=a.S[f (O)]+b.S[f (1]

3.2.6. Teorem 2 (Sumudu doniisiimii i¢in konvoliisyon teoremi)

f(t) ve g(t) fonksiyonlarinin Sumudu doniisiimii F(s) ve G(s) sirasiyla olsun.
h(t) = 1) *9(t) =/, [f (Mg (¢ = T)dT]

h(t)’nin Sumudu doniisiimii;

S[h(t)]=u.F(u).G(u) olur (Asiru 2010).

Cizelge 3.2.Sumudu doniisiim tablosu

£ G ()
1 1 1
2 t u
3. eat —

15
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4 Cosat ;
1+ a?u?
5 Sinat o
a —
1+ a?u?
(n-1)
6. ﬁ , n=1,2..... u(n_l)
. sinat u
' a 1+ a?u?
3 e%sinat u
' a (1 — bu)? + a?u?
1—bu
9. ePtcosat
(1 — bu)? + a?u?
sinat u
10. -
a 1 — a?u?
11. cosat ;
1 — a?u?

3.2.7. Elzaki Déniisiimii

A={A| IM, #£1, £2 > 0 dyleki | )| <Me|d %/, eger t € (—1) ] x [0, «<)}olmak
tizere A sinifina ait fonksiyonlarin Elzaki doniistimii £[ A4)] = /{#) olarak tanimlanir ve

asagidaki gibi ifade edilir (Watugala 1993).
T(u) =u? [” f(we " dr, ki, k2 >0
es deger olarak

Ef({)=T() = ufooo f(t)e_% dr, u €(k1, k2) olarak ifade edilebilir.

16
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Cizelge 3.3. Elzaki doniisiim tablosu

/(@) E[f(0)] =T (u)
| 2
‘_!
I
1]
t n | v n+2
e at v 2
1—av
sinat 5
av
l+av’
cosat 5
v
l+av?

3.2.8. Teorem (Elzaki doniisiimii icin konvoliisyon teoremi)
Af+g) = ~E /) A 9)igin E(f) in Elzaki doniisiimii f dir.
Ispat: E(f)E(g) = u? fooof(‘t)e_i dr.fooog(v)e_% dv

t=v+1,v=t—1 olarak yazilirsa

) = j g(t—t)e T de

T

© (@ t
= eﬂf gt —1)e udt
T

Boylece;

17
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DR = [ f@eidr. | ge v

0 0
= u? _%d _Ed
u fooof(T)e T.[% g(w)e udv
e [ e [ gt - et
ufof(‘t)e efo g(t — 1)e udtdt

=u? Jmf(‘t) ng(t - T)e_gdtdr

w? fom e™u fotf(r)g(t — D)drdt

=Mf e (f * g)(Ddt
0
=uE(fxg)

elde edilmis olur.

3.2.9. ZZ —Doniisiimii
f (t), hert > 0 i¢in tanimlanmis bir fonksiyon olsun.
f (t) 'nin ZZ —Donistimii Z (u, s) fonksiyonudur.

Boylece;

Z(u,s) = Z{f()} = sf f(ut)e stdt
0

seklinde tanimlanir. f (t)fonksiyonu, Z (u, s) doniisiimii ile gosterilir.

Uygun bir doniisiim sonucunda;

2@ =2 roe e
0

18
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seklinde de ifade edilebilir. Orneginf (t) = e®*folsun, burada t > 0, ve a bir sabittir, bu

durumda bu fonksiyonun ZZ —D6niistimii

u [ s S [ _(s_
Z{e"} = ;f e e utdt = E,I- e~ a)t gy
0

0

= lim s e_(%_a)tdt
b—-oo Y 0
b
— lim > 1 e_(%_“)t
6
u 0
b
= 11 ( 5 e_(i_a)t)l
b0 \—S + au 0
= lim ( e~ (ma)e P )
b—oo \—S + qu s —ua
s
 s—ua

Yani,
aty _— S . .
Z{e*} = — seklindedir.
Teorem (ZZ —Doniisiimiiniin Varhgr)

f (t) her sonlu aralik 0 < t < K ve iistel mertebeden y i¢in pargali siirekli ise

t > K olmak lizere ZZ — doniisimii Z(u,s) her s >y, u > y i¢in mevcuttur.
Ispat: Her pozitif K sayis1 igin;

_5 _5:

[ele] K (o] s
Z(u, ) %fo f(t)e dtz%j; f(t)e +%L F(O) e wde

19
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olup f (t) her sonlu 0 < t < K araliginda pargali siirekli oldugu i¢in, sag kisimda
birinci integral vardir. Ayrica sag taraftaki ikinci integral de vardir. t > K i¢in f (t)y

tistel mertebeden olup ikinci integralinde var oldugunu gosterelim.

o[ lr@e | ar

f F(t)e wtdt| <

S
<- f e |f(Dldt < = f e u MeVt dt
Ul 0

< M el e¥t < sM e_(%_y)t dt
u Jo u Jy

_sM e_(i_y)t sM

= — . = —
S, T

Cizelge 3.4. ZZ-Donlisiim Tablosu

1 1 1
2 t o
s
3 eat u
s—au
4 sinat aus
s2 + a?u?
5 cosat 52
s2 + a?u?
6 t" 'u”
7 tn n
[n+1)—
8 e sin bt pe
u
2
(i - a) + b?

20
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Cizelge 3.4. (devam)

9 e cos bt s> as
u? u
2
(i — a) + b?
10 tcosat s(s2_ 2
u \u? a
s2 2
(G+a)
. 2
11 tsinat ZaS—Z
u
2 2
(o)
u

Ters ZZ —Doniisiimii: Bir F(s) fonksiyonu verilmis olsun. Eger Z{f(x)} =
F(s) olacak bigiminde bir f(x) fonksiyonu var ise, f ye F nin Ters ZZ — Doniistimi

denir. F nin Ters ZZ-Dontistimi
f=2"HF}veya f(x) =Z7HF(s)}
biciminde gosterilir.

Ornegin, Z(s) = j fonksiyonunun Ters ZZ —Ddéniisiimii

z-l{ S }=e2t seklindedir.

s—2u
Teorem (Ters ZZ —Doniisiimiiniin tekligi):
f ve g, [0, 00) araliginda pargali siirekli ve listel mertebeden iki fonksiyon olsun.

Eger her s > s, larigin Z71{f} = Z{g} olacak sekilde bir s, sabiti mevcutsa bu
takdirde sonlu sayida siireksizlik noktalart hari¢ her x > 0 i¢in f(x) = g(x) dir.

21



3. MATERYAL ve YONTEM

Teorem (ZZ —Doniisiimii icin Konvoliisyon Teoremi):

f ve g iki fonksiyon olsun. ZZ —Doniisiimiiniin konvoliisyonu
Z(f * 9) = =Z(f). 2(g)dir.

ispat:

2(NZ(9) =~ fo f@ewdr-> fo g(@)e s df

2 (o) s co S
2(NZ(9) = -5 f f@e T dr- j g@)e? 4
0 0

t =9+ 1ved =t — 1 yerine yazilirsa;

(0]

2(g) = j gt — e i gy

T
= f gt — T)e_%t entdt
T
= eZTJ gt —)e v dt
T
elde edilir.
Boylece;
SZ 0o s s 0 s
= _zf f(De ™" dr - ei’] e u'g(t — 1) dtdr

u? J, .

2 o (o] s
=Z—2f f(r)f e u'g(t — 1) dtdr
0 T

= i—Zj;)ooe_%t j:f(r)g(t — 7)dtdt

22
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2 00

=2 | et (Frg) (®at

=2,
S
==2(fg)

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu boliimde 3 farkli Birinci Tiir Volterra Integral Denklemi ele alimip Laplace
Doéniisim Metodu, ZZ-Doniisim Metodu, Sumudu Donitisim Metotu ve Elzaki

Doniisiim Metodu olmak tizere dort farkli donilistim metoduyla ¢oziilmiistiir.

4.1.Test Problemi 1

x? =§ f: (x — t)u(t) dt Birinci Tir Volterra integral denklemini 4 farkh

doniisiim uygulayarak ¢oziiniiz.
4.1.1. Coziim 1 (Laplace doniisiim metodu)

x2 = % ) : (x — t)u(t) dt denkleminin her iki tarafina Laplace Doniisimii

uygulanirsa ve konvoliisyon teoreminden yararlanilirsa;

LY=L G [y (e — Hu(t)dt }
c{e?y=L {3} L) x - Hu®de}
2! 1

=y LU0}

L{u(x)}=2 elde edilir.
Ters Laplace dontisiimii uygulanirsa;

L7 L)} F=L TS
L7 L{u(0} 3=6.L 71}

u(x)=6 olur.
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4.1.2. Coziim 2 (ZZ -doniisiim metodu)

X2 = % f: (x —t)u(t)dt denkleminin her iki tarafina ZZ —DOntsimi

uygulanirsa

Z(xH) =2 (% fx(x - t)u(t)dt)
0

ZZ —Donlistimiiniin Konvoliisyon teoreminden;

1
2% =22 (5) 2(u@)
4 u? _u 1l i
‘233 (u())
Z(u(x)) =6

elde edilir.

Bu esitligin her iki tarafinin Ters 22 —Doniisiimii alinirsa;

27 (z(u()) = 271(6)

u(x) =6
olur.

4.1.3. Coziim 3 (Sumudu doniisiim metodu)

x2 = % f :(x —tu(t)dt denkleminin her iki tarafina Sumudu Doniistimii

uygulanirsa;
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S[x2]=S[: J, (x — Hu(t)dt]

SEEJ=SES [ (x — Du(t)de]

$(2).8(5)=8(3).S[x*u(x)]
Konvoliisyon teoreminden;

2.v2:§.v.v.H(v)

H(v)=6 olur.
Ters Sumudu Doniisiimii uygulanirsa;

u(x) =STHHMW)I=57"(6)

u(x)=6 olur.
4.1.4. Coziim 4 (Elzaki doniisiim metotu)

x? = %f: (x — t)u(t)dt denkleminin her iki tarafina Elzaki Doniigiimii

uygulanirsa,;

E[x?]= EL: f; (x — Hu(t)dt]

E[x?]= EE]. ELf; (x — Hu(t)dt]
Konvoliisyon teoreminden;

2!v4=§% v3.u(v)

u(v)=6v2 olur.

Ters Elzaki Dontistimii yapilirsa;
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E™* (u(v)) =E7*(6v?)

u(x)=6
olur.

4.2. Test Problemi 2

x(t) =283 + f: x(t)sin(x — t) dt Birinci Tir Volterra integral denklemini 4

farkli dontisiim uygulayarak ¢oziiniiz.
4.2.1. Coziim 1 (Laplace doniisiitm metodu)

x(t) =2t + f: x(t)sin(x — t) dt denkleminin her iki tarafina Laplace

dontisiimii uygulanirsa ve konvoliisyon teoreminden yararlanilirsa;

L{x(D}=L {26 + [ x(D)sin(x — ) dt }

L{x(®)}=L {263} + L {x(O)}. £ {sin(x — t)}

1
s2+1

LD} + L (x(D}.

/:{x(t)}(1 _— ):E

s2+1/) s*

clx)=2. (2)

s2

HxO}=+ =

elde edilir.

Ters Laplace dontisiimii uygulanirsa;

L L0} L T G + )

LT Lx(O} }=12.L Y12, L T
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— s34 5
x(t)=2t + 35

olur.

4.2.2. Coziim 2 (ZZ -doniisiim metodu)

x(t) =263 + f(f x(t)sin(x — t) dt Birinci Tir Volterra integral denkleminin

her iki tarafina 22 —Doniisiimii uygulanirsa,

Z(x(t) =2 <2t3 + jxx(t)sin(x —t) dt)
0

ZZ —Donlistimiiniin Konvoliisyon teoreminden;

Z(x(®) = =2 (2t3) + Z ( j (®)sinGx — 6) dt)
S 0

u.s

Z(x(t)) = 2.3! —+_ — Z(x(t)) R

Z(x(0)) = 12 —+ Z(x(1)). 5

3+s u2

Z(x(®). (1 - 3+Su2)—12 :—:

3 5
Z(x(6))=125+12.%
elde edilir.
Bu esitligin her iki tarafinin Ters 22 —Doniisiimii alinirsa;
us u®
-1 —_ -1
(z(x(t))) =z <12.S—3 + 12.5—5>

1 (2(x(0))=12. 271 (H+12.27 ()
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

tS
120

3
x(t)=12.%+12.
.3, t°
x(t)=2t +35
olur.

4.2.3. Coziim 3 (Sumudu doniisiim metodu)

x(t) = 23 + f; x(t)sin(x — t) dt Birinci Tiir Volterra integral denkleminin her

iki tarafina Sumudu Doniisiimii uygulanirsa;
S[x(t)]=S[2t3 + f(fx(t)sin(x — t)dt]
S[x()]=S[2t3] + S[J; x(t)sin(x — t) dt]

S[x(£)]=S[2t3. g] + S x(t)sin(x — t) dt]

S[x(D]=12.5[5] + S[J; x(®)sin(x — £) dt]
S[x()]=12.1%+ S[V*x(1)]

Konvoliisyon teoreminden;

v
1+v2

S[x(£)]=12.v3+ S[x(t)].v.

2

Slx(®)](1 - = )=12.v3

1-v2

S[x(t)]= 12.v3+12.v° olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Ters Sumudu Doniisiimii uygulanirsa;
x(t) = STHS[x(t)]= St (12.v3+12.v°)
x(t) = STUS[x(t)]] = 12.571 (vP+12.571 (v°)
x()=12.5+12.5

5
x(t)=2t3 + i—oolur.

4.2.4. Coziim 4 (Elzaki doniisiim metodu)

x(t) = 263 + [ x(O)sin(x — t) dt denkleminin her iki tarafina Elzaki

Déniisiimil uygulanirsa;
E[x(0)]= E[2t* + [, x(D)sin(x — t) di]
E[x(0)]= E[263].+E[[; x()sin(x — t) dt]
E[x(0)]=2.E[t*]+ E[J, x(D)sin(x — t) dt]

Konvoliisyon teoreminden;

E[x(©)]=2.3! 542 25 E[x()]

5 s24p?’

Elx(@®)].(1 - )=12.’;—z

s3+v2s

E[x(t)]=12.

3 2 2 5 3
v° s“+v v v
e PR R

Ters Elzaki Doniistimii yapilirsa;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

5 3
E~1 (E[x(D)] =E-1(12§;+12§;)
x(t)212t5—5:+12;—?:

_2 3 t>
x(t)=2t +5
olur.

4.3. Test Problemi 3

X
sin x =fex_tu(t)dt
0

Birinci tiir volterra integral denklemini 4 farkli doniisiim uygulayarak ¢oziiniiz.

4.3.1. Coziim 1 (Laplace doniisiim metodu)

sinx = f(f e*~t u(t)dt denkleminin her iki tarafa Laplace doniisiim uygulanirsa

ve konvoliisyon teoreminden yararlanilirsa;

L (sinx) = L (f e* "t u(t)dt)
0

1 1
211 s—1 k@)
~1
L) = 5y
1
L(u) = szj- 1 sz+1

Ters Laplace doniisiimii uygulanirsa;
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

L-1((tw))) =1 (77 -+ (ﬁ)

u(x) = Cosx — Sinx olur.

4.3.2 Coziim 2 (ZZ- doniisiim metodu)

X
Sinx =fex‘tu(t)dt

0

Birinci tiir Volterra integral denkleminin her iki tarafina ZZ —doniistimii

uygulanirsa

X
z(Sinx) = z fex‘tu(t)dt
0

ZZ — Doniistimiiniin konvoliisyon teoreminden;

z(Sinx) = S ﬁ u.z(u(x))

szlfu2 ~s f u'Z(u(x))

2(u(0) = s? I-LI-SuZ - ; -

z(u(x)) = zz__l_—zz

2(u(x) = s? S:I-zuz - szl-ll-su2
elde edilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Bu esitligin her iki tarafinin ters 22Z-doniisiimii alinirsa;

2
z71 (z(u(x))) =z} (Sz j_ u2> -z (52 lfuZ)

u(x) = Cosx — Sinx
olur.

4.3.3 Coziim 3 (Sumudu doniisiim metodu)

X
Sinx =fex‘tu(t)dt
0

Denkleminin her iki tarafina Sumudu doniisiimii uygulanirsa;

S(Sinx) = S(j e* tu(t)dt)
0

S(Sinx) = S[e* u(x)]

Konvoliisyon teoreminden;

v 1
vz 1=y HD
vV o 1-V
=1
1 v
HV) =T~ 137
olur.

33



4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Ters Sumudu doniisiimii uygulanirsa;

u(x) = STHH(V)]

@) =57 [1 +1V2] -5 [1 IVZ]

u(x) = Cosx — Sinx

olur.

4.3.4. Coziim 4 (Elzaki doniisiim metodu)

X
Sinx =fex_tu(t)dt
0

Denkleminin her iki tarafina Elzaki doniistimii uygulanirsa;
X

E(Sinx) = E(f e* tu(t)dt)
0

Konvoliisyon teoreminden;

V3 VZ
vz 1=y )
wv) =g fvf#
uV) =7 ZZVZ 1 ZSVZ
olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI ve TARTISMA

Ters Elzaki doniigiimii yapilirsa;

v? Ve
F () = B (1 + V2> -k <1 + V2>

u(x) = Cosx — Sinx olur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tezde Birinci tiir lineer Volterra integral denklemleri verilerek ¢oziimleri
Laplace Doniisiim Metodu,ZZ Doniisiim Metodu, Elzaki Doniisiim Metodu ve Sumudu
Déniisiim Metotlar1 ile yapildi. Oncelikle Volterra integral denklemi ve tiirleri tanitildi.
Laplace Donlisiimii, Z2Z doniisiimii, Elzaki Doniisiimii ve Sumudu doéniisiimleri i¢in
konvoliisyon teoremi ispatlandi. Ayrica doniisiim tablolarindan faydalanildi. Daha sonra
birinci tiir lineer Volterra integral denklemleri ele alinarak bu dort farkli metot uygulandi.

4 farkli dontislim i¢inde her test problemi i¢in ayni sonuca ulasildi.

Sonug olarak Laplace Doniisiim Metodu, Z22Z-Dontisiim Metodu, Elzaki Doniistiim
Metodu ve Sumudu Déniisiim Metotlarinin Birinci Tiir Lineer Volterra Integral

Denklemlerinin ¢oziimleri i¢in etkili yontemler olduklar1 gériildii.
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