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hukuki sonuglara katlanacagimi bildiririm.
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ONSOZ

Caprazlanmis modiil konseptinin ilk ¢ikist Whitehead’in 1940 larin sonundaki bir
calismasindan gelmektedir. [4]. Buradaki ¢aprazlanmis modiiller gruplar tizerinde
caprazlanmis modiilleri olarak, yol baglantili CW-uzaylarin homotopi grubunun
boyutu 2 den biiyiik olanlarinin asikar oldugu cebirsel modellerdi. Daha sonra, bu
yapinin taninmastyla caprazlanmig modiiller homotopi teoride Onemli bir rol
oynamaya bagladi. Bunu gostermek i¢in diisiik mertebeden homotopi tipleri ve Van
Kampen teoreminin genellestirilmesinin derivasyonlar1 gibi c¢esitli siniflandirma
problemleri ele alinmustir. [5, 6].

Birlesmeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiilleri, gruplarin ¢aprazlanmis modiilleri gibi
baska kategorilerdeki benzerleri olarak bilinmekteydi. Bu konu bir ¢ok yazar
tarafindan incelenmistir. Dedecker ve Lue [7,8]’nun calismalarinda birlesmeli
cebirlerin  ¢aprazlanmis modilleri diisik mertebeden abelyan olmayan
kohomolojilerin katsayilarinin ne olmasi gerektigi konusunda merkezi bir rol
oynamistir.

Baues ve Minian [9]’da birlesmeli cebirlerin ¢aprazlanmis modiillerinin Hochschild
kohomolojilerin gosteriminde kullanilabilecegini gostermislerdir. Yeni yapilan
calismalardan [10]’da, birlesmeli cebirler iizerinde ¢aprazlanmis modiillerin
Hochschild ve (esiiclii) devirli homolojileri insa edilmis ve incelenmis ve Tiirkce bir

kaynak olarak hazirlanmistir.
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OZET
BIRLESMELI CEBIRLER UZERINDE CAPRAZLANMIS MODULLERIN
KATEGORIKSEL OZELLIiKLERI

Bu tez birlesmeli cebirlerin kategorisel yapisint ve On ¢aprazlanmis modil ve
caprazlanmis modiil gibi yiiksek mertebeden versiyonlarini inceleyen bir ¢alismadir.
Birinci boliim sonraki béliimlere hazirlik olarak organize edilmistir. Kisaca, ¢arpim,
escarpim, geri ¢ekme, ileri itme gibi bazi 6zel kavramlarin tanimlar1 verilmektedir.
Ikinci boliimde 6zel bir durum olan birlesmeli cebirler ele alinmistir. Bu kategorisel
kavramlarin  birlesmeli cebirler durumu icin olusturulmas1 detayli olarak
incelenmistir.

Son boliim birlesmeli cebirler iizerindeki ¢aprazlanmis modiil yapisi incelemeyi
icermektedir. Bu kavram ilk olarak Lue [1] tarafindan kullanilmis ve [2] Porter
tarafindan daha genis bir uygulamasi yapilmistir. Giincel c¢aligmalarda Birlesmeli
cebirler tiizerindeki (6n)gaprazlanmig modiillerin  kategorisindeki  etkilerin
gosterilmesine ulasilmistir. Bakimmiz [3]. Bu bdliimde belirli sartlar altinda bazi
kategorisel ~ kavramlar1  olusturularak  kategori i¢indeki split  genisleme

siniflandiricilarinin elde edilisi anlatilmastir.

Anahtar Kelimeler: Birlesmeli cebirler, Caprazlanmis Modiil., Kategori Teori,
Modul Teori.



ABSTRACT

CATEGORICAL ASPECTS OF CROSSED MODULES ON ASSOCIATIVE
ALGEBRAS

This thesis devoted for detailed survey about categorical structure of associative
algebras and their higher dimensional versions such as precrossed modules and

crossed modules.

The first chapter organized as preparation for the next chapters. Namely, we give the
definitions of special notions products, co-products, pullbacks, pushouts, etc. In the
second chapter we consider a particular case; associative algebras. The construction
of these categorical notions in the case of associative algebras were examined in

details.

The last chapter consist of a survey about the crossed module theory in associative
algebras. The notion was first introduced by Lue,[1] 1968 and extensively worked in
[2]. In the recent works, the representability of actions in the category of (pre)crossed
modules on associative algebras was reached , see[3]. In this chapter we construct the
categorical notions in the case of crossed modules under certain conditions and give
the construction of split extension classifiers in the category.

Key words: Crossed modules, Associative algebras,Category Theory, Module

Theory.
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1. GIRIS
1.1 Baz1 Temel Tanimlar

Tezde kullanacagimiz bazi kavramlara ait tanimlar ve cebirsel yapilarin agiklamalari
ve teoremler verilecektir. Buradaki tanim ve teoremler ayrintili olarak [11-21] de

bulunabilir.

Tanim 1.1.1. (G,*) ikilisi “+” ikili islemi verilen sartlar altinda grup adi verilen bir

cebirsel yapidir.
Gi. “*” islemi birleme 6zelligine sahiptir yani a,b € G icina x (b *xc) = (a *b) * ¢

G2. G de birim adi verilen bir eleman vardir yani a € G i¢cin axe =exa =a

olacak sekilde e € G vardur.
Gs. G deki her elemanin tersi vardir.

Tanim 1.1.2. Her eleman i¢in islemin degisme 6zelligi var ise G grubuna Abel grup

denir.

Ornek 1.1.3. G = {—1,1,—i,i} kdmesi verilsin, "-"islemi karmasik sayilardaki
standart ¢arpma islemi olsun. Bu durumda (G,") bir abelyan gruptur. Herhangi iki
elemanin ¢arpimi yine G nin bir elemanidir dolayisiyla islem kapalidir. Carpma
islemi birlesmeli ve degismeli oldugu i¢in karmasik sayilarda da u 6zellik saglanir.

Birim elemani 1 dir ve tiim elemanlarin tersi mevcuttur. i ve - i birbirinin tersidir.
Tanim 1.1.4. G kiimesi bir grup yapist olsun ve G nin bir H altklimesi verilsin. G
grubunda verilen operatére gore H kiimesi de bir grup oluyorsa H kiimesine G
grubunun bir alt grubu denir ve H < G seklinde gosterilir.

Ornek 1.1.5. G = {—1,1,—i,i} grubu verilsin H = {—1,1} alt kiimesi ¢carpma islemi
ile birlikte G nin bir alt grubudur.

Ornek 1.1.6. Z tam sayilar kiimesi bilinen toplama islemi ile birlikte bir gruptur ve Q
nun bir altgrubudur. Benzer sekilde Q da R nin R de C nin altgrubudur.



Tanim 1.1.7. (G,") ve (G',*) iki grup olsun §: G — G’ doniistimii her g4, g, € G igin

5(91°92) = 6(g1) x6(g2) (1.1)
sartin1 sagliyorsa 6 doniistimii bir grup homomorfizmidir.

Tanim 1.1.8. Grup izomorfizmi, G; ve G, islemleri farkli iki grup ve k:G; = G,

doniistimii verilen sartlar saglayan bir cebirsel yapidir.
1. k doniisiimii hem 1-1 hem ortendir,
2. a,b € G, icin k(a.b) = k(a) * k(b).

Boylece G, ve G, gruplari izomorf grup olarak adlandirilir ve G; = G, seklinde
gosterilir. Bunun yani sira 6: G; = G, fonksiyonu 1 — 1 ise monomorfizm, orten ise

epimorfizm olarak adlandirilir.

Tanim 1.1.9. H # @ kimesi ve iki farkli islem olan bir kiime olsun. H grubu
degisme Ozelligini ve ikinci islemi birlesme Ozelligini sagliyor ve birinci islem
Uzerine sagdan ve soldan distlrubitiflik 6zelligini de sagliyorsa

rX(s®t) =T Xs)®(rxt) (Bs)xt=@xt)B(sxt) (1.2)
(H, ®,X) yapis1 bir halka olarak adlandirilir.
Eger ikinci islem islemi komutatiflik 6zelligini sagliyor ise halkaya degismelidir
denir. Eger H halkasi ikinci isleme gore ey € H olacak sekilde 6zdes bir elemana
sahipse halka birimlidir denir. H halkasinin ey 6zdes elemani varsa, bir h € H

tersiniri olan eleman hh' = ey = h'h olacak sekilde h' € H varsa h elemanina

tersiner denir.

Tanim 1.1.10. H birim eleman ve degisme ozelliklerini saglayan bir halka ve
1y # 0y iken halkanin sifirt hari¢ diger elemanlar: ikinci isleme gore tersiner olan

halkaya yeni bir cebirsel yap1 olan cisim adi verilir.

Tanim 1.1.11. (H,+,.) ve (H',®,Q) ve iki halka olsun. f: H —» H' fonksiyonu
halkadaki asagida verildigi gibi tanimlanan birinci ve ikinci islemleri koruyorsa bu

fonksiyona bir denk yap1 (homomorfizm) denir.
f(h+h") = f(h) @ f(h) (1.3)
f(h.h) = f(h) & f(h). (1.4)



Eger H ve H' 6zdes elemana sahip ise ve f Uizerine fonksiyon ise f(1y) = 1y, dir.

Tanim 1.1.12. H bir halka yapis1 ve R bos kiimeden farkli olan H kiimesinin bir
altkimesi ve H deki birinci ve ikinci islemler R Ulzerinde de kapalilik 6zelligini
saglasin. Eger R verilen islemler altinda halka 6zelliklerini sagliyorsa R ye bir alt
halka ad1 verilir. Diger bir deyisle R, H nin alt halkas1 olmasi i¢in gerek, yeter sart

asagidaki sartlar1 saglamasidir.
) R0

i) x,y ERiginx—y €R
i) x,y€RIiginx.y ER

Tanim 1.1.13. H nin bir | alt halkasi olsun sirasiyla sol ve sag ideal olmasi i¢in

asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir.

heH ve x€l = hx€l,

heH vexe€el = xhé€l,

Ayn1 anda hem sol hem sag ideal olan cebirsel yapiya ideal denir.

Tanim 1.1.14. a # Oy olacak sekilde H nin bir elemani olsun a * b = Oy sartimi
saglayan halkanin sifirindan farkli bir b € H eleman1 bulunuyorsa bu elemana sifir

bolen adi verilir.

Tanim 1.1.15. H 6zdes eleman iceren ve komutatif bir halka olsun. Eger bu halka

higbir sifir bolen icermiyorsa bu cebirsel yapiya bir tamlik bolgesi ad1 verilir.

Tanim 1.1.16. H* halkasi ikinci islem altinda bir grup yapisi teskilediyorsa bu
cebirsel yapiya bolim/¢arpim halkasi denir. Bu H halkasinin 6zdes elemani ve
tersinirinin var oldugu ve higbir sifir bolen elemani1 olmadigi anlamina gelir. Eger

sifir bolen igeriyorsa bu durumda a,b € H*igcinab = 0 ¢ H” olabilir.

Tanim 1.1.17. Bos kiimeden fakli bir kiime alt kiimesi oldugu kiimedeki islemlere

gore bir cisim yapisi olusturuyorsa bu alt kiimeye bir alt cisim ad1 verilir.

1.2. izomorfizm Teoremleri

Teorem 1.2.1. A ve B herhangi iki halka ve 0:A — B doniisiimii halka

homomorfizmi sartlarin1 saglasinn. Bu durumda

1. 0 nin kerneli A halkasinin bir idealidir,
3



2. d goruntd kimesi B halkasinin nin bir althalkasidir,

3. ¢:A/cekd - gord € B, a + ¢ekd - 0d(a) iyi tamiml bir es yapi

dontistimudiir.

Teorem 1.2.2. R bir halkasinin bir S € R bir althalkasi, ve bir I ideali verilsin. Bu

durumda agagidaki ifadeler dogrudur.

1. S + I seklinde verilen kiime R nin bir althalkasidir,

2. althalka ve idealin kesisim kiimesi S kiimesinin bir idealidir, ve
3. (S + D)/I yapistile S/(S N I) yapisi birbine es yapilidir.

Teorem 1.2.3. Bir R halkas: ve bu halkanin iki ideali / c I olacak sekilde verilsin.
Bu durumda /] cebirsel yapisi, R/J boliim halkasinin bir ideali ve asagidaki esyapi

vardir

R/]/I/] ~R/I . (L5)

1.3 Modiil, Cebir, Kategori ve Funktorlar

Tanim 1.3.1. R bir 6zdes eleman1 olan bir halka, M bir toplamsal 6zellige sahip
abelyangrubuve f : R X M — M, f(r,m) = r.m seklinde taniml bir doniisiim
olarak verilsin. Eger f doniistimii, dort sart1 sagliyor ise, M cebirsel yapisi bir soldan

R-modiil veya kisaca bir modiil olarak adlandirilir:
Dr.im +n)=r.m+ r.n,VreRvemn € M,
2)(r+ s)m=r.m+ s.m,Vr,s € Rvem € M,
3)(rs).m = r.(sm), Vr,s € RvemeM,

4)1.m =mVme M,1€R

Benzer sekilde eger f(m,r) =m.r seklinde tanimhi f : M X R > M

fonksiyonu, dort kosulu sagliyor ise,
D(m+nr=mr + nr,V mun € Mver € R,
2ym(r + s) = mr + ms,v m € Mver,s € R,
3)m(rs) =(mr)s, Vm € Mve r,s € R,

4dml =mVme M,1€R.



M cebirsel yapisina sagdan R-modil denir. Bunun yanisira, timr € R, m € M,
s € S sirastyla M hem bir soldan R-moddl, hem de sagdan S-modil ve (rm)s =

r(ms) ise, M bir R - S-modiil olarak adlandirilir ya da bimodiil olarak adlandirilir.
Ornek 1.3.2.

1. M = Q bir Z-modulddir.
2. M = R bir Q-moduldr.
3. M = Z,, bir Z-moduldar.
Tanim 1.3.3 Bir C kategorisinde nesne dedigimiz eclemanlarin kiimesi Ob(C),
doniistim veya morfizm dedigimiz yapilarin kiimesi Mor(C) , source ve target adi

verilen doniistimler,

a, B: Mor(€C) - 0b(C) (1.6)

nesne déniigimi,
£:0b(C) —» Mor(C) (1.7)
x - e(x) =1, (1.8)

ve
Mor(C)f X4 Mor(C) = {(a,b) € Mor(C) X Mor(C): f(b) = g(a)} (1.9)
seklinde verilen “.” ile gosterilen isleme faktor islemi denir. Bununla birlikte

i) V(a,b)e Mor(K); x, Mor(K) icin f(ba)=f(a) ve g(ba)=g(b) (1.10)

ii) va,b,ceMor(K)ile f(c)=g(b) ve f(b)=g(a) icin c.(ba)=(ch)a (111

iii) vxeOb(K) igin f(1,)=x=9g(l,) (1.12)
iv) VaeMor(K) igin al;,=a ve |, a=a dr. (1.13)
sartlar1 saglanir.

Tanim 1.3.4. Objeleri kiimeler olan kategoriye kiigiik kategori, diger tiirlii genis
kategori denir.

Ornek 1.3.5. Asagida bazi kategori drnekleri verilmistir.

Gosterim Obje Morfizm
Kim Kimeler Fonksiyonlar



Rel Kimeler Kiimeler arasindaki iligkiler

Mon Monoidler Monoid homomorfizmleri
Gr Gruplar Grup Homomorfizmleri
Ab Abelyan Gruplar Grup Homomorfizmleri
HIk Birimli halkalar Halka Homomorfizmleri
Top Topolojik uzaylar ~ Srekli fonksiyonlar

Tanim 1.3.6. A kiimesi halka ve A-modiil yapisini saglayan P, R kiimeleri verilsin.
T = P @ R ifadesi P ve R nin tensorel ¢arpimi olarak adlandirilir; T cebirsel yapisi
A —modul ve g : P X R — T dontisimii bilineer oldugundan (T,g) cebirsel yapisi
asagidaki 6zellikleri saglar.

a) Her f:P X R — N bilineer doniisiimii ve N A — modill igin f = f'o g olacak
sekilde bir tek f* = T — N dogrusal morfizmdir.

b) (T, g) ve (T', g") (a) cebirsel yapilari var ise ho g = g’ icin yalnizca h: T —
T ' 1-1 6rten dontisiimii vardir.

Tanim 1.3.7. C cebirsel yapist soldan R-modil yapisini saglasin. Bu durumda her

r € Rvex,y € Cigin

r(c1¢z) = (reg)cz = ¢q(rey) (1.14)

ise C ye R cismi Uzerinde bir cebir denir.

Tanim 1.3.8. C bir cebir olsun. Her ¢4, ¢,, c3 € C igin
c1(cac3) = (c165)c3 (1.15)
sart1 saglaniyorsa C ye birlesmeli cebir denir.

Tanim 1.3.9. B kategorisi asagidaki oOzellikleri saglarsa C kategorisinin alt

kategorisidir denir:
) Ob(B) c 0b(0)
i) Mor(B) € Mor(C)

iii) B kategorisindeki tanim kiimesi, goriintii kiimesi ve bileske fonksiyonlar C
kategorisindeki ayni1 islemlerin kisitlanmisidir

iv) B nin birimi ile C nin birimi aynidir.



Tanim 1.3.10. B kategorisi, C kategorisinin alt kategorisi olsun. Bltin A, B € Ob(B)
homgz(A,B) = hom (A, B) (1.16)

ise B kategorisi C nin dolu alt kategorisidir.

Ornek 1.3.11. Her kategori kendisinin bir dolu alt kategorisidir.

Tanim 1.3.12. B bir kategori ve h: C — B bir morfizm olsun. g o h = 1, olacak
sekilde B kategorisinde bir g: B — € morfizmi mevcut ise h morfizmine bir kesit
(section) adi verilir.

Tanim 1.3.13. B bir kategori ve h:C — B bir morfizm olsun. h o g = 15 olacak
sekilde B kategorisinde bir g: B — C morfizmi mevcut ise h morfizmine bir
retraksiyon (retraction) adi verilir.

Tanim 1.3.14. Funktor , kategoriler arasindaki yapiy1 koruyan bir dontisiimdiir.
Tanim 1.3.15. C ve D iki kategori olmak tizere C nin her bir A nesnesini D nin bir
F(A) nesnesine, C nin her bir f: A — B morfizmini ise D deki bir F(f):F(A) =
F(B) morfizmine doniistiiren ve asagidaki sartlar1 saglayan bir F doniisiimiine C den

D ye bir funktor denir ve F: C — D biciminde gosterilir.

i)  C kategorisinde g o f bileskesi tanimli olacak sekildeki f ve g morfizmleri
icin F(g o f) = F(g) o F(f) dir. F bileskeyi koruyor.

i) F(14) = 1p(a) dir F birimi koruyor.

Tanim 1.3.16. Bir funktorun tanim kiimesi kii¢iik kategori ise bu funktora kiigiik
funktor denir.

Tanim 1.3.17. H:A— B ve G:B — C birer funktor ise GoH:A— C bir
funktordur. Bu funktora H ve G funktorlariin bileskesi denir.

Tanim 1.3.18. H:A — B bir funktor olsun. Eger H funktoru A kategorisinin
dualinden B ye bir funktor ise H funktoruna kontravaryant funktor denir.

Bu durumda H: A — B kontravaryant funktor ise

i) H(gef)=H(f)°H(g)

i) H(1,) = 1F(A)

Benzer sekilde H: A — B kovaryant funktor ise:

i) H(ge°f)=H(g)*H(f)

i) H(1,) = 1rca



Tanim 1.3.19. Iki kategorinin ¢arpimu bir funktorun tanim kiimesi ise bifunktor denir.

Tanim 1.3.20. C kategorisinde
E
/|
x— 5

fr

p——
g:l/ g
X— B

kare diyagrami degismeli olacak sekilde bir tane h donlisimi h: Z — P asagidaki

sekildeki gibi varsa yukarida verilen kare sekle geri ¢ekilim (pullback) denir.

X—B

Buna dual olarak bir tane k dontisiimii k: P — Z seklinde varsa kare sekle ileri itme

(push out) denir ve asagidaki diyagramdaki gibi gosterilir.

Y
lg
P

x —




2. CEBIRLER

Burada son bolimde kullanacagimiz tanim ve teoremlerin sadece ifadeleri
verilmistir. Ispatlar1 ve ayrmtili konu anlatimi [7],[9],[12],[13],[25-26] kaynaklarinda

yer almaktadir.

2.1. Cebir ve Simplisel Cebirler

Tanim 2.1.1. M cebirsel yapis1 k-modiil sartin1 saglasin. Burada tim my,m;,m3 €M
icin

MxM — M

(m,m,) — mm,

k-bilineer doniistimii

) mymy = My,

it) (mymy)ms = my(myms)

sartlari ile birlikte M cebirsel yapisina bir komutatif k-cebiri ad1 verilir..

Tanim 2.1.2. (E,) ey ailesi, bir cebir ailesi olarak verilsin.

d : E, » E_ 0<i<n= 0,

s 1 E. > E.4 0<i<n,

k—cebir homomorfizmleri igin

1. d'd] = d"td" 0<i<j<n ise
2. d™s! = S 0<i<j<n ise
3. d™'s] = sidf 0<i<j<n ise

n+l.n H H H H H H
4. d"s; = id I =jyadai =j+1 ise
5. d™'s] = sihd 0< j<i-1<n ise

esitlikleri ile birlikte ((Ep)nen,di,S;) cebirsel yapist simplisel cebir olarak
adlandirilir. dj, s; homomorf doniistimleri face ve dejenere doniisiim olarak

adlandirilir. Yukarida verilen 6zdeslikler basit olarak asagidaki gibi kullanilabilir.



1. d;d, = d;d;, 0< j<i<n ise
2. s, = S; Sin 0< j<i<n ise
3. sd, = d;s., J<ioise

4. s d; = d;:S I > ] ise

Yukaridaki 6zdeslikler Ellis, [20] tarafindan standart bir sekilde kullanilmuistir.
Tamim 2.1.3. Bitln d}' ylzey operatorleri ve bitin s;* denejere operatorleri

birlesmeli olan yani

di fn = fn—ldi’ fnsi = Si fn—l

(2.1)
Sartin1 saglayan f,: E,, — F, k-cebir homomorfizmlerinin bir kiimesine E ve F
simpisel cebirleri arasinda bir homomorfizm denir ve E — F seklinde gosterilir.
Boylece SimpCbr ile gosterecegimiz simplisel cebirlerin kategorisi tanimlanmis
olur. Bu tanimin diisiik boyutlar i¢in bir geometrik yorumu su sekilde yapabilir:

n = 0igin bir 0 — boyutlu simpleks agik bir x € Eynoktasidir. x € E, igin 1 - boyutlu
simpleks

dx e ——>e dyX 2.2)

x € E, icin 2 - boyutlu simpleks ¢gendir:

dz/ X\gox 2.3)

Ve x € E; icin 3- boyutlu simpleks bir dortyuzlidar.

Tanim 2.1.4. Bir simplisel k:modUI, n=0, Tanm: 1.2.2 de verilen denklemleri
saglayan k—modul homomorfizmleri ile k—moddllerin bir E;, ailesidir.

Tanim 2.1.5. E herhangi bir simplisel k-modul olsun ve

o, E, - E 2.4)
homomorfizmi
0,=> (-1)d/
i=0 (2.5)



seklinde tanimlansin. Bu durumda k - modiillerinin bir kompleks zinciri vardir.
Simplisel cebirlerin taniminda yer alan 1. aksiyom geregi 0,,,10, = 0 dir. Bu

boylece E simplisel modiiliiyle iligkili bir zincir kompleksi olur. Buradan

n. homoloji modilu Hy, (E)

ko
Hn(E): Igrsa n1 (2.6)

seklinde tanimlanir.

Tanim 2.1.6. E bir simplisel k-cebir olsun. Her n € N i¢in E, = E ve d; = s =id
olmak tzere ((Ep)nen,d;s;) Uclust bir simplisel cebirdir. Bu simplisel cebire sabit
simplisel cebir denir ve K(E, 0) ile gosterilir.
Tanim 2.1.7. Bir E simplisel cebir, K (E, 0) sabit simplisel cebir olsun,

E —>K(E, 0) 2.7)

dontisiimiine E simplisel cebirinin artirilmisi denir. Bu artirma

orten k-cebir homomorfizmi yardimiyla olur. Eger E artirilmis simplisel cebiri devirli
ven>0icinH, (E) = 0, Hy (E) = E ise bu simplisel cebire devirli simplisel cebir

denir.
2.2. Caprazlanms Modiil ve On Caprazlanmis Modiil yapilar
Tanim 2.2.1. 0: H — F doniistimii bir grup homomorfizmi olsun ve
FxH->H (2.9)
(f,h) = fu (2.10)
F grubunun G grubu Uzerine islem etkisi ile verilsin.
Bu durumda V h,h' éH ve f €F icin
CM1) o(fy) = fo)f * (2.11)
sart1 saglantyorsa (H,F,0) yapisina 6n-g¢aprazlanmis modiil denir. Buna ek olarak
CM2) édy, = dd'd™? (2.12)
sartin1 da saglayan H cebirsel yapisina ¢aprazlanmis modiil adi verilir ve yapi

(H, F, 0) seklinde ifade edilir.
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Tanim 2.2.2. V cebirsel yapisinin cisim (zerinde vektér uzayr olmasi i¢in, V de
taniml1 bir B bilineer formu V' X V — F doniisimiiniin verilen dort sart1 saglamasi

gerekir.
1. B(vl + v2,w) = B(vl,w) + B(v2,w)
2. B(fv,w) = fB(v,w)
3. B(v,wl + w2) = B(v,wl) + B(v,w2)
4. B(v,fw) = fB(v,w).
Tanim 2.2.3. E bir simplisel cebir olsun, E nin Moore kompleksi (NE, 0)
NE, = N, Cekd! , (2.13)

bu yapiya bir zincir kompleks denir. Burada 0,:NE, —» NE,_; mertebesi
diistiriilmiis bir doniisimdiir. Boyu k olan simplisel cebirlerin NE ile gosterilen
Moore kompleksi, n > k + 1 sartin1 ve NE, = 0 sartin1 sagladiginda boyu k ile

gosterilen Moore kompleks denir.

Tanim 2.2.4. H kiimesi halka 6zelliklerini saglayan bir cebirsel yapisi verilsin. Bu

durumda tim ¢, y, Y€H icin

eCp) + x(Wp) +¥(Ppx) =0 (2.14)

sartin1 saglayan H cebirsel yapis1 Jacobi 6zdesligini saglar.

Tanim 2.2.5. K ve L iki m -cebiri olmak tzere
PxK—>K (2.15)
L.k)=p-k (2.16)
morfizmive herd e m, k, k' € K, ,1' € L igin
i) m-k)= ml)-k =1- (mk)
i) l-(k+k)=1-k+ 1k
i) (+0)-k=1-k+1U-k

iv) [LU] k=10 -K)-UU k)

V) L [kK]=[l xkk]+][kl K]

sartlarin1 saglayan bu doniisiime L cebir yapisinin K cebiri Uzerine etkisi ad1 verilir.

12



Tanim 2.2.6. Caprazlanmis iki modiil (M, G, u) ve (N, G,9) olsunlar ve bir k-lineer

doniistim a: M - N seklinde verilsin. Burada verilen tim m, m' € M igin
a[m,m'] = u(m) - a(m’) — u(m’) - a(m) (2.17)

Ozdesligini saglayan a morfizmine ya M modil yapisindan N moduline bir

derivasyon adi verilir.
Tamm 2.2.7. u(g) = pg:G > G I¢ derivasyon yapis1 verilen tim g, g’ € G igin
u: G - Der(G) (2.18)
reu(r) = py (2.19)
doniistimii ile birlikte u(g)g’ = gg’ esitligini saglayan doniisimddr.

Tanim 2.2.8. (D, G,d) den (D',G',3") tanimli ¢aprazlanmis modiil doniisimii bir k-

cebir doniisiimleri ¢iftidir. Bu doniisiimler

&ED—-D |, 6G6G—CG (2.20)

sekli taniml1 ve
€(g xd) = 5(g) * €(ad) (2.21)
2'€(d) = da(d) (2.22)

sartlarin1 saglar. Bu durumda € bir ¢aprazlanmis G-modiil doniisiimiidiir. Boylece
caprazlanmis modiillerin kategorisi tanimlanmais olur.

Teorem 2.2.9. E bir simplisel cebir ve I bir simplisel ideal olsun. icine déniisiim
inc:l > E (2.23)
seklinde olsun ve indirgenmis doniisiim
0:my(l) — my(E) (2.24)

seklinde verilsin. E nin [ ya etkisi ¢arpmanin indirgenmesi ile my(E) nin my (/)
uzerine etkisi ile birlikte (7o (1), o (E), 0) yapisi bir caprazlanmis modiildiir.

Ispat: Caprazlanmis modiil sartlarini sagladigini gosterelim.

CM1)
d([e]- [i) = [ef] (2.25)
= [e][inc. (D], (2.26)
= [e]a([D. (2.27)
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CM2) vi,i' € I igin

Teorem 2.2.10. (D,G,0) bir ¢aprazlanmis R modiil olsun. Bu durumda

i) Cek d G’nin bir merkezi idealidir.
ii)  Heriki D/D? ve Cek d dogal G/ dD- modiil yapisina sahiptir.

Ispat: i) d € D, a € Gekd olmak lizere
ad =0a-d=0d=0=d0=d-0a=da

seklindedir.

Ispat: ii) d nin Cekd ve D/D? iizerine asikar etkisini gdstermek yeterlidir.

a € Cekd vedd € aD,
dd-a=da=d-0da=d0=0
oldugundan 9D Cekd tizerine asikar etki eder.
dd € aD,d' + D € D/D?
icin
dd-(d'+D?*) =0d-d + D?
=dd' +D*=0

elde ederiz. Béylece dD , D /D? iizerine asikar etki eder.

Buradan net bir sekilde doniisiimleri asagidaki sekilde tanimlariz.
G/0D x Cekd — Ceko G/dd x D/D? - D/D?

(g +dd,a) » ga (g +dd,d + D?) » gd + D?

(2.28)
(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)

burada Cekdve D/D? abelyan gruplarinin G/0G modiillerinin iginde oldugu

kolaylikla kontrol edilebilir. Boylece Cekd ve D/D? G /dD- modiil yapisina sahiptir.
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3. BIRLESMELI CEBIRLER

Bu bolimdeki kullandigimiz tanim ve teoremler [20-26] da ayrintili olarak

bulunmaktadir.

3.1 Birlesmeli Cebirler iizerinde On-caprazlanms modiiller

Tanim 3.1.1. k;cisim olsun. Bir k iizerindeki birlesmeli cebirlerin kategorisi olsun. k
bir cebir, Bir k iizerinde birlesmeli cebirlerin kategorisi ve A,B iki birlesmeli cebir
olsun. B nin A iizerine etkisi ile birlikte ki k- bilineer doniisiimleri

BxA—A 3.1)
(b,a) » Pa (3.2)
AXB — A (3.3)
(a,b) » aP (3.4)
Her a,a, € A, b,b; € B igin

(b+b1)g = b(b)g (3.5)
a®*h1) = (gb)hr (3.6)
(Pa)br = "(a") (3.7)
bla, xa) = (Pay) xa (3.8)
(a; xa)? = a, * a? (3.9)
ax*(Pa;) = (a”) *a, (3.10)

sartlarini saglar.
Tanim 3.1.2. Birlesmeli cebirler kategorisinde taniml1 bir 6n-¢aprazlanmis modiil
M: (A, —— 4) (3.11)
birlesmeli cebir homomorfizmi olan ve siir doniisiim olarak adlandirilan
d:A; — A (3.12)

doniistimii ile ve A, 1n A; Uzerine etksiyle birlikte a; € A; ve ay € A, i¢in asagidaki

sartlar1 saglar;
d(ag * a;) = ag * d(ay) (3.13)
d(a; * ap) = d(ay) * ag (3.14)



Buna ek olarak eger a,,a; € A4, igin
d(a'y) xay =a'y xay (3.15)
a; *d(a'y) = ay xa'y (3.16)
sartlar1 saglanirsa M': (44 L Ay) bir caprazlanmis modiil yapis1 olusturur.

d dar
Tanim 3.1.3. M:(4; — 4,) ve M": (A", —— A'y) On-gaprazlanmig modiil
olsun. M den M’ tanimli bir homomorfizm 6;: A; — A’; ve §,: A, — A',, seklinde
tamiml1 (84, &) birlesmeli cebir homomorfizm c¢iftidir. Bu homomorfizmler
d,61 == 60d (317)

sartin1 saglar ve islem korurlar. Boylece birlesmeli cebirler kategorisindeki On-
caprazlanmis modiil kategorisine karsilik gelen kategori PXBir ile gosterilecektir.
Tamim 3.1.4. Eger A; ve A’y sirastyla A; ve Aq 1n alt cebirleri ise d’ = d|,, ve A
nin A’; Uzerine taniml etkisi A, mn A; Uzerine etkisine indirgenmesiyle birlikte
ar da
M (A" —— A'y) yapist M: (A, —— A,) On-gaprazlanmis modiil yapisinin bir
On-gaprazlanmis alt modiilidiir.
dar

Tanim 3.1.5. Eger A’; ve A, sirasiyla A; ve A, 1n idealleri ise M': (A", —— A'y)

d
caprazlanmis alt modiilii M': (A; —— A,) On-caprazlanmig modiiliiniin bir idealidir.

Bu durum M' 2 M seklinde gosterilir.

ar d
Tanim 3.1.6. M": (A" —— A',)) 6n-¢aprazlanmis alt modiili M: (A; —— A,) 6n-
caprazlanmis modiliiniin bir ideali olsun. Bu durumda M / M bolim  6n-

caprazlanmis modiilii sinir doniisiimii ve etki ile birlikte A / q. Ao / A’ Yapist bir
1 0

On-gaprazlanmis modiil yapisi olusturur.

Burada birlesmeli cebirleri (4, Fy, F;) ile gosterecegiz ve buna karsilik gelen
birlesmeli cebirler kategorisini Hile gosterecegiz.

Tamm 3.1.7. P:H — OnXBir déniisimii bir funktor olsun. H deki herhangi
(A, Fy, F;) objesi icin A4 L>A0 yapist ile P(A, Fy, F;) yapist bir ¢aprazlanmis

moduldir. Burada A; = ¢ekF, , A; = gorF, ve etki A’daki ¢arpma islemi seklinde
verilmistir ve d = Fy|exp, dir.

Simdi S: OnXBir — H funktorunu asagidaki sekilde tanimlayalim.

d
M: (A; — A,) herhangibir ¢aprazlanmis modiilii i¢in S(M) == (4, X Ay, FyFy)
olsun. Budurumda a, € A,,a, € A, olmak lzere.

Fy(aiao) = (0,a,) , Fi(arao) = (0,d(ao) + ay) , (3.18)
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Bu tanimlanan iki funktor OnXBir ~ H kategorileri arasindaki denkligi verir.

3.2 Birlesmeli Cebirler Gzerinde Caprazlanmis Modiiller

Bu boliimde birlesmeli cebirler kategorisinde tanimli ¢caprazlanmis modiiller ile ilgili
tanim ve sonuglart vererek Dbirlesmeli cebirler kategorisinin 6zelliklerinden
bahsedecegiz.

Tanim 3.2.1. k birimli bir halka ve A ve B iki birlesmeli cebiri olmak {izere B nin A

tizerine etkisi bilineer doniisiim ¢ifti olarak
BxXxA—-A,AXB—-A (3.19)
(b,a) » bxave (a,b) » ax*hb (3.20)

seklinde gosterilsin ve bu doniisiim her a,a’,a” € Ave b,b’,b" € B igin

) (' *b")xa=Db"* (" *a) (3.21)
iy  ax(b' *b")=(axb)*b" (3.22)
i) (b’ xa)«b” =b"x(a*b") (3.23)
iv)  b(@xa’)=(b*a)*a" (3.24)
v) (a'*a")«b=a *(a" *b) (3.25)
Vi) a'x(bxa”)=(a +b)xa" (3.26)

ozelliklerini saglar.
Burada Bim(A) nin elemani, f = (f}, f) seklinde tanimli A dan A ya bir k-lineer

doniistimiidiir ve bu dontisim a, a’ € A icin,

filaxa") = fi(a) xa’ (3.27)
fraxa") =axf.(a") (3.28)
ax*fi(a) = fi(a)xa (3.29)

sartlarin1 saglar. Bim(A) ifadesi birlesmeli cebir yapisina sahip oldugu iyi bilinen bir
yapidir.

Tanim 3.2.2. Birlesmeli cebirler kategorisinde taniml1 bir ¢aprazlanmis modiil

M: (A, —— Ay) (3.30)

birlesmeli cebir homomorfizmi olan ve sinir doniisiim olarak adlandirilan
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d:Al _)AO (331)

dontistimii ile ve A, 1n A; Uzerine etksiyle birlikte a,,a; € A; ve aqy € A, igin

asagidaki sartlar1 saglar;

d(ag * ay) = ag xd(ay) (3.32)
d(ay x ag) = d(aq) * ag (3.33)
d(a'y) xay =a'y xay (3.34)
a; *d(a'y) = ay xa'y (3.35)

d
Boylece M': (A, —— A,) bir ¢aprazlanmis modiil yapisi olusturur.

d dr
Tanim 3.2.3. M: (A, — 4,) ve M": (A'; —— A'y) caprazlanmis modiil olsun.
M den M’ tanimli bir homomorfizm &;:4; — A'; ve 6y: A, — A’y seklinde

tanimli (65, &) birlesmeli cebir homomorfizm ¢iftidir. Bu homomorfizmler
d'6; = &pd (3.36)

sartin1 saglar ve islem Kkorurlar. Boylece birlesmeli cebirler kategorisindeki

caprazlanmis modiil kategorisine karsilik gelen kategori XBir ile gosterilecektir.

Ornek 3.2.4. 1 ideali birlesmeli cebirlerin ¢ift tarafli bir ideali olsun. Bu durumda
inc:I — A donlisimii A nin | lizerine konjuge (carpim) etkisiyle birlikte bir
caprazlanmis modiildiir. Sonug olarak, inc.:0 — A ve A dan A ya birim doniisiim

birer ¢gaprazlanmig modiildiir.

Ornek 3.2.5. B, A birlesmeli cebir etkisiyle birlikte bir tekil birlesmeli cebir olsun. Bu
durumda 0:B — A bir ¢aprazlanmis modildir. B = A almirsa bu durumda
0:A — Ave 0: A — 0 caprazlanmis modiillerdir. Bunu yan1 sira eger B tekil degilse

bu durumda 0: B — A genel olarak bir 6ngaprazlanmis modiildiir.

d
Tanim 3.2.6. M: (A; —— Ay) birlesmeli cebirler kategorisinde bir ¢aprazlanmis
modul olsun. M nin bicarpan ikilisi (a, ), sirasiyla a, A;’in 8, Ay’in bigarpani
olmak lUzere da; = f,d, da, = f,.d ve a, € A; ve a, € A,y olmak iizere asagidaki

sartlar1 saglar.
i) a(ag * ar) = Bilap) * ay

i) a(a, * ap) = ay(ay) * ag
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i) agxa(a)) = Br(ag) *a,

iv) a,(a; * ag) = ay * fr(aop)
V) ar(ao * al) = Qg * ar(al)
vi) ar(as) * ag = ag * Bi(ay).

M caprazlanmis modiiliiniin bicarpanlar1 kiimesi Bim(M) ile gosterilmistir. Burada
Bim(M) nin asagida verilen bilinen ¢arpma ve toplama islemlerine gore birlesmeli

cebir oldugu kolayca gdosterilebilir.

Her (a, B), (a', B') € Bim(M) ve a x a’ = (qa', ara’y) ve B+ B' = (BB’ BrB'.
olmak tizere

(a,B) * (@', B") = (axa’,B xB") (3.37)
seklindedir.

d
Tanim 3.2.7. M:(A; —— A,y) bir c¢aprazlanmis modil ve 6;:A4, — A; Ve
0,: Ay — Ay k-lineer dontistimleri her ay, a’y € A, i¢in 6,.(ag * a’'y) = ag * 6,(a’y),
0,(ag xa'y) = 6,(ap) xa'y ve ayx*6;,(a'y) =6.(ap) *xa’, tamimlansin. Bu

durumda, 6 := (6;, 6,) ikilisi M ’nin ¢aprazlanmis bigarpani olarak adlandirilir.

d
M:(A; — Ay) caprazlanmis modiiliiniin tiim c¢aprazlanmig bigarpanlarinin

kiimesi BC(M) ile gosterilecektir.

d
Teorem 3.2.8. M': (A; —— A,) bir ¢aprazlanmis modiil olsun. Bu durumda BC(M)
bos kiimeden farklidir.

Ispat: a; € A; bir sabit eleman olsun. her a, € 4, icin (eal)[(aO) = —a, * ay,
(Ga 1)r(ao) = —agy * a; seklinde tanimlansin. Buradan dogrudan hesaplamayla
Oq, = ((Ha 1)1, (Ha 1)r) bir caprazlanmig bigarpan oldugu bulunur.

BC(M) kiimesini bilinen yollardan tanimlanan toplama ve ¢arpma islemi

kullanilarak elde edebiliriz. Carpma islemi asagidaki gibi tanimlanmaktadir:
66" =((6+6),(6+6,),
burada her 8,6’ € BC(M) olmak lizere

(9 * 9,)1 = eldell!
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@ +8"), =6',.d6, (3.38)

seklindedir.

Teorem 3.2.9. BC(M) kiimesi yukaridaki islemle birlikte bir degismeli cebirdir.
Ispat: Ispat icin sadece 6 @' carpimmin c¢aprazlanmis bicarpan oldugunu
gostermemiz yeterlidir. Diger sartlarin gosterilmesi gayet basittir. 8,68’ € BC(M)

olsun. Bu durumda

(0 +60")1(ao * ag) = 6,d0",(ao * ap) (3.39)
= 6,d(0';(ay) * ag) (3.40)
= 6,(d0';(ay) * ag) (3.41)
= 6,d0"1(ap) * ag, (3.42)

elde ederiz. benzer sekilde (6 * 8"),.(aq * ay) = a, * 6,d0;(agp), tim aq,a’y € Ag

i¢in elde edilir. Diger yandan tim ay,a’y € A, igin

ao * (6% 0"),(ap) = ag * 6,(d6',(ap)) (3.43)
= 0,(ao) * d6" (agp) (3.44)
= 6,(ay) * 0',(ah) (3.45)
= db,(ap) * 6’ (a}) (3.46)
=6',d6,(ao) * ay, (3.47)

elde ederiz. Boylece iglem iyi tanimlidir.

Tamim 3.2.10. Eger A’y ve A'; sirastyla A; ve Ay m alt cebirleri ise d’ = d|,,, Ve

A’y nin A’y Uzerine etkisi A, in A; Uzerine etkisine indirgenmesiyle birlikte
M': (A *, A'y) yapist M: (A L>A0) caprazlanmis modiil yapisinin bir
caprazlanmig alt modiiliidiir.

Tanim 3.2.11. Eger A’; ve A’ sirasiyla A; ve A, mn idealleri ise M": (A'; Z, A'y)
caprazlanmis alt modili M: (A, L) Ay) caprazlanmig modiiliiniin bir idealidir.

Bu durum M" 2 M seklinde gosterilir.

Tanim 3.2.12. M': (A LA’O) caprazlanmig alt modili M: (A, L>A0)

caprazlanmis modiiliiniin bir ideali olsun. Bu durumda M / M boliim caprazlanmig
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modiilii sinir doniisiimii ve etki ile birlikte 41 / a. Ao / 4! Yapist bir caprazlanmig
1 0

modiil yapisi olusturur.
Tanim 3.2.13. A bir cat! birlesmeli cebir olsun. Iki toplamsal birlesmeli islemle

birlikte A bir birlesmeli cebirdir Fy,, F;: A — A doniisiimleri
F()Fl ES Fl’ FlFO == FO ve (348)
cekFy x cekF; = 0 = ¢ekF; * cekF, (3.49)

sartlarim saglayan birer birlesmeli cebir homomorfizmidir. Daha agikga iki Cat?!
cebir arasindaki homomorfizm bir birlesmeli cebir homomorfizmidir ve birim
islemlerini korur. Bir Cat! cebir yapisini (4, Fy, F;) ile gdsterecegiz ve buna karsilik
gelen kategori Cat! — Bir ile gosterecegiz.

Tanim 3.2.14. P: Cat'Bir — XBir déniisimii bir funktor olsun. Cat'Bir deki
herhangi (4, Fy, F;) objesi icin A4 LAO yapist ile P(A4,F, F;) Yyapist bir
caprazlanmis modiildiir. Burada A; = ¢ekF, , A, = gorF, ve etki A’daki carpma

islemi seklinde verilmistir ve d = Fy|cexp, dir.

Simdi S: XBir — Cat! — Bir funktorunu asagidaki sekilde tamimlayalim.

d
M: (A —— Ay) herhangi bir ¢aprazlanmis modiilii icin S(M) = (A, X Ay, FoF;)

olsun. Budurumda a, € A;,a, € A, olmak uzere.

Fy(aiao) = (0,a,) , Fi(arao) = (0,d(ag) + ay) , (3.50)

Bu tanimlanan iki funktor XBir ~ Cat!Bir kategorileri arasindaki denkligi verir.
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4. SONUC

Sonug olarak, 6n g¢aprazlanmis modiiller ve caprazlanmis modiillerin birlesmeli
cebirler iizerindeki ozellikleri incelenmistir. Ilk olarak Lavendhomme ve Lucas
tarafindan [21] de kullanilan ve G. Hochschild [22] ve S. Mac Lane [23] tarafindan
halkalar i¢in tanimlanan bir A birlesmeli cebirinin Bim(A) ile gosterilen bi-carpan
tanimlamasini kullanarak yapinin ingaasini inceledik. Daha sonra da ¢aprazlanmis
modiil tanim1 Dedecker ve Lue [24] tarafindan kullanilmis ve Casas, Datuashvili ve
Ladra [25] tarafindan interest kategorisinde ¢aprazlanmis modiiliin taniminda 6zel bir
durum olarak incelenmistir. Bu konu hakkindaki ileri diizey ¢alismalar Porter [26] da

bulunabilir.
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