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Yasam dagilimlan ilgilenilen bir olay gerceklesene kadar gecen zamani tanimlayan istatistik-
sel modellerdir ve siklikla giivenilirlik, sagkalim ve risk analizi alanlarinda kullanilmaktadirlar. Bu
dagilimlardan biri olan Birnbaum-Saunders dagilimi, siirekli olarak titresime maruz kalan ugak mal-
zemelerinin omiirlerini modellemek icin sunulmug ve zamanla sahip oldugu pratik 6zellikler sayesinde
uygulama alan1 artmig ve popiiler yasam dagilimlarindan biri olmustur. Bu dagilimin uygulama alan-
larin1 daha da genisletmek ve esnekligini artirmak i¢in genellestirilmis Birnbaum-Saunders dagilim
ailesi tanimlanmigstir. Bu sayede, Birnbaum-Saunders dagiliminin 6nemli 6zelliklerine sahip ve asi-
metrik verilere daha uygun yeni yasam dagilimlar: tiretilmistir. Bu tez ¢alismasinda, genellestirilmis
Birnbaum-Saunders ailesinin yeni bir alt ailesi tamitilmigstir. Elde edilen yeni ailenin baz1 iiyeleri, Ca-
uchy kuvvet ve log-lojistik gibi daha 6nce ¢alisilmig dagilimlar olmakla birlikte, bircok yeni dagilim da
elde edilmistir. Calismada, ailenin genel 6zellikleri ve iiretilen yeni dagilimlar tanitildiktan sonra, li¢-
gensel Birnbaum-Saunders dagilimi olarak adlandirilan yeni bir dagilim detayli olarak incelenmistir.
Bu kapsamda dagilimin sekil incelemesi, yogunluk ve tehlike fonksiyonlar1 i¢in yapilmis, momentleri
elde edilmis ve sira istatistiklerinin dagilimlari incelenmistir. Sonrasinda, dagilimin sahip oldugu iki
parametreyi tahmin etmek i¢in yedi farkli tahmin edici 6nerilmis ve tahmin edicilerin performansla-
rin1 incelemek icin detayli bir simiilasyon caligsmasi verilmistir. Son olarak dagilimin kullanigliligim
ve halihazirda literatiirde kullanilan diger dagilimlara kars1 avantajlarin1 gostermek igin gercek veri
analizi uygulamasi yapilmistir.

Anahtar Kelimeler: Yasam dagilimlari, Genellestirilmis Birnbaum-Saunders dagilim ailesi, Ucgensel
Birnbaum-Saunders dagilima.
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ABSTRACT

Lifetime distributions are statistical models that describe the time until an event of interest
occurs and are frequently used in the applications of reliability, survival and risk analysis. One of
these distributions, the Birnbaum-Saunders distribution, was introduced to model the lifetime of airc-
raft materials that are constantly exposed to vibration, and over time, its application area has increased
and become one of the popular life distributions as a results of its properties. To further expand the
application areas of this distribution and increase its flexibility, the generalized Birnbaum-Saunders
family of distributions has been defined. Thus, new life distributions that have important features of
the Birnbaum-Saunders distribution and are more suitable for asymmetric data have been produced.
In this thesis, a new subfamily of the generalized Birnbaum-Saunders family is introduced. In this
thesis, a new subfamily of the generalized Birnbaum-Saunders family is introduced. In the study, after
examining the general characteristics of the family and the new distributions produced, a new dist-
ribution called the triangular Birnbaum-Saunders distribution, was examined in detail. So, the shape
analysis of the distribution was made for density and hazard functions, their moments were given and
order statistics were examined. Afterwards, seven different estimators were proposed to estimate the
two parameters of the distribution and a detailed simulation study was given to examine the perfor-
mances of the estimators. Finally, a real data analysis application were carried out to demonstrate the
usefulness of the distribution and its advantages over other distributions currently used in the literature.

Keywords: Lifetime distributions, Generalized Birnbaum-Saunders distribution, Triangular Birnbaum-
Saunders distribution
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1. GIRIiS

Yasam degiskeni, bir olay meydana gelene kadar gecen siireyi ifade eden siirekli ve pozitif rast-
gele degiskenlerin genel adidir. Bu degiskenlerle iligkilendirilen olasilik dagilimlari, yasam dagilimi
(lifetime distribution) olarak adlandirilir. Yasam dagilimlari, sagkalim analizinde biyolojik varliklarin
yasam siirelerini, giivenilirlik analizinde ise malzemelerin ¢alisma siirelerini modellemede kullanilir.
Bu dagilimlar, bir arastirmacinin veya uygulamacinin olaylarin ne kadar siirecegini veya ne kadar hizli
degisebilecegini degerlendirmesine olanak saglar.

Istatistigin en sik kullanilan ve popiiler modeli olan normal dagilim, negatif degerler de alabil-
diginden ve simetrik bir yapiya sahip oldugundan yasam dagilim1 olarak kullanima uygun degildir. Bu
nedenle, yalnizca pozitif degerler alabilen ve saga carpik yogunluk sekline sahip olan iistel, gamma,
Weibull ve log-normal gibi dagilimlarinin kullanimi daha uygundur. Yagsam dagilimlar arasinda, basit
yapistyla bilinen ve en eski orneklerden biri olarak iistel dagilim one ¢ikmaktadir; ancak, hafizasizlik
ozelligi bu dagilimin kullanim alanlarini sinirlamaktadir. Gamma dagilimu, iistel degiskenlerin top-
lam1 olarak yorumlanabildiginden yaygin ve dogal bir yasam dagilimi olarak kabul edilmekte, fakat
icerdigi 6zel fonksiyonlar dagilimi matematiksel olarak incelemeyi zorlastirmaktadir. Ote yandan, We-
ibull dagilimi esnek tehlike fonksiyonu ile farkli uygulama alanlarindaki yasam verilerini modellemek
icin kullanilmaktadir. Log-normal dagilim ise, {izerine dogal logaritma uygulanan bir verinin normal
dagilim seklini almas1 durumunda kullanilabilmektedir; bu durum, normal dagilimin iyi bilinen tek-
nikleriyle kolayca sonug ¢ikarim yapilmasini saglar. Yasam dagilimlart hakkinda daha fazla detay ve
farkli yasam dagilimlar i¢in Marshall ve Olkin (2007) kaynag1 incelenebilir.

Bir diger yasam dagilimi, Birnbaum ve Saunders (1969a) caligmasinda, normal rasgele de-
gisken lizerine monoton bir doniisiim uygulanarak, u¢ak malzemelerinin siirekli olarak maruz kaldig:
titresimler nedeniyle gerceklesen yorulma (fatigue) siireci ve bu siire¢ sonunda gerceklesen tiikenisin
(failure) modellenmesi amaciyla tamtilmigtir. Dagilim ilk olarak yorgunluk tiikenisinin modellenmesi
icin tanitilmig olsa da zaman igerisinde kullanim alani, belli bir esik degere kadar biriken bir fakto-
riin bir olay1 meydana getirdigi durumlarda kullanimina genellenmistir. Leiva (2019) ¢alismasinda,
bu kullanim durumlar i¢in agsagidaki uygulama ornekleri verilmistir.

1. Is1 nedeniyle nano devrelerdeki metalik kusurlarin taginmast.
2. Hava kirliligi nedeniyle akcigerlerde zararl1 maddelerin birikmesi.
3. Endiistriyel atiklardan ortaya ¢ikan toksik kimyasallarin insanlar tarafindan sindirilmesi.

4. Cesitli risk faktorlerinin yol actigi kiimiilatif hasar ile kronik kalp hastaliklarinin ve farkli kanser



tiirlerinin ortaya ¢ikmasi.

5. Zaman i¢inde atmosferde kirletici maddelerin birikmesi nedeniyle hava kalitesindeki bozulma.

6. Deprem ve tsunami gibi dogal afetlerin meydana gelmesi.
Ayrica, bu dagilim yalmzca yukaridaki gibi birikimli siireglerde degil, isletme, kriptografi, iktisat,
finans, ziraat ve psikoloji gibi bircok farkli alandaki daha genel problemlerin modellenmesinde de
kullanilmaktadir. Baglangigta yorgunluk-tiikenis dagilimi olarak adlandirilan dagilim, uygulama ce-
sitliligindeki artis nedeniyle zamanla Birnbaum-Saunders (BS) dagilimi olarak adlandirilmaya bag-
lanmuagtr.

Yasam analizinin masrafli olmasi nedeniyle bu ¢alismalarda biiyiik 6rneklemler nadiren elde
edilmektedir. Bu da verinin ekstrem kisimlarindan yeterince gézlem elde edilmemesine sebep olma-
katadir. Bu durum ise BS dagilimi gibi yasam dagilimlarinin, verinin merkezi kisimlari ile uyumlu
iken kuyruk kisimlarinda uyumsuz olmasina neden olabilmektedir. Bu nedenle daha esnek yogun-
luk fonksiyonuna sahip dagilimlara ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu amacgla Diaz-Garcia ve Leiva-Sanchez
(2005) calismasinda, genellestrilmis BS (GBS) dagilim ailesi tanmitilmigstir. Bu dagilim ailesi, BS dagi-
Iimu elde edilirken normal degiskene uygulanan monoton doniisiim normal degisken yerine herhangi
eliptik rasgele degiskene uygulanarak elde edilmistir. Bu sayede simetrik dagilim ailesinin iiyeleri
olan, ¢, Cauchy, Laplace, lojistik ve Kotz dagilimlar1 gibi modeller i¢in genellestirilmis BS dagilim-
lar1 elde edilmistir. Elde edilen dagilimlar, daha esnek kuyruga sahip olabilmekte ve tek modlu ya da
cift modlu olabilmektedir. Bu ailenin kullanimu icin esneklik argiimanina ek olarak, kiimiilatif hasara
maruz kalan materyallerin modellenmesinde de BS dagilimi gibi kullanilabilmektedir (Leiva ve ark.,
2008). Ayrica bu ailenin bir karakterizasyonu Athayde (2017) ¢caligmasinda verilmistir. Bu karakteri-
zasyona gore uygun olarak olceklenmis bir rasgele degisken ¢arpima gore tersi ile ayni dagilimli ise
bu rasgele degigkenin dagilimi: GBS ailesinin bir eleman1 olmaktadir.

Reel uzayda deger alabilen normal dagilim gibi modellerin alternatifi olarak, daha basit yapi-
daki dagilimlar kullanilabilir. Bu dagilimlara 6rnek olarak a > 0 bir sabit olmak tizere (—a, a) gibi
kapal1 bir aralikta deger alabilen diizgiin, simetrik iicgensel ve kosiniis dagilimlar1 6rnek olarak goste-
rilebilir (Chew, 1968). Bu tez ¢alismasinda, GBS dagilimlarinin yeni bir alt ailesi sinirlt aralikta deger
alabilen dagilimlara, monoton bir doniigiim uygulanarak elde edilmistir. Elde edilen ailenin Athayde
(2017) caligmasinda verilen karakterizasyonu da sagladigi, dolayisyla GBS ailesinin bir eleman1 ol-
dugu gosterilmistir. Bu elde edilen yeni ailede log-logistic ya da Cauchy kuvvet (Power Cauchy) dagi-
Iimu gibi hali hazirda literatiirde bulunan dagilimlar oldugu gibi bir¢cok yeni dagilim da elde edilmistir.

Yeni elde edilen ailenin elemanlarindan biri olan (—a, a) araligindaki simetrik {icgensel da-
gilima sahip bir rasgele degiskene doniisiim uygulanarak elde edilen ve Ucgensel BS olarak adlandir-

digimiz dagilim, calismada incelenen temel dagilim olacaktir. BS dagilimi gibi iki parametreye sahip



ve sag carpik yapida olan bu dagilim iiggensel dagilimdan iiretildigi icin fonksiyonlar1 iki par¢adan
olugmakta ve sivri noktaya sahip olabilmektedir. Bu 6zellikler nedeniyle liggensel BS dagilimi1 aym
zamanda, Zhu ve Balakrishnan (2015) ve Zhu ve ark. (2019) calismalarinda incelenmis olan Laplace
BS dagilimina bir alternatif olmaktadir.

Bu tez caligmasi yedi boliimden olusmaktadir. ikinci boliimde BS dagilimi ve GBS dagilim
ailesi hakkinda bilgi verilmis ve literatiirde yapilmis olan ¢alismalar paylasiimistir. Uciincii boliimde
yeni dagilim ailesi tiiretilmis, bu ailenin GBS ailesinin bir eleman1t oldugu gosterilmis, ailenin ge-
nel ozellikleri incelenmig ve bazi liretilen dagilimlar tanitilmigtir. Dordiincii boliimde, yeni tanitilan
ailenin bir elemant olan iiggensel BS dagiliminin 6zellikleri detaylica incelenmis ve sahip oldugu iki
parametrenin tahmini icin yedi farkli yontem Onerilmistir. besinci boliimde, onerilen tahmin edici-
lerin performanslarini incelemek i¢in detayli bir simiilasyon ¢alismasi yapilmis. altinci boliimde ise
dagilimin daha 6nce literatiirde kullanilan dagilimlar kiyaslanmasi i¢in gercek veri uygulamalari yapil-
mustir. Son olarak, sekizinci boliimde calismada elde edilen sonuglar 6zetlenmis ve konu hakkindaki

acik problemler paylasilmisgtr.






2. BIRNBAUM-SAUNDERS DAGILIMLARI

2.1. Klasik Birnbaum-Saunders Dagilimi

Malzeme biliminde, yorgunluk, siirekli veya tekrarlayan yliklere maruz kalan malzemelerin
zaman i¢inde yapisal olarak zayiflamasina ve sonunda tiikenmesine sebep olan bir durum olarak ta-
nimlanir. Yorgunlugun gerceklesme bicimini agiklayan Miner kurallar1 (Miner, 2021) i¢in olasiliksal
bir yorum Birnbaum ve Saunders (1968) caligsmasinda verilmis ve sonrasinda bu yorum gelistirilerek
Birnbaum ve Saunders (1969a) ¢alismasi ile yeni bir dagilim yorgunluk-yasam (fatigue-life) dagilimi
adiyla tanitilmistir. Daha sonra, Desmond (1985) ¢alismasinda bu dagilimin bir biyolojik model ile de
elde edilebildigi gosterilmis ve Birnbaum ve Saunders tarafindan kullanilan kisitlardan biri hafifletile-
rek dagilimin kullanim argiimani giiclendirilmistir. Bu dagilim daha 6nceden farkli parametrik formlar
kullanilarak Fletcher (1911) ve Freudenthal ve Shinozuka (1961) caligmalarinda tanimlanmis olsa da
ilk olarak Birnbaum ve Saunders calismalarindan sonra popiilerlestirilmistir. Kullanim alani zaman
icerisinde artan dagilim i¢in sonradan Birnbaun-Saunders (BS) dagilimi olarak isimlendirilmistir.

Malzeme iizerindeki baskin bir ¢atlagin genisliginin, her bir dongiide gerceklesen yiikleme-
ler ile artmasi ve belli dongii sayisindan sonra bir w kritik degerini agmasi ile yorgunluk tiikenmesi
(fatigue failure) gerceklesmektedir. Birnbaum ve Saunders (1969a) calismasinda, baskin ¢atlakta her
bir dongiide gerceklesen biiyiimeyi istatistiksel olarak bagimsiz, ayn1 ortalama ve varyansa sahip ras-
gele degiskenler olarak kabul edilmistir. Daha sonra, merkezi limit teoreminden faydalanarak, dongii
sayisinin ¢ok fazla olmasi durumunda catlakdaki toplam biiylimenin yaklagik olarak normal dagiliml
olacag1 one siiriilmiistiir. Bu sayede, catlagin n-inci dongiideki toplam biiyiikliigiinii X rasgele de-
Siskeni ile gosterildiginde bunun w kritik degerini agsmasi yani yorgunluk tiikenisinin gerceklesmesi

olasiligy,
w —nio
PX>w)=1-0| ——
x> =1-0 2]

w _\/ﬁ,uo)
oo\n 00
:q)(\/ﬁ,uo_ w )

g0 oovn

:1_q>(

olarak ifade edilebilmigtir. Burada ®(.) normal dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonunu, wo ve oy

ise her bir dongiide gerceklesen catlaktaki biiyiimenin ortalama ve standart sapmasini gostermektedir.



Daha sonra,

oo w
a=—— ve f[=—
WHo Ho

doniigiimleri yapilip, n baskin catlagin w biiyiikliigiine ulagana kadar maruz kaldigi1 dongii sayisi, bir
bagka deyisle materyalin omiiriinii gosteren x olarak alindiginda, BS dagilimi i¢in kiimiilatif dagilim

fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla

\/%—\/?]) x>0, ap>0, 2.1)
| 12 3/2 |
fBS(x;a/,ﬂ)=ml(§) +('§) ]gb(; [\/%—\/é]), x>0 a,B>0, 2.2)

olarak elde edilmistir. Burada a ve 8 pozitif parametreleri sirasiyla dagilimin sekil ve 6lgek paramet-

1
Fps(x;a,B) =@ p

relerini, ¢(.) ise standart normal dagilimin olasilik yogunluk fonksiyonunu gostermektedir. Ayrica,
Fgs(B;a, B) = 1/2 oldugundan, B 6l¢ek parametresinin ayn1 zamanda dagiliminin medyani oldugu da
goriilmektedir. Bu ¢alisma boyunca BS dagilimina sahip bir rasgele degisken i¢in kisaca X ~ BS(«, 8)
gosterimi kullanilacaktir.

Dagilimin fiziksel elde edilisinde goriildiigii iizere bir BS rasgele degiskeni standart normal

rasgele degisken ile iligkilidir. Dahas1 bu iligki

7= JX_ [B] 2.3)
a B X
\(&
5 2
aZ aZ

stokastik gosterimleri ile de verilebilmektedir. Burada X ~ BS(«, 8) iken Z ~ N(0, 1) yani standart
normal dagilimli bir rasgele degiskeni gostermektedir. Burada (2.3) gosteriminin dogrulugu (2.1)’den
elde edilmekte, (2.4) gosterimi ise Onceki doniisiimde X rasgele degiskeninin yalniz birakilmasi ile
elde edilebilmektedir. Ayrica bir diger iliski, (2.3) 6zelliginde her iki tarafin karesi alindiginda,

ZZ_I(X B

2
_; E+§_2)~X(1) (25)

olarak elde edilir. Burada, )((21) bir serbestlik dereceli ki-kare dagilimini gostermektedir. Dahasi (2.4)

ve (2.5) kullanilarak BS dagilimli rasgele sayi iiretilebilmektedir (Chang ve Tang, 1994a,b). Bu rasgele



say1 liretme yontemleri, Rieck (2003) caligsmasinda ayrica incelenmis ve karsilastiriimistir.
BS rasgele degiskenin iki onemli 6zelligi dlgek ve carpima gore ters doniisiimlere kapali ol-

masidir. Bu 6zellikler sirasiyla;
(1) ¢X ~ BS(a, cp),
(2) X' ~BS(a, B71),

olarak verilebilir. Bu 6zellikler birlikte ele alindiginda,
X/B < B/X ~ BS(a, 1) 2.6)

saglandig1 ve bu sayede BS dagiliminin Seshadri (1965) ve Saunders (1974) ¢alismalarinda incele-
nen dagilim ailesinin bir eleman1 oldugu goriilmektedir. Daha sonra, bu 6zelligin tiim BS ailelerinin
karakteristik bir 6zelligi oldugu Athayde (2017) caligmasinda gosterilmistir.

BS dagilimin momentleri literatiirde esitli yontemler ile elde edilmistir. Ornegin, Rieck (1999)
caligmasinda dagilimin hem tam say1 hem de kesirli momentleri sinh-normal dagilimin moment ¢ika-
ran fonksiyonu iizerinden belirlenmistir. Alternatif olarak, BS dagilimu i¢in birinci ve ikinci moment-
ler, (2.5) iliskisi kullanilarak da elde edilebilmektedir. Oyle ki, ki-kare dagiliminin beklenen deger ve

varyansi

Ei §+£—2 =1 ve Vari §+£—2 =2
a?\B X a2 \B X
oldugundan BS dagiliminin beklenen deger ve varyansi, baz1 basit doniistimler ve (2.6) iligkisi kulla-

nilarak

2

E(X)=p (1 + %) ve Var(X) = (aB)? (1 + %)

elde edilmektedir. Ayrica, dagilimin r-inci tam say1 momenti, (2.4) iligkisi ile

e (28 S () (2r—2j+20) (@224
EX) =5 ;(2j)z(;(i)zr—f+i(r—j+i)z(5) ’

1=l

olarak belirlenmektedir. Yukaridaki momentlerden faydalanilarak, dagilimin seklinin incelenmesi i¢in

carpiklik katsayis1 (y;) ve basiklik katsayis1 (y»)

_ 16a%(11a? +6)?

N T a2
6a2(93a? + 40)
=3+ — 7

72 (502 +4)?



olarak elde edilmektedir. Goriildiigii tizere BS dagiliminin yogunluk sekli yalnizca o degerinden etki-
lenmektedir. Burada y; degeri agik bir bicimde her zaman pozitif oldugundan dagilimin saga ¢arpik
oldugu ve « artirlldiginda carpikligin arttigi, @ azaldiginda ise dagilimin simetriklestigi goriillmek-
tedir. y3 incelendiginde, BS dagiliminin her zaman standart normal dagilimin basiklik degeri olan 3
degerinden biiyiik basiklik degerine sahip oldugu, yani BS dagiliminin standart normal dagilimdan
daha kalin kuyruklu oldugu goriilmektedir.

BS dagilimi oyf’sinin sekilini genellik bozulmadan, § = 1 alarak inceleyebiliriz. Burada ilk
olarak, x — 0 ve x — oo limit durumlarinda oyf’nin O oldugu goriilmektedir. Ayrica oyf’nin tiirevinin

isareti yalnizca,
P = (@ + D%+ (B - Dx+1

ifadesine bagl oldugundan dagilimin tiim pozitif @ ve 8 degerleri i¢in tek modlu oldugu isaret incele-
mesiyle kolaylikla goriilebilir, ancak BS dagiliminin modu agik bir bi¢cimde ifade edilememektedir. Bu
nedenle, yukarida verilen ifadenin kokiiniin numerik olarak belirlenmesiyle dagilimin modu buluna-
bilmektedir. Esitligin ¢oziimlemesi ile elde edilen kok degeri S ile carpilarak dagilimin genel durumu
icin mod elde edilebilmektedir. Sekil 2.1°de S = 2 iken farkli « degerleri i¢in BS dagilimi yogunluk
sekilleri verilmistir. Buradan « degeri azaldiginda dagilimin simetriklestigi ve degiskenligin azaldig1
goriilmektedir. @ degerinin arttig1 durumda ise dagilimin kuyrugunun kalinlagtig1 gézlenmektedir.
Buradan « sekil parametresinin dagilimin hem carpikligini hem de basikligini yonettigi gozlenebil-
mektedir.

BS dagilim1 bir omiir dagilim olmasi nedeni ile dagilimin giivenilirlik ve tehlike fonksiyo-
nunun incelenmesi olduk¢a dnemlidir. Buna gore BS dagilim i¢in giivenilirlik ve tehlike fonksiyonu

sirastyla

Rps(x;a,B) =1 — Fps(x;a, §)

()
A

=1-®
a

ve

fes(x;a,pB)
1 - Fps(x;a,B)’
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Sekil 2.1. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin BS dagilim1 yogunluk grafikleri.

seklinde yazilabilmektedir. Bir yasam dagiliminin veriye uygunlugu kontrol edilirken tehlike fonksi-
yonunun seklinin incelenmesi oldukc¢a dnemlidir. BS tehlike fonksiyonunun sekli ilk olarak Mann ve
ark. (1974) calismasinda incelenmis ve ortalama olarak azalmayan bir fonksiyon oldugu gézlenmistir.
Ancak tehlike fonksiyonunun tek modlu oldugunun ispatlar1 Kundu ve ark. (2008) ve Bebbington ve
ark. (2008) caligmalarinda verilmistir. Sekil 2.2.’de § = 2 iken farkli @ degerleri icin tehlike fonk-
siyonu sekilleri verilmistir. Sekilden tehlike fonksiyonunun tek modlu yapida oldugu goriilmektedir.
Ayrica x — oo iken > 0 bir degere yakinsadig1 ve bu nedenle BS dagilimi tehlike fonksiyonunun
biiyiik x degerlerinde iistel dagilim gibi davrandig1 sonucuna ulasilabimektedir.

Normal dagilimla dogrudan iligkili olan BS dagilimi ayrica literatiirdeki bazi yasam dagilim-
lar1 ile de iligkilidir. Ornegin, yorgunluk verilerini modellemede kullanilan bir diger model olan ters
Gaus dagiliminin bir asimptotik durumu olarak BS dagiliminin elde edildigi Bhattacharyya ve Fries
(1982) caligmasinda verilmigtir. Ayrica bu dagilim dagilim ile BS dagilim arasindaki bir diger iligki
Desmond (1986) calismasinda verilmistir. Bu ¢alismada bildirildigine gore, ters Gaus dagilimli bir
rasgele degisken ve ters Gaus rasgele degiskenin ¢arpmaya gore tersinin esit agirliktaki karmasi BS
rasgele degiskendir. Bu iliskinin pratik bircok kullanim alan1 olmustur. Ornek olarak bu bagint: kulla-
nilarak, Balakrishnan ve ark. (2011) ¢calismasinda BS dagiliminin karmalari elde edilmistir ve Pradhan

ve Kundu (2013) ¢alismasinda progresif sansiirlii orneklemlerde sonug ¢ikarim yapilmistir. BS rasgele
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Sekil 2.2. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 i¢in BS dagiliminin tehlike fonksiyonu grafikleri.

degisken icin bir diger kullanigli baginti olarak sinh-normal rasgele degiskenle sahip oldugu iligki gos-
terilebilir.Rieck ve Nedelman (1991) calismasinda bir BS rasgele degiskeninin dogal logaritmasinin
sinh-normal rasgele degisken oldugu gosterilmistir. Daha sonra bu iligki sayesinde Rieck (1999) ca-
lismasinda sinh-normal dagilim moment ¢ikaran fonksiyonu iizerinden BS dagilimi i¢in tam say1 ve
kesirli momentler elde edilmistir.

Sonug ¢ikarim bakimindan BS dagilimi ilk olarak Birnbaum ve Saunders (1969b) calisma-
sinda incelenmistir. Bu ¢alismada, dagilimin en ¢ok olabilirlik tahmin edicileri elde edilmistir. Bu
tahmin edicilerin asimptotik dagilimlar1 Engelhardt ve ark. (1981) ¢alismasinda, varlik ve tekliginin
ispat1 ise Balakrishnan ve Zhu (2014) calismasinda verilmistir. Acik formda ve oldukca basit bir for-
miille yazilabilen degistirilmis (modified) momentler tahmin yontemi, Ng ve ark. (2003) calismasinda
tanitilmistir. Daha sonra, From ve Li (2006) calismasinda dort farkli parametre tahmin yontemi pay-
lagilmigtir. Bayesci yaklagimla ilk parametre tahmini, Padgett (1982) ¢alismasinda gekil parametresi
biliniyor kabul edilir iken bilgi icermeyen (non-informative) onsel dagilim kullanilarak ol¢ek para-
metresinin tahmin edilmesi ile gerceklesmistir. Daha sonra, Achcar (1993) ¢alismasinda her iki pa-
rametrenin de bilinmedigi durumda Bayes tahmin ediciler elde edilmistir. Son zamanlarda yapilan,
Wang ve ark. (2016) ¢alismasinda parametreler icin Bayes tahmini farkli 6nsel dagilimlar kullanilarak

elde edilimis ve Teimouri (2023) ¢alismasinda Gibbs 6rnekleyici iizerinden olduk¢a hizli sonug veren
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Bayes tahmin ediciler 6nerilmistir.

2.2. Genellestirilmis Birnbaum-Saunders Dagilim

Tek degiskenli eliptik dagilimlar R’de tanimli tiim simetrik dagilimlari icermektedir. Bir X

rasgele degiskeni ancak ve ancak g(u) > 0 ve

/ u_l/zg(u) du =1
0

saglayan bir {iretici fonksiyon olmak iizere olasilik yogunluk fonksiyonu

0 = 2 ([4])

formunda ise eliptik dagilima sahiptir denir. Burada c normalize sabitini, £ konum parametresini ve o
Ol¢ek parametresini gostermektedir. X rasgele degiskeni ayrica X ~ EC(u, o, g) olarak da gosterilir.
Bu ailenin iiyesi olan dagilimlara 6rnek olarak normal dagilim, t-dagilimi, Cauchy dagilimi, Laplace
dagilimi, Lojistik dagilim, Kotz Tip VII dagilimi1 gosterilebilir. Eliptik dagilimlarla ilgili daha fazla
bilgi icin bazi kaynaklar: (Fang ve ark., 1990; Gupta ve Varga, 1993).

Cizelge 2.1. Bazi eliptik dagilimlar icin normalize sabitleri ve iiretici fonksiyonlari.

Dagilim ¢ g0

1 -z
Normal ie exp ( 2 )

I 1
Cauchy - 1+(z)2

r(h) 2
¢ Vot (%) (1 ¥ 7)
Laplace : exp (~|z[)
. exp(~2)

Lojistik 1 (Trexp(—2))?
Pearson VII —Lt@ 1+2)7

\V(rmT(g-1/2) ( " )

. R JzIP -q-1/p

Generalized t TP BT pd) (1 + 7 )

Diaz-Garcia ve Leiva-Sanchez (2005) calismasinda (2.1) ve (2.2) kullanilan standart normal
dagilim yerine eliptik dagilimlardan birinin kiimiilatif dagilim fonksiyonu ya da olasilik yogunluk

fonksiyonu ile degistirilerek BS dagiliminin bir genellestirilmesi i¢in dagilim ve olasilik yogunluk
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fonksiyonlari sirasiyla

1
FGBS(x;a{’ﬂ’g()) =G E

\/%—\/g]), x>0,
1/2 3/2
fGBs(x;a,ﬁ,g())=ﬁl(§) +(i—3) ]g(é [\/%—\/é]) x>0,

olarak elde edilebilmektedir. Burada G (), eliptik dagilimin kiimiilatif dagilim fonksiyonunu goster-
mektedir. Bu genellestirme yapilirken normal dagilim yerine eliptik dagilim kullanilmasinin nedeni
olarak (a) normal dagilim altinda gelistirilen teorinin, eliptik dagilimlar altinda tiiretilen teorinin 6zel
bir durumu olmasi; (b) normal dagilimin birgok 6zelligi eliptik dagilimlara genisletilebilir olmast; (c)
normal sonug ¢ikarim teorisindeki bazi onemli istatistikler, tiim eliptik dagilim ailesi altinda degigmez
olmasi gosterilebilmektedir.

GBS dagilim ailesi icin (2.4) ve (2.3) stokastik gosterimleri ise

2
as aS\?
T=p 7+ (7) +1| ~GBS(a,B,8) 2.7
ve
_L T B L
S = > (\/; \/; EC(0,1,¢9) (2.8)

verilen formlara doniismiistiir. Burada GBS(«, 3, g), g ¢ekirdek fonksiyonu ile iiretilmis « ve 3 para-
metreli genellestirilmis BS dagilimini gostermektedir.
Asagida GBS ailesinin elemani olan bazi dagilimlar i¢in olasilik yogunluk fonksiyonlari, yo-

gunluk grafikleri ve literatiir paylasilmistir.

Cauchy-BS dagilinu: Cizelge 2.1°de verilen Cauchy dagilimimin g¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak
Cauchy — BS dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

12 3/2 .
fCauchy—BS(x) = ! l(é) +(é) [14‘% (%4‘?—2)} , x>0,

2afnr [\ x X
olarak elde edilmektedir. Verilen olasilik yogunluk fonksiyonu icin sekil incelemesi Wang ve ark.

(2020) calismasinda yapilmistir. Bu ¢alismada, dagilimin yogunluk grafiginin @ < 0.910721 olmasi
durumunda azalan-artan-azalan, @ > 0.910721 durumunda ise monoton azalan bir sekil aldig1 goste-
rilmigtir (Sekil 2.3). Alam (2022) caligmasinda ise dagilim parametrelerin tahmini i¢in ¢esitli tahmin

ediciler 6nerilmis ve bunlarin kargilagtirilmasi yapilmigtir. Ayrica aym ¢alismada Cauchy — BS dagi-
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Iim1 Onerilen tahmin yontemleri kullanilarak farkli iklim verilerine uygulanmagtur.
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Sekil 2.3. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin Cauchy BS dagiliminin yogunluk fonksiyonu grafikleri.

t-BS dagilimi: Cizelge 2.1°de verilen ¢ dagiliminin ¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak ii¢ parametreli

t — BS dagilimi i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu,

1/2 3/2 -(v+1)/2
ﬁ_BS(x)zw[(ﬂ) (4 ](HL A

B x

2aBvrl(v/2) x x

olarak elde edilmektedir. # dagilimi, parametresinin 6zel ve limit durumlarinda Cauchy dagilimi (v =
1) ve normal dagilimi1 (v — o0) icerdiginden, ¢t — BS dagilimi da Cauchy — BS ve klasik BS dagi-
Iimlarini icermektedir. Bu nedenle r — BS dagilimi klasik BS ve Cauchy — BS dagilimlarindan daha
esnek yogunluk sekillerine sahip olabilmektedir (Sekil 2.4). Bu esnek yapisi dagilimin 6zellikle ti-
pik olmayan verilere uygulanmasini uygun kilmaktadir. Ornegin, Paula ve ark. (2012) calismasinda
dagilim, oldukg¢a carpik bir yapiya sahip olan sigorta verisine uygulanmistir. Ayrica Azevedo ve ark.
(2012) caligsmasinda dagilimin tehlike fonksiyonu incelenmistir. Sekil 2.4’de dagilimin yogunlik se-
killeri 6nce a ve 8 sabit iken degisen v degerleri i¢in, sonra da 8 ve v sabit iken degisen a degerleri

i¢cin verilmisgtir.
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Sekil 2.4. (a) @ ve § sabit iken degisen ve v degerleri; (b) 8 ve v sabit iken degisen ve « degerleri i¢in
t-BS yogunluk grafikleri.

Laplace-BS dagilumi: Cizelge 2.1°de verilen Laplace dagiliminin c¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak
Laplace — BS dagilim i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu,

1/2 321 _|ifg=_[B
] H

X

olarak elde edilmektedir. Bu fonksiyon x i¢in siirekli ancak dagilimin medyan degerini gésteren 8 de-
gerinde tiirevlenebilir degildir. Yani, yogunluk grafiginde 8 noktasinda kdge nokta olugmaktadir. Da-
gilimin hem yogunluk hem de tehlike fonksiyonu i¢in sekil analizi Zhu ve Balakrishnan (2015) calis-
masinda verilmistir. Buna gore, sekil 2.5’te goriildiigii izere dagilimin yogunluk grafigi %\/m <
a < 1 iken iki modlu diger durumlarda ise tek modlu yapida olmaktadir. Ayrica Zhu ve Balakrish-
nan (2015) ve Zhu ve ark. (2019) calismalarinda dagilim parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahmin
edicilerinin varlik ve tekligi hem tam veri hem de sansiirlii veri durumlarinda incelenmistir. Alam ve
Nassar (2021) caligmasinda, dagilimi kirli (contaminated) veri durumunda, beton basing dayanikliligi

verisine farkli tahmin ediciler ile uygulanmigtir.

Lojistik-BS dagulimui: Cizelge 2.1°de verilen lojistik dagiliminin ¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak lo jistik—
BS dagilimu i¢in olasilik yogunluk fonksiyonu

1 [(p\'"* B\ 6‘5(\%‘\@)
fLojistikBs(X) = 2p (;) +(;)

(”e_‘l’(\/?—\/é))”

x>0,
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Sekil 2.5. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin Laplace BS dagiliminin yogunluk fonksiyonu grafikleri.

olarak elde edilebilmektedir. Normal dagilimin aksine lojistik dagilim i¢in kdf acik olarak yazilabil-

diginden logistic BS dagiliminin da kdf’si a¢ik olarak,

1
Frojistiks(x) = ( x>0

seklinde ifade edilebilmektedir. Bu dagilimin tehlike fonksiyonu seklinin incelendigi Alam ve Almalki
(2021) ¢alismasinda ayrica bu dagilimin yogunlugunun klasik BS dagilimindan daha ince ya da kalin
kuyruklu olabilecegi belirtmiglerdir (Sekil 2.6). Alam ve Almalki (2022) calismasinda ise dagilimin
ozellikleri detayli olarak incelenmis ve kanser ve tiiberkiiloz verilerinde uygulanarak literatiirdeki diger
ilgili dagilimlarla kiyaslanmustir.

Genellestirilmig t-BS dagilinuni: Cizelge 2.1°de verilen ve McDonald ve Newey (1988) calismasinda
iistel giic (power exponential), normal, Laplace, ¢ dagilimlarini icerecek sekilde tanimlanan genel-

lestirilmis # dagilimi ¢ekirdek fonksiyonu kullanilarak genellestirilmig ¢ — BS dagilimi i¢in olasilik
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Sekil 2.6. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin Lojistik BS dagiliminin yogunluk fonksiyonu grafikleri.

yogunluk fonksiyonu

P)—(q+1/p)

_ P 1
fors(x) = 2B TP B(p.d) (1 e

-8
a B X
olacak sekilde Geng (2013) calismasinda tanitilmigtir. Dort parametre iceren dagilim, genellistiril-
mis BS ailesinin bir¢ok elemant icerdigi i¢in oldukg¢a esnek yogunluk grafigine sahiptir. Dagilimin
esnekliginden faydalanarak Nakamura ve ark. (2017) ¢alismasinda dagilim i¢in bir regresyon modeli
onermiglerdir.

Asagida Athayde (2017) ¢alismasinda verilen teorem ile GBS dagilim ailesi karakterize edil-
mistir. Bu teoreme gore Olgek doniigiimii ve carpmaya gore ters doniisiime kapali olan tiim rasgele
degiskenler genellestirilmis BS dagilim ailesinin bir elemanidir. Ayni calismada bu karakterizasyonu

kullanarak gozlenen verilere GBS dagilimlarinin uygunlugunu test etmek i¢in grafiksel bir siireg ta-

nimlamuglardir.

Teorem 1. (Athayde, 2017) T, pozitif uzayda tanumli ve siirekli bir rasgele degisken olsun. O halde,
T ~ GBS(a, B, g) olmast icin gerek ve yeter kosul uygun bir bicimde lceklenmis T rasgele degiskenini

ile ayni rasgele degiskenin carpumima gore tersinin aynt dagilimli olmasidur.
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3. YENI BIRNBAUM-SAUNDERS DAGILIM AILESI

Onceki boliimde goriildiigii iizere klasik BS dagilimu igin kiimiilatatif dagilim fonksiyonu nor-
mal dagilim kiimiilatif dagilim fonksiyonunda £gg(x) = (\/_ - M) (@ = 1ve 8 =1 durumu)
fonksiyonu yazilmasi ile, log-normal dagilim ise £7 5 (x) = Inx fonkisiyonun yazilmasi ile elde edil-
mektedir. Bu iki fonksiyonun da tanim kiimeleri (0, co) olup, kesin artan ve tiirevlenebilir fonksiyon-
lar oldugu goriilebilmektedir. Ayrica fonksiyonlarin limit degerleri normal dagilimin tanim kiimesi ile
uyumludur. Yani, x — 0 ise £(x) — —oo ve x — oo ise £(x) — oo seklindedir.

Bu ¢alismada ise normal kdf yerine, (—a, a) sinirli uzayinda tanimli ve simetrik olan herhangi

bir Z rasgele degiskeninin kdf’si Fz(.) i¢ine

Vr-1

k(x)=a N
fonksiyonu
Fz(k(x))

seklinde kullanilarak yeni aile iiretilecektir. Burada & (.) fonksiyonun bu formda secilmesinin nedeni,
BS ve log-normal dagilida kullanilan £gs(.) ve & (.) fonksiyonlart ile sahip oldugu benzer 6zellik-

lerdir (Sekil 3.1). Oyle ki k(.) fonksiyonu da
* tamim kiimesi (0, ),

e tiirevlenebilir,

lim, o+ k(x) =—a,
e limy 0 k(x) = a,

ozelliklerini saglamaktadir. Ayrica bir onceki boliimde BS rasgele degiskenin ¢arpimin tersi doniisii-
miine kapali olmasinin nedeni olan £gg(x) = —éps(1/x) Ozelligi de k(x) = —k(1/x) olacak sekilde
saglanir.

k(x) fonksiyonuna sekil ve 6l¢ek parametrelerinin eklenmesi ile,

v/ -1
v/ +1

k(x;a,B,a) =a

17



X

Sekil 3.1. k(x), éps(x) ve &y (x) fonksiyonlarinin grafikleri.

olarak yazilabilir. Bu fonksiyon kullanilarak yeni dagilim ailesi i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve

olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla
3.1

H(x;a,B,a) = F,(k(x;a,8,a)), x>0,

h(x;a,B,a) = k'(x;a,B,a) fr(k(x;a,B,a)), x>0, (3.2)

formlarinda elde edilir. Burada 7 (.), Z rasgele degiskeni i¢in olasilik yogunluk fonksiyonunu, k¥’ (x; @, 8, a)
ise k fonksiyonunun x’e gore birinci tiirevini gostermektedir ve

xa//2—1

K (x: — al2
R Y e

olarak elde edilmektedir.
Bu ailede bir dagilima sahip olan bir X rasgele degiskeni, liretilmesinde kullanilan, siirl

alanda tanimli ve simetrik Z rasgele degiskeni ile asagidaki stokastik gosterimler iizerinden iligkilidir.

(3.3)

2/
d 2a
X = -1 ,

18



d Xa/Z _ﬁa/Z

Z=a xa/? +[3(1/2 '

34

Burada bu iligkilerden faydalanilarak dagilimin cesitli 6zellikleri elde edilebilmektedir.

Ayrica, (3.3) esitliginde,

2 2
S -1
a-Z72 1-Z/a

olarak yazilabilmektedir. Burada Z; = Z/a seklinde tanimlanirsa, Z; rasgele degiskeni (-1, 1) arali-
ginda tanimli olacaktir. Bu da genel durum icin a degerinin iiretilen dagilimlara etkisi olmadigini gos-
termektedir. Bu ¢alisma boyunca aksi belirtilmedigi siirece @ = 1 olarak kullanilacaktir. Bu nedenle
h(x;a, B, a) yerine h(x;a, B) gosterimi, H(x; a, B, a) yerine ise H(x; a, 8) gosterimi kullanilacaktir

Bu ailede kullanilan iiretici dagilimlarin sinirlt bir aralikta olmasi nedeniyle, yeni elde edi-
len ailenin daha dnce tanimlanmig GBS dagilim ailesinden matematiksel olarak daha basit formda
modeller iiretmesi beklenmektedir. Ayrica k(.) fonksiyonunun &5 (.) ile benzer 6zellikleri saglamasi
sebebiyle asagidaki teorem ile verilen BS dagilimlarinin sagladig: karakteristik 6zellikler bu aile ta-

rafindan da saglanmaktadir.

Teorem 2. X ~ H(x;a, 8) ve ¢ > 0 bir sabit olsun. O halde,
1. ¢cX ~ H(x; a,cp),
2. X '~ H(x;a, 7Y,

saglanir.

Ispat: 11k olarak, 6zellik (1)’in ispat1 icin ¥ = c¢X doniisiimii tanimlansin. Bu durumda Y igin kdf

Fy(y)=P(Y <y)=P(cX <y) = H(y/c) = Fz(k(y/c,a,B))

oldugu goriilebilir. Burada

VO/ep) e -1

k(y/C,CL’,ﬂ) e k(y,a/,cﬂ)

VO /eB)® +1

seklinde yazilabilir. Dolayisiyla

Fy(y) = H(y;a,cp)

oldugu goriiliir.
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Ozellik (2) nin ispat1 icin ise benzer sekilde ¥ = X! tamimlayalim. Boylece k (.) nin 6zelligini

ve Z’nin simetrikligini kullanarak

FF()=PX '<y)=1-P (X l)_1— (i,a,ﬁ)=1—Fz(k(§,a,ﬁ))

o O I O T

Yukarida verilen Teorem 1. ile 6nceki boliimde verilen Teorem 2. birlikte kullanildiginda asa-

seklinde ispatlanir. O

g1daki sonuclar kolaylikla elde edilebilir.
Sonug 1: X ~ H(x; a, B) ise

4

<

%( ~H(x;a,1)
saglanir.
Sonug 2: Yeni iiretilen dagilim ailesi ayrica GBS dagilim ailesinin bir elemanidir.
Burada ilk sonug¢ Teorem 2’deki 6zelliklerden ikinci sonug ise Teorem 1’den elde edilmistir.
Cizelge 3.1°de kullanilabilecek bazi Z rasgele degiskeni dagilimlarin bir listesi verilmistir.
Bu dagilimlarin kdf ve oyf’leri (3.1) ve (3.2) ifadelerinde kullanilmasi ile elde edilen yeni dagilimlar

icin olasilik yogunluk fonksiyonlari, kiimiilatif dagilim fonksiyonlar1 ve tehlike fonksiyonlar1 agagida

verilmistir.

Cizelge 3.1. Yeni dagilim iiretilirken kullanilabilecek iiretici dagilimlar i¢in fonksiyonlar

Dagilim Kdf (Fz(2)) Oyf (fz(2)) Tanmim kiimesi
z+1 1
Diizeii _ -1<z<1
lizgiin — 5 z
Arcsinus l + l arcsin z ! -1<z<1
2 (1T +2)(1-2)
i 1
Kosinus sz—-;smz % —-n<z<nm
1 +si
Sinus +;1nz cosz(z) —g <z< %
Cift yonlii kuvvet (1721 +2)7 (y/2){A+ ZV_I “1<z=0
1-(1/2)(1 -z2)” (y/2)(1=2)7! 0<z<l
1+27° 322
U-Karesel % % -1<z<1

Diizgiin iiretici dagilimi kullanilarak elde edilen dagilim: Cizelge 3.1°de diizgiin dagilim i¢in veri-

len fonksiyonlar kullanilarak 6nerilen ailenin bir elemani icin kiimiilatif dagilim fonksiyonu, olasilik
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1.5
oo
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h(x;a,2)
0.4
|
1.0

r(x;a,2)

0.5
|

0.2

0.0
|
0.0

(a) (b)
Sekil 3.2. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin log-lojistik dagilim i¢in (a) yogunluk (b) tehlike
fonksiyonu grafikleri.

yogunluk fonksiyonu ve tehlike fonksiyonu sirasiyla

Jx/p)®
VBT +1°
aIBa/Z xa/2—1

h(x;a,B) = 5 (V)C_“+W)2’ x>0,
g < & NGIB®
T 2 GT

olarak elde edilir. Bu model literatiirde bilinen bir dagilim olan log-lojistik dagilimdir (Sekil 3.2).

H(x;a,p) = x>0,

Arcsinus iiretici dagilum kullanilarak elde edilen dagilim: Cizelge 3.1°de arcsinus dagilimi fonksi-
yonlar1 kullanilarak elde edilen kiimiilatif dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk fonksiyonu ve tehlike

fonksiyonu sirastyla

H(x; e, p) = : + 1 arcsin (M)’ 0,
2T (x/B) +1
. _ aﬁa/“ x@/4-1
h(x;a,B) = 2 Vx@ + BT x>0,
_ »

x>0

2

V&/B)* -1 x
(x/B)@ +1 Vx@ + B

olarak elde edilir. Bu dagilim ise literatiirde Cauchy kuvvet dagilimi olarak bilinmektedir (Sekil 3.3).

r(x;a,B) = i (arccos (
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1.0

h(x;a,2)
0.4
|
r(x;a,2)

0.5
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0.2

0.0
|
0.0

(a) (b)
Sekil 3.3. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 i¢in Cauchy kuvvet dagiliminin (a) yogunluk (b) tehlike
fonksiyonu grafikleri.

Kosiniis iiretici dagilimi kullanilarak elde edilen dagilim: Cizelge 3.1°de kosiniis dagilimi i¢in verilen
fonksiyonlar kullanilarak elde edilen dagilim i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk

fonksiyonu ve tehlike fonksiyonu sirasiyla

1 1 y&/B*-1 1  (J&/pr-1
-+ ————— + —sin| —|, x>0,
2 G+l 2\ /BT 1

Lsh@(ﬂ—ﬁw) x>0
(Ve +vB™?  \Wx@ + B/ ’

H(x;a,B,7) =

h(x;a,B,m) = aﬁ”/z

r(x;a,B,m) = |n+

1- V(x/ﬁ)a+Sin(l—w/(x/ﬁ)a)]_l a Baxa/Z—l
L+ (x/p)” 1+VG&/B)7 )| (Vx® +BT)?

a
Sinz(—ﬂ F ) x >0,

VX + /Y
olarak elde edilir. Sekil 3.4°de elde edilen dagilimin yogunluk ve tehlike fonksiyonu grafikleri farkli

a degerleri icin cizdirilmigtir

Siniis tiretici dagilimi kullanilarak elde edilen dagilim: Cizelge 3.1°de verilen siniis dagilimi kullani-

larak elde edilen ve Onerilen ailenin bir eleman1 olan yeni dagilim i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu,
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h(x;a,2)
1.0
r(x;a,2)
2.0

15
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0.5

0.0
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0.0

(a) (b)
Sekil 3.4. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin kosiniis ¢ekirdek dagilimu ile iiretilen yeni dagilim icin (a)
yogunluk (b) tehlike fonksiyonu grafikleri .

olasilik yogunluk fonksiyonu ve tehlike fonksiyonu sirasiyla

H(x;a/,ﬁ)zcos2 — |, x>0,
2,/(3)" +2
na (%)asin (;:;“H)
h(x;a,B) = —, x>0,
4x( (%,)a+1)
T[]
()
r(x;a,p) = z x>0,
Zx( (%)(l+l) cos (;:;’H)_

olarak elde edilir. Sekil 3.5°de elde edilen dagilimin yogunluk ve tehlike fonksiyonu grafikleri farkli
a degerleri icin cizdirilmigtir
Cift yonlii kuvvet iiretici dagilimi kullanilarak elde edilen dagilim: Cizelge 3.1°de Cift yonlii kuvvet

dagilimi kullanilarak elde edilen yeni dagilim i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk
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r(x;a,2)

1.0

0.5
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0.0
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(a) (b)
Sekil 3.5. Farkli @ degerleri ve 8 = 2 icin siniis ¢ekirdek dagilimi ile iiretilen yeni dagilim i¢in (a)
yogunluk (b) tehlike fonksiyonu grafikleri .

fonksiyonu ve tehlike fonksiyonu sirasiyla

H(x;a,B) = 27_1(\/73?3(,1 ;
y 4 (Vrfﬁtz

0<x<p,

)7 B <x < oo,

ﬁa/Zx(ry/Z— 1

h(x:a, B) = ay2? =2 { VxT+Bo+”
(x @ ﬁ) ay ﬁay/an/Zfl

(Vx@+yB@) 7+’

W(ml)( )

2x ?

rvaf) = -1, (2)0( (X)QH)

0<x<gB,

B <x < oo

olarak elde edilir. Sekil 3.6 ve Sekil 3.7°de elde edilen yeni dagilimin yogunluk ve tehlike fonksiyonu
grafikleri farkli @ ve y degerleri icin cizdirilmistir. Bu gekillerden dagilimin 8 degerinde kdse noktaya

sahip oldugu ve bu degerden sonra sekilde degisiklik olabildigi gozlenmektedir.

Karesel U iiretici dagilimi kullanilarak elde edilen dagilim: Cizelge 3.1°de karesel U dagilimi kulla-

nilarak elde edilenyeni dagilim icin kiimiilatif dagilim fonksiyonu, olasilik yogunluk fonksiyonu ve
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a=2
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0 1 2 3 4 0 2 4 6 8 10
X X
(@) (b)

Sekil 3.6. Farkli @ degerleri, 8 = 2 ve ¥ = 1.5 i¢in ¢ift yonlii kuvvet cekirdek dagilimi ile {iretilen
yeni dagilim i¢in (a) yogunluk (b) tehlike fonksiyonu grafikleri .

o — 2 —
y=2 y=2
y=4 y=4
y=8 y=8

o |

- o

2

o |

o

0 |
= = -
I o
= o
= T o]
< |
o
n

o S

§

o | o |/

o o

T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 2 4 6 8 10
X X

(a) (b)

Sekil 3.7. Farkl1 y degerleri, @ = 2 ve § = 2 icin cift yonlii kuvvet ¢ekirdek dagilimu ile iiretilen yeni
dagilim icin (a) yogunluk (b) tehlike fonksiyonu grafikleri .
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(a) (b)
Sekil 3.8. Farkli « degerleri ve 8 = 2 icin karesel U ¢ekirdek dagilimui ile iiretilen yeni dagilim i¢in
(a) yogunluk (b) tehlike fonksiyonu grafikleri .

tehlike fonksiyonu sirasiyla

i)

af2 a1 (VX = VB7)?

W@ ) =2
(x7al’ﬁ)_§aﬁ (\/ﬁ+\/@)4’

sey(s)
()

olarak elde edilir. Sekil 3.8’de elde edilen yeni dagilimin yogunluk ve tehlike fonksiyonu grafikleri

x>0,

r(x;a,B) =

farkli o degerleri i¢in ¢izdirilmistir. Goriildiigii iizere elde edilen dagilim iki modlu, 8 degerinde O

olan bir yapiya sahiptir.
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4. UCGENSEL BIRNBAUM-SAUNDERS DAGILIMI

Bu boliimde, Birbiger ve Geng (2022) calismaisnda literatiire kazandirilmis, yeni bir genelles-
tirilmis BS dagilimi olan, iiggensel BS (TriBS) dagilimi tanitilacaktir. Bu dagilim, (-1, 1) araliginda
taniml1 simetrik iicgensel dagilim {lizerinden elde edilmigtir. Z i¢in kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve

olasilik yogunluk fonksiyonu sirasiyla

2
(IZZ), -1<z<0,
Fz(z) = )
(1-2)
1- , 0<z<1,
5 Z
fz(2) =

1-2z, 0<z<1,

olarak verilmektedir. Bu ¢calismada sunulan yeni dagilim iiretim yontemi ile licgensel BS dagilim icin

kiimiilatif dagilim fonksiyonu ve olasilik yogunluk fonksiyonu

LZ’ 0<tr< 13’
H(x,a,B) = Fz(k(x; = (W+ ﬁa)
s Uy V4 X,Cl’,ﬁ)) zﬂa, (41)
-~ B<i<oo,
(Va7 + VBT
Mﬁ—axa]y 0 <t< ﬁ’
fxa,B) =k (x) fz(k(x)) = (W+ B‘”)
» &, y4 X)) 2aﬁ“x”/2_1 (42)
S B<i<o,
(Ve + VBT

olarak elde edilir. Burada, klasik BS dagilimda oldugu gibi a sekil parametresini S ise dagilimin 6lgek
parametresini gostermektedir. Bu kisimdan itibaren bu dagilima sahip olan X rasgele degiskeni i¢in

X ~ TriBS(a, B) gosterimi kullanilacaktir.
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4.1. Kantil Fonksiyonu ve Dagilimin Limit Durumlari

Dagilimin kantil fonksiyonu (4.1) kdf’sinin 0 < u < 1 olacak sekilde bir u# degerine esitlenip

coziilmesiyle
( " )l/w 0 1/2
i—V2)2 ’ <us ’
H ' wy=p] e (4.3)
(l_\/lf2u—\/+§12) . 1/2SM<1,
seklinde elde edilir.

TriBS dagilimi icin parametrelerin limit durumlari

( ) 0, x<0,
lim H(x;a,B) =
=0 1, x>0,
ve
0, x<§g,
lim H(x;a,B) =
a—00
I, x=p5,

olarak elde edilmektedir.

4.2. Sekil Incelemesi

Sekil incelemesini kolaylastirmak i¢in (4.2) oyf’sini

h](x), 0<x<p,
h(x;a,B) =

hy(x), B<x<oo,

olacak sekilde gosterilsin. Burada, bu pargalar i¢in tiirevler

a/2xa—2 [2(a - l)ﬁa/z -(2+ a)xa/Z]

h(x) = 4.4

1 (x) =ap (Vx + V) 4.4)
_ al2 _ a2

h’z(x) — zaﬁaxa/2—2 [(a/2 l)ﬁ (1 + a’)x | (4.5)

(Vi + VB!
sekilde elde edilmektedir.

Teorem 3. TriBS dagilummmn oyf’si h(x; a, 8), x = 8 noktasinda siirekli fakat tiirevlenebilir degildir.
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Ispat: (4.2) ile verilen TriBS oyf’si

a
lim h(xa,B) = hi(B) = lim h(x;a.f) = ha(f) = —
Jm A f) =m(B) = lim hixia.f) =h(p) = 75
sagladigindan siireklidir. Ancak,

ala—4)

ala+4)
1632

lim W (x;a,pB) = hi(B) = 16432

i lgg h(x;a, B) = hy(B) =

oldugundan tiirevlenebilir degildir. O
Teorem 4. TriBS dagilumi icin mod 3’nin sag tarafinda var olamaz.

Ispat: TriBS oyf’sinde 8’nin sag tarafi yalmzca h,(x) tarafindan kontrol edilmektedir. Bu fonksiyo-

nunda (4.5)’de verilen tiirevinin isareti yalnizca
(@/2=1DBY* = (1 +a)x/?
ifadesine baglidir ve bu ifade diizenlenerek

%(IBQ/Z _x(t/Z) _ %xa/l

olarak yazilabilir. Burada h, (x) fonksiyonu x > 3 iken 0’dan farkli bir deger alabildiginden yukaridaki
ifade her zaman negatiftir. Dolayisiyla 4, (x) artmayan bir fonksiyondur ve mod bu kisimda bulunamaz.
O

Teoreme 4.’e gore mod S degerinde ya da ondan daha kiiciik bir degerde ortaya ¢ikmalidir.
Bu durumda dagilimin modunu belirlemek i¢in /;(x) fonksiyonunu incelemeliyiz. Bu inceleme ve

sonucu asagidaki teoremde verilmistir.

Teorem S. Dagilimin modu

0, a <1,
2/
* 20-2
=p(R2) T 1<a<a,
B, a >4,

olarak elde edilir.
Ispat: (4.4) de verilen tiirevin isareti yalnizca koseli parantez igerisindeki
2 - 1)BY? = (2 + a)x??
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ifadesine baghdir. Bu ifadenin isaretleri yalnizca @’nin degerlerinden etkilenmektedir. Bu nedenle

h’ (x) isareti o’ nin {i¢ farkli durumu igin incelenmelidir. Bu durumlarda

e a < 1igin &y (x)’in azalan fonksiyon oldugu goriilmektedir. Bu nedenle mod degeri O olarak

elde edilir.

* 1 < @ < 4igin h (x) fonksiyonunun tek bir maksimumu olmaktadir. Bu maksimum ise 4 (x) =

0 esitiginin ¢oziimii olan

2 —2 2/
ﬁ(2+a)

degerinde olugmaktadir.

* @ > 4 durumunda ise x < 8 oldugu i¢in /& (x)’in artan fonksiyon oldugu goriilmektedir. Bu

nedenle, bu durumda mod $’da olugsmaktadir. O

Yukaridaki ii¢ teoremden elde edilen bilgiler Sekil 4.1°de gorselllestirilmistir. Buna gére Tri BS
dagilimimin @ < 1 durumunda ters J sekilli, @ > 2 iken ise saga carpik bir bicimde tek modlu bir yo-

gunluga sahip oldugu goriilmektedir.

Q Q

1.0
|
Q

Q
o mu
AN =

0.6

h(x;a,2)

0.4

0.2

0.0

Sekil 4.1. Farkli o degerleri ve § = 2 i¢in TriBS dagiliminin yogunluk fonksiyonu grafikleri.
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4.3. Tehlike Fonksiyonu

TriBS dagilimu icin tehlike fonksiyonu

hx;a,p)  |1x), 0<x<p,

reB) = T e 8) “Ha )

r(x), B<x <o,

formunda elde edilip, burada

. ( )_ 2a,ﬁ(z/2
1(X) = x(ﬁa/z +3x—a/2ﬁa +x—a,33(z/2 _x(1/2),
a
P S T By 6

seklinde ifade edilir. Tehlike fonksiyonu da olasilik yogunluk fonksiyonuna benzer sekilde siireklidir

ancak

. I BT ’ _ a’(3a’ B 4)
Jim (x5, ) = Jim () = T
ve
: i a(a —4)
\ "(x;a,8) =1 @)= ——
| Lnl;r (x;a,B) xl_I)I}g r5(x) 35

oldugundan tiirevlenebilir degildir. Bu nedenle tehlike fonksiyonunda 8 degerinde kose nokta gozlen-
mektedir.
Asagida verilen teoremde tehlike fonksiyonunun ikinci kismi 7, (x) icin gekil incelemesi ve-

rilmigtir. Ancak, oncesinde bu fonksiyon i¢in limit degerlerinin
lim r(x) = 2 Ve lim r(x)=0
x—B 28 X—o00
oldugunun goriilmesi faydali olacaktir.
Teorem 6. x € (B, ) iken,
(a) 0 < a < 4ise ry(x) kesin azalandir,

(b) a > 4 ise ry(x) tek modludur.

Ispat: r>(x) icin tiirevinin isareti,

SRR
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ifadesine baglidir ve bu deger (a —4)/2 den kiiciik ya da esittir. Bu nedenle, @ < 4 iken r;(x) < 0 dir.

@ > 4 durumunda ise 7/ (x) > 0 dir ve
)}Lr%rz(x) >0 ve xh_r)rgorz(x) <0

oldugunundan r; (x) tek modludur. O

Teorem 7. « < 1 iken ri(x) kesin azalan bir fonksiyondur ve asagidaki limitlere sahiptir.

. ) a
limri(x) =c0 ve limri(x)=—
x—0 x—p

2B

Ispat: r1(x)’in tiirevinin isareti
(@ +2)x3% +38% (@ - 2)x¥? + 2B [(a = 1) B — x?]

ifadesine baghdir. Bu ifadedeki iiciincii terim @ < 1 iken negatiftir. Kalan terimler ise
X2 [(@ +2)xY +3B%a - 2)]

seklinde yazilabilir ve burada koseli parantez i¢indeki kisim

ax®+BYBa—-4) +2(xY - BY) < aB*+BYBa —4) +2(x¥ - BY)
=4% a-1)+2(x*-B%) <0
oldugu goriiliir. Bu nedenle @ < 1 i¢in r (x) kesin azalandir. O
Teorem 8. 1 < a < 4/3 ise ri(x) tek modludur.

Ispat: Burada r1(x) igin limit degerleri

co, l<ax<?2,
lir%ri(x):
- . a=20, a>2

ve

a(3a —4)
8p2

lim 7} (x) =
xl_l)T;g ri(x)

olarak belirlenir. Burada ikinci limit @ > 4/3 iken pozitif, diger durumda ise negatiftir. Bu nedenle

1 < @ <4/3i¢in r;(x) = 0 saglayan en az bir kok vardir.
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Buradan kolayca r{(x) = O ise
(1 + %)xa/Z _ﬁ3a/2(1 _ a)x—a _IBQ/Z _ 3180 (1 _ %) x—a//2 =0

saglanir. Bu esitlik

X 3a/2 X a2 X @
(a/+2) (E) +3((l—2) (E) —2(5) +2(a—1)—0

seklinde diizenlenip z = (x/B)®/? alindiginda problem
g(2) = (@+2)2 =222 +3(a - 2)z+2(ae - 1) = 0,
kiibik polinomun kokiinii bulma problemine doniisiir. Burada
lim,—0q(z) =2(a—1) >0, ve ;I_I)I% q(z) =6a -8

olmak iizere ¢’ (z) = 0 esitligini (0, 1) araliginda yalnizca,

. 2++/4-9(a2-4)
Z =

3(a+2)

saglar. Burada ¢” (z*) > 0 oldugundan, z* bir minimum noktasidir. Buda g(z) = O yadar{(x) = 0 ¢5-
ziimlerinin (0, z*) araliginda tek oldugunu gosterir. 7| (x)’in incelenen limitleri nedeniyle bu ¢6ziimiin

maksimum oldugu sonucuna ulagilir.o
Teorem 9. o* = 1.46706326. .., olmak iizere 4/3 < a < " ise ri(x) N-sekillidir.

Ispat: z* minimum degerini gostermek iizere ¢(z) fonksiyonunu z-ekseni ile iki noktada kesissin. Bu
durum ¢(z) = 0 olana kadar devam etmektedir ve bu durumda z-ekseni minimum noktanin tanjanti

olur. Simdi ilk olarak g(z*) = 0 saglayan z* degerini tespit edelim. Onceki lemmanin ispatindan

. 2++4-9(a2-4)
Z =

3(a*+2)

ancak ve ancak

_ 6+47" — 677
3(z2+1)

*

oldugundan ¢(z) = 0 esitligi ile @ = a” birlikte ele alindiginda

Hr1222+62-4z-3=0

33



esitligine indirgenir. Bu esitligin tek ¢oziimii ise z* = 0.628964010. .. olarak elde edilir. Bu deger
¢(z)’yi minimum yapmaktadir. O halde a* = 1.46706326. .. olarak elde edilir. Buradan, 4/3 < a <
a* iken ¢(z) fonksiyonunun (0, §) araliginda iki kokii oldugu anlagilir. 7 (x)’in isaret incelemesinden

ise r1(x)’in N— gekilli oldugu belirlenir. O

Teorem 10. r(x) tehlike fonksiyonunun sekli asagidaki maddeler iizerinden incelenir.
(a) 0 < a <1 iken r(t) kesin azalandur.
(b) 1 < a < 4/3 iken r(t) tek modludur ve mod B’nmin sol tarafinda gozlemlenir.

(c) 4/3 < @ < " iken a* = 1.46706326. .. olmak tizere r(t) iki modludur. Modlardan biri 8’nin

sol tarafinda iken digeri sag tarafindadtr.
(d) o < a < 4iken r(t) tek modludur ve mod 8 degerindedir.
(e) a > 4 iken r(t) tekmodludur ve mod B’nmin sag tarafinda gézlemlenir.

Sekil 4.2°de cesitli parametre degerleri icin tehlike fonksiyonlart verilmistir. Burada g8 esik
degerinden sonra tehlike fonksiyonunun daha hizli azaldig1 gbézlemlenebilir. Bu 6zellik tehlike mo-

dellemesi agisindan ilging bulunabilir.

4.4. Momentleri

TriBS dagiliminin momentleri verilmeden once asagida verilen iki integral kullanigl ola-
caktir. Bu integraller, Gradshteyn ve Ryzhik (2014) tarafindan verilen 3.194.1 ve 3.194.2 numarali

formiilleridir ve sirasiyla asagidaki gibi verilmiglerdir.

/ e (v, ;1 ) 0 4.7)
————dx=— Fi(v,u; 1+ pu;-pu), p>0, .
o (1+px)Y H
e yu-l ut-v 1
———dx=——— 2 Fi(v,iv—pv—pu+1;-—), v>u 4.8
/M T+ 50 =) 2 1 ( MV = H ﬁu) H (4.8)
Bu formiillerde kullanilan ,F(., .; .;.) fonksiyonu genellestirilmis hipergeometrik fonksiyonu goster-

mektedir ve (z)r = z(z+1)...(z+ k — 1) olmak iizere

R & (a)k(b)kx_k
2F1(a,b,c,x)—;)—(c)k 0

seri gosterimi olarak ifade edilir.

Dagilim i¢in n-inci moment asagidaki teoremde verilcektir.
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Sekil 4.2. Farkli a degerleri ve 8 = 2 i¢in tehlike fonksiyonu grafikleri.
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Teorem 11. « > nicin X ~ TriBS(«, B) rasgele degiskeninin n-inci momenti

1 2 2
E(X") = 2ap8" [ —2F (3,2+ i —”;—1) +
a+n a

1 2 2
LF, (3,2— L —";—1)} (4.9
a —-n a a

olarak elde edilir.

Ispat: (3.3) stokasitik gosterimi kullanilarak

. ) 2n/a
g (1—21 _1) ]

0 2n/a 1
=/ B (i—l) (1+z)dz+/ B”(]L—l)zn/“(l—z)dz
_ 0 -7z

1 1-z

E(X")=E

seklinde ifade edilir. Burada her iki integral i¢in (4.7) ve (4.8) kullanilirsa teoremdeki sonug elde edilir.
O

Not olarak g artirildiginda dagilimin z#-inci momenti de artmaktadir. Bu durum g dlgek pa-
rametresi oldugu icin beklenen bir durumdur. Asagidaki iki teoremle /2 mertebeli momentleri igin

basit ifadeler verilecektir.

Teorem 12. X ~ TriBS(«a, B) ise
E(x2) = p72(41n2 - 1)

dir.

Ispat: (3.3) stokastik gosterimi kullanilarak,

xX\? 142z o
(_) =1z -2 7
B -7 =

seklinde yazilsin. Burada iki tarafin da beklenen degeri alindiginda sag taraf

1+ (=D* - 1
2Z(k+1)(k+2) +2;(2k+1(k+1)
—1+2(lnd-1)

olarak elde edilir. Buradaki son esitlik, Prudnikov ve ark. (1986) calismasinda verilen 5.1.8.2 esitli-

ginden elde edilmigtir. O

Teorem 13. X ~ TriBS(a, B) ise

X a/2
E |In (—)
B

=0
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dir.

Ispat: (3.3) stokastik gosterimi kullanilarak,

ol ol )

olarak yazilabilir. Burada sag tarafta, beklenen deger icindeki ifadenin Taylor serisi agilim1

E

® 2+l
2
Z:(; 2i+1

4

olarak elde edilmektedir. Simetrik licgensel dagilimin tiim tek say1 momentler O oldugundan yukari-
daki toplamin da beklenen degeri 0 olacaktir. O

Ayrica yukaridaki teoremden E (In(X)) = In(f8) oldugu goriilmektedir.

Cizelge4.1’de farkli a degerleri ve 8 = 2 i¢in hesaplanan ¢arpiklik ve basiklik katasayilar ve-
rilmistir. Olgek parametresi 3, ¢arpiklik ve basiklik iizerinde bir etkisi olmadigindan sabit alimustir.
Bu degerler, u,, n-inci momenti gostermek iizer carpiklik ve basiklik sirasiyla, 81 = (u3 — 3uju2 +
2/1?)/(/12 —,11%)3/2 ve 6y = (ug—4uus +6,uz,u% - 3/1‘1‘)/(/12 —,u%)2 hesaplanarak elde edilmistir. Cizel-
geden de goriildiigii lizere « artirildiginda dagilimin hem ¢arpikliginda hem de basikliginda azalma
meydana gelmektedir. Ayrica dagilim carpikliginin @ = 100 degerine kadar biiyiitiilmesine ragmen

normal dagilimin ¢arpikligi olan 3 degerinden daha fazla oldugu goriilmektedir.

Cizelge 4.1. B = 2 ve farkli @ degerleri i¢in hesaplanan carpiklik ve basiklik katsayilari.

o' 4 5 6 7 8 9 10 20 100

Carp. 4.6027 26733 19595 15705 1.3200 1.1429 1.0101 0.4781 0.0941

Bask. - 30.5245 15.1420 10.5439 8.4304 7.2491 6.5096 4.5972 4.0999

4.5. Sira Istatisitkleri ve Orneklem Ekstremlerinin Dagihmlari

X1,X2,...,X, Orneklemine kargilik gelen siralanmug 6rneklemi X (1) < X(2) < -+ < X sek-
linde gosterilsin. Buna gore, X (1) en kii¢iik degeri ve X(,,) en biiyiik degerine karsilik gelen kiimiilatif

dagilim fonksiyonu sirastyla

n
1-f1-—=22 " o0<x<p
Hi,(x;a,B) = (VxT+yB)?

znﬁan

L= g psxs<e
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ve

onan
L 0<x<§p
Vx@i/Ba)2n’ 4
Hn:n(x;a'aﬁ)z (Vx4vBe)

1 - 2"
rasper |

n
B <x<oo,

olarak verilir.

i-inci sira istatistigi icin olasilik yogunluk fonksiyonu ise

\/Biazixaifl [zm_'_ﬁ(z_xa]nfi

0<x<
hi'n(x) = n—'a (\/ﬁ.{.\/mﬂnﬂ ’ S X =S ﬁ, (410)
' (n=1G =11 | (Br2)" 1 x2 1 2A[B) T4x =g ]~
(Vx@+y/B@)2n+1 , B<x<oo,
seklindedir.

Sonraki boliimlerde goriilecegi lizere S parametresinin en ¢ok olabilirlik tahmini sira istatisti-
ginde olabilmektedir. Bu nedenle tahminin standart hatas1 klasik yontem olan bilgi matrisi kullanimi

ile elde edilememektedir. Bunun yerine (4.10) kullanilarak bu biiyiikliik elde edilebilmektedir.

4.6. Sonug Cikarim

Bu boéliimde, TriBS dagilimi parametrelerinin tahmini i¢in ¢esitli yontemler verilecektir.

4.6.1. Momentler Yontemi

TriBS dagilimi icin elde edilen moment 6zel bir fonksiyon igermketedir ve bu durum mo-
mentler tahmin edicisini elde etmeyi zorlagtirmaktadir. Bu nedenle dagilimin momentler tahmin edi-
cisi elde edilirken, (3.4) stokastik gosterimi, yani dagilimin iicgensel dagilimla iligkisi kullanilacaktir.
Simetrik tiggensel dagilimin birinci ve ikinci momentleri sirasiyla, E(Z;) = 0 ve E (ZIZ) = 1/6 oldugu
bilinmektedir. x, x,, . . ., x,, rasgele drneklemi 77iBS dagilimindan cekilsin. Orneklem momentlerine

karsilik gelen teorik momentlere egitlenip bazi iglemler uygulandiktan sonra

1 & 1 1
DI v
(F) +1

2

1 < 2 1
- l-—— = -, “4.11)
n; (%)d-i-l 6

esitlikleri elde edilmektedir. Bu iki esitligin birlikte @ ve 8’ya gore niimerik olarak ¢oziilmesiyle pa-

rametrelerin momentler tahminleri (MM) olan &psps ve ,@ M pm belirlenir.,
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4.6.2. Degistirilmis Momentler Yontemleri

Bu boliimde, teorem 12 ve teorem 13’te verilen moment ifadeleri kullanilarak bir 6nceki ve-
rilen momentler tahmin edicisinin alternatifi ve hesaplanmasi daha kolay olan iki degistirilmig mo-
mentler tahmin (MMM) edicisi 6nerilecektir.

IIk momentler tahmin edici icin

bilgisini kullanilcaktir. Buradan birkag basit islem sonrasinda S icin kapali formda olan

E =0

A n i 1/n
Bummi = e(1/m) Xizy Inxi: — l_lxi
i=1
tahmin edicisi elde edilir. Daha sonra, bu ifade (4.11)’de yerine yazilip @&psprp71 tahmini tek boyutlu
kok aragtirmasiyla elde belirlenebilir.

Ikinci degistirilmis momentler tahmin edici igin ise

[ el

beklenen deger esitligi kullanilacaktir. Buradan,

al2

1 ¢ Xi
- — =4In2-1
205

ve

n a2
lZ(E) —4In2 -1

n X
i=1 \7!

birlikte ¢oziilmesiyle

BPrymr = a——

[ i X o Va
A i=1"i
i=17%i
olarak elde edilir. Benzer sekilde bu ifade (4.11)’de yerine yazildiktan sonra &asprpr2 tahmini tek
boyutlu kok arastirmasiyla belirlenir.
Bu bdliimde verilen momentler tahmin ediciler yalnizca tek degiskenli kok bulma problemleri

icerdiginden acik bir bicimde Onceki boliimde verilen momentler yonteminden daha hizli caligacak-

lardir.
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4.6.3. Yiizdelik (Percentile) Tahmin Edici

TriBS dagiliminmin kdf’si agik olarak ifade edilebildiginden, dagilimin yiizdelik tahmin edici-
sini (P) tanimlamak biiyiik avantaj saglar. Bu yontemde tahmin ediciler 6rneklem yiizdelikleri ile kitle
yiizdeliklerinin esitlenip ¢oziilmesi ile elde edilir. Oyle ki, x1, x2, . . . , X,, rasgele rneklemi TriBS(a, )

dagilimindan ¢ekilsin. Burada, 25-inci ve 75-inci (xg 25 ve xg.75) ylizdelikler se¢ilmistir. Boylece,

2x¢
0.25 - =0.25
(Viias + V)
ve
1-25 =0.75

(VXG5 + VB®)?

esitliklerinin birlikte ¢oziilmesiyle parametreleri ylizdelik tahmin edicileri

. 41n(V8 - 1)
ap = ,
In(xo.75 — In(x0.25))
B\ — X0.75
P (VB = 1) In(xo7)In(x025)1/ 2 (VE-1))
seklinde elde edilir.

Bu yontem ile elde edilen tahminler 6rneklemdeki yalmzca iki gbzlem ile elde edildiginden
iyi sonu¢ vermesi beklenmemektedir. Ancak, hesaplamalarinin kolay olmasi nedeniyle bu tahminler

bagka algoritmalarda baglangi¢ tahmini olarak kullanima uygundur.

4.6.4. En Kiiciik Kareler Tahmin Edicileri
X1,X2,...,X, Orneklemi TriBS dagilimindan alinmig olsun ve X(1) < X0y < ... < X(y)

siral1 gozlemleri ifade etsin. Bu yontemde tahmin ediciler, parametre degerlerine gore

2 2

r 2x e . n 1B X
2 - - Il 2|1 P - 1K (4.12)
=\ (X + VBT)?2  nH j=r+l (X&) + N

ifadesinin minimizasyonu ile elde edilir. Burada r, x(,y < 8 < x(,41) saglayan tamsay1 degeridir.

En kiigiik kareler tahminleri (LS) @ ve 8 igin, &1g ve B1s olarak gosterilir ve bir tekrarlamali
bir algoritma kullanilarak bulunur. Bu algoritma, £ icin 6rneklem medyan: ile baglatilir ve g+ —
BK) 1B < 1070 olana kadar a ve S i¢in tahminler sirasiyla bulunur.

Algoritma:

Adim 1: k£ =0 alinir.
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Adim 2: (4.12)°de verilen B, B%) = X olacak sekilde 6rneklem medyani olarak sec.
Adim 3: o®*1D°i, a’ya gore (4.12)’de minimize ederek bul.

Adim 4: (4.12)°deki ’y1 @ **1) ile degistir.

Adim 5: g+1*i, B’ya gore (4.12)’de minimize ederek bul.

Adim 6: r’yi giincelle.

Adm7: k+1« k.

Adim 8: Yakinsayama kosulu saglanana kadar Adim 3’ten 7’ye tekrarla.

4.6.5. Maksimum Araliklarin Carpim Yontemi

X1, X2, ..., X, orneklemi TriBS(a, §) dagilimindan ¢ekilmis olsun ve X() < X(2) < ... <
X(n) Ornekleme kargilik gelen sirali gozlemleri temsil etsin. Ardigik sirali gozlemler arasindaki kii-

miilatif dagilim fonksiyonu degerlerinin farklar agsagidaki gibi tanimlanir:
Dy =H(Xq):a,p),

D;=H(X;a,p) - H(Xi-1):a,p),
Dm_]:l—H(X(n);CZ,ﬂ), i=2,3,...,n.

Maksimum araliklarin ¢arpimi (MPS) tahmin edicileri, araliklarin geometrik ortalamasi olan

G’ nin logaritmasini1 maksimize eder. Yani, 6 = (a, ) i¢in § = arg maxg In G, burada

1
= n+| ... = ———— .
InG=In "\D(Dy:--Dpy1 = P i_gl In D;.

Bu yontem, 6zellikle maksimum olabilirlik yonteminin iyi performans gosteremedigi ya da kullanigh

olmadi81 durumlarda iyi bir alternatif olmaktadir (Cheng ve Amin, 1983).

4.6.6. En Cok Olabilirlik Yontemi

Tam Veri Durumu.
X1, Xa, ..., X, orneklemi TriBS(a, 8) dagilimindan alinmig bir

orneklem olsun ve X(1) < X(2) < ... < X(,) Ornekleme kargilik gelen sirali gozlemleri temsil etsin.
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Bu 6rneklem igin olabilirlik fonksiyonu su sekilde verilir:

L(a, Blx) = 1_[ h(xi; a, B)

i=1
r 2a ,BC’x n 2ap% @/2-1

_1_[ @)

= (l +\/F)3 i=r+1 ( (1 +\/W)3 ’

buradar, 1,2,...,n tam say1 degerlerinden biri olmak lizere x(,) < 8 < x(,41) esitsizligini saglamak-

tadir. Buradan log-olabilirlik fonksiyonu sabit terimler dikkate alinmaksizin,

l(a,Blx) =nlna+(n—-r) C“nﬁ—fiz:ln(\/7 \/ﬁ_“)+(a/—1)21nxl (——1) Z In x;

i=r+l

olarak yazilabilir. Bu log-olabilirlik fonksiyonunu « ve 8’ya gore birlikte maksimum yapilmasi ile elde
edilen @ps g ve /§ mLE degerleri en ¢ok olabilirlik (ML) tahmin degerleridir.
Asagidaki ii¢ teoremde sirasiyla S bilindiginde « igin, « bilindiginde S icin ve her iki para-

metre de bilinmiyorken en c¢ok olabilirlik tahmin edicilerinin varlik ve tekligi incelencektir.
Teorem 14. B bilinirken « icin en cok olabilirlik tahmin edicisi parametre uzayinda var ve tektir.

Ispat: 8 bilinirken log-olabilirlik fonksiyonunun a’ya gore birinci tiirevi sabit terim olmadan

In x; 1 4
j(i =/ (0/) = (n - —) ln(ﬁ) - = ; 2 \/\/_l_:\;lﬁé\/_ + Z lnxm + = l;] lnx(,),

olarak elde edilir. Buradan lim,_,¢ /(@) = oo ve

lim /(@) = (n-2r) In(B) + Z Inx; —2 Z Inx ;)
i=r+1
oldugu goriilebilir. Burada ikinci limit

Jim 1@ = Y (5 5 (2

i=r+l1

seklinde diizenlenebilir ve bu ifadenin negatif oldugu aciktir. Dahasi, I’(«) siirekli fonksiyon oldu-

gundan (0, co0) arasinda kokii vardir. Ayrica,

d?1 —l"( )= —_——Z vV (x:8)%(In x; —lnﬁ)2
da” a’ i=1 (VX + VB)?

ikinci tiirevi de negatiftir. Boylece I’(a) azalan bir fonksiyon oldugu goriiliir. Bu da 8 bilindiginde

& e’ nin var ve tek oldugunu gosterir. O
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Teorem 15. « bilinirken (8 icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi parametre uzayinda var ve tektir.

Ispat: f3 igin log-olabilirlik fonksiyonu /() siirekli bir fonksiyondur ancak i = 1,2,...,n icin x;
noktalarinda tiirevlenebilir degildir. Bu da limg_, - I"(8) limg_,+ I’(8) < 0 iken /() x noktasinda
yerel maksimumdur.

Simdi parametre uzay1 sinirlarinda /() igin limitleri

hml(,B)—hm—(n——Z 3 )_
@4

ve

ﬁll_r)lgol’(,g) :,Bh—rgo (2—) 11_{20 (n—3z 'B"+ )
=0(-2n)

=0

olarak elde edilir. Ayrica

z 1

B) = ' | &
T L  mpe

_3
2

NI\

olmak iizere

') = Zv(B) Z ﬁf N

sekinde yazilabildiginden ve bu ifade r = 1,2, ..., nigin [x(,), X(,+1)) arah@inda siirekli oldugundan,

ifadenin burada en az bir kokii vardir. O halde x(,) < 8 < x(,41) igin () = 0 esitligi

— 4.13
=3 Z ﬂa T (4.13)
olarak yazilabilir. Bu esitligin ¢oziimii

a/22 N \/ﬂ_a
;( BT +x)?

ifadesini negatif yapar. Bu nedenle bu ¢6ziim /(8) fonksiyonunu maksimum yapar.

I"(B) =

Not olarak //(8) < 0 ancak ve ancak y(8) < 0 olmaktadir. Ayrica,

3a,’8(z/2—1 n \/ﬁ_a -0
4 = (VBT ++x{)?
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oldugundan y(8) azalan bir fonksiyondur. Dahasi,

Vu»=§gwww—yw»=o

y(B)
Y (B)

Bu ¢oziime Sy diyelim.

icin ¢6ziim 8 = esitlifinin ¢oziimiidiir ve [x(,), X(,+1)) de I’(B) fonksiyonunu minimum yapar.
Simdi 8 > By i¢in I’(B) < 0 oldugunu varsayalim. Yani, 3y’dan daha biiyiik olan /’(8) = 0
icin bagka kok yoktur. Bunu ispatlamak i¢in, Sy’den biiyiik bir 8*’1n [ (8*) = 0 oldugunu varsayalim.

O zaman

Vwﬂ=;JHEW“wwW<Q

elde ederiz. Buise 8* > y(B0)/y’(Bo) oldugundan bir ¢eliskidir.
Son olarak, I’(f), x(,) noktasinda var olmadigindan, orada bir sigrama siireksizligi oldugunu

gostermeliyiz. Bunu da

lim l(ﬁ)— hm l(,B)

B=x(r) 2X (r)

> 0,

seklinde gosterebiliriz. Bdylece, x(,, I’(8) nin bir kokii olamaz. Bu da ispat: tamamlar.

Teorem 16. « ve 8 parametreleri icin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi parametre uzayinda var ve

tektir.

Ispat: = («, B) olsun. Mikelidinen ve ark. (1981) calismasindaki Teorem 2.1’e gore bir yerel maksi-
mumun varligin1 gostermek icin, parametre uzayinin sinirlarina yaklastiginda, olabilirlik fonksiyonu-
nun sifira yaklastigini kolayca gosterilebilmektedir.

Parametrelerin MLE’sinin tekligini gostermek icin Mikeldinen ve ark. (1981) calismasinda
verilen sonug 2.5’e gore , [, = 0 ve lg = 0 tahmin denklemlerinin ¢oziimlerinde log-olabilirlik fonk-
siyonunun ikinci tiirevlerine bakilmalidir. Burada [, = 0 ve Ig = 0 log-olabilirlik fonksiyonunun
strastyla @ ve 8 parametrelerine gore birinci tiirevlerini gostermektedir. Tahmin denklemlerinin ¢o-
zlimlerinde log-olabilirlik fonksiyonunun ikinci tiirevlerinin matrisi

D21=(laa laﬂ)
lpa lpp.)”

olarak verilir. Burada

_""_Zmeummo
L
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3(a\ <y VP
= P <
:(5) 20 T N

Ve

[ o=l 30’3 V(x,ﬁ)”ln(ﬁ/xl)
of = pa = Z (V5T + VBT

seklindedir. Buna gore D?! i¢in determinant

det D*I =loalpp — 1o

g NGB ( ) Z\/(xzﬁ)“lnz(X/ﬁ) $ ViB)”
. 5

482 & (VAT + VB = T VB T AT+ VBT’

olarak yazilabilir. Bu determinant Cauchy-Schwarz esitsizliginden pozitiftir. Boylece MLE’lerin tek-

ligi gosterilmis olur. O
Tip Il Sansiirlii Veri Durumu:

Bir verinin sansiirlii olmasi, o verinin bazi kisimlari ile ilgili elimizde tam bilgi olmamasi an-
lamina gelmektedir. Bu durum genellikle yapilan yasam testlerinde deney tasarimi nedeniyle dogal
olarak ortaya ¢ikmaktadir. Ornegin, n birimlik nesneler bir yasam testine alimip dmiirlerinin incelen-
mesi durumunda, tiim nesnelerin tiikenmesini beklemek ekonomik olarak miimkiin olmayabilir. Boyle
durumlarda, yasam testi belli bir zamana ya da tiikenen nesne sayisina kadar siirdiiriilebilir ve incele-
nemeyen gozlemler dogal olarak sagdan sansiirlenmis olur. Burada eger test dnceden belirlenmis bir
tilkenen nesne sayisina ulasildiginda sonlandiriliyorsa buna tip II ya da tiikenis sansiirleme denir.

Tip II sagdan sansiirlemede yalnizca ilk r nesnenin tiikenigini gozleyebiliriz. Boylece X (1) <
X(2) < < X(p) swralanmug tiikenig gozlemleri ele alindiginda, 1 < r < n tam sayilar i¢in X goz-
lemlerinin tam degerleri r-inci tiikenigten sonra incelenemeyecek yalmizca X(1) < Xo) < < X
tiikenigleri tam olarak bilinebilecektir. Bu sansiirleme semasinda, X (11, X(r42), - . . » X(n) gozlemleri
sansiirlenmekte yani hakkinda sadece goreceli olarak bilgi sahibi olunabilmektedir. Oyle ki, sagdan
sansiirlii durumda tam olarak bu n — r nesnenin tiikenig siirelerinin X,..,,) gézlemini agtigim biliriz
(Sekil 4.3).

Bagimsiz ve aymi A (x; @) olasilik yogunluk fonksiyonu ve H(x; @) kiimiilatif dagilim fonksi-

yonuna sahip bir dagilimdan, n elemanl bir 6rneklem secilsin ve bunlardan » > 0 adetinin tiikenisi
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1

1
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3 ®
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1 :

1

1

I I I | I
X(1n) X(2n) X(3n) X(rn) X(nn)

Tikenis sureleri

Sekil 4.3. Tip II sag sansiirlii veriler icin 6rnek diyagram.

gozlemlenebilsin. Bu 6rneklem i¢in olabilirlik fonksyionu,

L(lx) =

.= )'[1 ~H(x(y):0)]"" rl_lh(x(,),,O) 4.14)
i=1

olarak verilmektedir. Bu fonksiyonu @ parametre vektoriine gore maksimize ederek, Tip-1I sag sansiirlii
orneklem i¢in parametrelerin maksimum olabilirlik edicileri belirlenmektedir.
Tip I sagdan sansiirlii n birimlik 6rneklemin 7ri BS(«, 8) dagilimindan ¢ekilmesi durumunda

(4.14) olabilirlik fonksiyonu sabit terim ihmal edilerek

L(e. Blv) (]_l h(Xa);a,B)) [l — H(X(y:0 )"

i=1

n—r
r af2 a
B ) 28
r[ ) ﬁ S X(r)
_ r Zaﬂa/ZX(a)l imktl (X(i) ( Xg) +\/B—Q)2
- 3P n-r
X" + /B 2X¢
SR | R R
(JXE,) +VB)?

olarak yazilabilir. Burada k, X () < B < X(k+1) saglayan bir tam sayidir. Ayrica, olabilirlik fonksiyonu
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icin bu form elde edilirken

1, a<x<b,
I(a,b) ()C) =
0, bakadeerlerde,

gosterge fonksiyon olmak iizere, (4.2) ile verilen TriBS olasilik yogunluk fonksiyonunun

. B 2aﬁ(t/2xa—l B a/2
h(x;a,B) = W (I[O,B](x) +1[8,00) (X) (;) ,

olarak yazilabilmesinden faydalanarak elde edilmistir. Bu olabilirlik fonksiyonu, iki parcadan olustugu
icin bu fonksiyonun maksimizasyonu iki durum olarak incelenecektir.

Birinci durum (8 < X(,y): Bu kosul altinda log-olabilirlik fonksiyonu

k - @
I(a, B|x) :rlna/+a/(n—§)ln,8+a;1nX(,-) =% Z In X ;)

i=k+1
=33 (X + V) + 200~ ) n (KT + VB).
i=1

olarak belirlenmektedir. Bu fonksiyonun @ ve § parametrelerine gore kismi tiirevleri sifira esitlenerek

ol r
a2 (n——)lnﬁ+21nX()——ZlnX(l)

i=k+1

\/,Wlnﬁ+ Xa lnX(r) \/,Wlnﬁ+ X(‘i)lnX(r)
+(n-r) =0,
Z; JX& + VBT JXGye +VB?
§ _( k) 32’: VB®

55" 2

3
2

N, N
\/XT+ BY \/%+\/,B_“

normal esitlikleri elde edilir. Bu iki esitligin ayn1 anda niimerik olarak ¢oziimlesiile 8 < X(,) durumu

=0

2] 2

icin log-olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan &; ve 3; degerlerini belirleriz.

Ikinci durum (B > X(y): Bu durum i¢in log-olabilirlik fonksiyonu

ZX"

r r
ra r
rlna+71nﬁ+a21nXi—3Zln( /X(‘f)+\/ﬂa)+(n—r)ln 1- ) 5 |

olarak yazilabilir. Bu fonksiyonun @ ve 8 parametrelerine gore kismi tiirevleri sifira esitlenmesi ile
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elde edilen normal denklemler,

\/ ln,B + Xg) In X(i)

—=— 1 In X
Sa a+ nﬂ+Zn O 22 /Xa+ B *

(r)\/ﬁ_aln (ﬂ/X(r n))

(\/@+ ,B“) (/30+2 [Boxg, —Xg))

2(n—r)

=0,

I X B
d +2(n—-r) ")

r 3
o 2 24 X¢ + VBT (/x5)+ ﬁa)(ﬁa+2,/ﬂ“X(j)—X{i>)

e e

>

fonksiyonunu maksimum yapan &, ve 3, degerlerini belirleriz.
TriBS dagilimina sahip tip II sansiirlii 6rneklem icin parametrelerin en ¢ok olabilirlik tahmin-

leri &ML Ve ﬂML

l(&MIn B\ML) = maks{l(é’la B\l)7 l(&2’ ﬁ’\z)}

ile elde edilir.
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5. SIMULASYON

Bu boliimde, onceki boliimde 77i BS dagilimi icin 6nerilen tahmin edicilerin performanslarini
incelemek icin bir simiilasyon caligmas1 gergeklestirilmistir. Calismada kiiciik, orta ve biiyiik ornek-
lemler ele alinmistir ve @ parametresinin degerini degistirerek tahminlerin yanliliginin « ile nasil de-
gistigini gosterilmistir. Dagilimin kantil fonksiyonu kullanilarak 77iBS(0.5, 1) ve TriBS(1.5, 1) da-
gilimlarindan n = 20(10)80 boyutlarinda 10,000’er 6rneklem olusturulmustur. Tiim tahminlerin igin
yanliliklarin ortalamalar1 ve MSE’lerin (hata kareler ortalamasi) hesaplamalari R programinda (R Core
Team, 2022) yapilmistir. Momentler yontemi tahminleri igin, rootSolve paketindeki multiroot fonk-
siyonunu kullanarak iki dogrusal olmayan tahmin denklemini ¢oziilmiistiir. multiroot fonksiyonun-
daki parametrelerin baslangi¢ degerleri, « i¢in yiizdelik tahmin edicisi ve 5 i¢in 6rneklem medyanini
secilmistir. Bu tahmin ediciler kapali formda olduklar1 icin secilmistir. ki degiskenli optimizasyona
ihtiya¢ duyuldugunda, R programindaki o ptim fonksiyonunu kullanilmustir.

Simiilasyon sonugclari, Cizelge 5.1 ve Cizelge 5.2’de rapor edilmistir. Bu cizelgelerden, yanli-
I1g1n ve MSE’nin her bir tahmin edici i¢in 6rneklem biiyiikliigii arttikga azaldigin1 gdzlemlenmektedir.
Buradan, tiim tahmin edicilerin asimptotik olarak yansiz oldugu sdylenebilir. LS ve @ = 0.5 durumun-
daki MPS hari¢ tiim tahmin ediciler «’y1 yiiksek tahmin etmektedir. Cizelge 5.1’den goriilebilecegi
gibi, § tahmininin dagilimin azalan gekli (@ < 1) oldugunda biiyiik bir MSE’ye sahip oldugu gézlem-
lenebilir. Her iki ¢izelgeden de @ artirlldiginda S icin tahmin edicilerin performanslarinin iyilestigi
gozlemlenebilir.

Minimum MSE Kkriterine gore tiim tahmin edicilerin performanslarini incelenirse, MPS yon-
teminin @’y1 tahmin etmek i¢in diger tiim tahmin edicilerden tistiin oldugu goriilmektedir. Ayrica, 5’y1
tahmin etmek icin MPS tahmin edicisi, @ = 0.5 iken digerlerinden daha iyi MSE degerleri elde edil-
mektedir. Ek olarak, @ = 1.5 oldugunda, MPS tahmin edicisi sadece kii¢iik 6rneklerde iyi performans
gosterir. Orneklem biiyiikliigii arttiginda 3’y1 tahmin etmede, LS ve MLE tahmin edicileri, MPS tah-
min edicisinden daha iyi MSE bakimindan daha iyi sonug gostermektedir. Yanlliklar {izerinden ise LS
tahmin edicisi neredeyse tiim durumlarda o’y1 tahmin etmede digerlerinden daha iyi performans gos-
terdigi aciktir. @ = 0.5 iken, ML, MPS ve LS tahmin edicileri en az yanliliga sahiptir. Hem tablolardan
hem de a’nin gercek degerinin artmasinin, ayni érnek boyutunda S tahmin edicilerinin yanliliklarin
ve MSE’lerini azalttigini, ancak « tahmin edicileri i¢in arttigin1 gézlemlenebilmektedir. Ancak, 5’ nin
MLE’si i¢in durum tersine donmektedir. Beklendigi gibi, yanlilik ve MSE acisindan en kotii sonuglar

yiizdelik tahmin edicisi tarafindan elde edilmektedir. MSE kriterine gore, veri ters J seklinde oldu-
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gunda (@ < 1), uygulamalarda MPS tahmin edicileri onerilelirken, biiyiik ornekler icin LS ve ML

tahmin edicilerinin de kullanigh oldugu goriilmektedir.
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Cizelge 5.1. Parametre degerleri @ = 0.5 ve 5 = 1 olacak sekilde degisen orneklem biiyiikliikleri ile iiretilmis veriler i¢in farkli tahmin yontemleri ile elde edilen

yanlilik ve hata kareler ortalamasi (parantez icinde) degerleri.

n

ap

Br

ars

BLs

amPps

Bmps

amm

Bymm

apMMMm1

ﬁMMMl

AMMM?2

IBMMMZ

amrL

A

BmL

20

30

40

50

60

70

80

0.0719
(0.0368)
0.0519
(0.0217)
0.0349
(0.0138)
0.0287
(0.0110)
0.0252
(0.0087)
0.0203
(0.0071)
0.0176
(0.0060)

0.6684
(5.0688)
0.3652
(1.5799)
0.2868
(1.0658)
0.2071
(0.6880)
0.1703
(0.5348)
0.1468
(0.4259)
0.1304
(0.3620)

-0.0077
(0.0149)
-0.0022
(0.0093)
-0.0040
(0.0067)
-0.0022
(0.0053)
-0.0029
(0.0042)
-0.0016
(0.0036)
-0.0019
(0.0032)

0.4647
(2.9055)
0.2718
(1.0879)
0.2114
(0.7665)
0.1559
(0.4984)
0.1211
(0.3620)
0.1229
(0.3170)
0.1026
(0.2571)

0.0135
(0.0063)
0.0033
(0.0040)
-0.0021
(0.0031)
-0.0058
(0.0025)
-0.0077
(0.0022)
-0.0087
(0.0019)
-0.0089
(0.0018)

0.4482
(1.4167)
0.3094
(0.8216)
0.2374
(0.5903)
0.1932
(0.4477)
0.1587
(0.3449)
0.1392
(0.2866)
0.1138
(0.2361)

0.0365
(0.0139)
0.0231
(0.0079)
0.0163
(0.0054)
0.0130
(0.0042)
0.0103
(0.0034)
0.0098
(0.0029)
0.0076
(0.0025)

0.5017
(2.9363)
0.2846
(1.2115)
0.2113
(0.7421)
0.1711
(0.5225)
0.1390
(0.3975)
0.1174
(0.3236)
0.1020
(0.2782)

0.0301
(0.0127)
0.0206
(0.0076)
0.0161
(0.0055)
0.0134
(0.0043)
0.0109
(0.0034)
0.0090
(0.0029)
0.0069
(0.0025)

0.5168
(3.1336)
0.3343
(1.4374)
0.2285
(0.8361)
0.1766
(0.5754)
0.1553
(0.4535)
0.1247
(0.3474)
0.1056
(0.2904)

0.0206
(0.0116)
0.0115
(0.0070)
0.0079
(0.0051)
0.0048
(0.0038)
0.0046
(0.0033)
0.0038
(0.0027)
0.0025
(0.0024)

0.8088
(8.6503)
0.5653
(5.0170)
0.4130
(2.3661)
0.3547
(2.5881)
0.2943
(1.5165)
0.2652
(1.6059)
0.2275
(0.9480)

0.0721
(0.0164)
0.0459
(0.0092)
0.0333
(0.0061)
0.0249
(0.0045)
0.0206
(0.0037)
0.0181
(0.0030)
0.0158
(0.0026)

0.8379
(4.7966)
0.4766
(1.5666)
0.3279
(0.8784)
0.2545
(0.6062)
0.1999
(0.4470)
0.1721
(0.3581)
0.1380
(0.2966)
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Cizelge 5.2. Parametre degerleri @ = 1.5 ve 5 = 1 olacak sekilde degisen orneklem biiyiikliikleri ile iiretilmis veriler i¢in farkli tahmin yontemleri ile elde edilen

yanlilik ve hata kareler ortalamasi (parantez icinde) degerleri.

n

ap

Br

ars

BLs

amrL

BmL

amm

Bymm

apMMMm1

ﬁMMMl

aMMM?2

IBMMMZ

amps

Bmps

20

30

40

50

60

70

80

0.2249
(0.3414)
0.1439
(0.1870)
0.1099
(0.1268)
0.0849
(0.0945)
0.0667
(0.0739)
0.0606
(0.0630)
0.0510
(0.0539)

0.0517
(0.1180)
0.0375
(0.0753)
0.0274
(0.0554)
0.0229
(0.0445)
0.0217
(0.0372)
0.0171
(0.0313)
0.0115
(0.0271)

-0.0144
(0.1281)
-0.0116
(0.0812)
-0.0069
(0.0610)
-0.0061
(0.0480)
-0.0081
(0.0383)
-0.0068
(0.0326)
-0.0020
(0.0293)

0.0449
(0.1000)
0.0301
(0.0610)
0.0171
(0.0443)
0.0135
(0.0342)
0.0146
(0.0284)
0.0086
(0.0241)
0.0101
(0.0209)

0.1010
(0.1134)
0.0678
(0.0681)
0.0519
(0.0467)
0.0387
(0.0375)
0.0337
(0.0306)
0.0295
(0.0252)
0.0268
(0.0221)

0.0550
(0.1013)
0.0318
(0.0620)
0.0176
(0.0435)
0.0179
(0.0342)
0.0128
(0.0287)
0.0109
(0.0246)
0.0108
(0.0215)

0.1003
(0.1169)
0.0667
(0.0710)
0.0467
(0.0492)
0.0369
(0.0382)
0.0312
(0.0309)
0.0282
(0.0264)
0.0236
(0.0223)

0.0473
(0.0996)
0.0266
(0.0622)
0.0158
(0.0453)
0.0191
(0.0365)
0.0135
(0.0305)
0.0118
(0.0248)
0.0110
(0.0225)

0.0913
(0.1156)
0.0595
(0.0673)
0.0428
(0.0484)
0.0350
(0.0378)
0.0289
(0.0308)
0.0251
(0.0252)
0.0225
(0.0220)

0.0493
(0.1093)
0.0314
(0.0665)
0.0264
(0.0513)
0.0164
(0.0390)
0.0160
(0.0325)
0.0134
(0.0276)
0.0132
(0.0236)

0.0666
(0.1057)
0.0376
(0.0639)
0.0262
(0.0464)
0.0145
(0.0361)
0.0127
(0.0299)
0.0120
(0.0252)
0.0085
(0.0216)

0.0663
(0.1650)
0.0460
(0.1114)
0.0412
(0.0877)
0.0332
(0.0731)
0.0249
(0.0610)
0.0236
(0.0550)
0.0226
(0.0494)

-0.1141
(0.0941)
-0.0966
(0.0606)
-0.0776
(0.0441)
-0.0674
(0.0351)
-0.0628
(0.0304)
-0.0555
(0.0250)
-0.0507
(0.0222)

0.0447
(0.0966)
0.0251
(0.0611)
0.0219
(0.0443)
0.0179
(0.0350)
0.0127
(0.0281)
0.013
(0.0244)
0.0102
(0.0215)




6. VERI ANALIZi

Bu boliimde, TriBS dagiliminin performans: gergek veri analizi ile incelenecektir. Ayrica
TriBS dagiliminin performansi ikinci boliimde verilmis klasik BS dagilimi ve LaplaceBS, Lojistik BS

ve tBS dagilimlart gibi baz1 genellestirilmis BS dagilimlari ile kiyaslanacaktir.

6.1. Kalca Cevresi Verisi

Johnson (1996) calismasindan alinmis olan gercek verinin tiimii 252 erkek i¢in yas, boy, agirlik
ve 10 farkli vuciit cevre Ol¢iimii icermektedir. Bu calismada, bu verideki kalca gevresi (cm) 6l¢iimii
incelenmistir. Veri i¢in 0zet istatistikler Cizelge 6.1°de verilmistir. Buradan verinin saga ¢arpik oldugu
ve normal dagilimdan daha biiyiik basikliga sahip oldugu gozlenmektedir. Ayrica, Sekil 6.1°de verilen
TTT (total time on test) grafignde verinin ve verinin tersi i¢in olusturulan egrilerin uyumlu oldugu, bu
da verinin GBS dagilimlar ile modellenmesi i¢in uygun oldugunu gostermektedir (Athayde, 2017).

Bu nedenle TriBS dagilimi ve diger GBS dagilimlar1 veriyi modelleme i¢in kullanimi uygundur.

Cizelge 6.1. Kalcga cevresi verisi i¢in 0zet istatistikler

Ortalama Standart Sapma Medyan Carpiklik Basikhik Min Mak

99.9048 7.1641 99.3 1.4882 103002 85 147.7

Karsilastirilan modeller icin en ¢ok olabilirlik tahminleri Cizelge 6.2’de rapor edilmistir. 7ri BS
modeli varsayiminda S i¢in en ¢ok olabilirlik tahmini 129. ve 130. sira istatistikleri arasinda belirlen-
mistir. LaplaceBS modelinde £ icin en ¢ok olabilirlik tahmini medyan degeri olarak elde edilmistir.
Ayrica, onerilen diger yontemler ile tahmin sonuglar1 Cizelge 6.3’te verilmistir. Elde edilen tahmin
degerlerinin, £’nin en ¢ok olabilirlik tahminine yakin oldugu ancak, ikinci alternatif momentler tah-
minlerinin diger tiim tahminlerden uzak oldugu goriilmektedir.

Uyumun-iyiligini (goodness-of-fit) incelemek i¢in Cizelge 6.2°de elde edilen en ¢ok olabilirlik
tahminlerine karsilik gelen bazi biiyiikliikler hesaplanmustir. Bunlardan, AIC (Akaike Bilgi Kriteri) &
tahmin edilen parametre sayisi olmak iizere, (—2)(log —lik) +2k formiilii ile hesaplanmgtir. Bir diger
karsilsatirma Ol¢iimii olarak, BIC (Bayesci Bilgi Kriteri) degerini de (—2)(log — lik) + kin(n) for-
miilii ile hesapliyoruz. Kiigiik AIC ve BIC degerine sahip olan model daha iyi modeli gostermektedir.
Cizelge 6.2, hem AIC hem de BIC degerlerine gore 7T+iBS dagiliminin veri i¢in en uygun model ol-
dugunu gostermektedir. Bu uygunluk ayrica, Sekil 6.2’de de goriilmektedir. Sekilde goriildiigii lizere

TriBS dagilimi verinin modu iceren pargasini en iyi modelleyen dagilimdir.
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Sekil 6.1. Kalca cevresi verisi ve tersi i¢in TTT grafigi.

Cizelge 6.2. Kalga cevresi verisi i¢in en ¢ok olabilirlik tahminleri ve kargilik gelen log-olabilirlik,
AIC ve BIC degerleri

Model & B P log-olabilirlik ~ AIC BIC

BS 0.0691  99.6671 -843.5304  1691.061 1698.120
LaplaceBS  0.0514  99.3000 -838.0147  1680.029 1687.088
LojistikBS  0.0374  99.3951 -835.6188  1675.238 1682.296
tBS 0.0564 993678 6.0262  -834.9342 1675868 1686.457
TriBS 30.0595  99.3584 -835.2747 1674549 1681.608

Cizelge 6.3. Kalga cevresi verisinde 7riBS dagilimi parametreleri i¢in elde edilen diger tahmin
degerleri

Model Yiizdelik EKK MM MMI1 MM2

a 299160 29.8402 30.1631 30.1138 28.2490

B 99.4316  99.3258 99.4836 99.6622 101.5839

54



oyf

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0.00

~~~~~~ LaplaceBS
------ LogistikBS
--- tBS

I T T T
90 100 110 120

X

T
130

T 1
140 150
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7. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tez calismasinda, yeni bir yasam dagilinu iiretim siireci tanitilmistir. Sonrasinda bu siireg
izerinden {iretilen dagilimlarin, Athayde (2017) caligmasinda verilen karakterizasyonu sagladig1 ve
bu nedenle GBS ailesinin yeni birer elemani oldugu gosterilmistir. Bu yontem ile iiretilebilecek bazi
dagilimlar tanmitilmig ve sonrasinda iicgensel BS dagilimi detayli olarak incelenmistir. Yeni dagilimin

asagida da verilen bazi ilging 6zellikleri gosterilmistir:

* GBS ailesinin elemani oldugu icin bu dagilim da bazi doniisiimler altinda kapalidir ve 6l¢ek

parametresi ayn1 zamanda dagilimin medyanini gostermektedir.

¢ Kiimiilatif dagilim fonksiyonu acik bir formdadir. Bu, yiizdelik ve MPS gibi alternatif tahmin

yontemlerini kullanirken kolay hesaplama avantaji saglamaktadir.

« Iki parcali yapisi sayesinde iki farkli kuyruk davranisina sahiptir. Bu 6zellik, esik degere sahip
bir veri kiimesi i¢in, esik degerin dncesi ve sonrasindaki modellemeler i¢in kullanigh bir dagilim

olmasini saglayabilir.

* Esnek bir tehlike fonksiyonu yapisina sahiptir. 8 parametresinden dnce ve sonra tehlike fonksi-

yonu farkli sekillere sahip olabilmektedir.

* Parametrelerin maksimum olabilirlik tahminleri parametre uzaylarinda tek olarak varlardir. Bu

durum, uygun baglangi¢ degerleri kullanildiginda tahminlerin elde edilmesini garanti eder.
Asagidaki maddelerin her biri daha sonraki arastirmalarda degerlendirilebilir:

* Burada onerilen dagilim ailesi i¢cin Sanhueza ve ark. (2008) ¢alismasinda oldugu gibi genel

sonuclar elde etmek iizere ¢aligilabilir.
 Farkli bir ¢ekirdek dagilim secilerek, elde edilen yeni dagilim detayli olarak incelenebilir.

 Simetrik cift-yonlii kuvvet dagilimi, simetrik iicgensel dagilimi genellestirdiginden, simetrik
cift-yonlii kuvvet dagilimi ¢ekirdek dagilimina dayali iiretilen dagilim 7#iBS dagilimini genel-

lestirecektir. Bu sayede iiretilen daha esnek dagilim detayli olarak incelenebilir.

* Elde edilen dagilimlarin daha karmasik sansiirlii 6rnekler durumunda uygulamalar aragtirilabi-

lir.
* Onerilen dagilim farkli regresyon uygulamalarinda incelenebilir.
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Ayrica, BS ve log-lojistik dagiliminin kullanildig1 diger konular, 7riBS dagilimi icin de acik

aragtirma problemleri olarak incelenebilir.
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