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OZET

Yiiksek Lisans Tezi
Bishop Catiya Gore Sabit Genislikli Timelike Egriler

Mehmet Cetin EVIRGEN
Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah
Damsman: Yrd. Dog. Dr. Hiiseyin KOCAYiGiT
Bishop catisina gore karakterize edilen uzay egrileri ile ilgili olan bu ¢alisma
dort boliimden olugmustur.
Birinci bolimde, bu ¢alismada sozii gegen kavramlara ait temel tammlar,
saglanmasi gereken sartlar verilmistir. Ayrica Oklid 3-uzay1 ve Minkowski 3-uzay1

tanimlanmis ve bu uzaydaki egrilerin Bishop catis1 hakkinda bilgiler verilmistir.

Ikinci béliimde, R. L. BISHOP un "There is more than one way to frame a
curve" adli makalesinin ¢evirisi yapilmaistir.

Ucgiincii boliimde, M. K. KARACAN ve B. BUKCU niin "Bishop frame of
the timelike curve in Minkowski 3-Space" isimli makalesinin ¢evirisi yapilmistir.

Dordiincti boliimde de Minkowski 3-Uzayinda Bishop catisina gore sabit
genislikli timelike egrilerle ilgili diferensiyel karakterizasyonlar verilmistir.
Anahtar Kelimeler : Timelike egri, sabit genislikli egriler, Bishop ¢at1

2015, 50 sayfa



ABSTRACT
M. Sc. Thesis
Timelike Curves of Constant Breadth according to Bishop Frame
Mehmet Cetin EVIRGEN
Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics
Supervisor: Assist. Prof. Dr. Hiiseyin KOCAYIGIT
This study which is related to the space curves characterized by Bishop frame
consists of four sections.
In the first section, some basic definitions and conditions mentioned in the
study are given. Furthermore, Euclidean Space and Minkowski 3-Space are defined
and informations about the curves in Minkowski 3-space and their Bishop frames are

given.

In the second section, R. L. BISHOP's article on "There is more than one way
to frame a curve" has been translated.

In the third section, M. K. KARACAN and B. BUKCU's article on "Bishop
frame of the timelike curve in Minkowski 3-Space" has been translated.

In the fourth section, the differential equations characterizing timelike curves
of constant breadth according to Bishop frame in Minkowski 3-space are given.

Keywords: Timelike curve, curves of constant breadth, Bishop frame

2015, 50 pages

VI



GIRIS

Sabit genislikli egriler {izerine ilk calismanin 1778'de Euler tarafindan
yayinlandigi goriilmektedir [1]. Euler diizlemdeki sabit genislikli egrileri vermisti.
Ball [2], Barbier [3], Blaschke [4] ve Mellish [5] diizlemdeki sabit genislikli egrilerin
ozellikleri iizerine calist1. Fujiwara 1914'deki ¢alismasinda 3 boyutlu Oklid uzayinda
sabit genislikli uzay egrisi kavramini tanimlamistir [6]. Daha sonra Hammer
diizlemsel sabit genislikli egrilerin analitik gosterimini verdi [7]. F. Reuleaux ise bu
tir egrileri bulmak icin bir metot ile kinematik ve miihendislikte uygulamalarini
vermistir [8]. Smakal da sabit genislikli egriler iizerine calisti [9]. [10] de Kose,
Minkowski fonksiyonu tarafindan verilen bir ovalde sabit genislik kosulunun
giderildigini gosterdi. Daha sonra Kdse, bir uzay egrisi (C) verildiginde, bir uzay
egrisinin (C") ters yonlerde karsilikli noktalarinda aralarmdaki uzaklig sabit paralel
tegetlerin belirlenebilecegini gdsterdi [11]. Daha sonra Sezer, calismasinda ele aldig:
kavramlar1 kullanarak, bu tiir egrileri karakterize eden diferansiyel denklemleri
kurmus ve bir uzay egrisinin sabit genislikli egri olmasi i¢in bir kriter vermistir [12].
Daha sonra E’de incelenen bu tiir egriler E*’e tasmmus ve bazi karakterizasyonlar
elde edilmistir [13]. Bu caligsmalarin ardindan Akdogan E"de bu tiir egriler icin
olusturulan diferansiyel denklemin ¢oziimiinii vermistir [14]. Daha sonra Onder ve

digerleri Minkowski-3 uzayinda sabit genislikli timelike ve spacelike egrilerin
diferansiyel denklemlerinin karakterizasyonlarini verdi [15]. Ayrica onlar E; de

timelike veya spacelike egrinin sabit genislikli olmasi igin gereken kriteri verdi.

Kocayigit ve Onder de, baz1 6zel durumlarda normal egriler, helisler ve kiiresel

egrilerin E; ’de space ve timelike sabit genislikli egriler olabilecegini gosterdi.

Biz bu ¢alismada E; de Bishop catisina gére sabit genislikli timelike egrileri

inceleyecegiz. Bu tiir egrilerin diferansiyel karakterizasyonlarini verecegiz.



1. TEMEL KAVRAMLAR
Bu béliimde, tezin ana konusuna temel teskil edecek tanim ve kavramlar verilmistir.

Tamm 1.1. (Oklid Uzayr): R reel sayilar cismini gostermek fiizere,
R ={(x,x,,%;,...x,):x, €eR,i=1,2,...,n} vektor uzayinda, iki vektor

X =(X,%5,%3,..,%,) V& Y =(¥, Y5, Y35---,y,) olmak lizere,

<X,y >= le. Y
i=1
esitligi ile tanimlanan,
R'XR"—> R (X,y) —><X,y>

fonksiyonu R" uzayinda bir i¢ ¢arpimdir. Bu i¢ ¢arpima OKklid i¢ ¢arpimi denir [16].

Tamim 1.2. (Norm): p € R"olmak iizere,

[pll=(p. p)
diyelim. R" >R, p —>|| p|| fonksiyonu R" uzayinda bir normdur. Buna gére R”
vektor uzayi, normlu vektoér uzayidir. d(p,q):” p—q” biciminde tanimlanan

d:R"xR" — R fonksiyonu, R" uzayinda bir metriktir. Dolayisiyla R" bir metrik

uzaydir. Bu metrikle birlikte R" uzayma OKklid uzay: denir ve kimi zaman E" ile

gosterilir [16].

Tammm 1.3. f, R" uzayindan R ye giden bir fonksiyon olsun. f siirekli ise f

fonksiyonu C° smifindan bir fonksiyondur. R" den R ye giden C° smifindan biitiin

fonksiyonlarin kiimesi C°(R",R) bigiminde gdsterilir.

R" nin her noktasinda f fonksiyonunun kismi tiirevleri varsa ve bu tiirevler

siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C' sinfindandir denir.

f fonsiyonunun R" nin her bir noktasinda k inc1 basamaktan kismi tiirevleri

varsa ve bu tiirevler siirekli fonksiyonlar ise f fonksiyonu C*smifindandir.



R" den R ye giden C* smifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi C*(R",R)

bi¢iminde gosterilir.

R" nin her bir p noktasinda f fonksiyonunun her basamaktan kismi
tirevleri varsa f fonksiyonu C” simifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz)

fonksiyondur, denir. R" den R ye giden C” sinifindan biitiin fonksiyonlarin kiimesi

C”(R",R) bigiminde gosterilir.

p € R" i¢in f fonksiyonu p noktasinin en az bir agik komsulugunda diizgiin
ise f fonksiyonu, p noktasinda C” smifindandir veya diizgiin (piiriizsiiz)

fonksiyondur [16].

Tanmm 1.4. I, R reel sayilar cisminin bir acik araligi olmak {izere, a:/ < R — E”

biciminde diferansiyellenebilir & donilisiimiine, E” uzayi i¢inde bir egri denir [17].

d . : )
Tamm 1.5. a*,(ﬂ) vektoriine o egrisinin «(r) noktasindaki hiz vektorii denir
X |t

ve kisaca a'(t) ile gosterilir [16].

Tammm 1.6. «:1 — R" egrisi verilsin. Her tel i¢in o'(r)#0 ise a egrisine

diizenli egri (regiiler egri) denir [16].

Tamm 1.7. E" uzayinda, a:I cR— E" egrisi i¢in Vsel, ||a'(s)|=1 ise «a

egrisine birim hizh e@ri denir [16].

Tamm 1.8. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizh «:IcR—E’ egrisi igin
T(s)za'(s) esitligiyle belirli f(s) vektoriine a egrisinin s noktasindaki birim

teget vektorii denir [16].

Tanmim 1.9. 3-boyutlu Oklid uzayinda birim hizli & : 1 < R — E” egrisi igin,

k:I >R



s — x()=||T'() ||
fonksiyonuna « egrisinin eg@rilik fonksiyonu denir. «x(s) sayisina egrinin s

noktasindaki egriligi denir [16].

Tammm 1.10. 3-boyutlu Oklid uzaymda birim hizh «:1 cR— E’ egrisi icin,

N(s):%f’(s) esitligi ile belirli N(s) vektoriine, egrinin s noktasindaki asli
K(S

normali denir [16].

Tamm 1.11. 3-boyutlu Oklid uzaymnda birim hizh a:1 <R — E® egrisi igin,
B(s)=T(s)xN(s) esitligi ile tammli B(s) vektdriine, egrinin s noktasindaki

binormali denir [16].

Tanmm 1.12. ;(s),ﬁ(s),g(s) vektorlerine «:I — R’egrisinin a(s) noktasindaki

Frenet vektorleri denir.
{T(S), N(S),B(S)}

kiimesine , « egrisinin a(s) noktasindaki Frenet ¢atis1 denir.

T,N,B vektor alanlarina, o egrisi iistiinde Frenet vektor alanlar1 denir

[16].

Tanim 1.13. «:I c R — E’ birim hizli egrisinin Frenet vektorleri T.N,B olmak
lizere,

r:1—>R, 17(s)=—<B'(s),N(s)>
fonksiyonuna, « egrisinin burulma fonksiyonu denir. z(s) sayisina egrinin a(s)

noktasindaki burulmasi denir [16].

Teorem 1.1. Birim hizli «:1 —> R’ egrisinin Frenet vektor alanlar1 7, N, Bise

T =xN
N =—«xT+7B
B =—tN

dir [16].



Teorem 1.2. «:I — R’ birim hizli egrisinin Frenet vektor alanlann T, N, B
olduguna gore

NxB=T

BxT =N
dir [16].

Tamm 1.14. «:1 —> R’ egrisinin egrilik fonksiyonu x olmak iizere 1
K

fonksiyonuna, a egrisinin egrilik yarigapi fonksiyonu denir ve p ile gosterilir.
tel igin p(t) sayisma a:I — R’ egrisinin, a(f) noktasindaki egrilik

yarigapi denir [16].

Tamm 1.15. (Oklid 3-uzayinda Bishop catis1): Bishop catis1 veya paralel 6teleme
catisi, hareketli ¢at1 tanimlamasina alternatif bir yaklasimdir, yani bir egrinin ikinci
tiirevi olmasa bile iyi tanimlhidir. Catinin her bilesenini paralel Gteleme ile egri

lizerinde ortonormal ¢at1 yardimiyla kolayca paralel tasiyabiliriz. Bu paralel 6teleme
catist su gozleme dayalidir: Verilen egri igin T(s) tek iken catmnin geri kalani i¢in y
egrisinin sirastyla birinci egriligi ve ikinci egriligi &, ,k, (dogal egrilikler) olmak
tizere herhangi uygun keyfi bazlar {]Vl(s),ﬁz(s)} secelim, boylece bu cat1 her
noktada T(s) vektdriine dik normal diizlemdedir. {Nl(s),ﬁz(s)} tirevleri sadece
T(s) vektdriine bagli ise herbiri birbirine bagh degilse, dogal egrilikler ne olursa

olsun yol boyunca diizgiin olarak ]\71(5) ve Nz(s) bazlarini degistirebiliriz. Boylece

v, T 0 k k|| T
VN, |=|-k 0 0| N,
V.N,| |-k, 0 0] N,

olmak tizere alternatif ¢at1 denklemleri elde ederiz [18].
k() =7 =T

O(s) =arctan (ﬁj, k #0
k

1



9 = klk; _kl,k2 )

T =
2 2
ki +k;

Burada x, 6 kutup koordinatlar1 i¢in etkin bir bi¢imde Kartezyen koordinat

sistemine karsilik gelir [18].

Tamm 1.16. (Minkowski Uzay1): x = (x,,x,,x;,...,x,) ve y=(¥,,¥,, V3., Y,) € E"
olmak tizere
<X, Y>>, ==X, +X, ), +...+X,),

i¢ carpimina Lorentz (Minkowski) i¢ ¢arpim denir [24]. Minkowski i¢ ¢arpimiyla

tammli Oklid uzayma Lorentz uzayl, Minkowski uzay1 veya yari-Oklid uzay:
denir ve E/ ile gosterilir.
Ozel olarak n=3 ise E’ uzayma 3-boyutlu Minkowski uzay1 denir. Bu
durumda standart metrik, X = (x,,X,,x,) ve ¥y=(y,Y,,;) € E olmak iizere
<X, Y >, =—Xx), +X,), + XV,

seklindedir [17, 19].
Tamm 1.17. E; uzayinda herhangi bir vektor 2 =(a,,a,,a,) olmak lizere;
i) <a, a> >0 veya a =0 ise a ya spacelike vektor,
ii) <a,a> <0 ise Z ya timelike vektor,
iii) <a, a> =0 ve a#0 ise avektoriine lightlike (veya null) vektor denir
[19].
Tanmm 1.18. Ef uzayinda herhangi bir vektor Z =(a,,a,,a,) olmak lizere ;
i) <a, a> =1 ise a ya birim spacelike vektor ,

ii) <a, a> =—1ise a ya birim timelike vektor denir [20,21].



Tamim 1.19. (Isik konisi): E’ uzaymnda
A={Ze E :<Z,Z>=O,Z¢0}

ciimlesine Istk konisi ad1 verilir.

E; uzayindaki timelike vektdrler A nim iginde , lightlike (veya null) vektdrler A nm

tizerinde ve spacelike vektorler de A nin diginda bulunurlar (Sekil 1) [19].

Sekil 1:Minkowski-3 uzayinda vektorler

Tamim 1.20. E; uzayindaki Lorentz ve hiperbolik birim kiireler, sirastyla,

S; ={aeE13:<a,a>=l}
H(f:{aeEf:<a,a>:—1}

bigiminde tanimlanirlar (Sekil 2) [19].

ve



Slz

Sekil 2:Minkowski-3 uzayinda birim kiireler

Tanm 1.21. y=y(u,v), E’ uzaymda bir yiizey olsun. Eger P e y(u,v) igin

(-

denir [22].

bt y(u,v)‘p X y(u,v)‘ , >R, bir Lorentz i¢ carpimi ise y(u,v) ye timelike yiizey

Yani, bir ylizeyin normal vektor alani timelike (spacelike) ise yiizey bir

spacelike (timelike) ylizeydir.
Tamim 1.22. E; uzaymda iki vektor a= (a,,a,,a;), b= (b,,b,,b,) olmak iizere,
ax b = (ab, —a,by,ab, —ap,ab, —ab)
vektoriine Zve Z nin vektorel ¢arpimi denir.
S, :{1 ST e 2 (5,,6,,5.)
0 i# ] ise l R

olmak tuzere



ile verilir. Burada,

- o -> o5 o -> o> > -

e1xXex=¢e3, €2Xe3 =—¢€1, €3Xe3=—¢€2

dir [23].

Teorem 1.3. E; uzaynda ii¢ vektdr a = (a,,a,,a,), b =(b,,b,,b,), c =(c,,¢,,c;)

olsun. Bu durumda ,

i) <Zx b, Z> = —det(a.b.c)
i) (axb.c)= —<Z, Z> bt <Z, Z>Z
iii) <Zx b, Z> ~0 ve <Zx b, Z> ~0

i) <zx box z>:_<;,z><z,z>+(<zx z>j

dir [24].

Tanim 1.23. a Ef bir timelike vektor olsun. e3 =(0,0,1) olmak iizere,
i) <a, ea> <0 ise a ya future-pointing timelike vektor,
ii) <a, €3> >0 ise a ya past-pointing timelike vektor

denir [22].

Tamim 1.24. i) Hiperbolik A¢1: x ve y, E] uzayinda iki future pointing (veya

past pointing) timelike vektor olsun. Bu taktirde



—

X cosh @

y

-

olacak sekilde bir tek >0 reel sayist vardir. Bu >0 reel sayisina x ve y

vektorleri arasindaki hiperbolik a¢i denir.

ii) Merkez Agq1 : E’ uzaymin bir timelike alt vektdr uzaym geren iki

spacelike vektor x ve y olsun. Bu taktirde
()

olacak sekilde bir tek >0 reel sayist vardir. Bu >0 reel sayisina x ve y

—

X cosh @

5
y

vektorleri arasindaki merkez a¢i denir.

iii) Spacelike A¢1 : E’ uzaymm bir spacelike alt vektdr uzaym geren iki

- -
spacelike vektdor x ve y olsun. Bu taktirde

(37)-

olacak sekilde bir tek 8> 0 reel sayis1 vardir. Bu 6 (0< 68 <27 ) reel sayisina ; ve

N
X

—

y|[cos &

N
y vektorleri arasindaki spacelike a¢i denir.

iv) Lorentziyen timelike ac1 : E’ uzayinda x bir spacelike vektdr ve y bir

timelike vektor olsun. Bu taktirde

i)

—

X sinh @

y

10



- -

olacak sekilde bir tek >0 reel sayis1 vardir. Bu >0 reel sayisina x ve y

vektorleri arasindaki Lorentziyen timelike agi denir [17,20,21].

Tanim 1.25. Diferansiyellenebilir bir y egrisi i¢in,
i) (T,T> . <0 ise, y egrisine timelike egri,

ii) (T,f> . >0ise, y egrisine spacelike egri,

iii) (7,T), =0 ise, y egrisine null egri denir.

7(s) e E} olmak iizere y egrisi i¢in ii¢ durum s6z konusudur [17, 19, 25,].

I. Durum: y(s) bir timelike egri ise; 7 timelike, N spacelike, B spacelike
vektorlerdir, yani
<f,f > =-1, <1\7,N > =1 < Q,é > =1

<T’N>L :<N’E>L :<f,§> L:0

Vy,f = kN
VyN =xT +1B
Vy,é =—zN

dir [26].

Tanim 1.26. (Minkowski 3-uzayinda Bishop catisi): Bishop catis1 veya paralel
Oteleme catisi, hareketli cati tanimlamasina alternatif bir yaklasimdir, yani bir egrinin
ikinci tiirevi olmasa bile 1y1 tanimlidir. Catinin her bilesenini paralel 6teleme ile egri

tizerinde ortonormal ¢ati yardimiyla kolayca paralel tasiyabiliriz. Bu paralel 6teleme
catist su gozleme dayalidir: Verilen egri i¢in T (s) tek iken ¢atimin geri kalani igin »
egrisinin sirastyla birinci egriligi ve ikinci egriligi &, ,k, (dogal egrilikler) olmak
tizere herhangi uygun keyfi bazlar {Nl(s),ﬁz(s)} secelim, boylece bu cati her
noktada T'(s) vektoriine dik normal diizlemdedir. {]Vl(s),ﬁz(s)} tirevleri sadece
T(s) vektoriine bagl ise herbiri birbirine bagh degilse, dogal egrilikler ne olursa

olsun yol boyunca diizgiin olarak ]Vl(s) ve ]Vz(s) bazlarini degistirebiliriz. Boylece

11



k(&) =l7® N, =T,

O(s) =argtan [%], k #0

1
olmak tizere alternatif ¢att denklemleri elde ederiz. Burada «, @ kutup koordinatlar
icin etkin bir bigcimde Kartezyen koordinat sistemine karsilik gelir [27].

7(s):1 cR—E regiiler bir egri olsun, yani herhangi bir s parametresi igin
tiirevi sifirdan farkli bir egri olsun. Eger y egrisinin ]Vl(s) birim vektorii baz1 sabit
U birim vektérleriyle sabit 6 agis1 yapiyorsa yani s € igin ise y egrisi slant helis
olarak adlandirilir.

y:1— E’ sifirdan farkli k,,k, dogal egrilikleriyle birim hizli bir egri olsun. Bu

takdirde y egrisi bir slant helistir ancak ve ancak %(s) sabittir [28].
2
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2. 3-BOYUTLU OKLIiD UZAYINDA BiSHOP CATI

Bu boliimde, R. L. BISHOP un "There is more than one way to frame a

curve" adlt makalesinin ¢evirisi yapilmigtir.

Siirekli, diferansiyellenebilir C° smifindan bir egrinin Frenet catisi,

Oklidyen onergeler altinda bu egrinin dzelliklerinin belirlenmesi adina standart bir

aractir. E° de non-dejenere (bozulmamis) C’ smifindan bir egrinin, Frenet catisi
yardimiyla geometrik Ozellikleri incelenebilir. Frenet tiirev formiilleri ve karsilik
gelen ters-simetrik matris yardimiyla egrinin Ozellikleri ve egriyle ilgili diger
kavramlar bulunabilir. Bu bolimiin amaci, ayni avantajlara sahip baska catilarin

oldugunu gostermek ve bunlar1 Frenet ¢atisiyla karsilastirmaktir.

2.1. izafi Paralel Alanlar

Bir y egrisi boyunca M normal vektor alaninin tiirevi tegetsel ise M nin

izafi paralel alan oldugunu sdyleyebiliriz. izafi paralel alanla kastedilen, M nin

tirevinin 7' tegetiyle lineer bagimli olmasidir. 7 ve v sirastyla y egrisinin birim
teget vektor alani ve hizi, ayn1 zamanda M’ = fT olmak iizere
a=y+M, yeC’
(y+M) =y'+M' =0+ )T
esitlikleri yazilabilir.
O halde o ve y egrileri arasindaki parca (M ) ikisine birden diktir. M nin

uzunlugu ve egrilige baglh olarak iki egri arasindaki minimum uzunlugun pargasi
lokal olarak bu parcadir veya degildir. M yeterince kisa ise, lokal minimize

uzunlugun pargasi kolayca dogrulanir. Aksine, y dan sabit uzaklikta hareket eden
bir egri, M izafi paralel oldugundan y + M tarafindan verilebilir.

Herhangi bir y(#,) noktasindaki M, normal vektori M (z,) =M, olacak
sekilde tek bir M 1izafi paralel alani {iretir. Eger M ve M, ikisi birlikte bir noktada

denk gelirlerse bunlarin farki sifir sabit uzunluguna sahip olurlar. Bunun varligini
gostermek icin yardimci, uyarlanmig bir ¢at1 ele alalim; eger egrinin Frenet catisi
mevcut olsaydi bunu yapabilecektik. Ancak biz dejenere olmus egriler (bazi

noktalarda egriligi kaybolmus egriler) i¢in bunun varligini gostermek istiyoruz.
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Boyle catilar, 7 ve diger iki paralel alan kullanilarak Gram-Schmidt yontemi

yardimiyla olusturulabilir. Eger 7, N,, N, uyarlanmis bir ¢at1 ise o zaman asagidaki
esitlikler yazilabilir.

T'=pyN,+ PN, s N ==poT+p,N, o Ny ==p,T~p,N, .
Simdi, L sabit genislikli izafi paralel normal alani i¢in kosul bulalim. 8 diizgiin ag1

fonksiyonu olmak iizere
M = L(cos&N, +sinON,) 2.1)
yazilabilir. (2.1) esitliginin tiirevi alinirsa
M' = L(—0'sin ON, +cos 0 (—p,, T + p,,N, ) +6' cos ON, +sin 6 (—p,, T - p,,N, )

diizenlersek;

M'=L[(0'+ p,)(—sinON, +cosON,) —(p,, cos O+ p,, sinHT|  (2.2)
elde edilir. (2.2) esitliginden M nin izafi paralel alan olmasi i¢in gerek ve yeter sart
0'+ p,, =0 olmasidir. Bu diferensiyel denklemin 6 icin her baslangi¢ kosulunu

saglayan bir ¢O6ziimii vardir. Asagida bu alanlarin varligi ve tekligi i¢in bir dizi

teoremden bahsedilmistir.

Teorem 2.1. y, C* sinfindan Oklid-3 uzayinda regiiler ve k>2 igin hizi sifirdan
farkli olan bir egri olsun. O zaman y(t,) noktasindaki her V, vektorii igin y egrisi
boyunca V(t,)=V, ve bu iki izafi paralel alamn i¢ ¢carpimi sabit olacak sekilde

C*™" simifindan tek bir V izafi paralel alani vardir [18].

Ispat. V ve W gibi iki izafi paralel alanin <V,W> i¢c carpiminin sabit oldugunu
gosterelim. V' ve W sirasiyla tiirevleri fT' ve g7 olan normal vektorler olsun.

<V,W> i¢c carpiminin tiirevi alinirsa < ST ,W>+<V, gT>=0 elde edilir. Bu ise

<V,W> i¢ ¢arpiminin sabit oldugu anlamina gelir.

2.2. Ozel uyarlanms catilar
R’ ve R’ iin bilinen alt uzaylarinda C’ regiiler egrisinin izafi paralel

alanlarinin yonlendirilmis 1-boyutlu tegetsel par¢a ve 2-boyutlu normal parcalarini
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icerdigi aciktir. Biz iki alt uzaya da uyan bu vektor uzaymin ortonormal bazini "izafi
paralel uyarlanmis cat1" olarak isimlendirebiliriz. izafi paralel uyarlanmis catilar,
takip eden agik sonuglara gore 2-boyutlu ortogonal grup tarafindan parametrize
edilebilir oldugundan her biri yonlendirilmis siif igerisinde iki ¢ember

formundadir.

Teorem 2.2. Eger (T,M,,M,) izafi paralel uyarlanmis bir ¢ati ise o zaman izafi
paralel uyarlanms ¢atilarin tamami (T,aM,+bM,,cM,+dM,) formunda ifade

edilebilir. Burada [a } elemanlari sabit olan ortogonal bir matristir. [18].

C

(T,M M 2) izafi paralel uyarlanmis bir cat1 olsun. Bu durumda

T=kM, +k,M,
M, =—kT (2.3)
M, =—kT

yazilabilir. Burada (), yeni catida egrinin yay parametresine gore tiirevini ifade

etmektedir.
Teorem 2.2 izafi paralel uyarlanmis ¢at1 i¢in Cartan matrisinin [29,30]
asagidaki gibi oldugunu gosterir.

0 ak, +bk, ck, +dk,

—ak, — bk, 0 0
—ck, —dk, 0 0
Frenet catis1 da
0 x O
-« 0 7
0 - O

seklinde Cartan matrisine sahiptir. Cartan matrisinde diger tek olasilik olan bir

girdinin yok edilmesiyle agsagidaki matris elde edilir:

0 0 f
0O 0 ¢
-f -¢ 0
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ama Oyle ki f=+«,g =27 ile Frenet catistnin yeniden yapiminda bu kolayca

goriilebilir.

(2.3) esitliklerinden x egriligi

o HTH M, + kM, | = JE T

seklinde ifade edilebilir. Ayrica egrinin asli normali
N =cosOM, +sinOM, = (k,/ k)M, +(k, / k)M,

ve tlirevi de

].V=—KT+Z'B=—KT+é(—Sin9M1 +coséM,)

olarak yazilabilir. Buradan B =-sin&M, +cos&M, ve 0=7 sonucuna ulasilir.
Boylece x ve belirsiz bir integrali olan €= I tds egri i¢in kutupsal koordinatlar

ifade eder.

2.3. Bir Egrinin Normal Yiikselisi

(k;,k,) yi y egrisinin bir ¢esit invaryanti olarak gdstermek istiyoruz. Bunu
gostermek izafi paralel uyarlanmis cat1 tek olmadigi i¢in (x,7) nun durumundan
biraz daha zordur. Bununla birlikte Teorem 2.2 de bagimsizlik derecesini
ayrintilartyla agiklamistik. (k;,k,) yonlendirilmemis durumda ortogonal doéniisiim,
yonlendirilmis durumda ise orijin etrafinda donme ile belirlenir. Bu yiizden (k,,k,)
yi merkezi-Oklidiyen diizlem iginde y nm yay uzunlugu parametresiyle

parametrelendirilmis olarak diisiinmeliyiz. Oyle ki Oklidiyen diizlem bir ayrilmis

noktaya sahiptir. Bu durumda (k,k,) yi y mnin normal yiikselisi olarak
diistinebiliriz. Bu durumun Frenet degiskenleri olan (x,7) dan bu derece farkli
olmasi gercekei degildir. Ciinkii yonlendirilmemis durumda («,7) ve Frenet cati
sadece iki elemanli grupla bir eylemle 7 ve B nin kimliksiz (non-identity)
degisimiyle elde edilir. Yani burada (x,7), (x,—7) dan ayrilamaz. (x,7) ve y
egrisi arasindaki baglant1 i¢in standart gergekler Oklidiyen geometride (k,,k,) ve y

icin benzer gercekler gibidirler. Ispatlar Frenet catisi ile 6zdestir ve aslinda

birlestirilmis form iginde verilmistir [30].
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Teorem 2.3. iki C’ regular egrilerin Oklidiyen uzayda es olmalari icin gerek ve
yeter sart ayn1 normal yiikselise sahip olmalaridir. Bir merkezi Oklidiyen diizlemde
herhangi parametrelendirilmis siirekli egri i¢in, bir C* regiiler egrisi vardir ve
verilen egrinin normal yiikselisine sahiptir. Ornegin iki egri, egrilik ve
torsiyonlarinda ayni yay uzunlugu parametrizasyonuna sahiplerse estirler.
Yénlendirilmis durum i¢in modifikasyonlar asikardir: Oklidiyen uzay ile merkezi-

Oklidiyen diizlemi yénlii ve esdegerliklerini (kongriians) uygun yapiniz.

2.4. Karsilastirma ve uygulamalar
Frenet invaryantlarinin geometrik 6zelliklerinin kolaylastirilmas:t ve Frenet
degismezleri onlarin tercih edilmelerini saglayacaktir. Onlarin varligi, yine de,

normal yiikselisin var olmasindan daha genel pozisyonu olan bir egri gerektiriyor.

Ozellikle bir Frenet araci i¢in y egrisi C° olmak zorunda ve y’,»" lineer bagimsiz
olmali. Halbuki normal gelisim igin ise sadece y € C* ve ' sifirdan farkli olmasi

gerekir.
Aynt x ve 7 gibi, 6zel egrilerde normal gelisim siklikla basit 6zelliklere

sahiptir. Surasi agiktir ki diiz bir ¢izginin (dogrunun) sabit sifir egrisine esit normal
bir ylikselisi vardir. x sabit ve 7=0 oldugunda yaricap1 1 olan ¢ember elde
K

ederiz; normal gelisiminde (x,0) stirekli egrisini elde ederiz, burada orijinden
uzaklik x ve kutupsal 6 agist @ =7=0 saglar. Oklid hareketinin alt grup
parametrelerinden birinin ydriingesinden elde edilen diger egriler helis egrileridir.
Helisler merkezi-Oklidiyen diizlem grubunun bir parametreli alt grubuyla elde
edilirler ve sabit hizli merkezi ¢cember diye adlandirilirlar.

Bir dejenere olmamis C’ diizlem egrisi 7=0 ile karakterize edilir. Bu
demektir ki normal yiikselisinde 6@ = sabit yani orijinden gegen bir dogru iizerinde
(boyunca) uzanir. Bir genelleme yapilacak olursa bir C* regular egrisinin bir
diizlem icinde uzanmasi (olmasi) icin gerek ve yeter sart normal yiikseligin
merkezin i¢inden gecgen bir dogru boyunca uzanmasidir. Normal yiikselisi bir dogru
tizerinde merkezden gecen bir egri diisiindiiglimiizde, bu egri diizlemde bir yonden

baska bir yone egilir. C' olan, merkeze dogru bir dogru iizerinde ve merkezden
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disart bagka bir dogru iizerinde hareket eden normal yiikselis egrisini
diisiindiigiimiizde o zaman 7 =0 dir ama diizlemsel degildir.

x ve 7 ile ilgili kiire i¢inde uzanan uzaydaki C’ egrisi o kadar kanisiktir ki

farkli yapilan 6l¢iim testleri ya tamamlanmamis ya da hatali versiyonlariyla doludur.

Genellikle bu egriye (K’ / TKZ) =7/ K diferensiyel denklemi karsilik gelir. Buradaki

zorluk 7 ve x' niin egri lizerinde bazi noktalarda (ama her yerde degil), yok
olabilecegi gergegidir. Eger (k,7) ile (k,.k,) arasindaki iliskiyi gdz oniinde

bulundurursak asagidaki geometrik karakterizasyon takip edilir:

Teorem 2.4. Bir C* egrisinin kiiresel olmasi igin gerek ve yeter sart, normal
yiikselisinin merkezden degil de bir dogru iizerinde uzanmasidir. Bu dogrunun

merkezden uzakligi ve kiirenin yarigap1 aynidir [18].

Ispat. y egrisi P merkezli yarigapt r olan bir kiire iizerinde uzaniyorsa, o zaman

< y—P,y— P> =r” dir. Yay uzunlugu ile ilgili olarak diferensiyel alinirsa bazi f ve

g fonksiyonlari i¢in <T, V- P> =0, buylizdende y—P = fM,+ gM, dir. Ama;

' =(y-P,M) =(T,M,)+(y—P,~kT) =0
ve benzer olarak ¢ de sabittir. Daha sonra <T, y— P> nin diferensiyeli alinarak
asagidaki elde edilir:
(kM,+k,M,,y—P)+(T.T) = fk, + gk, +1=0.
Yani (k1 Jk, ) , Jx+ gy +1=0 dogrusu iizerindedir. Dahasi;
r’=(y—P,y—P)=f*+g*=1/d’
dir ve burada d dogrunun merkeze uzakligini gosterir.

Karsit olarak, f ve g sabitiken fx+gy+1=0 diyelim. P=y— fM,—gM,
olsun. O zaman P'=T +(fk, + gk,)T =0 ve bu yiizden P sabittir. Benzer bir tiirev
uygularsak r° = < 7/—P,7/—P> nin de sabit oldugu goriiliir. Bu yiizden y egrisi P

merkezli ve yaricapt r olan kiire lizerinde uzanir.
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Daha genel olarak, bir C’ regiiler uzay egrisinin oskiilator kiiresinin
yaricapi, normal gelisimin teget dogrusuna merkezden uzakligimin karsilikli
durumuyla verilir.

Diizlem i¢inde normal ylikselisi bir dogru boyunca olan, duran, bir kose
olusturarak doniip baska bir dogru boyunca ilerleyen ve bu iki dogrunun da
orijinden gegmedigi bir C' egrisi alalim. Bu sekilde C' e karsilik gelen uzay egrisi
bir kiireden bagka bir kiireye gecer. Miimkiinse baglant1 yerinde arakesit ¢gemberi

boyunca ilerler. Bu egrinin burulma ve egriligi, egrinin kiiresel olmadig1 durumda

(K' / t” )’ =7/ k diferansiyel denklemini saglar.

2.5. Genellemeler

n boyutlu Oklid uzayr merkezli egriler i¢in, C" piiriizsiiz (diizgiin) egrisi ve
bozulmamis iist diizey grubunun birden ¢ok varsayimi ile birlikte diisiindiiglimiizde
sadece tek bir Frenet c¢atis1 tanimlayabiliriz. Cartan matrisinin  bagimsiz
girdilerinden n—1 hari¢ hepsi yok olur ve bunlarin n—2 si pozitiftir. Bu girdiler
egrinin kesin diferensiyel Oklid invaryantlarinm biitiin bir kiimesidir.

Yénlii Oklid uzaymnda n boyutlu bir egrinin normal gelisimi, 3 boyutlu
durumun ileri dogru genellemesi ile ifade edilir. Bu herhangi bir C* regular egrisi
i¢in ortaya ¢ikar ve n—1 boyutunun merkezi Oklid uzay merkezinde siirekli olarak
devam eden parametrize olmus bir egridir. Yani bu egri daha uygun bir ortogonal
doniisiim olarak sdylenir. Bu egri Cartan matrisinin bagimsiz girdilerinin 0 oldugu
n—1 hari¢ hepsine sahip olan izafi paralel uyarlanmis ¢atidan ¢ikar. Diisiik boyutlu
diizlem ya da kiire i¢inde n boyutlu uzaydaki egriler basitce codimension 1n diisiik

boyut diizleminde uzanan normal yiikselis egrileri olarak karakterize edilir.
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3. R’ MINKOWSKI 3-UZAYINDA TIMELIKE EGRILER iCIN BiSHOP
CATI

Bu béliimde, M. K. KARACAN ve B. BUKCU niin "Bishop frame of the

timelike curve in Minkowski 3-Space" isimli makalesinin ¢evirisi yapilmistir.

Siirekli, diferansiyellenebilir C° smifindan timelike egrinin Frenet catisi,
yar1 Oklidyen onergeler altinda bu egrinin &zelliklerinin ¢dziimlenmesi adina
standart bir aragtir. Frenet ¢atinin bir 6zelligi de timelike egriye uyarlanmasidir.
Oyle ki elemanlarmin ikisi de timelike egriye dik veya tegettir. Bu béliimiin amaci,
ayn1 avantajlara sahip bagka catilarin oldugunu gostermek ve bunlar1 Frenet ¢atisiyla

karsilastirmaktir.

3.1. Paralel Alanlar

3.1.1. izafi Paralel Alanlar

Bir a egrisi boyunca N normal vektor alaninin tlirevi tegetsel ise izafi paralel
olarak sdyleyebiliriz. Izafi paralel alanla kastedilen, N nin tiirevinin T tegetiyle
lineer bagimli olmasidir. 7 ve v sirasiyla o egrisinin birim teget vektor alani ve

hizi, ayn1 zamanda N'= fT olmak {izere
B=a+N,aecC’
(a+N)=ad"+N' =W+ )T
esitlikleri yazilabilir.
O halde p ve a egrileri arasindaki parca (N ) ikisine birden diktir. N nin

uzunlugu ve egrilige baglh olarak iki egri arasindaki minimum uzunlugun pargasi
lokal olarak bu pargadir veya degildir. N yeterince kisa ise, lokal minimize
uzunlugun pargasi kolayca dogrulanir. Aksine, « dan sabit uzaklikta hareket eden

bir egri, N izafi paralel oldugundan o+ N tarafindan verilebilir.

Herhangi bir «(f,) noktasindaki N, normal vektorii N(z,) =N, olacak

sekilde tek bir N izafi paralel alani tiretir. Eger N ve N, ikisi birlikte bir noktada

denk gelirlerse bunlarin farki sifir sabit uzunluguna sahip olurlar. Bunun varligini

gostermek icin yardimci, uyarlanmig bir ¢at1 ele alalim; eger egrinin Frenet catisi
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mevcut olsaydi bunu yapabilecektik. Ancak biz dejenere olmus egriler (bazi

noktalarda egriligi kaybolmus egriler) i¢in bunun varligini gostermek istiyoruz.

Boyle catilar, T ve diger iki paralel alan kullanilarak Gram-Schmidt yontemi

yardimiyla olusturulabilir.

Teorem 3.1. o bir timelike egri olsun. Eger {T, NpNz} bir uyarlanmis ¢ati ise o
zaman ¢atinin tiirevleri egrinin parametresiyle ilgili olarak asagidaki gibidir:
T 0 oy Pul|l T
N |=| Py O pu|| N

Nz' Pn P O N,

Ispat.Baz1 p,,, p,, ve p,, fonksiyonlari igin ;
T'=pyT + py,N, + p,N, 3.1
yazabiliriz.(3.1) denkleminden asagidakileri elde ederiz:
“Poo = <T "T>L =0,
Por :<T"N1>L’

Po :<T"N2>L'

Buradan da;
T'=0T+ p,N, + py,N,.
Benzer sekilde;
Nl’ =Pl +pN, + p, N,
ve
Nzl = Pyl + Py N, + P, N,,
Buradan;

Pio :_<N1”T>L :<T"N1>L = Por»
Pu :<N1"N1>L =0,

P2 :<N1,’Nz>
L
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ve

Bununla da asagidakine ulasiriz:

r 0 Py Pul||T

N =Py 0 pu || N
Nz' Po P 0 N,

veya kisaca

X'=KX.
Bundan baska K, K" =—¢Ke ig¢in yari egrilik simetrisidir. Burada ¢ 1, 1 ve -1
deki elemanlarin diyagonal matrisidir. Simdi biz L sabit genislikli izafi paralel

normal alani i¢gin kosul bulalim. Burada 6 diizgiin a¢1 fonksiyonudur dyle ki;
N =L[N,cos@+N,sin6).
Tiirev alirsak;

N'=L[(6'+ p,,)(—N,sin 0+ N, cos 0) +(p,, cos 0+ py, sin O)T |

olarak elde ederiz. Yukaridaki esitlikten N nin izafi paralel alan olmasi igin gerek
ve yeter sart 8'=—p,, olmasidir. Bu diferensiyel denklemin € igin her baglangig

kosulunu saglayan bir ¢ézlimii vardir.

Teorem 3.2. o, C'sufindan Minkowski-3 uzayinda regiiler ve k=2 icin hzi

stfirdan farkli olan bir timelike egri olsun. O zaman o(t,) noktasindaki her X,
vektorii i¢in, o egrisi boyunca X (t,) = X, ve bu iki izafi paralel alanin i¢ ¢arpimi

sabit olacak sekilde C*™' simifindan tek bir X izafi paralel alani vardur.

oldugunu gosterelim. X ve Y sirastyla tiirevleri f7” ve g7 olan normal vektorler

olsun. O zaman <X Y > | hin tiirevi,
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SUXY), =(X7), (XY,

=(/T.Y),+(X.gT),

:f<T’Y>L+g<X’T>L
=f.0+g.0
=0,

olarak bulunur. Boylece <X Y > , sabittir.

3.2. Ozel uyarlanms catilar

R’ ve R’ iin bilinen alt uzaylarinda C* regiiler egrisinin izafi paralel
alanlarmin yonlendirilmis 1-boyutlu tegetsel parca ve 2-boyutlu normal parcalarini
icerdigi agiktir ve yar1 Oklidiyen uzayimndaki i¢ ¢arpim degerinden ortaya ¢ikan bir
Lorentzian i¢ carpimi vardir. Biz iki alt uzaya da uyan bu vektdr uzayinin
ortonormal bazini "izafi paralel uyarlanmis ¢at1" olarak isimlendirebiliriz. Yar1 Oklid
uzayinin tercih edilmis bir merkezi oldugunu farz edersek o zaman timelike egrinin
normal uzaymi da aynm sekilde diisiliniiriiz ve daha uygun(dogru) bir izafi paralel
uyarlanmis ¢at1 merkezi sdyleyebiliriz. izafi paralel uyarlanmis catilar, takip eden
acik sonuglara gore 2-boyutlu yar1 ortogonal grup tarafindan parametrize edilebilir
oldugundan dolay1 her biri merkezlendirilmis sinif icerisinde iki Lorentzian ¢ember

formundadir.

Teorem 3.3. Eger {T, NpNz} izafi paralel uyarlanmis ¢ati ise o zaman izafi paralel

uyarlanmis ¢atilarin tamami {T,aN] +bN,,cN, +dN2} formunda ifade edilebilir,

a
Burada {

}, elemanlari sabit olan yart ortogonal bir matristir.
c

{T, N,, Nz} izafi paralel uyarlanmis bir ¢at1 olsun. Bu durumda

T'lro k k[T
N ={x 0 ofw, (3.2)
v | e o ol
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T =kN, +k,N,
N, =kT
N, =kT
yazilabilir. Burada (), yeni catida egrinin yay parametresine gore tiirevini ifade

etmektedir.
Teorem 3.3 izafi paralel uyarlanmis cat1 i¢in Cartan matrisinin [29,30]
asagidaki gibi oldugunu gosterir.
0 ak, +bk, ck +dk,
K=|*% 0 0
* 0 0

Frenet catis1 yar1 Cartan matrise sahiptir:

0 x 0
k 0
0 -7 0

Yar1 Cartan matrisinde diger tek olasilik olan bir girdinin yok edilmesiyle agsagidaki

matris elde edilir:

0 0 f 0 f ¢
0O 0 g , |f 0O
f -g 0 g 0 0

Yar1 Cartan matrislerinin girislerini anlatmak bu sekilde kolaydir: Gergekten;

— e, + | =l

L

Burada egrinin asli normalini,

N=N,cos0+N, sinﬁz(ﬁle+(k—2]N2, (3.3)
K K

ve tiirevi s0yle yazabiliriz:

N=xT+rB=«T+ 0'(=N, sin@+ N, cos ).

olarak yazilabilir.
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{T,Nl ,NZ} kurallara uygun sekilde oldugunda B =-sin@N,+cosdN, ve O=1

sonucuna ulasilir. Boylece x ve belirsiz bir integrali olan Hz.[rds egri icin

kutupsal koordinatlar1 ifade eder.

3.3. Bir Timelike Egrinin Normal Yiikselisi

(k;,k,) yi « egrisinin bir gesit invaryanti olarak goéstermek istiyoruz. Bunu
gostermek (diisiinmek) izafi paralel uyarlanmis ¢at1 tek olmadigi i¢in (x,7) nun
durumundan biraz daha zordur. Bununla birlikte teorem 2.2 de bagimsizlik
derecesini ayrintilartyla acgiklamistik. (k;,k,) yonlendirilmemis durumda yari
ortogonal doniisiim, yonlendirilmis durumda ise orijin etrafinda yar1 donme ile
belirlenir. Bu yiizden (k,k,) yi merkezi-Oklidiyen diizlem iginde « min yay
uzunlugu parametresiyle parametrelendirilmis olarak diisiinmeliyiz. Bu durumun
Frenet degiskenlerinden bu derece farkli olmasi gergek¢i degildir. Ciinkii burada
(x,7), (k,—7) dan ayrilmis degildir. (x,7) ve a timelike egrisi arasindaki baglant:
icin standart gercekler yar1 Oklidiyen geometride (k,k,) ve a igin benzer

gercekler gibidirler. Bu deliller Frenet ¢atisi ile 6zdestir ve aslinda birlestirilmis

form i¢inde verilmistir [30].

Teorem 3.4. Iki C*regular timelike egrilerin yar1 Oklidiyen uzayda es olmalari igin
gerek ve yeter sart aymi normal yiikselise sahip olmalaridir. Bir merkezi yar
Oklidiyen diizlemde herhangi parametrelendirilmis siirekli egri icin, bir C* regiiler
egrisi vardir ve verilen egrinin normal yiikselisine sahiptir. Ornegin iki egri, egrilik

ve torsiyonlarinda ayni yay uzunlugu parametrizasyonuna sahiplerse estirler.

Teorem 3.5. a bir C* regular timelike egri olsun. Bu durumda onun normal
yiikselisi orijin boyunca olmayan bir dogru iizerinde uzaniyorsa o zaman 0, p

merkezli r yarigapli Lorventzian kiire tizerindedir. Bu dogrunun orijinden uzakligr ve

Lorentzian kiirenin yaricapt aynidir.

Ispat.=: @ bir Lorentzian kiire iizerinde uzaniyor ve merkez p, yarigap r ise o

zaman
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(a—p.a-p), =r. (3.4)

Yay uzunlugu ile ilgili olarak tiirev alinirsa;

(T,a—p), =0. (3.5)
Buradan;
a—p=fN,+gN, (3.6)
Baz1 f,g fonksiyonlari i¢in elde edilir.(3.6) denkleminden asagidakini elde ederiz:
f=<a—p,N]>L,g=<a—p,N2>L (3.7)
(3.7) nin tirevini alirsak:
f/ :(<a—p,Nl>L)

:<T,N1>L+<a—p,N,'>

L
=0+(a-p.kT),
=0.
Bu f = sabit anlamina gelir.
Benzer olarak g de sabittir. O zaman (3.5) denkleminin tiirevi ve teorem 3.2

kullanilarak asagidakileri elde ederiz:

(T.a=p), =0

(T~ p), +(1.1), =0
(k,N, +k,N,,a—p) —1=0
k, <N1,a—p>L +k, <N2,a—p>L -1=0

Sk +gk,—1=0

Bu su anlama gelir ki (k,k,),
fx+gy—1=0 (3.8)

dogrusu tizerindedir. Bununla birlikte [ dogrusunun orijinden uzaklig

1 1

f2+g2:r2

dir.

< Aksine fx+ gy—1=0 alalim. Burada f ve g sabitlerdir. pjx = fN, + gN, olsun.

O zaman
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=’ :_a,+fN1' +8N2'
=-T+ fkT + gk,T

=[-1+ fk, + gk, |T
=0T
=0,

Sonug olarak p sabittir. Bununla beraber

LR

pa

={a-p.a=-p) =r,

L

olsun. O zaman

!’

(@ p.a-p),) =2(T.a-p), =0

olarak elde edilir. Burada

T

pa|| =(a—p,a—p), =r’=sabit

L

Sonug olarak o timelike egrisi p merkezli r yarigapli Lorentzian kiire lizerindedir.

Tamm 3.1. Bir kat1 cisim @ timelike egrisi boyunca hareket ettirilirse dyle ki egri
birim hizli bir egri olsun. O zaman cismin rotasyon hareketinde, ki bu rotasyon
acisal hiz vektorii tarafindan belirlenir, bir degisim gergeklesir. Bu vektorii saglayan

ifade
T'=w A, T,N =@ A, N,N, =@ A, N,.

dir. Bu vektor Darboux vektori olarak adlandirilir.

Teorem 3.6. « egrisinin Darboux vektorii @  olsun. a:I—>R3,{k,,k2}

egrilikleriyle ve @ ye tekabiil eden W matrisi verilsin. O zaman asagidaki elde

edilir:

@ =—k,N, +kN,
ve
0 &k kK
W=k 0 0
k, 0 0

o
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Ispat. Hepsinden 6nce @ Darboux vektériinii bulalim. O zaman sunu yazabiliriz:
@ =aTl +bN, +cN, (3.9)
ve buradan da;
T'=w A, T=-TAn,(aT +bN, +cN,)
=-b(T A, N,)—c(T A, N,)
kN, +k,N,=cN,—bN,
O zaman c =k, ve b=k, dir. Benzer olarak,
N/ =@ A, N,=-N, A, (aT +bN, +cN,)
=—a(N, A, T)—c(N,A, N,)
kT =cT +aN,, a=0,
ve
N, =@ A, N, =—N, A, (aT +bN, +cN,)
=—a(N, A, T)=b(N, A, N,)
k,T =-bT +aN,, b=—k,.
Bu durumda Darboux vektoriinii asagidaki gibi yazabiliriz:

@ =—k,N, + kN, = (0,~k,. k),

T.N;,N,}*

Sonug olarak asagidaki matrisi elde ederiz:

0 k k
W=k 0 0
k, 0 0

Teorem 3.7. Eger T ,a regular timelike egrisinin teget vektorii ise, asagidaki

formiillere ulasilir:
AT A, T" =@ —(k, k, — k., )T, k, #0, k, #0
b)det(T.T',T") =k, 'k, —k,k,

det(T,T',T")

o
L L

Burada @ ,a timelike egrisinin Darboux vektoriidiir.
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Ispat. (a) Asagidaki gibi yazabiliriz:

<T”’T>L = _Kz’
(T".N,), =k,
(T".N,), =k, ,

Buradan;
T"=k'N, +k,' N, +k (kT)+k,(k,T)
= (k! +k)T +k/'N, +k, N,
=k>+k'N, +k,' N,
@ Darboux vektoriinlin tantmindan asagidaki gibi yazabiliriz:
T'=an,T.

Buradan asagidakileri elde ederiz:

T'AT"=-T"N (@A, T)

={1".1), 0 (1"@),T

=—«’w —(T",~k,N, +kN,), T

=—k’w+k,(T".N,), T—k (T".N,)

=T —kkT—kk,T
=@ — (kk, —kk,)T.
(b) Son esitlikten asagidakileri yazabiliriz:
(T'A T",T), = <—K‘2ZU (k! — Kk, )T,T>L
ve buradan da;

det(T, T'T") =« (@.T), +(k,k, =k, )(T.T),

L

= -k’ (—k,N, + klNz,T>L +(k,k, ke, )(=1)

=kk, —kk, .

T

(¢) T'=@ A, T esitliginden, (T A, T') vektoriinii asagidaki gibi yazabiliriz:

TAT =TnA (@A, T)
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=(I.T), @ +(T,@), T

=w+0T

=0w.

Ozaman T A, T' =@ esitliginin normunu alirsak asagidakini elde ederiz:

TAT| =k>+k2.
L

(3.3) esitliginden dogrudan dogruya asagidakini goriiriiz:

tanﬁzﬁ
1

@ = arctan & .
kl

(3.10) esitliginden tiirev alirsak asagidaki elde edilir:

Sonugcta da;

. deu(T.T'T")
0= ' n||? -
”T /\LT ||L

30
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4.R’ MINKOWSKIi 3-UZAYINDA SABIT GENISLIKLI TIiMELIKE
EGRILER

Bu boliimde Minkowski-3 uzayinda Bishop catisina gore sabit genislikli

timelike egrileri inceleyecegiz.

Tammm 4.1. (C) bir timelike egri olsun. Eger (C), a(s) ve o« (s) karsilikh
noktalarinda ve zit yonlerde paralel tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzaklik

daima sabitse, bu durumda (C) sabit genislikli bir timelike egri olarak adlandirilir.

Ayrica (C) ve (C") egrilerinin, a(s) ile &' (s") karsilikli noktalarinda paralel ve zit
yonlerde tegetlere sahip ve bu noktalar arasindaki uzaklik daima sabitse bu
durumda bu egri ¢iftine sabit genislikli timelike egri ¢ifti denir [33].

Diizlemde sabit genislikli egri Ornegi verecek olursak ilk akla gelen
¢emberdir. Biitiin dogrultularda ayn1 genisliktedir ve karsilikli noktalardaki paralel

dogrular arasinda genisligi degistirilmeden hareket ettirilebilir

T

RN
*

T
Sekil 4.1: Diizlemde sabit genislikli cember

(C) ve (C"), E; te sifirdan farkli Bishop egriligi ile verilen birim hizli egri
cifti olmak iizere, bu egri ¢ifti sirasiyla a(s) ve a (s') karsilikli noktalarinda zit
yonlerde paralel tegetlere sahip olsun. {Tﬁ]m}, k,ve k, swrastyla (C) egrisi

boyunca Bishop c¢ati hareketlerini ve Bishop egriliklerini gostersin. Ayrica
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{T*,Nl* ,N;}, kl ve k; de (C*) egrisi boyunca, sirasiyla Bishop ¢ati hareketlerini

ve Bishop egriliklerini gostersin. (C*) egrisinin ¢ (s”) noktasindaki yer vektorii

o' (s7) = a(s) +m (YT (s) +m, ()N, (s) +m,(s)N, (s) 4.1

seklinde aciklanabilir. Burada m,(s) (i=1,2,3) ler (C) nin s yay uzunlugunun
diferansiyellenebilir fonksiyonlaridir. Bishop formiillerini kullanarak (4.1) in s ile

ilgili olarak diferansiyelini su sekilde elde edebiliriz:

—

s

di :Fdi :(1+%+k1m2 +k2n/13j’f+(k1’nl + dmzjﬁ+(k2% +dﬂjﬁ2> (42)
ds ds ds ds ds

(C) ve (C*) n karsilikli noktalarinda T =-T oldugu zaman asagidaki diferansiyel

denklem sistemi elde edilir:

dm, ds
g = —g—l klm2 —k2m3
dm
ds2 =—kym, (4.3)
dm
a’s3 =—k,m,

(C) egrisinin x(s) egriliginin asagidaki gibi oldugu 1yi bilinmektedir:

lim % = @ =K
As—0 AS ds

Burada ¢, (C) timelike egrisinin a(s) noktasindaki tegeti ile verilen sabit dogru

arasindaki arasindaki acidir. Buradan, (4.3) sistemini asagidaki gibi tekrar

yazabiliriz:

dm
—L= —Am, —,m; — f

do

dm

2o = A (4.4)
% =-Am,

do




Burada;
k, k, .
A = pk, =—=cos(0), A, = pk, =—=sin(0), (0 = Irds)
K K
ve

fl@=p+p,p=—, p =—
K K

dir. Burada p ve p  sirasiyla a(s) ve a (s') noktalarindaki egrilik yarigapini
gosterir. Sistem (4.4) ten m,, m, ve onlarn tiirevleri yok edilerek, m, ile ilgili

olarak ii¢lincii tiirev durumundaki asagidaki diferansiyel denklemi elde ederiz:

almlm +b1ml” +clml' +dm =e 4.5)

Buradan:
=4 2 ) 4275 (42 - 24
b= [m;’m; W (~BAA O =2 )+ G2 =22
=8| B H a5+ A =20 2 4 23|
R =2 =2 A (B B+ A —M))
& =22 | (22 =RV (R 20+ 382 = aped (204 20 ) (A =2 )|
(A AR | (R 2V 3 20 ) )| -2 )
6= | B( 2 = A (a2 = a2 g7 (4 -2 (-2 2 )|
— (<A 2 (A 2 ) (s e 2 )2 = (A ) |

H "

Burada ve sonra ('), ile ilgili diferansiyelleri gdstersin. Ayni sekilde sistem
(4.4) te m,,m, ve onlarin tiirevleri yok edilerek, m,ile ilgili olarak iiciincii

dereceden asagidaki diferansiyel denklemi elde ederiz:
azmzm + bzmz" + czmz' +d,m, =e, (4.6)

Buradan;
a, = _%2/12
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by =24l + 20 A
Cy = A My = 2H Y 2+ A2y =20 W A+ 25
dy =24 2 =24)
e =2 (2 1-1%).
Ayrica sistem (4.4) ten m,, m, ve onlarin tiirevleri yok edilerek A, ile ilgili

asagidaki tiglincii dereceden diferansiyel denklemi elde ederiz:

am,” +bm, +cymy +dym, =e, 4.7)

Buradan;
a =24
b =22 24 22
€= 2" 2y =20 = B e+ 222 4 2
dy=23 (% H=2/2)

&= (W f 1),
(C) egrisi ve f(¢) fonksiyonu verildiginde, (4.3), (4.4) sistemleri veya (4.5), (4.6),
(4.7) denklemlerinin ¢oziimiinden m, (i=1,2,3) degerlerini bulabiliriz. (4.5),
(4.6), (4.7) denklemleri m, katsayilarina gore (C) ve (C") timelike egrilerinin
diferansiyel karakterizasyonlarini ifade eder.
(C) ve (C") sabit genislikli timelike egri cifti oldugu icin, a(s) ve a'(s)

karsilikli  noktalar arasindaki d  uzakhigit da sabittir. Bu nedenle,

d’ :HEH; - H;(S*)_E(S)H 2 :‘_mlz +m; +mi|=k>=sbt, keR (4.8)
L

(4.8) in ¢ ye gore tiirevinden asagidaki denklemi elde ederiz:

1 d

Ed_goHEHLZ - _mlml' + mzmzl + m3m3' =0 (4.9)
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(4.4) sisteminde verilen esitlikleri (4.9) da yerine yazarsak asagidaki esitligi elde

ederiz:
mf =0 (4.10)
Bu baglanti E’ teki (C) ve (C’) timelike egrilerinin sabit genislikli egri cifti

oldugunu ifade eder. Burada iki temel durum sdylenebilir:

Durum 1: f(¢)=0 (Ci’i—i-l = Oj olsun. Bu, (C") egrisi, C timelike egrisinin sabit
)

vektorii ile otelenmesini ifade eder. Asagidaki sabit vektor tarafindan verilen (C)

timelike egrisinin bir doniisiimii oldugu anlamina gelir. Oyle ki bu vektor:

d=mT+m,N, +mN, . 4.11)
dir.
Aslinda, f(@)=0 ise o zaman d sabittir. Bu gercegi (4.11) in ¢ ye gore

diferansiyelini alarak ve f =0 ve Bishop formiilii i¢in (4.4) ile verilen esitlikleri

— —

dd dd
kullanarak dogrulayabiliriz. Bu nedenle o =0 elde ederiz. Dolayisiyla o =0 ise
4 4

o zaman d sabittir. Buradan 4.3), (4.4) sistemlerini ve (4.5), (4.6) ve (4.7)

denklemlerini yeniden yazarsak asagidaki sistemleri elde ederiz:

dm
d_sl = —kym, —k,m,
iy km (4.12)
ds
dm
a’s3 =~kam,
% =—Am, —A,m,
®
dm
2 = _ilml (4.13)
do
% = —Am,
)
am” +bm +c;m +dm =0 (4.14)

Burada:
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a =42 -2 ) + 22 (4 - 22
b= 2| V242 (ZAA + OA =2 P )+ G =27 |
= 3| BN =2 =2 (7 4 2,0 2o 2 23|
YA = =22V (2 + B DA =)
4= | (22272 4 ((3 4 22 +32) 2 =222 224 20 ) (A =24 )
(4 RV | (A 2) A 434 2 )2+ 22 )| )

am,” +bym," +c,m, +d,m, =0 (4.15)
Buradan da;
a,=-A'4,
by =22 Mo+ 2 A
Oy = Al = 2KV Iy + B = 2 W A+ A
dy =7 (4 2= 2).
am,” +bym, +cm, +dym, =0 (4.16)

Burada:

a,=-1,2,
b, =22, o+ 4 2
&= o =20 B = A P+ A+ Ay
dy=23 (% H=2/2)

dir.
Teorem 4.2. E’ te Bishop catisma gore sabit genislikli timelike egri ¢iftinin

karakterize edilmis genel diferensiyel denklemleri ve sistemleri (4.12), (4.13) ve

(4.14), (4.15), (4.16) ile verilmistir.
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Durum 2. m, =0 olsun. O zaman ii¢ durum ortaya ¢ikar:

1) m, = sabit ve m, =0 alabiliriz ((4.4)ten). O zaman f (@) =—Am, dir.

ii) m, =0 ve m, = sabit alabiliriz ((4.4)ten). O zaman f(¢p)=—A,m, dir.

iii) Simdi liglincii ve énemli bir durum olarak m, = sabit ve m, = sabit oldugu hali

g6z oniinde bulunduralim. m, = sabit ise m, = sabit ve f(¢)=0 dir ((4.4)ten), o

zaman ﬁ:_—m3:sabit elde ederiz. Bu, (C) egrisinin Bishop ¢atisina gore bir

k, m,

timelike slant helis oldugu anlamina gelir. Boylece siradaki teoremi verebiliriz.

Teorem 4.3. E te Bishop catisina gore karsihkli noktalarindaki egrilik

yarigaplarinin toplami sifir olan sabit genislikli timelike egri ¢iftini goz 6niine alalim.

Eger (4.1) denklemiyle verilen birinci normal elemani m, = sabit ve ikinci normal
eleman1 m, = sabit ise o zaman (C) timelike egrisi Bishop ¢atisina gore bir timelike

slant helis tir.
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