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1. GIRIS

Her canli gibi bitkilerinde nesillerini devam ettirebilmeleri i¢in tiremeleri gerekmek-
tedir. Tozlagma (dollenme), eseysel olarak ¢ogalan bitkilerde meydana gelen ve bitkilerin
nesillerinin devaminin saglanmasi i¢in en 6nemli olaydir. Aym tiirden bitkilerin birbirini
dolleyebilmesi icin hepsinin ayn1 donemde cigcek agmasi gerekir. Polen ile yumurta es za-
manli olusur. Cigeklerin erkek organlar1 olgunlastigi zaman erkek organlarin bascigindan
disi organin tepecigine polen (cicektozu) yaymaya baglar. Bu olaya tozlagsma denir.

Ciceklerden nektar ve polen toplayan bocekler ve boceklerle tozlasma saglayan bit-
kiler arasindaki iligki uzun bir gegmise dayanan evrimlesme siireci ile ilgilidir. Dogada poli-
nasyon abiyotik yollarla (riizgar, su) ve biyotik yollarla (arilar, bocekler, kuslar, yarasalar,
kelebekler, insanlar vb. ) gerceklesmektedir (Karaman (2018)). Tozlagsma, polenlerin erkek
organdan disi organa tasinmasiyla gerceklesirken eger ayni ¢igegin i¢inde oluyorsa meydana
gelen tozlasma kendi kendine tozlagsma, farkl c¢icekler arasinda oluyorsa meydana gelen
tozlasma ¢apraz tozlagsmadir. Capraz tozlasmada ise ayni tiirden bitkiler arasinda dollenme
gerceklesmektedir.

Tozlagma (polinasyon), bitkisel iiretimin temeli olup bitki tiirlerinde tozlagsma ol-
madan meyve tohum iiretimi olmamaktadir. Dogada polinasyonun gerceklesmesinde riiz-
gar, su, kuslar, bocekler, bazit memeli hayvan tiirleri ve hatta insanlar polinator yani tozla-
yic1 olarak islev goriirler. Bu tozlayicilar arasinda direkt ciceklerle etkilesime girdikleri icin
en etkili olan boceklerdir ve tozlayici bocekler icerisinde ise arilar en dnemli yere sahiptir
(Yilmaz (2016)).

Polinasyonu saglayan arilar tercih ettikleri ciceklerin renk, koku ve bi¢imlerinden
yola ¢ikarak kendileri i¢in en gerekli olan besinin nerede oldugunu tespit eder ve bu bilgiyi
kalict olarak hafizalarinda tutabilirler (Sorkun ve dig. (2012)). Cicegin iizerine gelen arilara
yapisan polenlerin arilarin diger ¢i¢eklere konmasi ile polenler tasinmis olurlar. Son yillarda
polinasyonun 6nemi kiiresel 1sinma ile birlikte daha da artmistir. Kirsal ve kentsel alan-
lar arasinda baglantinin olugsmasi polinasyonun devamliligr i¢cin dnemlidir. Ayrica tiikketim
arttikga mahsullere zarar veren en 6nemli faktor polinatorlere karsi kullanilan ¢esitli tarim
ilaclaridir. Bununla birlikte habitat kaybi, yangin ve dogal afetler sonucu yol ve imar ¢alig-

malariin da neden oldugu durum polinator canlilarin yasadiklar1 dogal alanlar1 terk etmesi
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ile tozlagsma faaliyetlerini olumsuz etkilemektedir.

Hareket halindeki dinamik sistemlerin matematiksel modelinin olusturulmasi i¢in
tiireve ihtiyac¢ vardir. Tiirev, fiziksel olaylarin hangi hizda ve nasil degistiginin tespit edilebil-
mesini ve belli bir anindaki degisim hizinin bulunmasini saglar. Ancak tiirev tam sayili tiirev
olarak ele alinirken fiziksel olaylarin degisimini aciklamadaki eksikliklerin fark edilmesiyle
ve tam sayili tiirevin cevap vermekte zorlandig1 durumlarda kolaylik saglamasi bakimin-
dan daha kapsamli olan kesirli tiirevlere ihtiya¢c duyulmustur. 20. yiizyilda Davis, Al-
Bassam, Erdelyi, Hardy, Kober, Osler, Weyl, Riesz, Samko, Sneddon, Zygmund, Little-
wood gibi matematik¢iler onemli ¢alismalar yayimlamistir ve bu caligmalarin incelenmesi
matematikte teorik yaklagsimlarin yanm sira uygulamaya yonelik ¢calismalara da ihtiya¢ duyul-
dugunu ortaya koymustur. Kesirli tiirev kavrami giiniimiizde oldukga sik kullanilmaktadir.
Bu kavram karsimiza L’hospital ve Leibniz arasindaki mektuplasma ile ¢ikmistir. L hospital
1695’in 30 Eyliil’iinde Leibniz’in calismasini konu alan bir mektup yazmistir ve bu mek-
tupta Leibniz’in ¢calismasinda y(z) fonksiyonunun n. basamaktan tiirevi igin kullandig1 Z;—Z
ifadesinde "n= % olursa ne olur? " diye sormasiyla ve Leibniz’in bu soruya "Bir giin fay-
dali sonuclarin ¢ikarilacag: bariz bir paradoks. " cevabim vermesiyle kesirli tiirev kavrami
matematik diinyasina girmistir (Miller ve Ross (1993)). Bu mektuplagsma sonucunda pek ¢ok
matematik¢i 300 y1l boyunca bu alanda calismalar yapmistir (Miller ve Ross (1993); Samko
ve dig. (1993); Podlubny (1999)).

1695 yilinda Leibniz ile L’hospital arasinda gerceklesen yazigsmalarin ardindan 1730
yilinda Euler kesirli basamaktan tiirev kavramimi kesfetmistir ve buna bagli olarak gama
fonksiyonunu tamimlamigtir. P. S. Laplace 1812 yilinda kesirli tiirevi integraller yoluyla
tamimlamigstir. 1822 yilinda ise J. B. J. Fourier tiirev kavramini keyfi mertebeden tanimlamis
ve bu alanda 6nemli gelismeler saglamistir. Euler ve Fourier herhangi mertebeden tiirevden
bahsetmistir fakat ornek ya da uygulama vermemiglerdir. Kesirli operatorler, N. H. Abel
tarafindan fiziksel bir problem olan tautachurane probleminde karsilasilan integral denklemi
cozmek amaciyla kullanilmistir. Burada yer alan integral denklemi Riemann-Liouville ke-
sirli integralinin 0zel bir halini temsil etmektedir. 1832 yilinda Liouville iistel fonksiyonlar
icin kesirli dereceden tiirev ve integral kavramlarini ilk kez ortaya koymustur. Ayrica Liou-
ville kesirli diferansiyel denklemleri ¢ozmeye ¢alismis ve ¢alismalarimi ti¢ ayr1 makalede
yayimlamistir. Bunun sonucunda 1847 yilinda Riemann, Liouville’nin ¢calismalarini destek-
leyip bugiin bilinen Riemann-Liouville integralinin tanimin1 vermistir (Butzer ve Westphal
(2000)). Bu tanimin ilk ¢alismas1 1869 yilinda Sonin’in "Keyfi Mertebeden Diferansiyel"

makalesinde yayimlanmis, 1892 yilinda ise Riemann kesirli integral teorisini vermistir.



1967 yilinda M. Caputo tarafindan tanimlanan kesirli tiirev operatdrii literatiirde en
cok kullanilan operatorlerden birisi olmustur. Tiirev kavramina en yakin kesirli tiirev tanimi1
Riemann-Liouville tanimidir fakat tiirev ve Riemann-Liouville kesirli tiirevi arasinda olduk¢a
onemli bir fark vardir. Sabitin tiirevi tiirev alinirken sifir olmasina ragmen Riemann-Liouville
kesirli tiirevinde sabitin tiirevi sifir olmamaktadir. Iste bu problemi ¢ozmek icin M. Caputo
(Caputo (1967)) kesirli tiirev tanimin1 yapmistir. Bu tanim ile birlikte sabitin tiirevinin sifir
olma problemi ortadan kalkmistir.

1974 yilinda kesirli tiirevi konu alan ilk uluslar aras1 konferans Connectiucut eya-
letinde Bertram Ross tarafindan yapilmistir ve ayni yil kesirli hesaplarin tanim ve teorem-
lerini iceren ilk kitap Oldham ve Spanier tarafindan yayimlanmistir (Oldham ve Spanier
(1974)). Ikinci konferans 1984’de Birlesik Krallik sinirlari i¢inde bulunan Glasgow sehrinde
ve iiciincii konferans ise bes yil sonra Japonya’daki Nihon Universitesinde diizenlenmistir.
1980 yilinda Japonya’da matematiksel etkinlikler diizenlenmistir. Ayrica kesirli tiirevin dort
ciltlik bir makalede adi ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanmasi gdzlemlenmistir.
Kronolojik olarak (McBride (1979)), (Friedrich (1991)), (Miller ve Ross (1993)), (Kiryakova
(1993)), (Podlubny (1999)), (Chen ve Moore (2001)), (Hilfer (2003)), (Kilbas (2006)), (Ah-
mad ve Sivasundaram (2009)), (Diethelm ve Ford (2010)), (Odibat (2010)) gibi kesirli tiirev
hakkinda yazilan kitaplar ile yine bu alanda yayimlanan dergiler (Fractional Calculus and
Applied Analysis, Journal Of Fractional Calculus) konuya iligkin ¢calismalara yon vermistir.
2004 yilindan itibaren her 2 yilda bir uluslararas1 Autmatic Control Federasyonu (IFAC)

"

tarafindan " Fractional Differentiation and Applications" adli konferanslar diizenlenmek-
tedir. Ayrica 2007 yilinda Sabanci Universitesinde diizenlenmis olan "Kesirli Mertebeden
Sistemler" adl1 oturumlar kesirli tiirevin iilkemizde de 6nem kazandigini géstermektedir.

Caputo tarafindan 1967 de tanimlanan kesirli tiirevde yerellik ve tekillik problemi
matematiksel modellemede hesapsal zorluga neden oldugu ve pek cok sayisal hesaplama
gerektirdigi i¢in algoritma kurmakta giicliik olusturdugundan cekirdek fonksiyonlarin de-
gistirilmesi ile M. Caputo ve M. Fabrizio 2015 yilinda tanimladiklar kesirli tiirevde tekillik
problemini ortadan kaldirmiglardir. Sonrasinda A. Atangana ve D. Baleanu (Atangana ve
Baleanu) birlikte Caputo-Fabrizio tanimin1 daha da genellestirerek yerellik sorununu ortadan
kaldirmiglardir.

Euler ile baglayip Atangana ve Baleanu’ya kadar uzanan kesirli tiirev kavrami pek
cok matematik¢i tarafindan yorumlanip genisletilmistir. Giinliik yasam problemlerinde fay-

dali sonuclar elde etmek i¢in bilim insanlart kesirli analizden yararlanmistir. Sonug¢ olarak

kesirli analiz fizik, biyoloji, tip, psikoloji vb. bir¢ok bilim dallarinda uygulanmaktadir.



Bu dogrultuda ¢calismamizda sirasiyla kesirli analiz ile ilgili bazi tanim ve teoremlere
yer verilip Caputo kesirli tiirevi detaylandirilacak bitki nektar polinasyon matematiksel mo-
deli Caputo kesirli tiirevine genisletilerek yeni bir model elde edilecek ve boylece elde edilen
yeni modelin varlik ve tekligi gosterilecektir. Modelin teorik olarak analizi yapildiktan sonra
niimerik ¢ozlimler hesaplanacaktir. Niimerik ¢oziimler yardimiyla sayisal ¢oziimlere ulasila-

cak ve yorumlanacaktir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde kesirli mertebeden tiirev operatorlerini hesaplamada kullanilan fonksi-

yonlardan ve operatorlerden bahsedilecektir.

2.1. Kesirli Tiirev Operatorlerinde Kullamilan Temel Fonksiyonlar ve

Doniisiimler

2.1.1. Gama Fonksiyonu

Gama fonksiyonu kesirli analizde sik¢a kullamilir. Faktoriyel kavramini klasik fak-
toriyel kavraminin 6tesine gecerek tam say1 olmayan reel ve karmagik sayilar icin de genellestirir.

I'(m) ile sembolize edilir. Gama fonksiyonu m € R™ olmak iizere ,
[(m) = / t" e tdt .1)
0

genellestirilmis integral yardimiyla tanimlanir ve m > 0 i¢in yakinsaktir.

Gama Fonksiyonun Baz1 Ozellikleri

* I'(m) fonksiyonu m > 0 degeri i¢in tamiml ve siireklidir.

* Gama fonksiyonu, her sonlu pozitif reel sayilar kiimesinde ki [a, b] kapali araliginda
verilen integralde diizgiin yakinsak oldugu zaman Gama fonksiyonunun tiirevi elde

edilebilir.
e I'(m)=(m—1)!

e I'(m+ 1) =ml=m(m — 1)l =mI'(m)



e (1) =1
*T(3)=vr

esitlikleri saglanir (Podlubny (1999)).

Verilen 6zellikler birbiri ile iligkilidir. Kismi integrasyon yontemi kullanilarak

I'm+1)= / tme tdt = [t"e ' + m/ t"e~tdt = mI(m) (2.2)
0 0
seklinde ispat edilir.
2.1.2. Beta Fonksiyonu

q > 0 ve p > 0 olmak iizere

1
Bla,r) = / {11 = ldt Re(q) > 0, Re(r) > 0 (2.3)
0

seklinde beta fonksiyonu tanimlanir. Euler integralinin ilk tiirii olup baz1 sartlarda kullanil-

mas1 oldukc¢a kullanighdir. Baz1 6zellikleri su sekildedir:
o0 = H5
* Bla,r)=5(r.q)
* Bler) = FRS
ta—!
* Bla,r) = Frperdt
- B =r

biciminde 6zetlenebilir. Ayrica beta fonksiyonu sayesinde gama fonksiyonun bazi 6zellik-

leri de kullanigh hale getirilmis olmaktadir.
2.1.3. Mittag - Leffler Fonksiyonu

Mittag - Leffler fonksiyon tanimu ilk olarak Isvegli bir matematikgi tarafindan 1903
yilinda yapilmistir (Yang, 2011). Kesirli diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerinde kullanilan

oldukc¢a 6nemli bir fonksiyondur. e? iistel fonksiyonunun bir genellemesidir. Bir diferansiyel
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denklemin derecesi bire yaklastikca Mittag- Leffler fonksiyonu iistel ¢oziime yakinsamak-
tadur.

e? iistel fonksiyonu seri olarak

"
et = mz_o T(m+1) 24

seklinde yazilabilir. Mittag-Leffler fonksiyonunun bir parametreli genellestirilmis hali;

N 1"
Q)_Zr(me) >0 2.5)

m=0

olarak ifade edilir. Ozel olarak 1)=1 ve ¥=2 olmasi durumunda

(oe) m oo q r
Zormﬂ mzﬁ_ 2.6)
ve
Eg)=Y_ m = cosh(\/q) 2.7)
m=0
dir.

Mittag-Leffler fonksiyonunu ilk olarak Re(v) > 0 ve Re(1)2) > 0 olmak iizere,

o0 m

Ly s YRR (2.8)

(0 ZOP (drm + dy)
Agarwal ve Humbert iki parametreli fonksiyona genellestirmistir (Agarwal (1953)). 1, ve
19 'nin bazi 6zel degerleri icin bu fonksiyon hesaplanirsa bilinen klasik fonksiyonlar ve
iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonun kullanim1 sayesinde, hiperbolik siniis ve kosiniis

fonksiyonlar1 da ifade edilebilir.

E = = I — el
o'} C]m o] C]m 1 qm+1 el — 1
FE n)= = = — —
a2 (n) mzor(m+2) mzo(mﬂ)l ¢~ m+1 q
Eq 1)(q2) =cosh(q)
sinh(q
E(272)(q2) — q( )



2.1.4. Wright Fonksiyonu

Wright fonksiyonu kismi tiirevli kesirli mertebeli diferansiyel denklemlerin ¢oziim-
lerinde 6nemli bir rol iistlenir. Ayrica Wright tarafindan gelistirilen kesirli mertebeden difiiz-
yon dalga denklemi iki parametreli Mittag-Leffler fonksiyonu kullanimai ile fomiile edilmistir.
Humbert tarafindan 1953 yilinda en iyi kullanilabilecek sekilde genellestirilmistir. Tanimi

su sekildedir:

oo qm
W(q; 6 = _— 29
Ayrica fonksiyon integral seklinde de tanimlanabilir:
1 _
Wig;:0,7)(q) = 5— / t et gt (2.10)
211 Ha

Ha sembolii, Hankel’e ait bir simgedir (Podlubny (1999)).
2.1.5. Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimii basta fizik, matematik ve miihendislik olmak iizere pek ¢ok alanda
kullanilmaktadir. Bu doniisiim ile sabit katsayil1 adi diferansiyel denklemlerin cebirsel denk-
lemler haline getirilmesi saglanir ve kolayca ¢oziilmeleri saglanir.

f(t) tek degiskenli kompleks fonksiyon olmak iizere Lebesgue integrali;
/ f(t)e *dt (2.11)
0

s > 0 reel veya kompleks sayisina yakinsar. Burada f(t¢) fonksiyonu orjinal fonksiyon
olarak tanimlandiginda bu fonksiyonun laplace doniisiimii F'(s) bigiminde gosterilir. Genel-
likle F'(s) = L{f(t)} seklinde ifade edilir. Ayricat > 0 i¢in F(t), t degiskenine bagl bir

fonksiyon olsun. e~** ¢ekirdegi kullanilarak F'(¢)’ nin Laplace doniigiimii;



F(s) = L{f(t)} = /0 " (et (2.12)

seklindedir. Ters laplace doniisiimii ise £~ F(s) seklinde gosterilir.

Laplace Déoniisiimiin Bazi Ozellikleri :

Laplace doniisiimleri tanimli olan f(¢) ve g(t) fonksiyonlari ele alinsin.
* cyve ¢y katsayilar olmak tizere £ {cy f(t) + cog(t)} =c1 L {f(t)}+ o L {g(t)}
* L{e"f(D)}=F(s—a), (s>a)

* Laplace doniistimleri tanimli olan f(t) ve g(¢) fonksiyonlari i¢in bu doniigiimler sirastyla

F(s) ve G(s) olmak tizere; £ {f(t) * g(t)} = F(s)G(s)

f(t) siirekli tirevlenebilir bir fonksiyon ise ve n € Z i¢in n. mertebeden tiirevinin
Laplace doniisiimii ;

n

LU ()} = s"F(s) = ) s" 7 ()]0

k=1

 G(t) = f(f f(v)dv olmak iizere;

e[ o) - £ =0

S

2.2. Kesirli Mertebeden Tiirev ve Integraller

Klasik analizde limit, tiirev ve integral en dnemli kavramlardir. Giiniimiize kadar pek
cok matematikci bu kavramlara uygun tanmimlar gelistirmeye calismiglardir. Gergek hayat
problemlerinin matematiksel ¢oziimiinde diferansiyel denklemler sik¢a kullanilir. Ancak
tam sayili mertebeden diferansiyel denklemlerin cevap veremedigi durumlarda kesirli mer-
tebeden diferansiyel denklemlere ihtiya¢ duyulmustur. Kesirli analizi klasik analizden ayiran
en temel 6zellik klasik analizde oldugu gibi tek bir tiirev taniminin bulunmamasidir. Bu alan,
klasik analizin tamsay1 mertebeli tiirev ve integral kavramlarini rasyonel veya kompleks mer-

tebeye genisletilmesidir. Kesirli tiirev veya integrali tanimlamak i¢in pek ¢ok farkli operator



vardir. Bunlardan en bilinenleri Riemann-Liouville, Caputo, Griinwald-Letnikov, Caputo-
Fabrizio tanimlaridir. Bu tanimlar, ¢6ziim yonteminin probleme 6zgii gereksinimlerine gore

kullanilmasim saglar.

2.2.1. Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirevi

Siirekli bir fonksiyon olan z = g(¢) fonksiyonunun birinci mertebeden klasik tiirevi;

dg .. g(t) —g(t—h)
/ = — =
9) =5 = fimy h 2.13)
seklinde tanimlanir. z = ¢(¢) * nin ikinci mertebeden klasik tiirevi ;
d’g g(t)—g'(t—h)
" _2d
90 =75 =% h
. 11g@) —g(t—h) gt —h)—g(t—2h)
—d Z — 2.14
ST h h 19
—2¢g(t — -2
o 9(t) = 2(t = B) + gt = 2h)
h—0 h?
seklinde olup benzer sekilde ii¢iincii mertebeden tiirev ise
d’g . g(t) —3g(t — h) + 3g(t — 2h) — g(t — 3h)
70 = G i @19
dir. Bu durumda klasik anlamda tiirev genellestirilirse,
() = 29 i L3 1 (")gtt -t 216
= — = lim — — — .
g dm - hso he i)

=0

g(t) > nin genel tiirevi elde edilir.

Burada

(n) nn—1)(n—2)-(n—j+1)

J 7!

olup n ve j sabitlerinin genel binom gosterimidir.

Genel tamim iizerinden yeniden diizenleme yapilirsa ,
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n

1 )
g6 = fim 2 S0 () ate — i 2.17)
7=0

h—0

ifadesine ulasilir. (2.17) denkleminde (‘:) > den sonraki tiim terimlerde O (sifir) elde edilecegi

icin p € Z olmak lizere p < n,n € Z igin

lim g7(t) = g'“)(t) = % (2.18)
bulunur.
Pl _ @+ De+2)--(p+i-1)
j J!
olup negatif degerlerde kolaylik saglamasi i¢in kullanildiginda
i 2 G o) A e D SRR
j J! j
olup (2.18) denkleminde ¢ yerine —¢ getirildiginde
070 = 5 3= || ote .19
=

denklemine ulasilir. Burada ¢ € Z dir.
n sabit oldugunda h — 0 iken g, (¢) limiti 0” a yakinsar. n — oo kabul edildiginde ise
h = 2 olur ve boylece sifira yakinsamamug olur. Burada a degeri sabit ve g, *(t) sur

degeri sonlu veya sonsuz oldugu diisiiniiliir ise

lim o?(t) = D)
/Z}r:l‘i 9,7 (t) = Dy 7 (t)

seklindedir. a ve t sinir olup anf‘P) (t) ifadesi t fonksiyonunun integralidir (Podlubny
(1999)).

Genel tanim lizerinde yeniden diizenleme yapilirsa ;

d¢ R . 1 »
T g(t — jh) (2.20)
= (e = J)!



elde edilir ve bu denkleminin faktoriyel ifadeleri Gamma fonksiyonu kullanilarak yeniden

yazilirsa

n

| - T(p+1) .
T0(t) = ,{gm;(—l)] 17t (221)

ifadesine ulagilir. Bu tanim Griinwald-Letnikov Kesirli Tiirev tamimudir. igerdigi limit onu
oldukca karmagik yapmaktadir. Bu ylizden tanimindaki limiti biitiin fonksiyonlara uygula-

nabilir hale getirmek ve gelistirmek gerekmektedir.

2.2.2. Riemann-Liouville Kesirli Tiirevi ve Integrali

Griinwald-Letnikov kesirli tiirevinin islevsel olmadig1 tanimindan goriilmektedir. Bunun

i¢cin baz1 uygulanabilir benzerlikler bulunarak Riemann-Liouville integrali yazilabilir.

0 = Jim () S(17 (gt -, n="T0 <

formu i¢in ilk olarak ¢ yerine —¢ yazilirsa

oo = lim G S (et g, n="0 <

n—00
J=0

n

= tim e S (D

oo L L(e)s!
: ~D(p+7) .
= lim A% ——=g(t — jh

ve burdan kesirli integral

n

: L(p+7) : t—a
I®g(t) = lim h? >  —7— 2 qg(t — jh h t
g(t) = lim JZO ORI —, a<

seklinde yazilabilir. Burada ¢~ = I¥ integral operatorii ve g(¢) fonksiyonu iizerinde bir

islemdir. Simdi ¢ ’ nin farkli durumlarini ele alalim:
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elde edilir. Aym seklide;

t

p = 2igin  I*(g) =/ (t —v)g(v)dv

«

.. 1 [t
p=3isin ()= [ (¢ oPglo)de

¢ =mnigin I"(g) :ﬁ/ (t —v)" g(v)dv

genellestirilmis tanima buradan ulagilir ve bdylece elde edilen integral

t
I = ﬁ/ (t —v)?g(v)dv, a<t (2.22)

Riemann- Liouville Kesirli Integralidir . (2.22) integrali ile Riemann-Liouville kesirli tiirevi

yazilabilir.

Tanim 2.1 :g, [a, b] araliginda integrallenebilen bir fonksiyon ven > ¢ >n—1,n € N+t
olmak iizere . mertebeden Riemann-Liouville sol ve sag kesirli tiirevleri,
1 d\" [*
Dfg(t) == — t—7)" ¢ g(r)d
o) = () [ - atn

it = () et

seklinde ifade edilir . Riemann-Liouville kesirli tiirev tanim klasik tiirevin pek ¢ok ozelligini

(2.23)

saglamaktadir. Kesirli tiirevin p. mertebeden anlamli olabilmesi tam say: olmasi durumunda

saglanmasi gerekir.
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2.2.3. Caputo Kesirli Tiirevi

Riemann-Liouville operatorii, kesirli tiirev ve integralin uygulamalarinda oldukca
onemlidir. Bilimin ilerlemesi ile birlikte Riemann-Liouville kesirli tiirev taniminda bazi
degisikliklere ihtiya¢c duyulmustur. Matematiksel modelleme ile elde edilen kesirli mertebe-
den diferansiyel denklemler baglangi¢ kosullar ile verilir. Ciinkii tam say1 mertebeli dife-
ransiyel denklemlerin baglangi¢ kosullari ile agiklanabilirligi Caputo kesirli tiirevini diger

tanimlardan ayirir ve kullanigh hale getirir. Caputo Kesirli Tiirevi ;

1 Logr(r)dr
CDfg(t) = / >po>n—1 2.24
a tg() F(n—go) ; (t_T)<p7n+17 nzyg="n ( )

olarak tamimlanir. Sayet o degerini (0, 1) araliginda alirsak,

Dfg(t) = F(ll—so) /a (gt,@j); (2.25)

seklinde elde edilir. ¢ = n ve n € N olmak iizere
Dig(t) = g"(x)
olup n = 0 olmas1 durumunda Caputo kesirli tiirevi,

Dfg(t) = g(z)

elde edilir. Riemann-Liouville kesirli tiirevi klasik analizin pek ¢ok 6zelligini saglamaktadir.
Ancak klasik analizde bilinenin aksine Riemann-Liouville kesirli tiirevinde sabit fonksiyo-
nun tiirevi sifir olmamaktadir.

Ornek: ¢ € R olmak iizere g(t) = c sabit fonksiyonunu Riemann-Liouville ve Caputo
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kesirli tiirev tanimina uygulayalim.

dTL
BDP () = 0 1 (o
a1 !
- - _ n—ep—1
T =) /a (t —x) (c)dt
I ) t
dt"T'(n—¢) (p—n) |
o c (t—a)"¢
_ﬂﬂFm—wﬂo+ n—y ]
I ) S
CdinT(n—¢) n—o

c d" _—
"l 9) [dtn = 1
e m-glt—ape

F(14+n— ) (n—¢—mn)!
r c Fl4+n—9)(t—a)®
I'(1+n—¢) (—¢)!
1 o

“TA-—p)(t—a)

Burada klasik analizdekinden farkli bir sonug¢ elde edilmistir. Paydada bulunan (¢ — «)
ifadesinde ¢ = « oldugunda ifade sonsuz olup siireksiz olacak ve bdylece tiirev tanimsiz
olacaktir. Riemann-Liouville kesirli tiirevi kullanigli olmamaktadir. Simdi Caputo kesirli

tiirev tanimina uygulayalim.

dn
DF(e) =10 | o)

S R L
1

t
= / (t — )" ¢ 10dw
olup Caputo kesirli tiirevi ile elde edilen sonug klasik tiirev ile ayn1 olmustur.

2.2.4. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi ve Integrali

Caputo tiirev tamm (¢ — 7)~ % ¢ekirdegi i¢in ¢ = 7 olmasi durumunda tekilligi

saglamadig1 icin 2015 yilinda Caputo ve Fabrizio kesirli tiirev tanimini yeniden yapmustir.
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Bununla birlikte Losado ve Nieto bu tanimin kesirli integral tanimini yapmuglardir.

Tanmm 2.2 : (2.25) Caputo denkleminde ¢ekirdek olan (t — 7)~% yerine e TF ve

M(p)
(1-)

F(1-¢)

yerine yazulirsa

= %% / el ar (226)

denklemine Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi denir. Tammda verilen M (p) normallestirme

sabiti ve M (0) = M (1) = 1’dir (Caputo ve Fabrizio (2015)) .

Tamm 2.3 : Caputo kesirli tiirevi, b > 0 ve f € H'(0,b) olmak iizere,

CDg(t) = ﬁ /0 (t—7)"%g(r)dr, ,p€(0,1)

yazilabilir ve bu denklemde (t — )% ¢ekirdegi yerine e % ve ﬁ yerine ise m
yazilirsa 0 < ¢ < 1 i¢cin Caputo-Fabrizio Kesirli tiirevi ;
2—p)M !
2(1—¢) 0

elde edilir ve burada M (p), ¢ * e bagl normallestirme sabitidir.

Bu tanima gore f sabit bir fonksiyon ise caputo tiirevinde oldugu gibi

“FD?g=0

seklinde oldugu goriiliir. Yeni cekirdekte ¢ = 7 oldugunda tekillik problemi olugsmamak-
tadir. Laplace doniisiimii diferansiyel denklemlerin calismasinda énemli rol oynamaktadir.
Yeni kesirli tiirev tanimina uygulanirsa 0 < ¢ < 1 aralifinda ¢ degeri icin

2— @) M(y)

EETD0)6) = 5 ok (sLal)s - FO). s>0 @29

olup Laplace doniisiimii Caputo-Fabrizio tiirevi ile ¢alisildiginda oldukga faydali bir aractir.

¢ € (0,1) olmak kosulu ile . mertebeden kesirli tiirev tanimi ile kesirli integral tanimi
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yapilabilir. ¢ € (0, 1) i¢in kesirli tiirev denklemi ,

“EDeg(t) =u(t), t>0

olup laplace doniisiimii ile

)_(sLlg(t)(s) — £(0)) = Llu(®))(s), 5> 0 (2.29)

olup benzer sekilde ,
- 2¢ u(B(s) o 21— %) o s
Llo0)(s) = S9(0) + S Sy Ol + 5= s Lu(o](s), 5 >0
yazilir ve buradan ters laplace ozellikleri kullanilarak,
_—2(1_90) u —2S0 tu s)as
o0) = )+ G | weds+a0), 120 230
f(0) yerine c sabiti kullanilirsa
_ =) 22 [ gds e .
90) = G gt T J, e 120 ceR

olur. Burada ¢ € R sabit olup

CEDeg(t) =u(t), t>0

denkleminin ¢6ziimiidiir. Bu denklem sistemi ,

R=)Me) [ [—r20-9] 1 5\ds — o
e | g (s)ds = ult), 120

17



ya da

denklemi elde edilir. Boylece

2¢

2-9)M(p) e
(2—¢)M(¢))/0 (s)ds +¢(0), >0

g(t) = 20— )

[u(t) = u(0)] +

elde edilir ve Caputo-Fabrizio kesirli integrali tanimlanir (Losada ve Nieto (2015)).

2(1 = o)

cEe = —A _ M= tus s
00 = 5=y (t)+(2—90)M(90)/o (s)ds, £20

seklinde ifade edilir.
g fonksiyonunun birinci dereceden integrali 0 < ¢ < 1 olmak tizere

2(1—¢) 2¢

Q- oMy M)

olup buradan M () ifadesi

M) = 77—

olarak bulunur. Boylece yeni bir Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimi yazilabilir.

Tanmm 2.4 :0 < ¢ < 1 olmak iizere . mertebeden kesirli tiirevi

1 t t—71
D2gt) = [ gnel = lar
—¥Jo

seklindedir (Losada ve Nieto (2015)).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Kesirli analiz, klasik anlamdaki tiirevi ve integrali rasyonel veya kompleks mertebeye
geneller. Kesirli tiirev ve integrali tanimlamak icin bir¢ok yol vardir. Literatiirde en ¢ok
kullanilan tanimlar Riemann-Liouville ve Caputodur. Klasik anlamdaki tiirev tanimlarindan
Riemann-Liouville kesirli tiirevi tiirev kavramina en yakin kesirli tiirev tanimi olup kesirli
analize 6nemli derecede katki saglamaktadir. Ancak tiirev ve Riemann-Liouville kesirli tiirev
tanimi arasindaki 6nemli fark olan sabitin tiirevinin Riemann-Liouville kesirli tiirevinde sifir
olmamasi ve fiziksel yorum gerektiren baslangi¢ deger problemlerinde kullanigli olmamasi

sebebi ile Caputo tarafindan 1967 yilinda yeni bir tanim gelistirilmistir.
3.1. Riemann-Liouville Kesirli Tiirev ve Integrali

. mertebeden bilinen Riemann-Liouville kesirli integrali ve kesirli tiirevi ;

Iog(t) = ﬁ / (t— 1) Yg(r)dr, >0

\

w02t = ot () [ trar

seklindedir. ,D; ve D} notasyonlar yerine sirastyla D?, ve D7 kullanilmaktadir. Ayni

sekilde .17 ve . I} notasyonlart yerine sirasiyla ¥, ve I;” kullamlmaktadur.

Riemann-Liouville operatorii ile ilgili baz1 6nemli 6zellikler su sekildedir (Podlubny (1999)):

* Lineerlik: Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii tam sayili tiirevlerde oldugu

gibi lineerlik 6zelliklerini saglar.

D?(uf(t) +vg(t)) = uD?f(t) + ¢ D?g(t)
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Ispat :

Duf 0+ val0) = () [ =7 s o)+ vg(ryar

+ﬁ (%)n / (¢ = 7yl (r)dr

=uD? f(t) + ¢ D?g(t)

+ Birlesme Ozelligi : Riemann-Liouville kesirli integrali ¢ > 0 ve p > 0 olmak iizere
If(I7g(t)) = If (If 9(t) = If g (2)

birlesme 6zelligine sahiptir.

Ispat :

seklindedir. Ayni sekilde

1

o) =5 / (7 — 2 P g(a)da

:—F(p)f‘(go)/a (1 —x)P~ das/a (t—T7)?""g(T)dr
1

:W/a g<7>d7/x (t — )P (r — 2)\da

:—1 ) /T(t — T)(pJ“P*l)g(T)dT

Dl +p
=I oy (t)...... (2)
olup (1) ve (2) esitliginden ispat tamamlanir.

* Bazi 0zel ¢ degerleri i¢cin Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii :
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1. p=m —1i¢in

2. p=n € N igin

=9"(t)
Dpa) (-1 (5 ) 10(0
=— (%) 9(t)
(19" (1)
3. ¢ =0i¢in

oD g(t) =g(t)
Dyg(t) =g(t)

ozelliklerini saglar.

* Ters islem : Riemann-Liouville kesirli tiirev operatorii ,

g(t) stirekli , g € Cla, b] ve ¢ > 0 olmak iizere

oDf (oI g(t)) =9g(t)

DY (17 g(t)) =g(t)
ters iglem ozelligini saglar.

* 0<m—1< p < molmak iizere

— = z (t B a)w_i
alf(ang(t)) ~a Dtp 90 Z Dp t “F(gp—i—i—l)

=1
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eger o = pise

(t —a)?

I WD29(0) = 90 = D [O7 90 mam =

elde edilir (Podlubny (1999)).

3.2. Caputo Kesirli Tiirev ve integrali

t = 7 noktasinda Riemann-Liouville tanim1 Riemann-Liouville kesirli tiirevinin limit
degerleri biciminde tanimlanan baglangi¢ kosullarina sahiptir. kq, ks, ..., k,, keyfi sabitler

olsun.

lim DY~ 'g(t) =k

t—a

lim DY ?g(t) =k,

t—a

fim Df "g(t) <k,
seklinde baslangic kosullar1 elde edilir. Bu sekilde tanimlanan baglangic deger problemleri
matematiksel olarak ¢oziilebilirken sonuglar1 kullanisli olmamaktadir. Matematiksel model-
lemenin kullanim alan1 arttik¢a fiziksel yorum gerektiren baslangic deger problemlerinde en
iyi yaklagimi 1967 yilinda Caputo yapmistir. Fiziksel olarak yorumlanabilir olmasi, tam-
say1 mertebeden diferansiyel denklemlerle benzer sekilde ¢alismasi Caputo tanimini avan-
tajh kilar.

Caputo Kesirli Tiirevi;

1 Log(r)dr
C e
Dfg(t > p > 1
« DigC) F(n—@/a (t—rpeni "EPET

seklindedir. ¢ Df ve ¢ Df notasyonlari yerine sirastyla ©D¥, ve DY kullanilir.

Caputo operatorii ile ilgili baz1 6nemli 6zellikler su sekildedir (Podlubny (1999)):

* Lineerlik: Caputo kesirli tiirev operatorii tam sayili tiirevlerde oldugu gibi lineerlik

ozelliklerini saglar.

“D?(uf(t) +vg(t)) = p“D? f(t) + ¥ D?g(t)
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elde edilir.

ispat:

1

CDAuf(0) + b)) = lim K0 S04 (F) (s~ i) + wgle — )

nh=t—a =0
— : —p - _1\¢ ¥ o
=t e S0 (7 e i)
nh=t—a =0
oy i (PN
£ Jim H7 S (%)otein

=u“D? f(t) + ¢ D?g(t)

* Baz 6zel ¢ degerleri i¢in Caputo kesirli tiirev operatorii :

I. 0 <p<1ligin

2. (p =nicin

3. ¢ =0i¢in

CDYg(t) =g(t)

£ Dyg(t) =g(t)
ozelliklerini saglar.

* Birlesme Ozelligi: () siirekli fonksiyon ve ¢, p > 0 olmak iizere

“Df1°DPg(t)] = Dy“Dfg(t)] = Df *q(t)
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yazilir .

* Homojenlik: £ herhangi bir sabit olmak iizere ,

o Dfkg(t) = k[ Df g(t))

seklinde yazilir (Podlubny (1999)).

* Riemann-Liouville kesirli integrali ve Caputo tiirev arasindaki bagint1 asagidaki teo-

rem ile verilmistir.

Teorem 3.1 g € C"[a,b] ve n — 1 < ¢ < n olmak iizere

m—1 (2) a 4
1 €0(t) =g(t) - 3 Tt~ ay
197 Dyg(t) =g(t) —

olarak yazilir ancak 0 < ¢ < 1 oldugunda

17 Dfg(t) =g(t) — g(a)

1?7 D g(t) =g(t) — g(b)
elde edilir (Kilbas (2006)).

* Ayni mertebeden Riemann-Liouville kesirli integralinin Caputo tiirevi

CD5+ I;D+9(t) =g(t)

°Df 17 g(t) =gt

seklindedir.

3.3. Caputo Kesirli Tiirev Operatorii icin Niimerik Coziim Yontemi

Asagida Caputo kesirli diferansiyel denklem olan

§Dfy(t) = g(t, y(t)) 3.1)
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esitligi icin analizin temel teoremi dikkate alinarak uygulanilirsa,

1 t _
)= 0) = s [ oo (e = o)
) Jo
elde edilir. O zamant =t¢,.; ven =0,1,2,--- i¢in
1 tnt1 .
t — = — t — )% gt y(t))dt
tai) =9(0) = 55 [ (ia =07 a(00(0)

veE

tn
it =90 = 5 [ = 07 gt )t
0
elde edilir. (3.3) ve (3.4) denklemlerinin farklar1 alinirsa

Y(tsr) — y(tn) =$ / " b — 17 g (b, (1))t

+ﬁ / (£ — )7y (t, y(0))dt

elde edilir ve boylece

ifadesine ulasilir. Burada

1 tn+1
Ay = —— too1 — ) Lg(t, y(t))dt
=g | =07 u0)
ve 1 . 1
A,——/ t, —t)? g(t,y(t))dt
dir.

g(t,y(t)) fonksiyonu Lagrange interpolasyonu kullanilarak yaklagik olarak ,

t—1t,—1 t—1t,

P(t) ~ tn, Un —— (=1, Un—
(t) tn_tg( y)+tn_1_tng( 1, Yn—1)
t o1, Yn—

:g< n};yn) (t N tn71> B g( 1hyn 1)<t _ tn>
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seklinde bulunur. Boylece

g(t’n)yn) /tn+1 -1 g(tn—hy’n—l) /tn+l
Ay = the1 — )Y (t—t,_q)dt — ——FF——= the1 — ) (t—t,)dt
= Lot [Pty gyt = Lt eot) [Ty,
(3.10)

9t yn) /t"“ ot 9(tn—1,Yn-1) /t”“ .
— toig — 4 — b, )dy — = InTl) ot —y—t,)d
ST Y (tns1 — ¥ 1)dy () Y (thp1 — y — tn)dy

_9(tn, ) {2ht5+1 _th } Cglt1,Ynn) {htﬁﬂ ot }
hI' () © o+1 hI' () © p+1

(3.11)

olup

+1 +1
A g(tn,yn) {Qh @ th+1 } - g(tn—bynfl) { h ) tﬁﬂ } (3.12)

= — T R _ _t _
YL hT(p) Lo ™ o+l hT () e " p+1

elde edilir. Benzer sekilde

_g(tmy”) " el _(tn—lvyn—l) N Y Y
2 itg Jy om0 it = S [P0 e

tuyYn) [ tn1, Yn—1) tET
_g( Y )/ ycp—l(tn —y _tn—l)dy+ g( LY 1) n
0

- hT(y) hC(e) ¢
:g<tn7 yn) % _ t?f—H g<tn—1; yn—1>t(p+1
(o) Le ¢+l hi(e+1) "
(3.13)
seklindedir. Buradan yaklasik ¢6ziim su sekilde verilir:
by yn) [ 20 ot h et
y(tn-i-l) - y(tn) = +gf(LF(i)> {?t;ﬁ-i—l - © _:11 ;tﬁ - n?}
(3.14)

+

g(tnfb ynfl) {ﬁt@ . tii} t'rf }
hC(p) Lo ™ o+l p+1

Teorem 3.2 :
§Dfy(t) = g(t, y(t))

denkleminin bir ¢oziimii y(t) olsun. Burada g’ nin sinirl oldugu bir kesirli diferansiyel denk-

lem verilmigtir. y(t) * nin sayisal ¢édziimii su sekildedir :
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Y(tny1) — y(tn) =

9(tn yn) {2h . e

h tﬁ-ﬂ
hF T bn41l T 1 - }
A ars
T St — S e RO
hI'(¢) @ p+1 p+1
Burada
h3+g0M
) < ———— 1)? +n?
RA(t) < 12F(80+1){(n+ )? +n }
dir.
ispat :
1 t”“
Y(tny1) — T/ tnpr — 1) g(t, y(t))dt
1“0 (3.16)
W/ tnt1 —t L lg(t y(t))dt

dir ve boylece (3.15) denklemi

1 tnt1 o1 1 lnt1 et
yMWMHmzLMW%)MW% Ru(#)(bug — 1)7dt
Lo -1 Lo _ et

:g(tn?yn> {% (] ti——:j _|_ E#p . tcp—l—l} g(tnflvynfl)
hO(p) Lo ™' e+1 ¢ hT ()

h e te 1 [l
x{—tﬁ+1 ntl }+F ) / R(t)(tnsr — £)?dt
0

@ e+l p+1 (¢
1 / tn
——— | R@)(t, —t)?tdt
I'() Jo
(3.17)
lagrange polinomu kullanilarak elde edilir. Sonraki adimi su sekilde tanimlanir:
Ra(t) = — / T R ) (b — 1)t — / Rt — 0P (3.18)
n\l) = 57— 1 ntl — - = 1 n— .
I'(e) Jo i I'(e) Jo
dir ve burada
gn+1 n
Ri(t) = H (t—1;) (3.19)

k)
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olup dolayisiyla

n

1 tnt1 (n+1
Ra(t) ——/0 g__LIY) H Y(tair — )7 Ldt

I'(p) (n + 1 o
1 tn g(n+1) n (3:20)
—~ / H )(tn — )¢ dt
I'(e) Jo (n+ 1 <o
olup buradan ||g(t)[|cc = sup;efy) l9(¢)] dir.
g (¢, y(#))lloe < M < 00
oldugunu varsayalim. Olusan hata teriminin normu asagidaki gibi gosterilir:
tn+1 t in .
Ol =i [ L H (b — )7t
(3.21)
tn o (n+1) (¢ n
- / J ( ylt Ht—t )t — )P 1dt
I'(e) Jo (n+ 1! i o
dolayisiyla esitsizligi
1 tnt1 g(n+1)(t y n
R,(D)]leo <||=— S (=) (g — £)P 7t
IR0l < o H a1
1 tn g(”“) ; y n (3.22)
—~ / H (t—t;) t)- 1dtH
I'() Jo s 0o

seklinde gosterilir. Buradan

J=
2

=)

7=0

(tayr — )P tdt

2 t
1 n+l _ (3.23)
< ——|lg® (¢, y(t t—t; toyr — )P 1t

6“[))!\ (t, ()|l Jl;[o( i) ; (tnt1 —t)

2h3 t?

Gt ylt n+l1

o 6F(¢)Hg (t,y(0))
Wt M
12I(p + 1)
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elde edilir ve sonug olarak

H tn+1 n+1

n—l—l

ve

I [

n+1

elde edilir. Boylece

[ (®)]loo <

n

Q

H (t —t;)(tn — 1) sHalt”
7=0

h3M
12T (¢ + 1)

h3M
<—
12T (¢ + 1)

olur. Tekrar degerlendirecek olursak

o [

IN

[ s =0 sttt

HFLZ/+ tnpr — )7 g (ts, y(t ))dtH

o0

(e}

H (tns1 — )77 ldtH

(trsr +17)

LAY

Rty M

12T (¢ + 1)

((n+ 1) 4+ n¥)

1 /'L+1
1 d 7,+1 o 1d
< t, t b1 — )P 1dt
<yl u}j/ .
1 ntl — (a1 = tin)® }
<—— max ti, ))dt
“T(p) teltitiv] lg(t:, yt | Z{ ¥
h? ))d 1 s
S—— (i, t - —
S s I 413 0= 7)
he ))d 1
< t, t1d (n +1)% +
NCERTE x g, y(t:))d]|{( ¥
he
<— t )dt]|{(n+ 1) +1
oy e oty {(n+ )7+ 1)
elde edilir. Boylece
n+1 h@C‘P
torr — )P gty < =—L~ t
o [ e = 070 < s mx Latew(0)]
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12T (¢ + 1)

(3.24)

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)



ve

L [0 a0 < S e y(o)

H I'(p (p+1) te[t t1+1]

elde edilir. Dolayisiyla

B
F(p+1) te[tl t1+1
olup boylece teorem ispat edilmis olur (Atangana ve Owolabi (2018)).

ly(tn1) — y(tn)lloo < x |t y@){C? + S¢}
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bitkilerde polinasyon adi verilen tozlagsma, bitkilerin meyve ve tohum tiretiminde cok
onemli bir siire¢ olup ekosistemin devamlilig1 ve biyolojik ¢esitliligin korunmasi i¢in hayati
onem tasimaktadir. lyi tozlasan iiriinler daha yiiksek verimle sonuglanir. Cicegin erkek or-
ganlarindaki polenlerin disi organlara tasinmasi islemi olan polinasyon, polinator ad1 verilen
canlilar ile gerceklesmektedir. Bitkilerden bitkilere polen tasiyip bitkilerin iireme siirecini
desteklerler. Bu islem bitkilerin tohum olusturmasini ve bdylece ¢ogalmasini saglamaktadir.
En bilinen polinatorler (tozlayicilar) arilar, kelebekler, kuslar, insanlar, su, riizgar ve bazi
memeli hayvan tiirleridir. Degisen kosullar ile bitkinin verecegi tepkimeleri 6ngérmek, bitki-
lerin gelisim ve iireme siirecinde karsilagilan sorunlar1 ¢éziimlemek, verim ile ilgili tahminde
bulunmak ve yiiksek verim alabilmek 6nem arz etmektedir. Bu dogrultuda matematiksel bir
model ortaya konmustur.

Bu boliimde calisilacak olan model tamitilip Caputo kesirli tiirev operatoriine genisletile-

cektir.

4.1. Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel Modeli

Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel Modeli asagida verilmistir (Wang (2019)).

Di{N1} =G1(.)N1 + 0180F No + 0182 F N,
Dt{NQ} :GQ()NQ +O’262FN2 (41)
Dt{F} :OéNl - (w + ﬁoNg + 52N2)F

Verilen (4.1) denklem sisteminde ;
N bitkinin popiilasyon yogunlugunu ,
N5 tozlagtiricinin popiilasyon yogunlugunu,

F bitkinin tirettigi ¢icek ve meyve sayisini temsil etmektedir.

Ayrica bu denklem sisteminde, G;(.) karsilikli yarar iligkisi (mutualizm) agisindan bir tiiriin

diger tiirle etkilesime girmedigi durumda tiir basina degisim orani, 3, tozlagma orani veya
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nektar tiiketim orani, o4 bitkilerin bir ¢igek veya meyveden yeni yetigkin bitkilere doniisiim
orani, oy tozlayici tarafindan alinan kaynaklarin biyokiitleye doniisiim orani, o nektar iire-
timinde birey basina diisen bitki orani, w nektar kaybi (nektarin bozulma orani) seklinde
tanimlanir. 05, Ny tozlasmanin yalnizca biyotik faktorler araciligiyla degil, riizgar gibi
abiyotik faktorler araciliiyla da gerceklesebilecegi anlamina gelir. 5, ve N, sirasiyla riizgar
akig oranini ve riizgarla taginan polen yogunlugunu temsil etmektedir. Burada r; bitkinin
i¢sel biiylime oranini, 7o tozlayicinin 6liim oranini ve d; ise bitki tiirii icerisindeki birey-
lerin olusturdugu tiir i¢i rekabet diizeyi olmak iizere kolaylik saglamasi acisindan biiyiime

fonksiyonlart G (N7) = r; — di Ny ve Go(Ny) = —r dir.

Yukaridaki model N1 = P, 52N2 = W, F = M, a=a,01 = bl, 0'252 = bg, 50N0 = C1 V€

w + PoNg = ¢ esitlikleri kullanilarak yeniden diizenlenirse

P, =P(t)(r1 — diP(t)) + bi(c1 + W (t)) M (t)
W, =W (t)(—rq + bo M (t)) 4.2)
M; =aP(t) — (co + W(t))M(t)

denklem sistemine indirgenir.

Banach uzayinda F' : R — R seklinde tanimli ve siirekli /' fonksiyonu P, W, M € F
ve P(t) > 0, W(t) > 0, M(t) > 0 olmak iizere Caputo tiirev operatoriiniin tanimi kul-
lanilarak orjinal model degistirilmeden (4.2) denklem sistemi daha genis bir denklem sistemi

haline getirilerek

SDEP(t) =P(t)(r1 — diP(t)) + bi(cp + W (t))M(t)
SDEW (t) =W () (—7ry + ba M (1)) (4.3)
6 DEM(t) =aP(t) — (co + W(t))M(t)

elde edilir. (4.3) denklem sisteminin baslangi¢ degerleri agsagidaki gibidir.
P(0) = Py(0), W(0) = Wy(0), M(0) = My(0). Ayrica denklem sisteminin tiim parametre-

leri pozitiftir.
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4.2. Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel Modelinin Varhik ve Teklik

Coziimleri

Bu boliimde (4.3) denklem sisteminin varlig1 ve ve tekligi incelenecektir. Riemann-

Liouville kesirli integral tanim1 yardimiyla (4.3) denklem sistemi yeniden diizenlenirse ,

P) = PO) =g [ (=07 [P)(r = diP) + bler + W) M()de
WO = W(0) =5 [ (=07 V) + bad () (4.4)
M(t) — M(0) :ﬁ/o (t — ) HaP(v) — (co + W (v))M(v)]dv

denklem sistemi elde edilir.

Baslangic degerleri sifir kabul edilirse,

O =15 [ (=0 PO) = P+ bl + W) MOy
W) = [ (6= 0 V(@) ra + b)) @5)
M) :ﬁ /O 't — 0P [aP(0) — (cs + W (0)) M (0))d
elde edilir.

Varlik ve teklik teoremini uygulayabilmek icin 7" : X' — K operatoriinii

TP() :ﬁ /0 (t— )7 [P(0)(r1 — dy P(v)) + by (e + W (0)) M(v)]do
W () :ﬁ /0 (£ — 0)* [ (0) (=72 + by M (0))]d(0) .6)
T =55 [ = 07 aP) = o WM W)y

seklinde tanimlansin. Basit bir goriiniim elde etmek amaciyla

s(t, P(t)) =P(t)(r — diP(t)) + bi(er + W(t)) M(2)
s(t, W(t)) =W (t)(—ry + by M(t)) 4.7)
s(t, M(t)) =aP(t) — (co + W(t)) M(t)

notasyonlar1 kullanilsin.

33



Lemma 4.1 : T operatorii T : K — K, tamamen siirekli ve kompakttir.

Ispat : V C K smirh olsun. p,w,m pozitif sabitler olmak iizere VP, W, M € V icin
|1P]| <p, [W]| <wve ||M|| <m dir
Ly =maz o<i<1 s(t, P(t))
0<P<p

Lo =max o<i<1 S(t, W(t))
0<W<w

L3 =maz o<i<1 s(t, M(t))
0<M<m

seklinde Ly, Lo, Ls tammlansin. VP, W, M € V icin

\TP()] =II$ / (t — )7 s(v, P(v))du]
1 ol
5 / (t — 0)7s(v, P()) | dv
L1 t o1
=) /0 (E=v)” dv
_ L e
T+ )
olup buradan
L,
PO < s

elde edilir. Ayni adimlar W (¢) ve M (t) i¢in de uygulandiginda,

ITW ()] =||$/0 (t —v)* " s(v, W(v))dv|

1 ¢ o1
5 / (t — v)*|s(0, W (0) | dv

< L2 /t(t )@—ld
S—/—— — v v
() Jo

Ly

—t@
(14 )

olup

Ly
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elde edilir.

ITM (@)l ZHﬁ /0 (t—v)*  s(v, M(v))dv|

I o1
i / (t — 0 s(v, M(v)||dv

L3 t o—1
Sm/o (t - U) dv

__Ls 1
I'(1+ )
olup
L
TM@)| < ———
ITMOI < 5y

bulunur. Buradan 7'(V')” nin sinirli oldugu gosterilmis olur.

Simdi 7'(V')’ nin kompakt oldugunu gosterilsin.
P(t),W(t), M(t) € V ve t; <ty olsun. Ve > 0 i¢in [t; — t5| < ¢ sayisi vardir.
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[T P(t2) = TPt

F(SO)/O (te — v)? " s(v, P(v))dv

(L/Otl (1 — 0)*s(v, P(v))dv]|
F(«p)/ (ty — v)¥ ts(v, P(v))dv
ﬁ/j(tl—u)@ Ls(v, P(v))do
i L = 07 s P
<o [ =07 = =0 (o, Pl
b L 10 = 0 o, PO
g%/j(@rv)v ' (g — v)*V)dv + r@) /:(tl ) o

olup buradan ||T'P(t2) — T'P(t1)]| < € esitlsizligi elde edilir.
Ayni adimlar W (t) ve M (t) i¢in gosterilsin.
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W (t) igin,

ITW (t2) = TW (t,)]]

F(w) 0

o / = 0P s, W) ol
s [ =0 s W)
_ﬁ/j(“ ) s, W (w))du
“ti L 6= 0 s
<o [ =07 = (=0 s
b L 10 = 0 s )
Srﬁi) /Otz((t2 _ o) = (b — )P Vo + r?;

olup buradan || TW (to) — TW (t1)]| < € esitsizligi elde edilir.
Simdi de M (t) i¢in gosterilsin.
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[T M (t2) — TM(t,)]]

:Hﬁ i 2(252 —0)? 1s(v, M (v))dv
—ﬁ [ =0 st M) av)
:||$/02(t2 —0)? ts(v, M(v))dv
_ﬁ /0 2(tl —0)? s(v, M(v))dv
—% t (ty = )" (v, M(v))de]
S% / I(t2 = 0)7™" = (tr = )l (s(v, M (v)) || dv

%so)/tl I(tr = v)?~H|s(v, M (v))dv

Ly [ =1 _ (4 — )eN\dp + 3 B D)9 Ldv
SF(90) /0 ({t2 =) (=)™ )dv + I'(p) /tg by —v)a
:I’I(/;) (/0 (ty — v)? tdv — /0 (t; —v)¥ ! —i—/t (t1 — U)“’%lv)
:ﬁ(t? + (t1 — t2)? —t7 + (t1 — t2)%)
<2—Lg(t1 — )% + L(h — 1)
“T(1+ ) I(1+¢)
__ 2 (t; — tg)?

['(1+ )

2Ly g _
N(l+¢)

olup buradan da ||T'M (ty) — T M (t1)|| < e esitsizligi elde edilir. Bu durumda Arzela-Ascoli

teoremini kullanarak 7'(V') * nin kompaktlig1 elde edilmistir.

Teorem 4.1 : S : [uy, us] X (0,00) — (0, 00) siirekli fonksiyon ve S(t,.), [u1, us] araliginda
artan fonksiyon olsun. Oyle ki ve ko degerleri bulunabilir ki, B(n)k, < S(t, k1), B(n)ky >
St ka), 0 < ky(t) < ko(t), k1 < t < ko egitsizlikleri saglanir. Boylece (4.3) denklem

sistemi pozitif coziime sahiptir.

Ispat : Sistemin tamamen siirekli oldugunu Lemma 4.1 yardimiyla gosterilmistir. Simdi

sabit nokta teoremini kullanarak T nin artan bir operatdr oldugunu gosterilsin.

38



olur. Benzer sekilde

ve

TM, (1) :ﬁ /0 (t = v)Ls(v, My (v))dv

1 [ A
gm/o(t—v) s(v, Ma(v))dv

—TM,(t)

elde edilir. Lemma 4.1 kullanilarak 7" : 7 < ky, ko >—< ky, ko > 7 dOniisiimiiniin kompakt

oldugu gosterilmistir.

Simdi sistemin pozitif ve tek bir ¢dziimiiniin oldugu gosterilsin.

T Pu(t) = TRy (1)]]

1 t o=l —s(v v)))dv

Z\IF(¢)/0(t—v) (s(v, Pi(v) = s(v, P2(v)))dv]|
1 t o1

Smcl/o (t = 0)? " [|P1(v) = P2(v)||dv

esitsizligi kullanilarak ,

TR - TR0l < { o

m}m(v) _py)l

bulunur. Ayni sekilde
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ZH—%O /0 (t—0)?" (s(v, Wi (v) — s(v, Wa(v)))dv]|

————-cat/g<¢ )W () — Wa(w) o

esitsizligi kullanilarak ,

i) - T < {

—@;3}wuw—m@m

bulunur. Benzer sekilde

[T M (t) — TMy(1)]]

AN : o=l —s(v v)))dv

=||F<¢)/O(t—v) (s(v, My(v) = s(v, Ma(v)))dv]
L t o1 — v)||dv

<0 [ =0 ) = M)

esitsizligi kullanilarak ,

T M, (t) — TMy(t)]| < {F Cst?

—@:ﬁthwwuwn

elde edilir. Bu durumda

{%} <1
) <

EEni

sonuclart gecerli olup T operatoriiniin daraldigini gosterir ve Bitki Nektar Polinasyon mate-
matiksel modelinin sabit nokta teoremi yardimiyla tek bir pozitif ¢oziimii oldugu gosterilmis

olur.
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4.3. Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel Modelinin Hyers-Ulam

Kararhhik Analizi

Hyers-Ulam kararlilig1; ilk defa 1940 yilinda Wisconsin Universitesinde konusma ya-

pan S. Ulam’1n fonksiyonel denklemlerin kararlilik teorisi ile ilgili ortaya attig1 sorusunu, D.

Hyers’in 1941 yilinda Banach uzaylar1 icin yanitlamasiyla birlikte ortaya ¢ikmistir. Ulam’1in

probleminin bir genellestirilmesi olarak fonksiyonel denklemlerin yerine diferansiyel denk-

lemlerin kullanilmasiyla yeni bir ¢alisma alani olusmustur.

(4.3) denklem sistemi Hyers-Ulam kararliligina sahiptir. Oncelikle asagidaki tanim

saglanmalidir.

Tanmm 4.1 : ¢ > 0 i¢gin

P(t) - %@ / (t — 0) s(v, P))do] < G
W(t) - ﬁ / (t — 0)" 50, W())du| < Gy
M (t) - ﬁ / (t — 0)7Ls(v, M(0))dv] < Gy

olup modelin P(t), W (t), M(t) icinde ¢oziimii oldugunu kabul edilsin.

(1) :ﬁ /0 (= 0)* T s(v, P(0))dv
0 _ﬁ /Ot(t ) s (w, W (0))do
N(t) :ﬁ /Ot(t —0)* (v, M(v))dv
olup aym sekilde ,
PO - 5 [0 st Pl <
W0 - i [ (=0 st W < 6
) - 5 [ (=0 s, Bl < G

denklem sistemi elde edilir. Buradan,
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|P(t) — P(t)] < Gim
W (t) = W ()| < Gn (4.11)

|M(t) — M(8)] < Cams
dir.

Teorem 4.2 : Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel modelinin, Caputo kesirli tiirev tanimi

ile olusturulan (4.3) denklem sistemi Hyers-Ulam kararliligina sahiptir.

ispat : P(t), W(t), M(t) ile birlikte P(t), W (t), M (t) (4.3) denklem sisteminin ¢oziimleri

oldugu varsayilarak P(t) ve P (t) ¢oziimlerinin farklarinin normu alinirsa,

~ 1 t ot ~
[P(t) — P(t)]l Sm/o(t—v) [s(v, P(v)) = s(v, P(v)]|dv

1 4
<—A4||P-P
<gyIP Pl

olur ve burada (; = Ay, ﬁ = 1, alinirsa

|P(t) — P@)|| < Gim (4.12)

elde edilir.

Buradan hareketle W (t) ve W (t) ¢oziimlerinin farklarimn normu alinrsa,

~ 1 ¢ B -
W (&) = W) SF—/ (t=0)?Hs(v, W (v)) — s(v, W(v)||dv

() Jo
1 -

<——No||W -W

<Fi W -7

olur ayni sekilde (» = A, ﬁ = 7)o alinirsa,
W (1) = W® < e (4.13)

elde edilir.

Yine aym sekilde M (t) ve M (t) ¢oziimlerinin farklarinin normu alinirsa,
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- 1 - )
[M(t) = M ()] Smfo(t—v) (v, M(v)) = s(v, M(v)||dv

1 ~
<——ANs||M — M
<pgy Rl - )

olur ve (3 = Ay, ﬁ = 13 alinirsa,
IM(t) = M) < Gams (4.14)

elde edilir. (4.12), (4.13) ve (4.14) esitsizliklerinin yardimiyla (4.3) denklem sistemi Hyers-

Ulam kararli olup boylece ispat tamamlanir.

4.4. Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel Modelinin Niimerik

Coziimii

Caputo kesirli tiirevi i¢in genigletilmis Bitki Nektar Polinasyon Matematiksel Modeli
(4.3) denklem sisteminde gosterilmistir. Elde edilen (4.4) sistemi analizin temel teoremi ile

yeniden diizenlendiginde Z;,7 = 1, 2, 3 ¢ekirdekleri i¢in (4.15) denklem sistemi elde edilir:

P(t) — P(0) :ﬁ /O (t = )7~ 21 (v, P(v))dv
W(t) — W(0) :ﬁ/o (t — )¢ Zy(v, W(v))dv (4.15)
M(t) — M(0) :ﬁ /0 (t — 0)#~1 Zy (v, M(v))dv
Boylece bu sistemde oldugu gibi
Poya(t) — FL/%+1 (tarr — )7 Zu(t, P(t))dt
Wi (£) — FL / T s — 1P Zo(t W)t (4.16)
My () — PL / s — 1P 2 (8 M)t
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elde edilir ve t,, degeri icin de yazilirsa

Pu(t) — P(0) :ﬁ /0 (= P12, (¢, P(1))dt
W (t) — W(0) :ﬁ /Otn (tn — )97 Zo(t, W (t))dt 4.17)
M, () — P(0) :ﬁ /0 "t — )71 Zy(t, M(8))dt

olarak bulunur. (4.16) ve (4.17) sistemlerinde her bir denklemin kendi i¢inde farklar1 alinirsa,

1 tnt1 1 tn
P, t—Pnt:—/ thar — )P 12, (t, P(t dt+—/ tn — )P 120 (t, P(t))dt
+1(t) (t) oo s (tnar — )7 Z1(L, P(1)) ) 0( )77 Zy (8, P(1))
1 tn+1 . 1 tn .
Wi (t) — Wo(t) ==—— ne1 — 8)¥7 Zs(t, —_— n— 1) Zo(t,
) =Walt) =gos [ i =0 2 W)+ s [ =07 2l W)
1 tnt1 . 1 tn .
M, 1 (t) — M, (t) =—— toas — )P 1 Za(t, M(1)dt + —— t, — )2 Za(t, M(t))dt
A= M0 =55 [ o =07 2 M)+ 1 [ 0= 07 200, 00(0)
(4.18)
bulunur. (4.16) ve (4.17) sisteminden hareketle
b _p LBl P (2, b, 120
h(p) Ly ™ o+l ™ “.19)
Zl(tn—hpn—l(t)) hgo tﬁi% t;f 1 pe '
T fn+1 T + + Rn(t>
hI'(¢) @ p+1 p+1
yazilir buradan
h3+<pM
'RE() < 1)? + n?
0 < g 0+ 0
ifadesine ulagilir.
Wiss — W, =—Z2<t”’wn(t)){% O ﬂt“’——tﬁ“}
hI'(¢) R U R 4.20)
Zs(tn-1, Wai(t) [ h to 24 2 e
T bny1 T + + Rn<t>
hT' () % pv+1 p+1

yazilir buradan

R M
2 Dy 1)? 2
R¥(t) < HF(WFD{(WF ) —I—n}

ifadesine ulagilir.
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MnJrl - M, = _tn+1 o

+1
Zg(tn,Mn(t)){2h o te N ﬁtv B tﬁ“}

hL'(p) ¥ prl ety @21)
Z3(tn—1, M,_1(t)) ﬁt“” _ tiﬂ n 124 3 RA(1)
RI (o) o " o+l p+1 "

yazilir buradan

h3+apM
3 e 1)? 2
RA(t) < 12F((erl){(n—l— )Y +n }

ifadesine ulasilir.

Boylece
. h3te M
‘RP(t) < —————— 1)¥ 4+ n? i =1,2,3.

esitsizligi elde edilir.
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5. SONUC

Bu calismada Bitki Nektar Polinasyon matematiksel modelinin analizi yapilmagtir.
Ucg farkli diferansiyel denklem iceren bu model bitkinin popiilasyonu, tozlastiricinin popii-
lasyonu, bitkinin iirettigi cicek ve meyve sayisi olarak incelenmistir. Tamsay1 mertebeden
verilen Bitki Nektar Polinasyon matematiksel modeli 6ncelikle kesirli mertebeden Caputo
operatoriine genigletilmistir. Daha sonra sirasiyla modelin Arzela-Ascoli teoremi yardimiyla
varlik ve teklik ¢oziimleri yapilmis, Hyers-Ulam kararlilik teoremi yardimiyla kararlilik
analizi yapilmis, Atangana-Owolabi niimerik yaklasimi ile sayisal ¢oziimleri yapilmistir.
Bu c¢alismanin sonucunda kesirli tiirev operatorleri alaninda ¢alisma yapan arastirmacilar,
Bitki Nektar Polinasyon matematiksel modelini Caputo kesirli tiirev operatoriinden farkli
operatorlere uygulayabilir, farkli matematiksel modelleri Caputo kesirli tiirev operatoriine

genisletilerek analizlerini yapabilirler.
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