BOGEL SUREKLI ve B-27 PERIYODIK FONKSIYONLAR
ICIN KOROVKIN TiPi TEOREMLER
ONUR CETINEL
YUKSEK LISANS TEZI

MATEMATIK ANABILIiM DALI



T.C.
SINOP UNIiVERSITESI

FEN BILIMLERI ENSTITUSU

BOGEL SUREKLI ve B-27 PERIYODIK
FONKSIYONLAR iCIN

KOROVKIN TiPi TEOREMLER

ONUR CETINEL

YUKSEK LiSANS TEZi

MATEMATIK ANABILIiM DALI

DANISMAN

YRD. DOC. DR. FADIME DiRiK

SINOP-2014



T
SINOP UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

Bu ¢aligma, jilirimiz tarafindan 05/01/2015 tarihinde yapilan smnav ile Matematik
Anabilim Dalinda YUKSEK LISANS tezi olarak kabul edilmistir.

Baskan : Prof. Dr. Kamil DEMIR@1

Uye : Yrd. Dog. Dr. Fadime DIRIK W”
Uye : Yrd. Dog. Dr. B. Baris ALKAN W

ONAY :
Yukaridaki imzalarin adi gegen 6gretim iiyelerine ait oldugunu onaylarim.
50012045

()
\ 0
Dog. Dr. HiifkaVWAyni DUYAR
Fen Bilimleri Enstitiisii Miidiirii




BOGEL SUREKLI ve B-27 PERIYODIK FONKSIYONLAR iCiN
KOROVKIN TiPi TEOREMLER
OZET

Bu yiiksek lisans tezi ii¢ boliimden olusmaktadir. ilk boliim giris igin ayrilmustir.
Ikinci boliimde double diziler, pozitif lineer operatorler, calismada kullanilacak uzaylar,
Bogel siireklilik ile ilgili genel bilgiler ve bazi1 sonuglar verilmistir. Ugiincii boliimde ise
bu uzaylar i¢in Korovkin tipi teorem ispatlanmig ve teoremin sartlari bazi operatore
uygulanmistir. Ayrica bu boliimde katigik B-siireklilik modiilii kullanilarak yakinsaklik

orani hesaplanmustir.

Anahtar Kelimeler: Double diziler, Pringsheim yakinsaklik, Pozitif lineer operatorler,

Bogel siireklilik, Korovkin tipi teorem, Karisik B-Siireklilik modiilii.



KOROVKIN TYPE THEOREMS FOR BOGEL CONTINUOUS and B-2r
PERIODIC FUNCTIONS

ABSTRACT

This thesis consist of three chapters. The first chapter has been devoted to the
introduction. In the second chapter, some general information about double sequences,
positive linear operators and Bogel continuous functions has been recalled and some
results conserning these concept have also been considered. In the third chapter,
Korovkin type theorem for some spaces has been proved and conditions of this theorem
have been applied to some special operators. In addition in this chapter convergence
rate has been calculated by using modulus of continuity

Key Words: Double sequences, Positive linear operators, Bogel continuous functions,

Korovkin type theorem, Modules of mixed B-continuity.
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SEMBOLLER ve KISALTMALAR LISTESI

N : Dogal sayilar kiimesi

R : Reel sayilar kiimesi

(X ) : Reel terimli double dizi

Q : Tim reel terimli double diziler uzay1

L(f;x) : T fonksiyonunun L operatorii altindaki goriintiisii

D( L) . L operatoriin tanim kiimesi

R( L) : L operatdriin deger kiimesi

C ( D) . D tizerinde tanimli reel degerli siirekli fonksiyonlar uzay1
B( D) : D tizerinde tanimli reel degerli sinirlt fonksiyonlar uzayi
||||B : B( D) uzayinin alisilmis supremum normu
e,i=0123 :1°= [0,1]><[0,1] tizerinde tanimli test fonksiyonlari

A, f (X, y) : T fonksiyonunun karisik farki

C,(D) : D < R? lizerinde tamimli reel degerli tim Bogel siirekli

fonksiyonlar uzay1

B,, : R? iizerinde taniml reel degerli B siirekli ve iki degiskene gore
B-27 periyodik fonksiyonlar uzay1
C,on : R? {izerinde tanimli reel degerli siirekli ve iki degiskene gore

stirekli fonksiyonlar uzay1

Onivea (1:6,,6,)  : Karigik B-siireklilik modiilii

Vi



1. GIRIS

1951 yilinda H. Bohman toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin

[0,1] araligt  lizerinde siirekli bir fonksiyona yakinsamasi  problemini

incelemistir(Bohman, 1951). Sonrasinda 1953 yilinda P.P. Korovkin bu teoremi
genellestirmis ve siirekli fonksiyonlar uzaymi kullanarak yeni bir teorem ispatlamigtir
(Korovkin, 1960). 1957 yilinda V.I. Volkov pozitif lineer operatdrlerin double dizileri
i¢in Korovkin tipi yaklasim teoremi ispatlamistir (Volkov, 1957). Daha sonra Korovkin
teorisi  siireklilik yerine Bogel siireklilik (B-siireklilik) kavrami kullanilarak
genellestirildi ve siirekli fonksiyonlar uzayindan daha genis olan B-siirekli fonksiyonlar
uzayi icin gegerli oldugu 1986 yilinda C. Badea, 1. Badea ve H.H. Gonska tarafindan
ispatlandi1 (Badea ve ark., 1986). Daha sonra, siirekli ve her iki degiskene gore 2r -
periyodik fonksiyonlarin uzayindan daha genis olan B-siirekli ve B-2z periyodik
fonksiyonlar i¢in de gecerli oldugu C. Badea, 1. Badea ve C. Cottin tarafindan
gosterilmistir (Badea ve ark., 1988). 2001 yilinda Dan Béarbosu R" uzayinin herhangi
kompakt alt uzay: lizerinde tanimli n-indisli pozitif lineer operator icin Korovkin tipi

yaklagim teoremi elde etmistir (D. Barbosu, 2001).

Bu yiiksek lisans tezinde ilk olarak double diziler ve pozitif lineer operatorler
tanitilacaktir. Sonrasinda Bogel siirekli fonksiyonlar i¢in C. Badea, 1. Badea ve H.H.
Gonska tarafindan verilen teorem ispatlanacak ve bu teoremi saglayan bir Ornek
verilecektir. C. Badea 1. Badea ve C. Cottin tarafindan verilen B-siirekli ve B-27
periyodik fonksiyonlar igin teorem ispatlanacak ve bu teoremin sartlarini saglayan bir

ornek verilecektir. Ayrica bu iki uzay i¢in @, karisik B-stireklilik modiilii yardimiyla

mixed
yakinsaklik orani hesaplanacaktir. Son olarak Dan Barbosu tarafindan verilen n-indisli
pozitif lineer operator dizileri i¢in Korovkin tipi teoremi ispatlanacak ve bu teoremi

saglayan bir 6rnek verilecektir.



2. GENEL BIiLGILER
2.1. Double Diziler ve Pringsheim Anlamda Yakinsakhk

Bu boliimde ilk olarak double dizi kavrami tanitilip, daha sonra double dizilerde
smirlilik ve yakinsaklik kavramlart verilecektir. Ayrica bu kavramlar ile ilgili bazi

teoremler verilecektir.

Tamim 2.1.1: N dogal sayilar kiimesi ve R reel sayilar kiimesi olmak {izere

f:NxN—> R

(mn) - f(mn)=x;,
seklinde tanimlanan f fonksiyonuna reel terimli double dizi denir.

Herhangi bir x = (x,,,) double dizisi

X X X300 X

X1 Xy Xz 00 Xy

X, X X e X

31 32 733 3n
X=(X)=| 2R

Xm Xmz Xpg o X o

seklinde gosterilir. Reel terimli biitiin double dizilerin ciimlesi € ile gosterilip
Q={x=(X,):VmneNiginx € R}

seklindedir. Bu ciimle VX,yeQ ve Vo, €Rig¢in

ax+BY =(Xuy + fYm)
islemi ile bir lineer uzaydir.

Tamm 2.1.2: x=(X,,) reel terimli bir double dizi olsun. Tim (m,n)eN? i¢in

|an| < K olacak sekilde bir K >0 sayis1 var ise X dizisine sinirlidir denir (Pringsheim,

1900).



Ornek 2.1.3: Genel terimi

1
— ,mM=n
an =412m
0 ,diger durumlar

olan x = (x,,) double dizisi verilsin. Bu durumda Vm,neN igin |x,,| <3 olup (x,,)

dizisi smirlidir.

Tamm 2.1.4: Bir x=(x,,) reel terimli double dizisi verilsin. Eger V& >0 icin
vmn>N(g) oldugunda |x,, —l|<e olacak sekilde bir N(&)>0 sayist var ise
X =(X,,) dizisi | sayisina Pringsheim anlaminda yakinsak, kisaca P —yakinsak, |
degerine de x=(x,,) dizisinin Pringsheim limiti, kisaca P —limiti denir ve
P— lim X, = seklinde gosterilir (Pringsheim, 1900).

m,n—o0

Ornek 2.1.5: Genel terimi (x_.) :[Lj olan double dizisi verilsin. Bu durumda
m+n

P— Iim
m.n—o© M+ N

=0 oldugu goriilebilir.

Biliyoruz ki yakinsak her dizi sinirhidir. Fakat P —yakinsak double dizilerin siirh

olmasi gerekmez. Ornegin genel terimi

n ,m=1
X, =1M ,n=1
0 ,diger durumlar

olacak sekilde x = (x,,) double dizisini alalm. (X, ) double dizisi

1 2 3

2 00

300
()=

m 0 O 0
seklindedir.



vm,neN igin |x,|<K olacak sekilde bir K >0 sayist bulunamadigindan

(X ) dizisi surlt degildir. Ayrica P— lim x =0 oldugu goriilebilir.

Teorem 2.1.6: Bir double dizinin Pringsheim limiti tektir (Pringsheim, 1900).

Teorem 2.1.7: X=(Xp) Y=(Ym)€Q olmak iizere P-limx =a ve

P— lim y_ =b olsun. O halde asagidaki esitlik ger¢eklenir (Pringsheim, 1900).

m,n—oo

P— lim (an+ymn):(P_ lim an)+(P_ lim ymn):a+b

m,n—>o0 m,n—ao

olur.

Teorem2.1.8: AR ve P— lim x =a olsun. O halde

m,n—o0

P— lim Ax 6 =1a

saglanir (Pringsheim, 1900).

Teorem 219 x=(X,),Y=(Ym)€Q olmak iizere P-limx =a ve

P— lim y_ =b olsun. O halde asagidaki esitlik gergeklenir (Pringsheim, 1900).

m,n—o0

P— lim (xmn-ymn)z(P— lim xmn)'(P— lim ymn)za.b

m,n—0 m,n—w m,n—0

Teorem 2.1.10: x=(x,)eQ ve P— lim x  =a,a#0 olsun. Bu durumda asagidaki

m,n—o0

esitlik gergeklenir (Pringsheim, 1900).
S
mn>el X ) P—limx, a

Teorem 2.1.11: X=(Xy,), Y =(Ym)€Q, P=lim x =a, P-limy_ =b ve b=0

m,n—oo m,n—o0

olsun. Bu durumda asagidaki esitlik saglanir (Pringsheim, 1900).

P fim | fm |2
m,n—w ymn b



Tammm 2.1.12: Bir x=(x,,)eQ verilsin. Eger Ve&>0 igin Vm,n, p,q>N(¢)

oldugunda ‘an — qu‘ <& olacak sekilde bir N(&)>0 sayisi1 var ise x =(x,,) double

dizisine P —Cauchy dizisi denir (Pringsheim, 1900).

Teorem 2.1.13: Bir (x,,) € Q dizisinin P —yakinsak olmasi igin gerek ve yeter sart bir

P —Cauchy dizisi olmasidir (Pringsheim, 1900).

Tanim 2.1.14: f:NxN— R double dizisi werilsin. i:N— N ve

(m,n) o f(mn)=xXu,

J:N-> _(I)\I _ artan fonksiyonlar olmak tizere
n - j(n=j,

h:NxN— NxN

(m,n) = h(m,n)=(ir,. Jn)
fonksiyonu tanimlansin. Bu durumda

foh:NxN— R

(mn)  — (feh)(mn)=x_;.

fonksiyonuna (x,,,) dizisinin bir alt dizisi denir (Pringsheim, 1900).

Ornegin; f :I\(Ix%\T—> ]11% double dizisini alalim. O halde i:N—)_( I)\TZ ve j:N—)_(I)\IZ
mn) - 1 m — i(m)=2m n — j(n=2n

olmak tzere

h:NxN—->NxN

(m,n) — (2m,2n)
olup

foh:NxN—» R
mn) -, - 1
MmN 2m+2n

fonksiyonu (xmn):( j dizisinin alt dizisi olur.

m+n

Teorem 2.1.15: Yakinsak bir double dizinin her alt dizisi de ayn1 degere yakinsaktir
(Pringsheim, 1900).



Tamim 2.1.16: Bir x = (x,,,) double dizisi verilsin.

(i) P—Iiminf(xmn):P—Ii_m(xmn):sup{infk(xmn)} ifadesine (x,,) double
k=1 (m.n=

dizisinin

alt limiti,

(ii)P—Iimsup(xmn)zP—Iim(xmn)zilg[{g}:fk(xmn)} ifadesine (x,,,) double dizisinin

iist limiti denir. Bagka bir deyisle bir dizinin alt dizilerinin limitlerinin en kiigiigiine

dizinin alt limiti, en biiyligiine de dizinin {ist limiti denir (Pringsheim, 1900).

Ornek 2.1.17: Genel terimi

-m ,h=1
-n ,m=1
XITIﬂ = m
(1) ,m=n>1
0 , diger durumlar

olan double dizisi verilsin. Bu durumda P—liminf(x,,)=-1 ve P—limsup(x,,)=1

oldugu goriilebilir.
2.2. Pozitif Lineer Operatorler

Bu béliimde oncelikle pozitif lineer operatorler tanitilacak ve Korovkin teoremleri

verilecektir.
2.2.1. Pozitif Lineer Operatorler

Tanmm 2.2.1.1: X ve Y iki reel degerli fonksiyonlarin uzay1 olsun. Eger X den
alinmis herhangi bir f fonksiyonuna Y de bir ve yalniz bir g fonksiyonu karsilik
getiren bir L kurali varsa bu takdirde “ X uzayinda bir operator tanimlanmistir” denir
ve bu durum g(x)=L(f(t);x) seklinde gosterilir. Burada L( f(t);x) yerine L(f;x)
kullanacagiz. X wuzayma L operatdriiniin tanim kiimesi denir ve X = D(L) ile
gosterilir. Ayrica R(L) :{g g(x)= L(f (t);x), fe D(L)} cY kiimesine de L

operatOriiniin deger kiimesi denir.



X uzay1 lineer uzay oldugunda lineer operator tanimini verebiliriz.

Tanmm 2.2.1.2: f, ve f,, X uzayinda herhangi iki fonksiyon ve her xe X , a,a, e R

icin L operatorii;
L(a,f,+a,f,;x)=aL(f;x)+a,L(f,;x)

kosulunu sagliyorsa bu taktirde L operatoriine lineer operatér denir. Tanimdan da

goriilecegi tizere L(0;x)=0 olur.

Simdi de lineer operatorler kiimesi iginde ¢ok 6nemli bir sinif olan pozitif lineer

operatdr tanimini verelim.

Tamm 2.2.1.3: X" ={feX:f(x)20},Y" ={g(x):g(x)=0} olsun. X uzayinda
tanimlanmis bir L operatorii X* kiimesindeki herhangi bir f fonksiyonunu pozitif bir
fonksiyona doniistiirliyor ise L operatoriine pozitif lineer operatdr denir.

L pozitif lineer operatorii icin LX< Y™ saglanir. Yani f(X)Z 0 oldugunda
L(f;x)>0 olur. O halde asikardir ki her X igin f(x)<g(x) olursa L(f;x)<L(g;x)

olur. Yani pozitif lineer operatdrler monotondur.

Ornegin; 1912 yilinda S. Bernstein [O,l] araliginda stirekli bir fonksiyona

yakinsayan polinom tanimlanmistir (Bernstein, 1912). Bernstein polinomu olarak

bilinen bu polinom 0< X <1 olmak iizere
n n e
Bn(f,x)zzf(ﬁj( ]x"(l—x) ‘
o \nJik

seklindedir ve x“(1— X)H >0 oldugundan B, ( f;X) pozitif lineer operatordiir.

D, R nin kompakt bir alt kiimesi olmak tizere C(D) ile D {lizerinde tanimli reel
degerli tiim siirekli fonksiyonlar uzaymi ve B(D) ile D tizerinde tim simirh

fonksiyonlarin uzaym gosterelim. C(D) ve B(D) uzaylan |f|, :=sup|f (x)| normu
xeD

ile birer Banach uzayidir. Ayrica bu norma gore yakinsaklik diizgiin yakinsakliktir.

Burada “ = ” simgesi ile diizgiin yakinsaklig1 gosterecegiz.



2.2.2. Korovkin Teoremleri

1951 yilinda H.Bohman, toplam seklindeki pozitif lineer operatorler dizisinin

[0,1] araliginda siirekli bir f (x) fonksiyonuna yaklasmasi problemini incelemistir.

H. Bohman gostermistir ki X € [0,1] ,0<a,_, <1 oldugunda

K,

Ln(f;x)zknzof(ak,n)Pk,n(X) , R.,(x)=0

pozitif lineer operatér dizisinin N — o0 i¢in [0,1] aralig: tizerinde L, (f;x)= f(x)
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul

M LEx)=1

(i) L (tx)=x

(i) L, (t%x)=x’

oldugunu gostermistir. H. Bohman’ i arastirdig1 operatorlerin degeri f fonksiyonunun

[0,1] araliginin disindaki degerlerden bagimsizdir.

1953 yilinda P.P. Korovkin genel bir teorem ispatlamis ve Bohman’ 1n sartlarinin

genel halde de gergeklendigini gdstermistir.

Teorem 2.2.2.1: (L,), L,:C[a,b]—>B[ab] pozitif lineer operatorler dizisi [a,b]

araliginda

@) tim|L, (1:)-1], =0

(i) lim|L, (t:x)—x|, =0

n—o0

(i) lim

n—o0o

L, (tz;x)—XZHB =0
sartlarim1 sagliyorsa o halde tiim reel eksende simirli herhangi bir feC[a,b]
fonksiyonu i¢in

lim|[L, (f;x)—f(x)], =0 , a<x<b

nN—o0



olur (Korovkin ,1960).

) L (K () , .
Ornek 2.22.2: S (f;x)=e f T seklinde tanimli Szasz operatoriiniin
k=0 :

teoremin sartlarini sagladigini gosterelim.

xe[0,A], (AeR"), f eC[0, A] olsun.

(I) Sn (1’ X) — e—nxi (nx) —e ™™ =1

i k!
(i) S (t'x)—e’”xik () _emy " _ xe“Xi(nX)kl
" on k! k:l(k_l)' k:l(k_l)l

olur. Buradan

lim

N—o0

S, (1)1 -0

lim|[s, (t;x)—x|=0

nN—o0

lim

n—oo

S, (tz; x)—xZH =0
kosullar1 saglandigindan Vf € C[0, A] fonksiyonu i¢in

lim

n—oo

S, (fix)~f(x)]=0

olur.



Volkov 1957 yilinda pozitif lineer operatdrlerin double dizisi i¢in Korovkin

teoremi ispatlamistir.

e(xy)=1, e(xy)=x, e(xy)=y, e(xy)=x*+y®> fonksiyonlar1 ve

D c R* kompakt alt kiimesi verilsin.

Teorem 2.2.2.3: L, :C(D)— B(D) pozitif lineer operator olsun. Eger

() P— tim L, (€% y) =& (%, )], =0
(i) P lim L, (e:x,y)—e (x.y)], =0
(iii) P— fim L, (e;i% y) =€, (x, )], =0

(iv) P— mI,LII]oc” Lo (€55 %, ) — €5 (X, y)||B =0
sartlarini sagliyorsa R’ de sirlt herhangi bir f € C(D) fonksiyonu igin

P— lim L, (f:xy)=f(xy)|, =0

olur (Volkov, 1957).

Ornek 2.2.2.4: AB>0 olmak iizere D:[O,A]X[O, B]CR2 izerinde taniml

f eC(D) i¢in double Szasz operatorii

S (TiX,Y) :e*mxefnyii f (Kljw

ktj!

seklindedir. Bu operatoriin teoremin sartlarini saglar.

() S (e0i% )=e‘”‘xe‘”yiie0[£,ijw

k!j!

— e—mxemxe—nyeny

=1

10






V) Sm(eixy)=e™e™Y e, (EJJM

= K (M) (ny) & i (mx) (ny)
mX —ny mx 5 —ny J

¢e kz_;‘;mz k1j! ¢ kz_éj_onz kIj!
e K2 (M) & () e () & P (ny)]
mx 4 —ny o~ mx 5—ny J

e ™e 2 T ]Z_; i +e ™e kZ:(; " ,Z_;‘nz i
—MX ~—N n = k2 mX ‘ —MmMX 4—N mx = j2 ny :

—e ™™g yeyz 2( k') e Ve Zn_( |)

k=0 j=0 J

12



i

k k
— Xze—me(mX) + e—me(mX) + y2e—ny2(nyl)
i J*

l +Xe‘”yim
= k! m = k! n J!

j=0

— X2e—mxemx +le—mxemx + y?_e—nyeny +Xe—nyeny
m n

X
:x2+y2+—+l
m n

olur. Buradan

O P tim S (%) (1Y), =0
(i) P- mI,LTw”Sm” (e;%,y)—e (X, y)||B =0
(i) P _ml,iTwHSm” (&% ¥)—e,(xy), =0
(iv) P— mI’iner”Smn (&% y)—es(xy)|, =0
kosullar1 gergeklenir. Bu durumda herhangi bir f €C ( D) fonksiyonu i¢in

P—lim [S, (f:x,y)—f(xy)|, =0 olur.

2.3. Bogel Siirekli Fonksiyonlar

Tanmm 2.3.1; 12= [0,1]x[0,1] tizerinde tanimli reel degerli bir f fonksiyonu verilsin.
V(X Y)e 1% igin A f(xy)=f(xy)-f(xt)—f(s,y)+f(st) olmak iizere f

fonksiyonu

limA,, f(x,y)=0
t-y

13



sartin1 sagliyorsa bu f fonksiyonuna Bogel siirekli (kisaca B-siirekli) fonksiyon denir

(Bogel, 1934,1935,1962).

I* {izerinde taniml reel degerli tiim B-siirekli fonksiyonlarin uzayi Cb(lz) ile

gosterilir. Stirekli her fonksiyon B-siireklidir ancak tersine B-siirekli bir fonksiyonun

sirekli olmasi gerekmez. Dahast A f(x,y)=0 olan ve f(x,y)=g(x)+h(y)

bi¢iminde yazilabilen sinirsiz B-siirekli fonksiyon vardir.

Ornek 2.3.2: f:12 >R fonksiyonu

0 (xy)=(0,0)
f(xy)= % .(xy)=(0,0)

olacak bigimde tanimlansin. Buradan limA,, f (X,y)=0 oldugu goriiliir. Dolaysiyla f
toy

fonksiyonu B-siirekli bir fonksiyondur. Ayrica f fonksiyonu siirekli degildir.

Ornek 2.3.3: f:1? >R fonksiyonu

olarak tammlansin. f fonksiyonu simirsiz bir fonksiyon olup A, f (X, y):O oldugu

goriiliir. Ayrica f fonksiyonu siirekli degildir.
2.4. Bogel Siirekli B- 27 Periyodik Fonksiyonlar

Tamm 2.4.1: DcR? iizerinde tanimli reel degerli bir f fonksiyonu verilsin.
V(xy).(s,t)eD igin f fonksiyonu A, f(x+27,y+27)=A, f(xy) sartmm

sagliyorsa f fonksiyonuna B-27 periyodik fonksiyon denir (Bogel, 1934, 1935,
1962).

B,, ile R? iizerinde tammli reel degerli tim B-siirekli, B-2z periyodik

T

fonksiyonlarin uzayimni, C ile reel degerli tiim iki degiskenli siirekli ve her iki

27,27
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degiskene gore 2z -periyodik fonksiyonlarin uzaymi gosterelim. Bu durumda

C,,,. = B,, olur. Fakat tersi dogru degildir.

Ornek 2.4.2: Bir f:R* >R fonksiyonu k, eZ olmak iizere x e[ 2k,,2(k, +1)7)

igin f(x y)=(x—2k)siny+2kz seklinde tanimlansn.

V(% Y).(st)eR? icin

f(xy)=f(xt)=[(x=2Kz)siny+2k 7 |-[ (x-2Kk7)sint+2K,7 |
= (x—2Kk,7)(siny—sint)
=(x+27-2(k,+1)7)(siny—sint)
= £ (x+27,y)—f (x+27,1)

olup f ilk degiskene gore 2z periyodik olur. f fonksiyonu ikinci degiskene gore de

2z periyodik oldugundan bu f fonksiyonu 27 periyodik fonksiyon olur. Dolayisiyla
A F(xy)=A, f(x+27,y+27)

olup f B-27z periyodik fonksiyon olur.

At (Y|=]F(69) = F (0= F(5.3)+ £ (s.)
=[[(x=2k,z)sin y+2k,z |~[(x—2k7)sint + 2k, |
~[(s—2k.z)sin y+ 2k |+[ (s —2k7)sint + 2k 7 |
=|x—s+2(k, —k,)z||siny —sint|
olup

limA,, f(x,y)=0
t-y

elde edilir. Buradan f B-siirekli fonksiyon olur. Boylece f e B, oldugu goriiliir.
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Ancak f (—ﬂ,%j— f(-7,0)=—2 ve f (n,%j— f(7z,0)=x oldugundan f
fonksiyonu birinci degiskene gore 27 periyodik degildir. Dolayisiyla f ¢C,_,_ olur.

Lemma 2.4.3: Eger f fonksiyonu B-27 periyodik fonksiyon ise V(x,y),(s,t)eR?,

h,k,m,neZ i¢in

A f(x+2mz,y+2n7)=A, f(Xy)

s+2hrz,t+2kx
olur.

Lemma 2.4.4: Bir f fonksiyonu verilsin. Eger f fonksiyonu B-27z periyodik

fonksiyon ise V(X, y),(s,t)dRiz icin M > 0 sayist vardir Oyle ki

A, f(xy)|<M

olur.

Her f eB,, fonksiyonu bir smirli, B-2z periyodik fonksiyon ve bir B-

sabitinin toplami seklinde yazilabilir.

Sabit (X,,Y,)eR? igin f(x,y)zAMOf(x,y)Jrf(xo,y)+f(x,y0)—f(x0,y0)

yazilabilir. Lemma 2.4.3 ve Lemma 2.4.4> ¢ gore A, f fonksiyonu 27z periyodik ve

sinirhidir. Ayrica A, (Axo,yo f )(X y)=A, f(xy)olup A f fonksiyonu B-siireklidir.

Her f B,  fonksiyonu 2z periyodik, siirekli fonksiyon ve bir B-sabitinin

toplami seklinde yazilamaz.

Lemma 2.4.5: Bir f eB, diizgiin B-siirekli fonksiyonu verilsin. Verilen Ve >0
sayisina  karsithk 30 (8)>0 vardir  Oyle ki ‘v’(X, y),(S,t)ER2 icin

|X—S| < 5(8),|y—t| <6(¢) oldugunda
A F(xy)<e

olur.
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2.5. n-Degiskenli Bogel Siirekli Fonksiyonlar

2001 yilinda Dan Barbosu n-degiskenli fonksiyonlar i¢in B-siireklilik kavramini

vermistir.

Kabul edelim ki X cR kompakt bir alt kiime, D=X" ve f:D—>R bir

.....

Ao (X0 %0 % )= T (sl,sz,...,sn)—; f (X Xigs i X sees Xy )

+.z f(xl,..,xi_l,si,xi+l,..,xj_l,sj,xj+1,..,x )—

seklinde tanimlanir.

Tamm 2.5.1: f:D—R fonksiyonu V(X,X,,...,X,) € D igin

lim A f (X, %, %,)=0
R R ) B (%%, )

sartin1 sagliyorsa bu f fonksiyonu B-siireklidir denir (Barbosu, 2001).
Cb(D) ile D {izerinde taniml tiim reel degerli B-siirekli fonksiyonlarin uzayi,

C ( D) ile D iizerinde tanimli tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayi olmak iizere

C ( D) cC, ( D) olur. Yani siirekli her fonksiyon B-siireklidir ancak tersi dogru degildir.

Tersinin dogru olmadig1 dnceki boliimde n =2 i¢in gosterildi.
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3. MATERYAL ve YONTEMLER

Bulgular boliimiiniin ilk kisminda Bogel stirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi
teorem ispatlandi. Teoremin sartlarini saglayan bir ornek verildi ve ayrica karisik B-

stireklilik modiilii yardimiyla yakinsaklik orani hesaplandi.

Ikinci kisimda Bégel siirekli ve B-27 periyodik fonksiyonlar uzayi igin
Korovkin tipi teorem ispatlandi. Teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verildi. Yine bu

teorem icin yakinsaklik orani hesaplandi.

Bulgular boliimiiniin son kisminda ise n-indisli Bogel siirekli fonksiyonlar uzay1

icin Korovkin teoremi ispatlandi. Teoremin sartlar1 saglayan bir 6rnek verildi.
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4. BULGULAR
4.1. Bogel Siirekli Fonksiyonlar I¢in Korovkin Tipi Teorem

1986 yilinda C. Badea, 1. Badea ve H.H. Gonska, siirekli fonksiyonlarin uzayimi

kapsayan B-siirekli fonksiyonlarin uzayini kullanarak Korovkin tipi teorem ispatladi.

Simdi bu teoremi vermeden Once bize gerekli olan C. Badea, I. Badea ve H.H.
Gonska tarafindan ispatlanan bir Lemma verelim.
Lemma 4.1.1: Bir f eC,(1%) fonksiyonu verilsin. Verilen Ve >0 sayisina karsilik
A(e)=A(e, f) ve B(e)=B(¢, f) pozitif sayilar olmak iizere her (x,y),(s,t)e |2

i¢in

A, f(xy)< §+ A(s)(x=s)’ +B(&)(y-t)

olur (Badea ve ark., 1986).

Ispat: : f fonksiyonu B-siirekli oldugundan ayni zamanda diizgiin B-siireklidir. O
halde Ve>0 igin  V(X,¥,).(%.Y,)el? olmak iizere [|x—X,|<5(e) ve

|V, — ¥,| < 6(¢) oldugunda

Ay Ty < 3.1)

w| ™

olacak sekilde bir §(&) >0 sayisi vardur.
Ve >0 ve (xy),(s,t)e1? igin asagidaki dért durum incelensin.
(i) |x—s|<d(e) ve|y-t|<8(¢)
(ii) |x—s|<d(e) ve |y—t|=5(e)
(iii) [x—s|>6(¢) ve |y-t|<5(e)
(iv) [x—s|=5(¢) ve |y-t|=65(¢)

(i) durumunda (3.1) ifadesinden
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(3.2)

A, (%, y)‘s%

elde edilir. Ayrica f B-siirekli oldugundan aym zamanda B-sinirhidir. O halde

V(x y)el? igin

Ay F(xy)<sM (3.3)

olacak sekilde bir M >0 sayist vardir. (ii) durumunun ikinci esitsizliginde

ly—t|>6(¢) oldugundan (y —t)2 [5 (g)]f2 >1 elde edilir. (3.3) ifadesi diizenlenirse

At (0 y)sM(y-t)[s(e)]” (3.4)

elde edilir. Aym sekilde (iii) durumunun ilk esitsizliginde |x—s|>J(&) oldugundan

(x— S)2 [5 (g)]_z >1 elde edilir. (3.3) ifadesi diizenlenirse

A F(xy)<M (x—s)’ [5(5)]72 (3.5)

elde edilir. (iv) esitsizlikleri ve (3.3) ifadesinden

A f(xy) <M (x-s) (y-t)°[5(e)]" (3.6)

elde edilir.

Sonug olarak (3.2), (3.4), (3.5) ve (3.6) esitsizliklerinden

A F(6y) <2+ M (=5 [8(e) ] +M (y=t) [5(e) ]+ M (=) (y-t) [ (e) ]
(3.7)

elde edilir. Ayrica y,te[0,1] oldugundan (y—t)"<1 olup (3.7) esitsizliginden

At (x5 +M(x=s [8()]" +M (y=t)°[8(e)] "+ M (x-s5)"[5(¢) "

s§+M [6(e)]” {1+[5(g)]2}(x—s)2 +M[8(e)]" (y-t) (3.8)
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elde edilir. O halde A(s)=M[&(¢)]" {1+[5(g)]’2} ve B(£)=M[5(¢)]" segimleri

ile ispat tamamlanur.

o(x¥)=1,  a(xy)=x, e(xy)=y,  e(xy)=x"+y"  ve

(xy)=
F,(st)=f(s,y)+f(xt)-f(st) olsun. Ayrica tim (s;t),(x,y)el® igin

ARy (uV)=F  (s.t)-F, (xt)=F (s.y)+F, (xY)
= f(s,y)+ fF(xt)=f(s)=f (6 y)=F (xt)+f(xt)
—FsY)=Fey)+ (s y)+ F(xy)+f(xy)=f(xy)
==f(st)+ f(x)+ T (s,y)=f(xy)
=7, f(s)

olup sabit bir (x,y)e1? igin f B-siirekli oldugundan F,  fonksiyonunun da B-siirekli

oldugu gortiliir.

Teorem 4.1.2: L, :C,(1°)—B(1?) pozitif lineer operator olsun. Tiim (x,y)e1? ve

m,neN igin

() Lm(eixy)=¢e(xy)

(i) L (&% y)=e (X Y)+Um (X Y)
(1) Ly (€5 Y) =€ (XY ) +Vi (X.¥)

(IV) I—rnn (e3; X1 y) = e3 (X! y) + Wmn (X, y)
kosullar1 saglansin. Eger

P— lim ||umn(x, y)||B =0, P— lim |

m,Nn—o0 m,n—oo

o (59)], =0, P fim [ (x,9), -

m,n—oo

ise herhangi bir f eC,(1?) fonksiyonu icin
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P Iim‘

m,n—w

Lon (Feyiy) = T (x,y)], =0

olur (Badea ve ark., 1986).

Ispat: f eC,(12) keyfi olarak segilsin, (X,y)e1? ve £>0 verilsin.
F(6Y) =L (Fyix¥) = £ (% y) = L (F(s,y)+ £ (x8) = F (s,t):x,)

= F (X Y) L (LX) =L (T (s.¥)+ F (x1) = F (sit)ixy)

=L (FO0Y)i%y) =L (f(s.9)+ F (x1) = F (s, 1)ixy)

=L (F(xY) = (s,y) = F(x 1)+ F(s,t)ixy)

=L (A, f(st)ixy) (3.9)

olur. Dahas1 her ¢ e Cb(l 2) fonksiyonu i¢in

Lo (9%, )| = max{ Ly, (95X, ¥), L (=i %, Y)} (3.10)

olur. L, operatoriiniin monotonlugu ve C(&)= max{A(g), B(g)} icin Lemma 3.1.1°

den

‘f (x, y)—Lmn(FX’y;x,y)‘ =

L. (Ax’yf (s,t);X, y)‘

< Lo

Ay f(s:t)x)

< L £ C(e)x-9f +C(e) (1) iny

=2 L (X Y) +C (&) Ly (4 - 205 4% x,Y)
+C (&) L (¥ -2yt + % x,y)

- % Lo (L%, Y) +C (&) XLy (L%, Y) = 2XL, (55X, Y)
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L (8756 Y) + YL (5, Y) = 2L (6%, Y) + L (85, ¥
- % Lo (€07 %, y)+C(s)[(x2 + y2) Lo (€05 %, Y)—2XL,, (5%, Y)

2yl (&% )+ (&%, Y)] (3.11)

elde edilir. Bu ifade (i),(ii), (iii), (iv) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse
‘ f(%Y) =L (Feyix, y)‘ s§+C(g)[x2 + Y7 = 2X(X+Up, (%,Y))
—2y(y+vmn (x, y))+x2 +y2Hw (X, y)]

=—+C (&) Wi (X, ¥)=2X-Up (X, Y) =2y -V, (%, Y) ] (3.12)

Z+C(&)] Wy (X, ) =2X-Upy (X, Y) =2y -V (X, y)]‘

(&)] [ W (% ¥)|+2[X]|u

o (% Y|+ 2]y Ve (%, ¥)] ] 3.13)

elde edilir. x,y e | =[0,1] oldugundan |x| <1 ve |y|<1 olup (3.14) ifadesi diizenlenirse

‘f(x,y)—Lmn(Fx,y;x )‘ D (% y)+2

Uny (X, Y)|+2)V,

m(6Y)] (314

olur. 1? {izerinde supremum alinirsa

sup f(x,y)—Lmn(FX,y;x,y)\sgw( )[f;”?z (%Y \+2§§Jp Up (.Y )
#250p [ (% Y)@

olur. Buradan da

|1 ()= L (Fuyixy)], <5+ C &) [Wan (X Y+ 2t (%, Y+ 2 (%, 9]
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olup P— lim

m,n—w

o ( F .:X, y)— f(x, y)HB =0 elde edilip ispat tamamlanir.

X,y

Not 4.1.3: Eger Teorem 4.1.2 ° deki (i) sart1 saglanmaz ise (3.9) esitsizligi

gerceklenmez. Bunun i¢in eger (i) sart1 yerine

Lo (eo; X, y) = eO(X’ y)+am” (X’ y)

sart1 alinirsa
[ (0 ) = Lo (Fuy ) <1 Oyt ()] 5 [t (%, 9) ]+ C () o (x,9)

—2x-u_ (X, y)—2y-an (x, y)+(x2 + yZ)amn (X, Y)]

esitsizligi gergeklenir. Agikca goriiliir ki eger amn(x,y)zo ise bu esitsizlik (3.12)
esitsizligine doniisiir. Ancak daha Onceden bahsedildigi gibi sinirsiz  B-stirekli

fonksiyonlar da vardir. | f(x, y)||05mn (X, y)| terimi gercekten bunun kritik bir 6rnegi olup
yukaridaki esitsizliklerden eger o, (X, y) her m,n — o0 igin 0’ a diizgiin yakinsiyorsa

biitiin (X, y)e ? icin yakinsamanin noktasal yakinsaklik oldugu goriiliir.

Ornek 4.1.4: 0< X,y <1 olmak iizere double Bernstein operatdrii

(%) ZZ( jU [k Jj X (1-x)"" yl (1)

k=0 j=0 m'n

seklindedir. Bu operator igin teoremin sartlarinin saglar.

0 B (i) =23 ¢ | 1o £ e ax v a- iy

i m n

XX (1—x)m*k y'(1- j)"fj

= (e (1) (1) -
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m-1g K mk 1< K m-k
- 1— = 1-
m Zmoik-2 ) 2o G
n-1&  (n-2)t . i 1 (n-1)! o
+ . y'(l-y) +— ~——— Y (1Y
v 22 Y e e Y
m —l -2 (m - 2) K+2 m-2-k l ot (m _1) K+1 m-1-k
= 1 —_ —
m k:O(m—2—k)lklx (t=x) +mkz_(;(m—1—k)lklx (t=x)
n-1g  (n-2)! j+2 i 185 (n-1) j+1 n-1-J
+ Sy (Y - y"(1-y
n S (n-2-j)j! (=) n‘(n-1-j)j! 4=y)
_om=2 -2 Mo m-1 -1 m-1—
e M=25m X (1-x) S o X (1-x)"""
2 k=0 k mk=0 k
n-1%3(n-2 N2 nlin-1 1
-
n j=0 J j=1 J
2 2
:X2+y2+_—x+y_y
m n
2 2
olur. Buradan Uy, (X,¥)=0, v,,,(x,y)=0 ve w,, (X, y):%+% olup

P— lim [uy, (x,y)|, =0, P= lim v, (x y)], =0, P~ lim |w,, (xy)], =0

m,n—oo m,n—oo

oldugundan herhangi bir f eC, ( I 2) fonksiyonu i¢in

P— lim

m,n—o

By (F.yi%¥)— f (xY)], =0

gerceklenir.
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1988 wyilinda C. Badea, 1. Badea, C. Cottin ve H.H. Gonksa
L :C,(17)—>B(1%) pozitif lineer operatorleri igin karigik B-siireklilik modiiliinii

kullanarak yakinsaklik oranini hesaplamistir.

feC, ( I 2) i¢in karigik B-siireklilik modiilii 8,5, >0 olmak tizere

Orives (£161,6,) :sup{ A f (X y)‘ s—x|<6, ve ft—y|< 52}
seklinde tanimlidir.

5,8, — 0 igin @y ( f,o, 52) — 0 olmasi i¢in gerek ve yeter sart f B-siirekli

fonksiyondur. Ayrica 4,4, >0 igin
O ( T4 40, ) S (L4 A) (14 4,) e (£,61,6,)
olur.

Teorem 4.1.5: L :Cb(lz)—>B(I2) pozitif lineer operatdr olsun. V(X,y)e 12 ve

vm,n e Nigin

‘f (x, y)—Lmn(FX’y L X, y)‘ s{lJr(%l\/Lmn ((x—s)z;x, y) +5%\/|—mn ((y_t)2 X, y)

+$\/Lmn ((x—s)2 ' X, y)\/Lmn ((y—t)2 » X y)}a)mixed (f.0.6,)

olur (Badea ve ark., 1988).

ispat: f eC,(17) olsun. Buradan

Ay, F(Xy)[< sup
X—s|<&;
y-t|<6,

Ay (%Y

Sa)mixed ( f ;|X_S|’|y_t|)
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X—S y—t
Swmixed(f;%é‘l'%é‘Z]

X—S y—t
S(l+| 5 |j£1+| 5 |)a)mixed(f;5l,§2)

elde edilir.

[ (6 ¥) =L (Fuy % ¥) <L (A F (0¥ )i %))

<L (jAs (% Y)i%Y)

X—$ y—t
sLmn{(lJ 5 |J[1+| 3, |ja>mixed(f;5l,52);x,y}

Xx—s| |y—t| [x—s|ly—t
ol Bt

1 1
S{Lmn (L x, y)+g L. (|x—s|;x, y)+5— Lo ([Y =t %)

1 2

+

1
5152 I-mn (|X_S||y_t|;x’ y)}a)mixed ( f ;51752)

olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

‘f (x, y)—Lmn(FX’y;x, y)‘s{hé\/Lmn ((x—s)z;x, y)+5i2\/Lmn ((y_t)z X, y)

1

5., \/Lmn ((X_S)z Xy y)\/Lmn ((y—t)2 )X, y)}a)mixed (f;6,,5,)

+

elde edilir.

4.2. Bogel Siirekli B-27 Periyodik Fonksiyonlar i¢in Korovkin Tipi Teorem
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1988 yilinda C. Badea, 1. Badea ve C. Cottin B-27 periyodik ve B-siirekli
fonksiyonlar igin Korovkin tipi teorem ispatladilar. Once teoremin ispati igin bize
gerekli olan bir lemma verelim.

Lemma 4.2.1: Bir f eB,, fonksiyonu verilsin. Verilen Ve >O0sayisina karsilik

A(e)=A(e,f)>0 ve B(¢)=B(¢, f)>0 olmak iizere V(X,Y),(s,t)eR? igin

A f(xy)< §+ A(€)sin’ %Jr B(&)sin’ yT_t

olur (Badea ve ark., 1988).

Ispat: V&>0, f diizgiin B-siirekli fonksiyon olsun. Lemma 2.4.5’ ten 35(8) € ]0,7[]

sayis1 vardir dyle ki (xl,yl),(xz,yz)eIR{Z icin |X1—X2|S5(8) ve |y1—y2|£5(g) olmak

uzere

Ay, T yl)\ < (4.2)

w | ™

olur.

Ve>0, (XY).(st)eR?, KleZ, (X,y)=(x+2kz,y+2lz) olmak iizere

asagidaki dort durum incelensin:
() [x-s|<8(e).|y —t|<5(e)
(i) |X —s|>5(e).|y —t|<5(e)
(iii) |x —s| <5 (e).|y —t|>5(¢)
(V) [ —s|>3(2).|y —t| > 5 ()
(i) durumunda (4.2) ifadesinden

(4.3)

Asvtf(x',y')‘sg
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elde edilir. Ayrica f fonksiyonu diizgiin B-siirekli oldugundan aym1 zamanda B-

siirhdir. O halde V(X,y) € R? igin

Ay f(X, y)‘ <M (4.4)
olacak sekilde bir M >0 sayis1 vardir. (ii) durumunda ‘x' - s‘ > &(&) oldugundan

, X —S

sin

sinZE

>1 elde edilir. (4.3) ifadesi diizenlenirse

A (XY )‘ < sin (4.5)

elde edilir. Ayni sekilde (iii) ve (iv) den

o M L,y -t
Asvtf(x,y)‘s _ 2(S((g)sm 2 (4.6)
sin® —~
o M X—-S .,y —t
A f(X,y) < ? ? _
(X y)‘ _45(8)sm S sin® = (4.7)
sin
2
elde edilir.
Sonug olarak (4.2),(4.4),(4.5),(4.6) esitsizliklerinden
o M M _, X =S M L,y —t
AL f(X,y <£y + sin’ + sin’ (4.8)
a )‘ 3 sinz—g(g) sin“(s(;) 2 Sin25(28) 2

olur. Lemma 2.4.3’ ten

A, (x+2kz, y+2l7r)‘ =

A f (X, y)‘

A, f (x', y )‘ =
oldugundan
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M M .2x'—s+ M L,y —t
,6(¢) sin’ 5(¢) 2 ., 6(¢) 2
2 2

F(xy)|<

oolm

sin

elde edilir.

e(s,t)=1, 4(s,t)=sins, ¢(s,t)=sint, ¢ (s,t)=coss, ¢,(s,t)=cost ve

U f (X Y) =L (F (5 y)+ (%)= f(%);x,y) olsun.

Teorem 4.2.2: I_mn:Bzﬁ—>RR2pozitif lineer operator olsun. Tiim (X, y)e}R2 ve

m,neN icin

M) L (e(sit)ixy)=1

(i) L (4 (s:t)ixy)=sinx+u, (xy)
(iii) Ly (¢ (s:t)ix y)=siny+v, (x,y)
(V) Ly (1 (s:1): % y) =C0s X+, (X,Y)

(V) I—mn (¢2 (S’t)’ X, y) =C0s y+Wmn (X’ y)

kosullart saglansin. Eger m,n — oo i¢in

to (X )| =0

Vo (X, y)|| 0, P— lim

m,n—oo

—I|m|

m,n—oo

Uy (X, y)||— P— I|m |

— lim || (% y)||:0

m,n—oo

ise herhangi bir f € B, fonksiyonu igin

P—lim |U,,.f(xy)-f(xy)[=0

m,n—oo

olur (Badea ve ark., 1988).
ispat: f €B,,, (X,y)eR? olsun. (i) sartindan
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(0 Y) U (% ¥)= L (A, T (5,1):%,Y)

olur. Dahas1 her ¢ e Cb(l 2) fonksiyonu i¢in

Lo (95%, )| = max { Ly, (95 %, Y ), L (=05 %, ¥)} (4.9)

olur. L, operatdriinin monotonlugu ve C(&)=max{A(),B(&)} i¢in Lemma 3.2.1°

den

|f (X7 y)_Umnf (X’ y)| -

Lo (A F (8:1)5%,Y)

<L §+ > {2—cos(x—s)—cos(y—t)};x,yJ

<L, [£+%{2—cos Xcoss—sinxsins
3 2
—cosy cost—sinysint};x,y)
&

<L [§+%8){2 —cos Xg, (5,t) —sin xg (s,t)

—C0s Yo, (s,t)—sin yg, (S’t)} Xy y)

IA

£l (e(s0x)+ E o, elsiny)

—c08 XLy, (@1 (5:1): % ) =sin XL, (4 (5,t); %, y)
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~c0s YLy (5 (5:1)5%,Y)~Sin YLy (4, (5:)5%.)}
elde edilir. Bu ifade (i), (ii), (iii), (iv), (v) esitlikleri kullanilarak diizenlenirse

(¢

2

@)

N—"

(% y)-U,, f(x, y)‘££+

{2—cosx(cos x—t,, (X, y))—sinx(sin x—uy, (x.y))

w

—cos y(cos y+Ww,, (x,y))-siny(siny+v,, (x, Y))}

@)

(¢

2

N—"

<—+

{2-cos® x—cos Xt,,, (X, ¥)—sin x—sin xu,, (x, y)

w | ™

—cos® y —Cos yw,,, (x, y)—sin* y—sin yv,,. (x, y)}

O

(¢

2

—

<

{cos xt,, (X, y)+sinxu,, (x,y)

w | M

+C0S YW, (X, y)+sinyv,, (x,y)}

C(e

S (008 Xty (X ) +in Xy, (x,Y)

N—"

IN

+CO0S YW, (X) Y) +sin Wi (X’ y)}‘

@)

(¢)

2

<

—+

{|cos X

ton (X, ¥)[+[5I0 X |u, (X, Y))

w | ™

+[cos y||w,, (x, y)|+[siny|

Vo (X, y)|}

elde edilir. |COS X| <1ve |sin X| <1 oldugundan bu ifadesi diizenlenirse

N—"

C(S
f(xy)-U_ f(xy)<Z

{|trnn (X, )|+ U (X V)| Wi (% Y )]+ Vi (X, y)|}

olur. R? {izerinde supremum alinirsa

t (X, )|+ SUP [ (x.y)|

X,y)eR? (x,y)eR

sup | f(xy)-U,, f(x, Y)‘S£+C(8){ s
(x,y)elR2 3 5 (
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+ sup |w,, (%, y)|+ sup
(><,y)e]R2 (x,y)eIR2

Voo (X y)\}

olur. Buradan da

[f(x9)-Umf (e y) <5+ C(;) {laan Oy e O )]+

Vinn (X’ y)H}
olup P —mlimeUmnf (x,y)—f(x, y)” =0 elde edilip ispat tamamlanur.

Simdi bu teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verelim:

.. 2S7
Ornek 4.23: t = , s=12,..,N_ +2 Vve limp =1 olmak iizere
TN +2 . oo’
Nﬂ
¢, (x)= > + Py COSVX formundaki negatif olmayan kosiniis polinomu olmak iizere
v=1
Np+2 N, +2
Km,n ( fix y) = f (tk,m 'tl,n )¢m (tk,m o X)¢n (tl,n - y)

(N, +2)(N,+2) 5 3
operatoriinii ele alalim (Bojanic, 1974; Shisha ve Bond, 1968).

f €C,,,, olmak lizere siireklilik modiilii

w(f;él):sup{‘f(u,v)— f(x, y)‘:(u,v),(x,y)e]Rz,\/(u—x)z+(v—y)2 <§1},§1 >0

seklinde tanimlidir. C

22, uzerinde tanimli herhangi bir {Sm'n} pozitif lineer operatorii

icin &, (X, y)= \/Sm’n [Sin2 u_;x +sin’ % P X, yj olmak {izere

1S (F:%,Y)= £ (%) < (S (LX,Y)+77 ) £, (%)) +] T (X Y)|[Smn (L X, ¥) 1]

oldugunu gosterebiliriz.

Derecesi d olan herhangi 7 trigonometrik polinomu i¢in eger d <n-1 ise
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n 2z
EZT(Zk—ﬂj=l j r(t)dt esitliginin oldugu biliniyor. Simdi K, (Lxy) ve

n'= n T 0
u—Xx -y . -
am'n(X, Y)=\/K (sm T+Sln T X, yj ifadelerini hesaplamaliy1z.
2sr

5,p=N Y s=12,..,N,+2 olmak iizere derecesi >N +1 olan her 7
p

trigonometrik polinomu i¢in

o MNp#2 27

1
N2 > T(tsyp)z— J. z(t)dt dir. ¢,(u—x) ve ¢ (v—y) fonksiyonlarmmn dereceleri
p s=1 T

o

_,U—X V- . .
sirastyla N_ ve N ayrica stT¢m(u—x) ve sin’ T¢" (v—y) trigonometrik

fonksiyonlariin dereceleri sirastyla N +1 ve N, +1 oldugundan

Np+2 N, +2

Km,n(l:xly)=(Nm+2) N +2) IDIHIFEITACINNY

k=1 I=1

ve

K, (sm U=X sinz Y=Y y]
2 2
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(N +2Niz¢ (tn - )j(N y¢n(tun—y)j

[%Jjﬁsinzu—;xqﬁ (u—x du)( f ¢, (v— y)dvj

( I ¢ (u— xduj( j szv y (v— y)dv)

_ 1_pl,m n 1_pl,n —1- pl,m +p|,n
2 2 2

elde edilir. Buradan

+ V2
‘Km,n(f;xy Y)— f (X, y)‘ﬁ(l—kﬂz)a){f;(l_wj J

bulunur. Yani herhangi bir f eC,_, fonksiyonu igin
P—lim|K,,(f)-f| =0
elde edilir.

1992 yilinda C. Cottin L :B, — B(Rz) pozitif lineer operatorleri i¢in karisik

B-stireklilik modiiliinii kullanarak yakinsaklik oranini hesaplamistir.

Teorem 4.2.4: Lmn:Bzﬂ—>B(R2) pozitif lineer operatér olsun. V(X y)e]R2 ve

vm,neN i¢in

‘f(X’Y)—Umnf(x,y)‘s{ng\/LW(sinsz_s;x,yj+5£2\/L (smzyT_ X, yj

7l , y—t j
+ L, sin? sm Z_—X, f,o,0.
5152\/ ( 2 2 y mlxed( 1 2)

olur (Cottin, 1992).
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Ispat: V(x,y),(s,t)eR?, k,leZ i¢in (X,y)=(x+2kz,y+2lx) secelim dyle ki

‘x'—s‘sﬂ ve ‘y'—t‘sfz olsun. f e B,, oldugundan |A_, f (X, y)‘: ot (xy)‘ olur.
‘x'—s‘sﬂsinx—_s’ ve ‘y'—t‘sﬂsiny—_t olur. Buradan
2 2
GFOGY) < sup [ag (XY

X—$|
y—t

<5y(e)
<6,(¢)

< s (1X =]y )

<a,mlxe{f\x—5\ -t J
5 M5

/4 X—S
<a)m|xed (f g
1

sin ——
1+—
( )

[F (% ¥)=Umf (x¥)=

T
S

2

y—t

)

sin _D Drixed ( f ) 511 52)

sin

—-S
sm—

ez

Lo (Ag F (X, ¥)5X, y)‘

elde edilir.

<L (JAs f (% y)ix.Y])
<L, (1+ésm%}(l+5lzsin yZ_tD Opixed (,61,5,); 7YJ
<L, 1+ Z|sin 223 +£siny_t|+ i sinx_s|siny_t|;x,yJ
1 2 a2 |7 2]
mlxed(f o 5)
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sin ——
2

S V4
XY [ +—L,,
y] é‘2 (

X, yJ} Onies ( 1.61,5)

siny—
2

—t| j
1le

T
S{I‘mn(:l';)(’y)—i__l‘mn(
o
72,2
+ L.,
50, " (
» X—S I L, y—t
1+Z sin?~—=:x,y [+=—L sin® 2—: x,
{ Lmn[«/ 5 yJ 3, ( 5 xy]
+ﬂ2I_m\/sinX smzy—_xy (f,6,6,)
5152 n 2 2 mlxed 1M1 2

olur. Cauchy-Schwarz esitsizliginden;

(% y)-U,, f(x, y)|£{1+§1\/Lmn(sin2%;x, yj+§2\/Lmn(sin2yT_t;x, y]
7? _,X—=S . ,y-t
+5152 L. |sin? 5 XS sin kY Orived (T,6,,6,)

smy—_t
2

X=S
sin——

elde edilir.
4.3. n- Degiskenli Bogel Siirekli Fonksiyonlar i¢in Korovkin Teoremi

D. Bérbosu 2001 yilinda n-degiskenli B-stirekli fonksiyonlar i¢in Korovkin tipi

teorem ispatlamistir. Bunun i¢in 6nce bize gerekli olan bir lemma verelim.

Lemma 4.3.1: Bir feC,(D) fonksiyonu verilsin. Verilen Ve >0 sayisina karsilik

A=A(g)>0,i=12,..,n olmak iizere V(S,,S,,....S, ), (X, X1 X, ) € D igin

A f :
‘ $1152115 (Xl’xz’ n+l o

olur (Barbosu, 2001).
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fspat: f €C,(D) oldugundan f ayni zamanda diizgiin B-siireklidir. O halde Ve >0
igin 35(&) >0 sayist vardir dyle ki X, —S,[<5(&), [X,—$,|<5(€),... [X, =S| <5 (¢)

oldugunda

< & (5.1)

Ve>0 Ve V(X %X, ), (51858, ) €D verilsin. i=12,..,n olmak iizere
|Xi —Si|£5(8) esitsizlikleri tim i’ ler i¢in, i’ nin (n—l) degeri i¢in, i’ nin (n—2)

degeri igin, ... , i’ nin hi¢bir degeri igin saglansin.

Her i i¢in |Xi —Si|§§(5) oldugundan (5.1)’ den

< (5.2)

<K (5.3)

‘Asl,sz,...,sn f (Xj_a XZ ,,,,, Xn)

olur. Bir tek je€{L2,..,n} degeri igin |X —5]>5(¢) olsun. j=1ise |x —s|>J(¢),

%, =5,| <S(&),s [X,—S,| <5 (&) Olup (%, —s,)° [5(5)]_2 >1 oldugundan

<K[5(e)] (% -5) (5.4)

olur. Bu yolla sadece bir je{1,2,...,n} igin |X, —5,|> (&) oldugunda

<K[5(s)]° iz”l;(xi s Y (5.5)

‘Asl,sz,...,sn f (X11 X2 ..... Xn)

elde edilir. Yine aym sekilde i#]j olmak {izere i,je{l, 2,...,n} icin

% —s,|>5(¢), ‘xj —sj‘ > & (&) oldugundan

40



D (x-s,) (5.6)

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek Vj €{1,2,...,n} igin \x =S j\ > & (&) oldugundan

<K[5(2)]" (% =5.) (% =5,) (%, =5, (5.7)

elde edilir.

(5.2), (5.5), (5.6), (5.7) ifadeleri kullanilarak

<% 1K 5(5)]2g(xi -

n+1
+K [5(8)]_22 iznl:(xi -5 )2 (Xj =3 )2

o K[8() ] (=5 (6 =5) (X =5, ) (5.8)

elde edilir. Vk e{l,2,...,n} icin Sk,Xke[O,l] olup (xk—sk)231 oldugundan (5.8)

diizenlenirse

< £ ak[6(e)] e [8(e)] "+ [8(0)] (0 -s)

+K[6(e)]" e [8(e)] o4 [5(e)] -5,

ot K[8(e)] (% -5, )
elde edilir.

D izerinde eO(S1 Sy, ,n) 1 ve i=12..n ign e(S1 . ,Sn)zsi

fonksiyonlar1 tanimlansin.

Teorem  4.3.2: [ o ( D) —>B ( D) pozitif ~ lineer  operatér  ve

Umlmz...mn(f(sl’ 21 n) Xl X2’ " n)
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= m,...m f(xl’XZ""’Xn)_A 1S5 1000y, (Xl X2’ " n) Xl XZ' " n)
I_ml 7 n( 115210150

olsun.
(I) I—mlmz...mn (eO (51182""1Sn);X1’ XZ""1Xn):1

(1) Lo (8 (S00S20050 ) X0 Xareees X ) =X Gk, (%0, X X,)

(iii) Ly, (Ze Spreens Sy )i X0 X vy J ZX + S (X0 X000 X,

kosullar1 saglansin. Eger m;, m,,...,m, — oo i¢in D {izerinde { ® (X Xp1eems xn)} ve

mlmm

{5rmmz...mn (X0 X e Xn)} dizileri 0°a diizgiin yakinsak ise herhangi bir f €C_(D) igin

D iizerinde {U,,, ., (f)}= f olur (Barbosu, 2001).

Ispat : Loy, . OPeratorinin tanimindan U, operatori iyi tanimhidur.

f(xl’XZ""’Xn)_Umlmz...m (f Xy Kysoeny n) I‘mlm2 m, ( 1,52 ,48n (Xl Xyyeens n) Xy Kapoees n)

olur. Ayrica Vg €C, (D) igin

o (8550200 X )| = MAX{ Ly (950 X000 %0 )s Ly, (295X X000 %)}
L, {

olur. O halde

‘f (X1'X2""’Xn)_umlm2...mn(f;X1'X2""’Xn) =‘Lrnlmz...mrI (Asl,sz,.. Sn (Xl XZ’ " n) Xl X2’ " n)

Sthmz...mn(Asl,Sz'-- o T 06X X0 )] XX n)

olup Lemma 3.3.1 kullanilarak

‘f (Xl’ Xyyueny Xn)_Umlmz...mn (f 1 Xy Xoyeens Xn)
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olur. (i), (ii), (i)’ den

+ Lmlmz...mn (Zlef! Xl; Xz,---, Xn J}
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elde edilir. m,m,,...,m —o igin D iizerinde {amlm i (X%

{5mlmz.-.mn (X Xpeees X, )} = 0 oldugundan

|f(x1,x2 ..... X0 ) =Unmom (X0 %00 %))

{Upy o, ()} = f elde edilir.

Simdi teoremin sartlarini saglayan bir 6rnek verelim.

Ornek 4.3.3: I°= [O,l]x[O,l]x[O,l] olmak iizere f €C, ( I 3) i¢in

i l[mlv*”‘]

YA (1 ) is)
a)mZxJ(y’ﬂ):[jzjy ( y)

1[m2r—/7]

m,\ 271 (1 z)!™ ]
RN e

1[m3, 7]

xlhel = X(x+a)-(x+(i-1)a)

olmak tzere

,xn)}:;O ve

o (102) =335 [ L K o (), (181 (1)

seklinde tanimlanan 3-indisli Bernstein-Stancu operatoriinii g6z oniine alalim.

. m m My k
(I) Lml,mz, mg e X y Z ZZZEO[% ml m_Ja)ml,i(X’a)wmz,j(y!ﬂ)wm3,k(Zly)



(i) Ly m, (el; XY, Z) = iiiel(

m

i=1

1[”11"05] 1[m2v*ﬂ] 1[m3,—y]

xima] (1_ X)[mriv—a] i m, y[J',—ﬂ] (1_ y)[mz—j,—ﬁ] i m, Sk71 (1_2)[ma—kv—7]
q(mi-e] | 1(mz~4] k 7(ms.~7]

k=1

X[iv*“] (1_ X)[ml’i"“] i{sz y[Jfﬂ] (1_ y)[mz*jr*ﬁ]

q(mi—e] = j 7(m2=4]

Xl (1- x)[ml'i’_“]

my Mg

j=1 k=1

1[%—0‘] B

| J%(x,a)wmz,j(y,ﬂ)wma,k(w)

1 3 b — N = — i =71 _ k,
_ m m,) ij xli-a] (l X)[ml i-a] y[J B (1 y)[mz—l—ﬂ] Sl ](1 Z)[ma_ ]
DO I e = 1o

L xlia] (1_ X)[ml—i-—a] i[mzj y[j"ﬂ] (1_ y)[mz—j,—/f] i(msj k7] (1_ Z)[m3_k'_7]

m, qlm—e] = j 1(mz~4] Kk 1[”‘3v—7]

k=1

L X[iv*a] (1_ X)[mriﬁa] i(mz) y[jﬁﬁ'] (1_ y)[mrl-ﬁﬁ]

m, 1["‘1v*0‘] = j 1["‘2'*/3]

i X (1 x )

(i) Ly, o, (825, y,z)=i > D8 (é,llﬁ]%’i (X @), (Y. B) o, (2.7)

il[mlj{mzj[mj X[i,—oz] (1_ X)[mri,fa] y[i,—ﬁ] (1_ y)[mzfjfﬂ] Z[k,_y] (1_ Z)[mrk’fy]
m, k

1["‘1v—a] 1[m2 -~ l[m3 ~7]
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m, ylial (1_ X)[ml_i’_a] i m, l y[j'—ﬁ'] (1_ y)[mz—jx—ﬁ] i m, 7lk=71 (l— Z)[ms—kv—V]
. qlm ] | 7(me 4] k 1lme.—]

k=1

=i plm.-a] =\j Jm, 1m 7]
~ m rnl X[i,—a] (l_ X)[ml—l -a] B m m1 X[I —a] (1 X)[ml—l -a] B
_;[i j ] d yElj i qlme] y
) mom, m i ] K
) by (eix2)= 3550 [ L K (o, ()0 (21
i1 ke My M, mg

k Im q[m—a] 1(m2~4] 7(ms-=7]

(mlJ(mzj[ngL X[i,fa] (1_ X)[mri,fa] y[jﬁﬂ] (1_ y)[mz*iﬁﬁ'] Z[k,—y] (1_ Z)[m3—k,fy]

3

k=1

_ m (mlj X[i"a] (1_ X)[ml_i‘_a] i(sz y[i,—ﬁ] (1_ y)[mz—j!—ﬁ] i(n‘hjl Z[k,—7] (1_ Z)[mg—k,—}’]

g k )m, qlms 7]

B ™ (m, X[i'_a](l—x)[ml_i’_a]_
_z;(i ] Tl =2
(v)
2,2, 42 mm M i ok
Loy, (6 +6+€5%,Y,2) =" 3" 6| —, =, — |, (X @) a0, ; (V. B) @y, 1 (2.7)
i=1 j=1 k=1 m m, m,
_iii m \(m, |f m, £+j_2+k_2 yli-e] (1_X)[mri,fa] y[jfﬁ] (1_ y)[mrjﬁﬂ] k1] (1_2)[m3—k,77]
CEEEN U ) mE mm lm.a] ] 1]

:iii m, ) m, \(m, i i) (1_X)[ml—i,—a] y[j,fﬁ] (1_ y)[mz—j,—ﬂ] S k7] (1_2)[m3—k,—7]
¢ z - = k 2 1[ml,—a] l[mzv*ﬁ] 1[m3'77]
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i yli—al (1_X)[ml—i,fa] y[j,f/i’] (1_ y)[mrjﬁﬂ] S71 (1_ Z)[m37k,f;/]
m; 1[”hv"1] 1[m2,—ﬂ] l[ma,—y]

mg q[mi-a] 7lme~4]

+k_2 X[i,—a] (1_ X)[ml—i,—a] y[]v—ﬂ] (1_ y)[mz—jv_ﬂ] Z[k,—y] (1_ Z)[m3—k,—y] }
1[m3v—7]

B mo M, Mg m,\(m,\(m, i2 X[i,—a] (1_X)[ml’i"“] y[ifﬁ] (1_ y)[mrj'*ﬁ] Z[kﬁy] (1_2)['“34(»*7]
_Zz i i kK Jm2 qme]

m; 1[m2,—ﬂ] 1[”13:‘7]

+ m, m, J_2 yli=a] (1_ X)[mri,fa] y[i,—ﬁ] (1_ y)[mzfjﬁﬂ] k7] (1_ Z)[m37k’77]
i=1 j=1 k=1 i k | m?2 1[ml,7g] 1[m2,7/3]

) 7(ms.~7]

m3 1["%*“] qlme~7] 171

k=1

:i[mljix[i,a] (1_ X)[ml—i,—a] i(mzl y[j,—/i] (1_ y)[mz—jv—ﬂ] i[%j Slk—7] (1_2)[m3—k,—y]
i - - 7]

rnlz 1[mlv a] =1 j k 1[m3,—;/]

m(m, X (1™ m m j? y[j,—/f] 1-y)™ 1Pl g (o gl (1 g )Mk 7]
+iz[iJ (1[%—2] 2| ( ) 2l 12)

= m A7l S\ k ]

m ylimal (1_X)[ml—i,fa] ™ (m, y[J,—ﬁ] (1_ y)[mz—j,—ﬂ] ™ (m,) K2 71 (1_ Z)[m3—k,—y]
+ -
;[i j 1[”'11*05] JZ]; J 1[mzv*ﬁ] kZ; k mg 1[m3,—y]
my r'nl i2 X[i,—a] 1—X [m—i,—a] ™ m .2 y[j,fﬁ] 1_y [my=i.~B]
=Z[i j_z 3 R
= m; 1 =R AL 1
m 2 k711 [mg—k.-7]
+z( j k (1m Z)
k=1 3 1[ 3’77]
1- - _
:x2+x( X)(—+aj+y2+y(1 y)£—+ﬂj+22+z( )(i+7j
l+a m, 1+ﬂ b +y I’T']3
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=X +y +2°+ X(l_x)(iJra}L y(l—y)(mi+’8

1+

l+a

m

elde edilir. Buradan

®)

Js

a&),mZ]mS (x,y,2)= a,(:,)mm (x,y,2)= O e (x,y,2)=0

ve

L (xy,2)=

x(l—x)[ 1

—+a
l+a

1+p
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5. TARTISMA ve SONUC

Bu calismada fonksiyonlarin double dizileri igin alisilmis diizgiin yakinsaklik

kavrami kullanilmistir.

Bu ¢alismada incelenen sonuglar n-boyutlu reel sayilar kiimesi tizerinde taniml
Bogel siirekli ve B-27 periyodik fonksiyonlarin uzayinda da incelenebilir. Ayrica Bogel
sirekli fonksiyonlar i¢in modiiler uzayda Korovkin tipi teoremin gerceklenip

gerceklenmedigi arastirilabilir.

49



6. KAYNAKLAR

Badea, C., Badea, I., Cottin, C. 1988. A Korovkin-type theorems for generalizations of
Boolean sum operators and approximation by trigonometric pseudopolynomials.
Anal. Numér. Théor. Approx., 17: 7-17.

Badea, C., Badea, I., Gonska, H.H. 1986. A test function theorem and approximation by
pseudopolynomials. Bull. Austral. Math. Soc., 34: 53-64.

Barbosu, D. 2001. A Korovkin-type theorem fort he approximation of n-variate B-

continuous functions. Studia Univ. “Babes Bolyai”, Math., 16: 15-24.

Bernstein, S. 1912. Démonstration du théoréme de weierstrass fondée sur le calcul des

probabilities. Comm. Soc. Math. Kharkov., 13: 1-2.

Bohman, H. 1951. On a approximation of continuous and analytic functions. Arkif fiir

Math., 2(3): 43-56.

Bojanic, R. and Shisha, O. 1974. Approximation of continuous, periodic functions by

discrete positive linear operators. J. Approx. Theory., 11: 231-235.

Bogel, K. 1934. Mehrdimensionale differentiation von funktionen mehrerer
veranderlicher. J. Reine Angew. Math., 170: 197-217.

50



Bogel, K. 1935. Uber mehrdimensionale differentiation, integration und beschriinkte

variation. J. Reine Angew. Math., 173: 5-29.

Bogel, K. 1962. Uber die mehrdimensionale differentiation, Jahresber. Deutsch. Mat.-
Verein., 65: 45-71.

Cottin, C. On the degree of approximation by periodic approximant of Boolean sum
type, Lecture notes in pure and applied mathematics, VVol. 138, sayfa 263-274

Korovkin, P.P. 1960. Linear Operators and Approximation Theory. Hindustan Publ.
Co., Delhi.

Patterson, R.F. 1999. Double sequence core theorem. International J. Math. and Math.
Sci., 22(4): 785-793.

Pringsheim, A. 1900. Zur theorie der zweifach unendlichen zahlenfolgen. Math. Ann.,
53: 289-321.

Shishi, O. and Bond, B. 1968. The degree of approximation to periodik functions by
linear positive operators. J. Approx. Theory, 1: 335-339.

Volkov, V.I. 1957. On the convergence of a sequence of linear positive operators in the
spaces of continuous functions of two variables. (Russian) , Dokl. Akad. Nauk.
SSSR, 115: 17-19.

51



OZGECMIS

Onur Cetinel 1989 yilinda Sinop’ta dogdu. Ilk, orta ve lise egitimini Sinop’ta
tamamladi. 2007 yilinda Ondokuz Mayis Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Boliimii’ne bagladi ve 2011 yilinda mezun oldu. 2011 yilinda Sinop
Universitesi Matematik Anabilim Dalinda yiiksek lisans egitimine basladh.

52



