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OZET

BRONZ RIEMANN MANIFOLDLARIN SLANT
ALTMANIFOLDLARI UZERINE
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Danisman: Doc. Dr. Bilal Eftal ACET

Yiiksek lisans tezi olarak hazirlanan bu ¢alisma dort boliimden olusmaktadir.

[k boliim giris kismina ayrilmugtir.

Ikinci boliimde, Riemann manifoldlar1 ve altmanifoldlar ile ilgili temel tanim ve 6n
bilgiler verildikten sonra, manifoldlar {izerinde tanimlanan polinom yapilar ele alinmistir.

Ugiincii béliimde, bir Riemann manifoldu iistiinde bronz yapi ve dzellikleri incelenip
bu yapt ile ilgili 6rnekler elde edilmistir.

Son boliimde ise bronz Riemann manifoldlarinin altmanifoldlar: ele alindiktan sonra,
slant, hemi-slant, quasi-hemi-slant ve quasi-bi-slant altmanifoldlar1 tanimlanmis ve bunlar
tistiinde tanimlanan distribiisyonlarin integrallenebilirligi ile ilgili geometrik sonuglar
verilmistir. Ayrica c¢alisilan her bir slant altmanifold tiirii ile ilgili 6rnekler elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Riemann manifold; Polinom yap1; Bronz yapi.

il



ABSTRACT

ON SLANT SUBMANIFOLDS OF BRONZE RIEMANNIAN
MANIFOLDS

Sezenay UNAL UYANIK
Department of Mathematics
Adiyaman University, Graduate Education Institute, 06/2025, Page: 39
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Bilal Eftal ACET

This study, prepared as a master’s thesis, consists of four parts.

The first section is devoted to the introduction.

In the second part, after giving basic definitions and preliminary information about

Riemannian manifolds and submanifolds, polynomial structures defined on
manifolds are discussed.

In the third chapter, the bronze structure and its properties on a Riemannian manifold
were examined and examples related to this structure were obtained.

In the last section, after considering the submanifolds of bronze Riemannian
manifols, slant, hemi-slant, quasi-hemi-slant and quasi-bi-slant submanifolds are defined
and geometric results related to the integrability of distributions defined on them are given.
Additionally, examples for each type of slant submanifold studied were obtained.

Keywords: Riemannian manifold; Polynomial structure; Bronze structure.
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TESEKKUR

Lisans ve lisansiistii 6grenimim siiresince tecriibesi ve birikimi ile yolumu aydinlatan
karsilastigim problemleri tartismak i¢in bana degerli zamanini ayiran tez konumu
belirleyerek beni bu konuda ¢alismaya tesvik eden, bilgi ve tecriibeleriyle beni yonlendiren,
sabir ve ilgisini hi¢bir zaman eksik etmeyen ve bu ¢alismanin ortaya ¢ikmasinda ¢ok biiyiik
emegi olan danisman hocam Sayin Dog. Dr. Bilal Eftal ACET’e tesekkiirlerimi bir borg

bilirim.
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ETiK iLKE VE KURALLARA UYGUNLUK BEYANNAMESI

Bu tezin bana ait, 6zglin bir ¢alisma oldugunu; calismamin hazirlik, veri toplama,
analiz ve bilgilerin sunumu olmak iizere tim asamalarinda bilimsel etik ilke ve kurallara
uygun davrandigimi; bu ¢alisma kapsaminda elde edilen tiim veri ve bilgiler i¢in kaynak
gosterdigimi ve bu kaynaklara kaynakcada yer verdigimi; bu c¢alismanin Adiyaman
Universitesi tarafindan kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini ve higbir
sekilde “intihal icermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, calismamla ilgili
yaptigim bu beyana aykiri bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya c¢ikacak tiim ahlaki

ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.
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SIMGELER DiZiNi

: Reel sayilar kiimesi

: Reel sayilar kiimesinde bir aralik

: Manifold

. G iizerinde diferensiyellenebilir reel degerli fonksiyonlarin kiimesi
: Metrik tensor

. G nin tanjant demetinin diferensiyellenebilir kesitlerinin vektor uzayi
: Afin lineer konneksiyon

: Sekil operatorii

. G manifoldu iizerindeki vektdr alanlarinin kiimesi
. G manifoldunun ikinci temel formu

: G nin P noktasindaki tanjant uzay

: G manifoldunun P noktasindaki normal uzayl
: Hemen hemen polinom yap1

: Hemen hemen kompleks yap1

: Hemen hemen ¢arpim yapi

: Hemen hemen altin yap1

: Hemen hemen metalik yap1

: Hemen hemen bronz yapi1
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1. GIRIS

Diferensiyel geometri alaninda c¢alisan arastirmacilar, hemen hemen kompleks yap,
hemen hemen carpim yapi, hemen hemen degme yap1 gibi ¢esitli geometrik yapilarla
donatilmig manifoldlar konusunda genis capli arastirmalar yapmislardir. Son yillarda bu

yapilara ek olarak manifodlar tizerinde farkli polinom yapilari tanimlanmistir.

Altin oran olarak bilinen , -1+ V5 =1,6180... sayis1 O(X)=X’-X-1=0 denkleminin
1,1 2

bir ¢6ziimii olup sanatta, mimaride ve matematikte miikemmel bir sistemi ortaya ¢ikaran bir

sayisal oran bagintisidir.

De Spinadel [1], altin oranin bir genellestirmesini tanitmistir ve bu genellestirmeyi
metalik oran ailesi olarak adlandirmistir. x* — px — g =0 denkleminin pozitif kokii metalik
orani verir ve bu oran

_pHP+4g (1.1)
pq 2

esitligi ile tanimlanir. (1.1) esitliginde p ve q nun pozitif tamsay1 degerleri ;

1+\/§

*p=qg=1 Kin, o, = 5 altin oran,

*p=2, g=1 iin, o, =1++/2 giimils oran,

3+4/13
e p=3, g=1ig¢in, 0, = bronz oran,

® p=1, ¢g=2i¢in, o, =2 bakir oran,

1+\/E

*p=1,q=3 i¢in, 5, = 5 nikel oran elde edilir [2].

Altin oran ve metalik orandan faydalanarak metalik Riemann manifoldlar1 [2] ve altin
Riemann manifoldlari [3] te tanitildi. Daha sonra altin (semi) - Riemann manifoldlarinin ve
metalik (semi) - Riemann manifoldlarinin farkli altmanifoldlar1 bir cok geometri yazari
tarafindan calisilmaya devam edildi [3-16, 4-15].

Son zamanlarda diferensiyellenebilir manifoldlar iizerinde bronz yapi ile ilgili
caligmalar yapilmaktadir. [17] de bronz Riemann manifoldlart ve bu yapmnin
integrallenebilirlik sartlar1 incelenmistir. Daha sonra [18] de bronz Riemann manifoldlarin

farkl1 tipteki slant alt manifoldlar1 incelenmistir.



Bu calismada once Riemann manifoldlarla ilgili temel tanim ve teoremleri
verildikten sonra polinom yapilarla ilgili bazi bilgiler verilmistir. Daha sonra bronz Riemann
manifoldlarmin altmanifoldlarin1 ele alinarak, slant, hemi-slant ve quasi-bi-slant
altmanifoldlar1  tanimlanmis ve bunlar {stiinde tamimlanan distribiisyonlarin
integrallenebilirligi ile ilgili geometrik sonuglar verilmistir. Ayrica ¢alisilan her bir slant

altmanifold tiirii ile ilgili 6rnekler elde edilmistir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu boliimde diger boliimlerin daha iyi anlagilabilmesi i¢in Riemann manifoldlar1 ve

altmanifoldlar ile ilgili temel tanimlar verilecektir.

2.1. Riemann Metrigi

Tamm 2.1.1. G bir diferensiyellenebilir manifold ve manifold tlizerindeki

diferensiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi ;((5) olsun. Bu durumda
§ :;((Z;’)x;((é) ->C” (5)
ile taniml1 é bilineer formu simetrik ve pozitif tanimli ise, yani her 0,,0, € y (5) icin
i) £0,,0,)=2(0,,9)),
if) é(al,al) >0 ve her ¢, igin g(3,,8,)=0< 8, =0
sartlar1 saglaniyorsa é bilineer formuna Riemann metrigi veya metrik tensor adi verilir.

Bu durumda (G, g) ikilisine Riemann manifoldu denir [16].

Ornek 2.1.2. R" Oklidyen uzayim ve bu uzay iizerinde

<81582> = Z uv;
i=1

i¢c carpimini g6z oniline alalim. Bu durumda kolayca goriilir ki (, ) bilineer, simetrik ve
pozitif tammlidir. Dolayistyla (¢, ) bir Riemann metrik ve (R ", (, ) ) ikilisi bir Riemann

manifoldudur [19].

Tamm 2.1.3. G diferensiyellenebilir bir manifold olmak iizere

#:i2(G)xx(G)> 2(0)
(8,,0,) > #2,0,
déniisiimi, her 7,g e C*(G) ve her 8,,6,,0, € 7(G) igin
1) Hioa,0; = [H#o,0,+ gHo,0,
ii) #o f0, = [#:,0,+(8, /)0,
iii) #o, (0, + 0;) = #5,0, +#5,0,

ozelliklerini sagliyorsa, # doniisiimiine G iizerinde bir lineer konneksiyon denir [19].



Teorem 2.1.4. (G, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda G iizerinde torsiyonsuz

ve :é metrigi ile uyumlu (#g = 0) bir tek # lineer konneksiyon vardir [19].

Ispat: (Teklik). Kabul edelim ki 7 =0 ve #g = 0 olacak sekilde bir # lineer

konneksiyonu var olsun. Bu durumda 0,,0, € Z(é) icin 7(0,,0,)=0 oldugundan
[6,,0,]=#:,0, —#:,0, , 2.1)

dir. Diger taraftan 0, € y ((~} ) icin (?~#al é)(@z,@) =0 oldugundan

81§(62=a3):g(#6162583)+§(62’#5183) ’ (22)
olur. (2.1) ve (2.2) denklemleri kullanilirsa
g(#:0,,0,)=0,8(0,,0,)~ 8(0,,#:,0,) +£((0,,0,].0,)
olur. Bu islem devam ettirilirse

g(#:,0,,0,) = 0,2(0,,0,)+0,8(0,,0,) —0,2(0,,0,) + 2(8,,[0,,0,])

+£(0,.,[0,,0,]) - £(8,,[0,.05])
elde edilir. Buradan Koszul formiilii ad1 verilen

1{81§(52,53)+82§(83,51)—83§(51,82) }

g(#alaz’ 83) == ~ ~ - (23)
+g(83,[81,62]+ g(62,[63,81]) - g(@l,[52,83 ])

2

denklemi bulunur. Bu ifadede G iizerinde ilk iki denklem sartlarini saglayan her #
konneksiyonu igin saglandigindan ve g Riemann metrigi pozitif taniml olugundan #
tektir.

(Varlik). 0, ve 0 , secilmis vektor alanlart olmak tizere # konneksiyonunu (2.3) ile

tanimlayalim. Bu durumda kolayca goriiliir ki # lineerdir. Buradan (2.1) ve (2.2)

sartlarmin saglandig da goriiliir.

Tamm 2.1.5. G bir diferensiyellenebilir manifold olmak iizere G nin her noktasina bir

lineer altuzay karsilik getiren ve
D:G—-T,G
P—>D,cT.G

ile verilen doniisiime G iizerinde bir distribiisyon (dagilim) denir [20].



Tamm 2.1.6. D, G diferensiyellenebilir manifoldu izerinde bir distribiisyon olsun. Her
0,,0, € '(D)icin [0,,0,] € I'(D) oluyor ise distribiisyona involiitivedir denir. Eger

distribiisyon involutive ise integrallenebilirdir [21].

2.2. Riemann Manifoldlarin Altmanifoldlar:

(5,;) ve G sirast ile m— boyutlu Riemann manifoldu ve »n—boyutlu keyfi

manifold olsun. Bu durumda i : G - G immersiyonunu gézoniine alalim. i immersiyonu G

lizerine i'g ile tanimh simetrik, bilineer ve pozitif tanimli form, yani Riemann metrigi
indirger. Bu formu da g ile gosterelim. Bu durumda (5, g) bir Riemann manifoldu ve i de
izometrik immersiyon olur. m—n sayisina G altmanifoldunun ek boyutu denir.

P e G noktasinda altmanifoldun tanjant uzayr 7,G olsun. Bu durumda 7,G, T, pé
tanjant uzayimn altvektor uzayidir. P noktasinda 7,G uzayma dik olan tamamlayan uzay
1 . . . 1 . O 1
T,°G ile gosterelim. 7 ~G uzayina normal uzay ve bu uzayin meydana getirdigi 7,”G

tanjant demete normal demet denir. Boylece T pé uzay1 i¢in
-~ il
I,G=TGLT, G (2.4)

veya
TG=TG L TG (2.5)

ayrisimi gegerlidir. N eT, plG vektoriine normal vektor denir. Normal vektor alanlarinin

kiimesi y*(G) ile gosterilir. Simdi G iizerindeki Levi-Civita konneksiyonu #, ve
0,,0, € (G), N ey (G) igin
(#0,0,)" =#, 0,, (FoN)* =FoN

tanimlayalim, burada T ve L sirasi ile altmanifoldun tanjant demeti ve normal demeti

tizerindeki projeksiyonlar1 gostermektedir. Diger taraftan
(#,0,)" =h(0,,0,) (2:6)

ve
(#,N)" =—4,0, (2.7)

tanimlayalim. Bu durumda kolayca goriiliir ki /# simetrik ve bilineerdir. Boylece

fo,0, =#, 0, +h(0,,0,) (2.8)



Gauss denklemi ve
#oN=-4,0,+#; N (2.9)

Weingarten denklemi elde edilir [16].

Lemma 2.2.1. #, G lizerinde Levi-Civita konneksiyonudur [19].
h: ;((G)x ;(( G) > (G) ile taniml1 simetrik /4 doniisiimiine ikinci temel form ve # Levi-
Civita konneksiyonuna indirgenmis konneksiyon denir. Ayrica Lemma 2.2.1. de kine benzer

olarak kolayca goriiliir ki #", normal demet iizerinde metrik konneksiyondur, yani (#- g)=0

dir. #" konneksiyonuna normal konneksiyon ve 4, : y(G)— y(G) ile tammli operatdre de

Weingarten temel tensorii denir [19].
Asagidaki lemma ikinci temel form ile Weingarten temel tensorii arasindaki iliskiyi

vermektedir.

Lemma 2.2.2. (é,é) bir Riemann manifoldu ve G, G manifoldunun alt manifoldu olsun.
Bu durumda 6,,0, € y(G) ve N € y*(G) ig¢in

g(A4,0,,0,)=g(h(,,0,),N) (2.10)
dur [16].

Tanim 2.2.3. ((N?,é) bir Riemann manifoldu ve G, G manifoldunun altmanifoldu olsun.

Eger A ikinci temel form sifir ise altmanifolda tamamen jeodeziktir denir [19].
(2.8) Gauss formiilii tamamen jeodeziklik kavramiin geometrik olarak ne anlama
geldigini soylemektedir. Gergekten Gauss formiiliinden, bir altmanifoldun tamamen

jeodezik olmasi i¢in gerek ve yeter sart G altmanifoldundaki her jeodezigin ayni zamanda

G manifoldunda da jeodezik olmasidir. Tamamen jeodezik altmanifoldlar en basit
altmanifoldlardir. Ornegin diizlem (dogru veya hiper diizlem) bir tamamen jeodezik
altmanifolddur [19].

Ney (G) ve 2eC”(G,R)olmakiizere 4, = Al ise G altmanifoldu N
vektor alanina gore umbiliktir denir. Eger G altmanifoldu her normal vektor alanina gore

umbilik ise G altmanifolduna tamamen umbilik altmanifold denir. Tamamen umbilik

altmanifoldlar tamamen jeodezik altmanifoldlarina en yakin altmanifoldlardir [19].



Asagidaki teorem tamamen umbilik altmanifoldlar i¢in kullanish bir karakterizasyon

sunmaktadir.

Teorem 2.2.4. G bir Riemann manifoldu ve G, G manifoldunun altmanifoldu olsun. Bu

durumda A altmanifoldun ortalama egrilik vektor alan1 olmak iizere G altmanifoldunun

tamamen umbilik olmasi igin gerek ve yeter sart 0,,0, € y(G) igin
h(0,,0,)=g(0,,0,)H (2.11)

olmasidir [16].

Ayrica goriilmektedir ki bir G altmanifoldunun tamamen umbilik olmasi i¢in gerek
ve yeter sart 0, € ;((G) ve N e y(G)"igin
Ay0,=g(H,N)o,

olmasidir.

2.3. Manifold Uzerinde Polinom Yapilar

Bu kisimda manifoldlar iizerinde polinom yapinin tanimini ve bu yapilara 6rnekler
verecegiz. Daha sonra metalik oranlardan ilham alinarak tanimlanmis polinom yapilara

deginecegiz.

Tanim 2.3.1. ¢ bir diferensiyellenebilir G manifoldu iizerinde (1,1) - tipinde bir tensor
alani olsun. Eger ¢

0X)=X"+a, X"+ . +a,X+al=0 (2.12)
denklemini sagliyorsa ¢ ye bir polinom yap1 denir. Burada g € G i¢cin
2" (9),0(9), 02 (q),...,9(¢), I lineer bagimsizdirlar [3]. Ayrica Q(X) polinomuna ise yap1

polinomu denir.

Tanim 2.3.2. Bir diferensiyellenebilir G manifold icinJ, G lizerinde (1,1) tipindeki bir
tensor alani olsun. Eger J

OX)=X>+1=0 (2.13)
yap1 polinomunu sagliyorsa J ye hemen hemen kompleks yap1 denir [3]. Buna gore

J? =—Iolur.



Tanim 2.3.3. Bir diferensiyellenebilir G manifoldu icin P, G iizerinde (1,1) - tipinde bir

tensor alani olsun. Eger P
0(X)=X’-1=0 (2.14)

yap1 polinomunu sagliyorsa P ye hemen hemen ¢arpim yap1 denir [3]. Buna gére P> =/

dir.

Tanim 2.3.4. Bir diferensiyellenebilir G manifoldu icin P, G iizerinde (1,1)- tipinde bir

tensor alani olsun. Eger P

OX)=X>-X-1=0 (2.15)

yap1 polinomunu sagliyorsa P ye hemen hemen altin yap1 denir [3]. Buna gore P =P+I

dir.

Tamm 2.3.5. Bir diferensiyellenebilir G manifoldu icin J, G iizerinde (1,1) - tipinde bir

tensor alani olsun. Eger J

OX)=X"-pX—-ql=0 (2.16)
yap1 polinomunu sagliyorsa J ya hemen hemen metalik yap1 denir [2]. Buna gore

J = pj + gl dir. Burada p ve g pozitif tamsayilardir.

Tanim 2.3.6. Bir diferensiyellenebilir G manifoldu icin®, G iizerinde (1,1) - tipinde bir

tensor alani olsun. Eger @
O0X)=X*-3X-1=0 (2.17)
yap1 polinomunu sagliyorsa @ ya hemen hemen bronz yap1 denir [2]. Buna gére

O =30+ dir.



3. RIEMANN MANIFOLDLARI UZERINDE BRONZ YAPILAR
Bu béliimde Q(X)=X?-3X —1=0 yap1 polinomuna sahip (1,1) — tipinde tensor

alan1 @ yardimiyla bir Riemann manifold iizerinde bronz yap1 tanimlanip bu yapinin

geometrik 6zellikleri incelenecektir.

3.1. Riemann Manifoldlar1 Uzerinde Bronz Yap:
Tamm 3.1.1. Bir diferensiyellenebilir G manifold iizerinde tanimh (1,1) - tipli tensor alanm
® olsun, G iizerinde

O =3D+1 (3.1)
esitligini gergekleyen @ tensor alanina bir bronz yapi denir. Bu durumda (G, ®) ikilisine
hemen hemen bronz manifold denir [17].
Ornek 3.1.2. [18] R*reel uzayi iizerinde

®:R* >R’
@ (W, wy,wy,w,) = (nb,wl,;brwz,nbrw3,77b,,w4)

doniisiimii tanimlayalim. Burada

3+ V13— 5

2

nbr 2 77b,~ = 2

dir. ® nin (3.1) esitligini sagladigim gosterelim.
@ (d,)=(3D+1)d,,
~2 ~2 ~ o~
D (0,)=D (W, w,,w;,w,) = q)(q)(WI,WZ,W3,W4))
= (77brW1 ) EhrWZ >y Ws 5 Ebrwét)
2. T2 2. T 2
=\ Wis Ty Wos Tl Wi 174, W4)
ve
(Bd-1)(8,) = 3D(5,)+1(0,)
=3d(5,)+9,
— 2 - 2
= 3(77br2wl’ nbr WZ’ nbr2W3 H nbr W4 )+(W1 H W2 > W3 ) W4)
=((31,. +Dw}, (351# +Dw,,(3n,, +Dws, (351# +Dw,)
elde edilir. Burada
_ 3+ \/B ve o 3- \/E

7717)‘ 2 n br 2




dir. O halde

, 2246\13 . — 2 22-6J13
M =4 Ve n,, =T

olur. Buradan

ﬂbrz = 377177‘ +1 ve ;brz = 377br +1

elde edilir. Bdylece & =3® + 7 oldugu kolayca goriiliir ve (R*,®) ikilisi bronz yapiya

bir Ornektir.

Tamm 3.1.3. (C~}, &)) bir hemen hemen bronz manifold §, G iizerinde bir Riemann metrik
olmak iizere her 9,,8, € y(G) i¢in
g(®0,,®0,)=3g(®d,,0,)+g(8,.0,) (3.2)
ise é ye ® bronz yapistyla uyumlu Riemann metriktir denir [18].
(3.2) denkleminden
2(®0,,0,) = g(0,,D9,) (3.3)

oldugu kolayca gortiliir.

Tanim 3.1.4. (Z;, é) Rieman manifoldu @ bronz yapist ile verilsin. :é Riemann

metrigi bronz yapi @ ile uyumlu ise (g, ®) ikilisine G iizerinde hemen hemen bronz

Riemann yap1 denir. Béylece (G, ®, g) bir hemen hemen bronz Riemann manifold olur

[18].

Onerme 3.1.5. Bir hemen hemen bronz yap1 @ nin Ozdegerleri

3+;/E ve 3—2JE dir

[17].
ispat: Her 6, € 2(G) i¢in ®9, = 10, ise

D0, = AD(0,)
30(8,)+(8,) = AD(3))
310, +0, = A70,

2°0,-320,-0,=0
(A’ =34-1)9,=0

10



elde edilir.

Onerme 3.1.6. Bir Riemann manifold iizerindeki her ¢arpim yapisi

=274 Y3 p
2 2
A%~
B =27 Y3 p
20 2

ile verilen iki bronz yapr indirger [17].

. =N - 22 ~ .
Ispat: Her 0, € y(G) i¢in @1 =3®:+/ oldugunu gosterelim.

" =0(®:(2,)) = (gnam@mal)j
Ji3 JJT [ Ji3 J

=—1(a)( 1(a)+—P(a) +X2po,) 1(6)+—P(6)

NE e

1(8)+ : P(0,)I(0,)+—— I(&)P(6)+ P2(6)

2 3f
4

— P@)

Ve

V13

B+7-33 Vi3
3q>1+1_3(21(al)+ : P(al)]u(al)

:1_1+£p(51)
2 2

elde edilir. Buradan &, =3®; +/ oldugu gortiliir.

Simdi de D> =30, +1 oldugunu gosterelim.

BT (0)) =5 | 210y I3
D> _cln(qn(al))—d){zl(@l) 5 P(GI)J

1(8)[ 1(6)—\/_3P(81)J \/_P(a )( 1(8)—\/_3P(81)]
1 0,)— ‘Q_P(a )(0,)+ */_l(a )P(a)— Pz(a)
=22 3*/_P(a)

4

11



Ve

\/1_

352+1=3[ 1(8,)-~—=P(5, )j+1(a)

313

2

P(0))

11
2
dir. Buradan &)22 =3d, +7 elde edilir.

Onerme 3.1.7. Bir Riemann manifold iizerindeki her hemen hemen bronz yap1
2 = 3 2~ 3

=—0-—1, P =- D + I

J13 J13 o3 V13

ile verilen iki hemen hemen ¢arpim yapiy1 olusturur [17].

Ispat: P’ =1 oldugunu gosterecegiz

3
P*(0 G 1(0
2(8,) = (J— (0)=—=10)
2 B0 (= B(0,) = 1(2,) - —— 10, N =B (2,) - —=1(2)))
\/— \/— 1 \/B 1 \/E 1 \/B 1 \/ﬁ 1
=%q> 0)-2d 280,)10) - 6 L0010, )+ ZI@)
=—(3<1>(6>+1(a ) - <I><6> 93
=]
elde edilir.
Benzer olarak p? = oldugunu gosterelim.
Pza P, CD@ UG
@)= (m ( )+ﬁ(1))
2~ 2~
=- D(0)(— D0, + 1(0)))+ 1(0, D(0,)+ 1(0,
JB()(JB( f())f(xf()f())
:%cp (@)= 13 cp(a V(@) - c1>(a V(@) + 5 1 @,)
=—(3<1>(a)+1(a ))——cb(al) %

=1

Bdylece ispat tamamlanir.

Tamm 3.1.8. (G, ®, g) bir hemen hemen bronz Riemann manifold olsun. Eger ® hemen

hemen bronz yapisi, G iizerinde Levi-Civita konneksiyonuna gore paralel yani

12



#D=0 (3.4)

ise (G,®, g)iigliisiine bir bronz Riemann manifold denir [18].

3.2. Altmanifoldlar1 Bronz Riemann Manifoldlar:
Bir (G,®, g) bronz Riemann manifoldunun bir alt manifoldu G olsun. Her

0,,0, € x(G) ve N € y*(G) i¢in Gauss ve Weingarten formiilleri

#o 0, =#, 0,+h(8,,0,), (3.5)
foN=A40,+#. N (3.6)

ile verilir. Burada #, # ve #" sirasiyla G iistiinde Levi-Civita konneksiyonu, G iizerinde
indirgenmis konneksiyon ve G nin TG normal demet iistiindeki konneksiyonudur.
Herhangi 0, € y(G) igin

@3, = f, 8, +1, 0, (3.7)
yazilabilir. Burada f, : y(G) » y(G) teget bilesen, ¢, : y(G) — y*(G) normal
bilesendir.
Ayni sekilde N € y*(G)igin

®N =B, N+C, N (3.8)

dir. Burada B,, : y*(G) — x(G) tegetbilesen, C, : y*(G) - y*(G) normal bilesendir.

13



4. BRONZ RIEMANN MANIFOLDLARIN SLANT
ALTMANIFOLDLARI

4.1. Bronz Riemann Manifoldlarin Slant Altmanifoldlar:
Tanim 4.1.1. Her v e G ve sifirdan farkli tanjant vektorii 0, € I'(TG) i¢in E)av ve f,0,

arasindaki 6(0,) agisina 0 nin Wirtinger agist denir ve

cos0(0,) = % (4.1)
v brv

dir.

Tamm 4.1.2. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nn bir altmanifoldu G olsun. Her

ve G igin &)Ov ve f, 0, arasindaki 6(0,) agis1 sabitse altmanifolda slant altmanifold denir

Ve

2(®0,/,0) _|/,0
ool o]

cosf(0,) = 4.2)

esitligini gercekler.

Bronz Riemann manifold (G,®, g) nin slant agis1 =0 ve 0 = % slant

altmanifoldlar1 sirasi ile invaryant ve anti-invaryant altmanifoldlardir, ne invaryant ne de
anti-invaryant altmanifold olmayan bir slant altmanifold proper (6z, has) slant altmanifold

olarak isimlendirilir.

Onerme 4.1.3. Bir bronz Riemann manifold (G,®, g) nin bir altmanifoldu G olsun. Eger

G slant agis1 € olan bir slant altmanifoldu ise her 0,,0, € I'(TG) i¢in

g(£,0,, £;,0,) =cos> 0(3g(®0,,0,) + 2(6,,0,)), 4.3)

g(t,0,,1,,0,) =sin> O(3g(Dd,,6,) + 2(3,,6,)) (4.4)

dir.

Teorem 4.1.4. Bir bronz Riemann manifold (G,®, g) nn bir altmanifoldu G nin slant

olmasi i¢in gerek ve yeter sart

14



fbr2 :Z(sﬁr +I) (45)
olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki G, (G, ®, g) min bir slant altmanifoldu olsun. Her 8,,8, € I'(TG)
i¢in (3.2) kullanilirsa
8(£,°0,,0,)=g(f,,0,./,,0,)
= cos’ Og(Dd,, DD,)
= cos” 0(3g(®d,,0,) + £(0,,0,))
=cos® (g(3D0, +6,,0,))

=cos’ 0g(3f, 0, +0,,0,)
oldugundan
ﬁ)rzal = COS2 9(3fbral + a1)

elde edilir. Burada A = cos® @ dir.

Diger taraftan, f,> = 13, +1I) olacak sekilde 4 €[0,1] sayisi var ise her 8, e [(TG) igin

2(®0, ,0))
oo llwa1
_ 20,9(£,0,))
o
_ 20, /30)
oo |12l
_2(0,46/,0,+0))
oo llwa
_;32(0,90)+(8,,0)
@0, | ,0,
_ ;8(®0,,0))
@215,

2

cosd(0,) =

Héﬁal
‘661 S0,

=1

|
i D0,
sl

f;)ral

1

olup cosé = oldugu goz Oniine alinirsa

15



1
cos@

cosd =1 — A=cos’ 0

elde edilir. Sonug olarak A sabit oldugundan & sabit olup G slant alt manifold olur.

Tanim 4.1.5. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin bir altmanifoldu G olmak iizere

her bir x € G ve sifirdan farkli her bir 6, € D, i¢in a)@l ve D_vektor uzay: arasindaki ag1

sabit ise D distribiisyonuna slant distribiisyon denir.

4.2. Bronz Riemann Manifoldlarin Hemi-Slant Altmanifoldlar:
Tamim 4.2.1. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g)nin bir altmanifodu G olsun. G
ustiinde iki ortogonal D, ve D, distribiisyonlar1 asagidaki kosullar gercekler ise G ye
hemi-slant altmanifold denir [18].

iy TG=D, LD,

i) D, distribiisyonu 6 agisiyla slanttir,

iii) D, distribiisyonu anti invaryanttir. Yani &)Dﬁ cI(T*G) dir.
D, ve D, distribiisyonlarinin boyutlar sirasiyla boyD, ve boyD,, ile gosterilirse

e boyD, =0 ise G anti-invaryant altmanifolddur.

®* boyD, =0 ve ¢,=0 ise G invaryant altmanifolddur.
®* boyD,=0 ve l, # 0,% ise G, 0, acil1 bir proper (has) hemi-slant

altmanifolddur.

Ornek 4.2.2. R*te (w,,w,,w,,w,) koordinat sistemini gdz 6niine alirsak
®:R* - R*
a)(Wla Wy, Wy, W) = (77brW1>7_7brW2=3W3 —W,,—W;)
denirse (R*,®) ikilisinin bir hemen hemen bronz manifold tanimladig: goriiliir. R*

lizerinde ki alisilmis metrik ile birlikte (R*,®, g) bir hemen hemen bronz Riemann

manifold olur. Burada ;, - 34413 e 3-V13 gir,
" 2 2

br

(R*,®,g) lizerinde

16



W, =ucoss, w, =usins, w, =2v, w, =3v
ile tanimlanan G altmanifoldu g6z 6niine alinirsa

T, =CO0SSs Ow, +sins Ow,, 7, = 20w, +30w,
icin 7G = Span {z‘l , Tz} olur. Diger taraftan

Oz, =1, coss Ow, +1,, sins ow, ,

Bz, = 30w, — 20w,
oldugu gortiliir.
Buradan ®(r,) L Span{z,,z,}olup D, =Span{r,} dir.
Ayrica

_ g(&)T1>Tl)

cos, ==
Sl

1,008 s+7, sin’ s

\/nbr cos’ s+1,, sin’ s
olup D, = Span {Z‘l} oldugundan G bir hemi-slant altmanifold olur.
Bir bronz Riemann manifold (G,®, g)mn bir hemi-slant altmanifoldu G olsun.

a

D, ve D, uzerindeki projeksiyonlar O, ve Q, ile gosterilmek tizere herhangi bir
0, e I'(TG) igin

0,=0,0,+0,0, (4.6)
yazilabilir. (4.6) ile (3.7) esitliginden

D0, = D(Q,0,)+D(Q,0,)
= fthaal + tthaal + ferﬁ'al + terﬁ'al

elde edilir. Burada G nin hemi-slant altmanifold oldugu g6z 6niine alinirsa
@0, = £,,0,0, +1,0, 4.7)

bulunur.

Teorem 4.2.3. Bir bronz Riemann manifold (G,®, g) nin hemi-slant altmanifoldu G
olsun. D, distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak 0,,0, e ['(D,), 0, e ['(D))
i¢in

g(h(o,, f,,0,)—h(0,, ,,0,),t,0;) = g(#§2 t,0,—#,1,0,,t,0,)

ve

17



g(h(8,,0,),1,,0,) = g(h(8,,0,).1,,0;)
olmasidir.
Ispat: Kabul edelim ki G, (G,®, g) nin hemi-slant altmanifoldu olsun. Herd,,d, e T(D,),
0, eT(D,) igin (3.2), (3.4) ve (3.5) ten
£([0,,0,1,0:) = g(®[8,,0,], D0;) ~3g(®[?,,0,1,05)
= g(D#o,0,,D0,) — g(D#s,0,, DO;)
—3g(D#s,0,,05) +3g(DH#o,0,,05)
= g(#s, ®O,, 0, — g(#o, DO,, DO;)
3g(#:,0,,D0,)+3g(#:,0,,D0;)
= g(#2 £;,0,, ©03) + g (#a 1,0, 005)
—g(#s, /;,0,,00;) — g(#o,1,,0,, 05)
3g(#:,0,,D0,)+3g(#:,0,,D0;)
=g, 1,0, +h(0,, 1,,0,),1,.9;) = g#,, 1,.0, +h(0,, 1,,0,),2,05)

+g (_Ar,,,az 0, +#$1 1,0,,t,05) =& (_Ar,,,al 0, +#§2 1,0,,1,0;)
_3g(#a‘ 0,+h(0,,0,),t,0,) +3g(#02 0,+h(0,,0,),t,,0;)

=g(h(0,, 1,,0,),1,0,) + g(#g_l t,,0,,1,,05)

_g(h(az > ﬁral)a tbra3) - g(#g_z tbral ’ tbra3)
—38(h(9,,0,),1,,0;) +38(h(0,,0,).1,,0;)

olup buradan istenen esitlikler elde edilir.

Teorem 4.2.4. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin hemi-slant altmanifoldu G olsun.

D, distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her ¢,,0, e I'(D,), 0, € ['(D,) i¢in

g (Ar,,ral 0, _Azh,az 01, /,,05) =8 (#éz 4,0, _#él 1,0,,1,0)
Ve
g(#a, 0,- #az 0y, f,,05) = g(h(0,,0,) - h(0,,0,),1,,05)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki G, (G, ®, g) nin hemi-slant altmanifoldu olsun. Her 8,,8, e ['(D,)
ve 0, eI'(D,) i¢in (3.2), (3.4) ve (3.6) dan

£([0,,0,1,8,) = g(®[0,,0,],8,) ~3g(®[3,,8,1.6;)
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= g(D#o,0,,D0,) — g(D#s,0,, DO,
3g(D#o,0,,0,)+3g(D#:,0,,0;)

= g(#, ®O,, DD, ) — g(#o, DO,, DO;)
3g(#:,0,,D0,)+3g(#:,0,,D0,)

= g(#at,0,, [, 0, +1, 0,)—g(H#a,t, B,, 1, 05 +1,0)
3g(#:,0,, ;.0 +1,0,)+3g(#:,0,, f, 0, +1, 8,)
=g(~4, ,0,+#: 1,0,, ,,0,+1,0,)

_g(_Azbral 0, + #éz 4,015 J,05 +1,,05)
-3g(#, 0, +h(9,,0,), f,,05 +1,,0;)
+3g(#, 0,+h(0,,0)), f,,0; +1,0,)

= _g(Afb’ﬁza] > f,,,,a3) + g(#gl tbraZ ) ZLbra3)

"‘g(Ar,,,alaz s Jo03) — g(#éz 1,0,,1,05)
_3g(#a, 0y, f,,05) —3g(h(0,,0,),t,,0,)
+3g(#,, 0,, f,.0,)+3g(h(0,,0,),t,.05)

bulunur. Buradan istenen esitlikler elde edilmis olur.

Teorem 4.2.5. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin hemi-slant altmanifoldu G

olsun. D, distribiisyonu altmanifoldu {izerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak

0,,0,eI(D,), 0,el(D,) ve N e(I'"G)igin

g(A,br_mal,@) = g(#gl tbrfbrazathraz)a g(#a, J4,0,,05) = g(At,”azal ,03)

ve

g(4, ,0,B,N)-g (#él by J5 01, N)=g (#él 4,0,,C,N),

g(#, 0,,B,,N)=-g(h(9,,0,),C,N)

olmasidir.

Ispat: Her 9,,0, eT'(D,) ve 9, e I'(D,) igin (3.2), (3.4) ve (3.6) kullanilirsa

g(#2,0,,0,) = g(DH#:,0,,0,) —3g(D#:,6,,0,)

= g(f, @0, ©0,) - 3g(#, ©0,,0,)
= g(#s [, 0,,00,)+ g(#at, 0,,D0,) - 3g(#o, DD, ,0,)
=g(#,®f,.0,,0,)+g(#at,,0,,D0;) —3g(#s PO, ,0,)
= g(#,, fbrzaz ,0;)+g(#o 1y, f,,0,,0;) + g(#a1,0,,D0;)
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3g(# f,0,,0,)—3g(H#at, 0,,0,)
=cos’ 0,8 (#,0,.0,)+ (-4, , .0, +# 1,,.£,,0,.0,)
-3g (_Ar,,,ﬁzal + #él 4,,0,,03)

bulunur. Buradan

(1-cos’ 6,)g(#:,0,,0,) = —g(4, ; »,0,,0;) + g#} 1,,0,,1,,05)
_3g(#a‘ J505,05) + 3g(Athl,8zal’ 0;)
elde edilir.
Benzer sekilde her N e I'(T"G) i¢in (3.8) den

g(#,0,,N)=g(®#, 0,,ON)—3g(®#, 0,,N)
= g(#o, ®0,,®N) -3g(#, 0,,®N)
= g(#, f,.0,,ON)—3g(#s1, 0,,DN) —3g(#2,0,, ON)
= g(#5, ®f, 8,,N)=3g(F#st, 0,,DN) —3g(#2,0,,DN)
= g(# £;,70,, N) + g(#a, f,0,, N)
+g(#at, 0,, DN)—3g(#:,0,, DN)
=cos’ 0,8 (#a,0,,N) + g(~4, , . 0, +#5 1, £,,0,,N)
+g(=4, , 0, +#; 1,0,,B, N+C,N)

_3g(#a1 0, +h(0,,0,),B, N+C, N)
bulunur. Buradan

(1-cos g, )é(#ﬁl 0,,N) = g(#él ty S0, N) = g(Athrf)zal +B,N)
-|-g(3&i%'l t,0,,C, N) —3g(#61 0,,B, N)
-3g(h(0,,0,),C,,N)

olur ki boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.2.6. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin hemi-slant altmanifoldu G
olsun. D, distribiisyonu altmanifoldu tizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak her

9,,0,€T(D,), 0, €(D,) igin

g (Azb,(aZ 01> f,,05)—38 (A.r,,,a2 0,,0,)=g (#g_l 1,0,,1,05)

Ve
g(lqrb,f?zal s BbrN) + 3g(#é1 ZLbraZ H N) = g,(#é;1 tbraz H CbrN)

olmasidir.
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Ispat: Her 9,,0,e(D,) ve 0,e(D,) i¢in (3.2), (3.4) ve (3.7) den

g(#:,0,,0,) = g(DHo,0,,D0,) —3g(DHa,0,,0,)
= g(#, 0, 00,) —3g(#, DO,,0;)
= g(#at 0,,00,)-3g(H#at 0,,0;)
=g(-4, 0, +#, 1,0,, 1,0, +1,0,)
—3g(-4, ,,0,+#: 1,0,,0;)
yazilabilir. Boylece

é(#al 0,,0;) = —g(4, 5, 01> [,,05) + g(#; 4,,0,1,05) +3g(4, 5,0,,0;)
bulunur.

Diger taraftan her N e I'(T*G) igin (3.7) gdzoniine alinirsa
g(#2,0,,N) = g(@#2,0,,ON) —3g(®#2,0,, N)
= g(#;, D0,, DN) —3g(#:, ©0,, N)
= é(%éal 1,05, &)N) - 3§(#51 1,05, N)
= _8(14;,,,0261 B, N)+ g(#%1 t,,0,,C, N) _3g(#é1 1,05, N)

yazilir. Bu da ispati tamamlar.

4.3. Bronz Riemann Manifoldlarin Quasi-Hemi-Slant Altmanifoldlar:

Teorem 4.3.1. Bir bronz Riemann manifold (G,®, g) mn bir altmanifoldu Golsun. G

lizerinde ti¢ ortogonal D, D, ve D, distribiisyonu asagidaki kosullar1 gergekler ise Gye

quasi-hemi-slant altmanifold denir [18].

i) IG=D, 1D, 1D,.
it) D, distribiisyonu invaryanttir, yani CT)(Dy) =D,.
iif) D, distriblisyonu @ agisiyla slanttir.

iv) D, distriblisyonu anti-invaryanttir, yani CT)(Dﬂ) cI(T*G) dir.

Bu tamim g6z 6niine alinirsaboy(D,) # 0, boy(D,) # 0, boy(D,)#0 ve 6, # 0,%

ise G, 6 acil bir proper (has) quasi-hemi-slant altmanifolddur.

Ornek 4.3.2. R°da (w,,w,,...,w,) koordinat sistemini g6z 6niine alirsak

®:R* - RS
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D(Wy, Wy oe We ) = (11, W5 11y, Wa s 115, Wy, SWy = Wi, =Wy, 77, W)
denirse (R®,®) ikilisi bir hemen hemen bronz manifold olur. R® iizerindeki alisilmis
metrik ile birlikte (R°, @ , §) bir hemen hemen bronz Riemann manifold olur.

3+\/E—
_ ) .7

Burada 7, =

:3‘55 dir.

br
6 A TN .
(R®,®, g) tizerinde
W, =ucoss+vsins, w, =usins+vcoss, w, =u, w, =t, wszzt, w, =k

ile tanimlanan G altmanifoldu g6z 6niine alinirsa

7, =C0Ss Ow, +sins Ow, + 0w, ,

7, =sins Ow, +coss ow,,
3
T, = 0w, +58w5 ,
T, = 0w,
icin 7G = Span {2'1 3Ty T 14} olur. Diger taraftan
&)(rl) =1],, COSS Ow, +17,, sins Ow, +5b,6‘w3,
&)(2'2) =1, SIns ow, +1n,, coss ow,,
D(z,) = %am — ow;,
O(z,) =17,,0w,
oldugu gériilebilir. Buradan &(,) =7, 7,, ®(z,) =7,7, olup D, = Span{z,,7,},
®(z,) L Spaniz,,z,,7,,7,} oldugundan D, =Span{r,} ve

g(®r,,7)

cosl, ==
[l

olup D, = Span {2'1} oldugundan G bir quasi-hemi-slant altmanifold olur.

Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin bir quasi-hemi-slant altmanifoldu G
olsun.D,, D, ve D, tzerindeki projeksiyonlarQ, , O, ve O, ile gosterilmek iizere

herhangi bir 0, e I'(TG) i¢in
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0,=0,0,+0,0,+0,0, (4.8)
yazilabilir. (4.8) ile (3.7) birlikte kullanilirsa
@0, = B(0,0,)+D(0,0,)+ D(0,0,)
= fth;/al + ter;/al + fthaal + teraal + fer/}al + Zerﬂal
bulunur. Burada G nin quasi-hemi-slant altmanifold oldugu gdz 6niine alinirsa
©0, = £,0,0, +1,0,0, +1,0,0, +1,,0,0, (4.9)

olur.

Teorem 4.3.3. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu G
olsun. p, distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak 6,0, e I'(D,),

0,eT(D, L D,)igin

g#, 11,0, =#5, 11,015 £,,0,05) = g(h(0,, 1,,0,) = h(0,, £,,0,), 1,0, 05 +1,,0505)

ve

g(#; 0, —#,,0,, 1,,0,05) = g(h(9,,0,) = h(0,,0,),1,,0,0; +1,,0,0,)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelim ki G, (G,®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu olsun. D,
distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 6,,0, e T'(D,),

0,=0,0,+0,0,eI(D, LDy) igin (3.2), (3.4) ve (3.5) ten

£([0,,0,1,0;) = g(®[0,,0,],0,) ~3g(®[0,,0,1,0;)
= g(DHo,0,,00,) — g(D#2,0,,D0;)
—3g(DHo,0,,0,)+3g(D#2,0,,0;)
= g(#, ©0,, D0, — g(#s, DO, DO;)
3g(#:,0,,D0,)+3g(#:,0,,D0;)
= g(#, £,,0,,0;) - g (. 1,,0,,D0,)
3g(#:,0,,D0,)+3g(#:,0,,D0;)
= g, 1,0, +h(®,, £,,0,),d,)
—g(#,, 1,0, +h(®,. f,,0,),®d,)
—3g(#, 0, +h(0,,0,),®0,) +3g(#, 0,+h(8,,0,),D0;)

= g'(#a1 J(hraZ’f}WQa@_’;) +g(h(al’ ﬁ)raZ)ﬁ [17rQaa3 + terﬂa3)
_g(#az ﬁ)ral’ ﬁ)rQaaS) _g(h(aZ’fhral)’ teraaS + terﬁ'83)
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—-3g(#, 0,, /,0,0,)—3g(h(0,,0,),1,,0,0, +1,,0,0;)
+3g(#,, 0., 1,,0,0,) +3g(h(0,,0,),t,0,0; +1,,0,0,)

olup istenen esitlik saglanir.

Teorem 4.3.4. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu G

olsun. D distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 0,,0, e I'(D,),

d,el'(D, L D,)igin

g (Ar,, i) 0, — Az,,, fb,ﬁzal ,0,)=8 (Ar,,,azal - Ar,,, 0281 > ferﬁa3) +8 (#gz 1,0, — #gl 1,05, terﬁaS)
Ve
g(#az S5 01— #al J505,05) = g(Ath,,alaz - Azb,al 0,,05)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki G, (G, ®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu olsun. D,
distribuisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 0,,0, e I'(D,), 8, e (D, L D,) i¢in
icin (3.2), (3.4) ve (3.5) ten
£((6,,0,1,8;) = g(®[0,,0,],0,) —3g(®[3,,8,1,8,)

= g(D#o,0,,D0,) — g(D#:,0,, DO,)

—3g(D#o,0,,0,)+3g(D#2,0,,0;)

= g(#s, ®O,, DD, ) — g(#e, DO,, DO;)

—3g(#, ©O,,0,)+3g(#e, DO,,0;)

= g, ,,0,, D0, ) — g(#2,1,,0,,00,)

—g(#s, f,,0,,D0,)— g(#a,t, 0,,D0,)

3g(#, ©O,,0,)+3g(#e, DO,,0;)

= g(#, ©f,,0,,0,)+g(#a1,0,,00,)

—g(#e, @, 8,,0,)— g(#a,t, 0,,0,)

3g(#, f,0,,0,)—3g(H#at, 0,,0;)

+3g(o, f,0,,0,) +3g(H#ot, 0,,0,)

= g(#s 1, 20,,0,)+ g(#at, 0,,0,) +g(H#at, 8,,DD,)

—g(#o, f,70,,0,) — g(#0,1,,0,,0,) —g(#2,1,,0,,00,)

—3g(#, f,,0,.0,)—3g(H#a1,,0,.0,)

+3g(H#o, ,0,,0,) +3g(#;, 1,0,,0;)
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= cos’ eaé([al’az]’as) +g(=4, ;,,0,,0;)

+g(-4, ;,0,,1,0,0;) +g(#$1 tbrazaterﬁas)
—g(=4, ;20,,0,)—8(=4, ;0,, [,,0405)
_g(#j2 tbral’terﬂa3)

—-3g(#; 1,,0,,05,)—3g(-4, ;0,,05)

$3g(#, £,0,,0,)+38(~4, 1 0,,0,)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.3.5. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu G

olsun. D, distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 6,6, e (D)),

d,eT(D, L D,)i¢in

g(Arb,al 0, — Ar,,, o, 01> J,,0,05 + feryas) = g(#gz 1,0, — #él 1,0,,,,0,0;)
Ve
g(At,,,ézal ,05) = g(Atb,.a1 0,,0,)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki G, (G, ®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu olsun. D,
distribusyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 0,,0, e I'(D,),

0,=0,0,+0,0,eI'(D, L D,)igin (3.2), (3.4) ve (3.5) ten

£([0,.0,1.6,) = g(¥[8,,0,],D0,) ~3g(®[0,,0,1.0,)
= g(D#o,0,,D0,) — g(D#s,0,, DO,
—3g(D#o,0,,0,)+3g(D#2,0,,0;)
= g(#, ©0,, D3, ) — g(#o, DO, DO,)
—3g(#s, ©0,,0,)+3g(#e, DO,,0;)
= g(#at, 0,,D0,)— g(H#o,t,0,,DD,)
Bg(#at, 0,,0,)+3g(#ot, 0,,0,)
=g(-4, , 0,+#;1,0,, /,0,0, + 1,0,0, +1,0,0)
~g(=4, 0, +#; 1,0,, 1,,0,0, + £,,0,0, +1,,0,0,)
—3g(~4, , 0, +#: 1,0,,0,) +3g(~4, , 8, +#. 1,0,,0,)
=—g(4, ;0,, £,,0,0, + £,,0,0,) +g(#, 1,0,,,0,0;)
+g(4, 05, /,0,0, + £,,0,05) —g(#, 1,0,,1,,0,0;)
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+3g(4, ,0,,05)—3g(4, ,0,,0;)
bulunur. Bdylece istenen esitlik elde edilir.
Teorem 4.3.6. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu G
olsun. D, distriblisyonu altmanifold tizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak her 0,,
0,eI(D,),d,eT(D, L D,)ve N eT(T*G)igin
g#y 1,015 1,,0,05) = —g(h(0y, [,,0,),4,,0,05 + 1,,0505) »
g#, 0,, 1,,0,05) =—-g(h(0,,0,),1,,0,05 +1,,0,05)
ve
g#; 14,05, 8, N)=—-g(h(,, f,,0,),C,,N), g(#; 0,,B,N)=-g(h(0,,0,),C,,N)

olmasidir.
Ispat: Her 8,0, e T(D,) Ve 8, € 0,0, + 0,0, e ['(D, L D) i¢in (3.2), (3.4) ve (3.7) den

é(#alazaaﬂ :é(&)#@aza683)_3§(&)#5182’83)
= g(#o, D0,,D0,) —3g(#o,0,,D0,)
= g(#a,f 8,,®0,)—3g(#:0,,0,)
=g, f 0,+h(0,f,0,), [, 0,0, +1,0,05+1,0,0;)
—3g(#6] 0,+h(o,,0,), 1, 0,0, +t,0,0, + terﬂ63)
=g, f,0,.£,,0,05)+ g(h(8,, £,,0,),1,0,0; +1,,0,0;)
-3g(#, 0. 1,,0,0,) —38(h(9,,0,),1,,0,0; +1,0,0,)

olur.

Diger taraftan her N e I'(T*G) igin (3.8) kullanilirsa

g(#:,0,,N) = g(D#:,0,,ON)—3g(D#;,0,,N)
= g(#, @D, DN) —3g(#0,, DN)
= g(#s, f,,0,, DN) =3¢ (#:,0,, ON)
= g(#al f,.0, +h(0,, f,.0,),8, N+C, N)
—3g(#6] 0,+h(0,,0,),B8, N+C, N)
= g(#,, /,,0,.B, N)+g(h(d,. f,,0,),C,,N)
~3g(#, 0,,B, N)-3g(h(0,,0,),C,,N)

elde edilir. Bu da ispat1 tamamlar.
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Teorem 4.3.7. Bir bronz Riemann manifold (G,®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu

Golsun. D, distribiisyonu altmanifoldu lizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak her

,,0,eT(D,), 8,eT(D, L D,)ve N e[(T"G)igin

'''''

g(#; f,0,,05) = g(4, 5,0, 1,,0,0;)
ve

g(4,,0,,B,N)= g(#: 1,0,,C,.N)+ g(#: ty J5:02, N),

g(#al 0,,B,,N)=g(h(,,0,),C,.N)

olmasidir.

Ispat: Her 6,,0, eT'(D,) ve 0, = 0,8, +0,0, e (D, L D,)i¢in (3.2), (3.4) ve (3.7)
kullanilirsa
g(#:,0,,0,) = g(DHa,0,,D0,) —3g(DHa,0,,0,)
= g(F, @D, 0,) - 3g(#s, ©D,,0;)
= g(#o £, 0,,00,)+ g(#a 1, 0,,D0,) —3g(#e, DO, ,0,)
= g(#,,®f, 8,,0,) + g(Hat, 0,,D0,) —3g(H#, D,,0,)
= g(#s [, 20,,0,)+ g(H#at, [, 0,,0,) + g(#at, 0,,D0,)
3g(# £, 0,,0,)-3g(H#at, 0,,0,)
=cos’ 0, 8(#5,0,,0,) + g(=4, , ,.0, +#; 1,,1,,0,,05)
+g(=4, 5,0, +#; 1,0,, /,,0,0, +1,0,0,)

_3g(#a, S0, +h(0,, f,,0,),05) _3g(_"47,,,,0281 +#§1 tbr82’a3)

olup, buradan
(1-cos’ 6,)g(#,0,,0,) =-g(4, , , 8,,0,)-g(4, » 0,. £,,0,0;)

+g (#g_l 1,05,1,0,0,) —3g (#al J»0,,0,)+3g (Azbraz 0,,0,)
elde edilir.
Benzer sekilde her N e I'(T"G) i¢in (3.8) den

g(#2,0,,N) = g(@#2,0,, ON) —3g(®#2,0,, N)
= g(#o, 0,,DN) ~3g(#2,0,,DN)
= g(#, f,,0,,DN) + g(#21,,0,,®N) -3g(#:,0,,ON)
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= g(#,®f, 0,,N)+g(#st, 0,,®N) —=3g(#:,0,, DN)
= g(#a 1,70, N) + g(Hat,, ,,0,, N)
+g(#at, 8,, DN)—3g(#:,0,, ON)
=cos’ 0,g(#20,,N)+ g(~4, , . 0,+#; 1, £,,0,,N)
=g(-4, ,0,+#; 1,0,,B,N+C,.N)
—3g(#al 0,+h(0,,0,),B, N+C, N)
bulunur. Buradan

(1-cos’ 6,)g(#2,0,, N) = g(#: 1,,f,,0,, N) = g(4, ;. 8,,B,.N)
+g(#; 1,0,,C,,N)—-3g(#, 0,,B, N)
-3g(h(9,,0,),C,.N)

olur ki boylece istenen esitlikler elde edilir.

Teorem 4.3.8. Bir bronz Riemann manifold (G,®, g) nin quasi-hemi-slant altmanifoldu

Golsun. D, distribiisyonu altmanifoldu tizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak her
0,,0,eT(Dy), 6,eT(D, LD,)ve N eT(T*G)igin

g4, ;0. 1,9,0, + 1,,0,0,)—3g(4, ; 0,,0;) = g(#j1 1,0,,,0,0,)

ve
g(Almazal ,B, N)— 3g(/1tbrazﬁl ,N)= g(#j1 tbﬁz, C,.N)
olmasidir.

Ispat: Her 6,0, e I(D,) ve 8, e (D, L D,) icin (3.2), (3.4) ve (3.7) den

g(#:,0,,0,) = g(DH#o,8,,D0,) —3g(PHa0,,0,)
= g(#, ©0,, 0,) —3g(#;, PO,,0;)
= g(#a1,,0,,0,) —3g(#a1,,0,,0;)
+g(—4, ,.0,+# 1,0,, 1,,0,0,+ [,,0,0,+1,0,0,)
—3g(=4, , 0, +#; 1,,0,,0,)

yazilabilir. Boylece

g(#2,0,,0,)=g(-4, , 0,,1,0,0,+ 1,,0,0;)

+g(#é1 tbra2 s tera63 ) + 3g(Aer02 a] b a3)
elde edilir.

Benzer sekilde her N e I'(T*G) i¢in (3.7) den
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g(#:,0,,N) = g(D#:,0,,ON)—3g(D#;,0,,N)
= g(#:, @O, DN) —3g(#, D, N)
= g(#s1, 0,,®N)-3g(#at, 0,, N)
= g(#s1,0,,ON)-3g(#at, 0,, N)
=g(-4, ,0,+#; 1,0,,B,N+C,.N)
—3g(~4, , 0, +#: 1,0,,N)
olsun. O halde

g(#,0,,N)=-g(4, . 8,,B, N)+g(#: 1,0,,C,,N) —3g(4, , 6,,N)

olacagindan ispat tamamlanmuis olur.

4.4. Bronz Riemann Manifoldlarin Quasi-Bi-Slant Altmanifoldlar
Tanmim 4.4.1. Bir bronz Riemann manifold (G, ®, g) mn bir altmanifodu G olsun. G
tstiinde t¢ ortogonal D,, D, ve D, distribiisyonlar: asagidaki kosullari saglarsa G ye

quasi-bi-slant altmanifold denir.

iy T6=D, 1D, 1D,
it) D, distriblisyonu invaryanttir. Yani EIV)(Dy) =D, dir.
iiiy ®(D,) L D,, ®(D,;) LD,
iv) D, ve D, distribisyonlart 8, ve 6;agisiyla slanttir.
Bu tanim g6z Oniine ahmrsaboyDy #0, boyD, #0, boyD, #0 ve 0,,0, # 0,1 ise

G, bir proper (has) quasi-bi-slant altmanifolddur .

Ornek 4.4.2. R°da (w,,w,,...,w,) koordinat sistemini géz &niine alirsak
®:R° >R
D(Wys Wy eves Wg ) = (T Wi T Was T, Wy Ty W T W Ty, W )

denirse (RG,CT)) ikilisi R iizerindeki aligilmis metrik § ile birlikte (R°, @ , §) bir hemen

hemen bronz Riemann manifold olsun. Burada 7,

br

:3+;/B,; :3—2@ dir.

(R°,®, g) iizerinde
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W, =n,u+n,v, w,=n,u+1,v, w, =tcoss, w, =tsinss, w, =ksins, w, =kcoss,
ile tanimlanan G altmanifoldu g6z oniine alinirsa
0 =y W T 17, W,

2'2 = 77[”,1/1/1 +77brw2 >
T, =Cc0sSs Ow, +sins Ow,,

7, =sins Ow, +coss Ow,

icin 7G = Span {rl, 7,,73, 2'4} olur. Diger taraftan

D(z,) =17, 0w — 0w,

D(z,) = 0w, +17,’0m;,

&)(13) = 5,),, COSs Ow, +17,, sins Ow, ,

&)(14) = 7_7br sSins Ow, +1,, coss Ow,
oldugu goriilebilir. Buradan &)(rl) =171 5 &)(rz) =1,7, olup D, =Span {1,.7,},
&)(q) Lz, ve &)(14) =17, dur.

Buradan D, = Span {2'3} ve D, =Span {14} olup

g(®r,,7
cos@az—gg 1271)
[l
- 2 2
1, €os’ s+1, sin’s
— 2 .
1, cos’s+mn,’sin’s
ve
g(dr,,7
cosﬁﬂz—gg 17
D
eI

1,.8in° s+1, cos’s

_2-2+2 2
n,. sin’s+n, *cos’s

oldugundan G, ¢, ve 6, slant agili bir quasi-bi-slant altmanifold olur.
Teorem 4.4.3. Bir bronz Riemann manifold (5, o, :g;) nin quasi-bi-slant altmanifoldu G
olsun. D, distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her ¢,,0, eT'(D,),

0, el(D, L Dy)igin
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g#, 1,0, =#o, 1,015 1,005 + 1,0,405) = g(h(0,, £,,0,) = (0, 1,,0,),1,,0,05 +1,,0,0;)
ve

g#, 0, —#;,0,, 1,0,05 + 1,040,) = g(h(9,,0,) = h(0,,0,),1,0,0; +1,,040;)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki G, (5, D, §) nin quasi-bi-slant altmanifoldu olsun. Her 0, ,

0,el(D,) ve 0,€0,0,+0,0,e (D, L D,) i¢in (3.2), (3.4) ve (3.7) den

£([0,,0,1.0,) = g(P[0,,0,],00,) ~3g(P[4,,0,1,0;)
= g(#:,0,,00,)— g(D#, 0,,D0,)
3g(D#o,0,,0,)+3g(D#:,0,,0;)
= g(#o, D0, D0,) — g(#o, DO, DD,)
3g(#,0,,0,)+3g(#:,0,,0,)
= g(#;, f,,0, +h(,, f,0,),0,)
~g(#;, 1,0, +h(@,, f,,6,),03,)
~3g(#, 8, +h(6,,0,),®d,)
+3g(#,, 0,+h(0,,0,),Dd,)
=gW#; 1,05, 1,0,05 + £,,0505)
—g(h(®,, £,,0,),1,, 0,0, +1,,0,0,)
—g#,, 1,015 1,,0,05 + 1,0405)
-g(h(0,, 1,,0,),4,,0,0; +1,,0,05)
-3g(#, 0,,1,0,0, + ,,0,0,) —3g(h(0,,0,),1,,0,0, +1,0,0,)
+3g(#,, 0,, 1,,9,0; + 1,040,) +3g(h(0,,0,),t,,0,0; +1,,0,0,)
=8#;, 140, —#o, 15,015 1,,9,05 + 1,,040;)
+g(h(0,, f,,0,)—h(0,, f,,0,),1,0,0, +1,,0,05)
—3g(#, 0, —#, 0,, /,,0,0; + 1,040;)
—3g(h(8,,0,) ~ h(D,,0,),4,0,0, +1,,0,0,)

bulunur. Buradan istenen esitlikler elde edilmis olur.

Teorem 4.4.4. Bir bronz Riemann manifold (5, o, :g;) nin quasi-bi-slant altmanifoldu G
olsun. D distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 0,, 8, e T'(D,) ve
0, el(D, L D,) igin

g(Atb,fb,al 0, - At,,,f,,,(?zal ,05) = g(Atbrﬁzal - Atb,a, 055 ﬁ)rQ}/aS + fthﬂa3)
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+g(#, 1,0, —#. 1,0,,1,0,0,)
ve
# S0, —#s, 1,0, €(D,), 4, ,0,- 4,0, €T(D,)
olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki G, (5, o, :g;) nin quasi-bi-slant altmanifoldu olsun. Her
0,,0,eI(D,) , 0,=0,0,+0,0, (D, L D;)igin (3.2), (3.4) ve (3.7) den

£([0,,0,1.0,) = g(P[0,,0,],D0;) ~3g(P[4,,0,1,0;)
= g(D#o,0,,D0,) — g(D#s,0,, DO,
3g(D#o,0,,0,)+3g(D#:,0,,0;)
= g(#, ®O,, D, — g(#o, DO, DO,
—3g(#s, ©0,,0,)+3g(#e, DO,,0;)
= g(#s, ;. 0,,D0,)+ g(#s1, 0,,D0,)
—g(#s, £, 0,,D0,) - g(#a,t, 0,,D0,)
—3g(#s, ©0,,0,)+3g(Hort, 0,,0,)
= g(#, Df, 0,,0,)+ g(#at, 0,,D0,)
—g(#s, ®f, 8,,0,)— g(#o,t, 0,,DO)
3g(#, f,0,,0,)-3g(H#at, 0,,0,)
+3g(#, 1, 0,,0,) +3g(H#ot, 0,,0,)
= g(#s f,20,,0,)+ g(H#at, f, 0,,0,) +g(H#at, 0,,D0;)
g, £,70,,0,) g (ot £,,0,,0,) ~g(#o,t,,0,, ;)
3g(#, f,0,,0,)—3g(H#at, 0,,0,)
+3g(#a, f,0,,0,) +3g(H#ot, 0,,0,)
=cos’ 6.¢g(9,,0,],0,) +g(—AtbrﬁW5281,83)
+g(—4, ,,0,,00,)+g(#: 1,0,,0,) —g(~A4, , ,0,,0,)
—g(~4, ,0,+®0;)—g(#: 1,0,,D0;)
“3g(#, £,,0,,0,)-3g(4, . 3,,0,)
13g(#,, f,0,,0,)+3g(~4, ,0,,0,)

olur. Buradan

(1-cos’ 0,)g([0,,0,1,0,) =—g(4, , ,.8,,0,) + (4, ,,,0;)
_g(Atb,az 015 /0,05 + 1,0405) +g(#él 1,0, terﬂa3)
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+8(4, 50,5, 1,,0,05 + £,,0405) _g(#g_z 1,0,,1,,0405)
_3g(#al J4:05,0;) + 3g(Atb,,azal ,03)
+3g(#,, 1,,0,,05)—3g(4, ;0,,05)

elde edilir. Boylece istenen esitlikler elde edilir.

Teorem 4.4.5. Bir bronz Riemann manifold (5, @, §) nin quasi-bi-slant altmanifoldu G

olsun. D, distribiisyonu integrallenebilirdir ancak ve ancak her 0,,0, e I'(D,) ve

0,el(D, LD,) igin

g(A7hr.f}7ra] 82 - Afhrfhraz al ’ 83) = g(Afhrazal - A’hr61 82 ? f;”Q763 + f;’rQaa3)
+g(#i_ tbraZ _#2‘2 tbral9teraa3)

ve

#61 f;)ra2 _#62 ]pbral € F(Dﬁ)a Afhr5182 —A,I”_azﬁl € F(Dﬂ)

olmasidir.

Ispat: Kabul edelimki G, (6, o, :g;) nin quasi-bi-slant altmanifoldu olsun. Her

8,,0, €T(D,), 8,=0,0,+0,0, eT(D, L D,)igin (3.2), (3.4) ve (3.7) den

£([0,,0,1.0,) = g(P[0,,0,],00,) ~3g(P[4,,0,1,0;)
= g(DHo,8,, DD, ) — g(DH#s,0,,DB;)
3g(D#o,0,,0,)+3g(D#:,0,,D0;)
= g (s, D, DD,) — g(#s, DO,, DO,)
—3g(#s, ©D,,0,)+3g(#s, DB,,0,)
= g(#, , 0,,®0,)+ g(#at, 0,,D0,)
—g(#:, ®f, 8,,0,) — g(#a,t, 8,,D0,)
3g(#s f,,.0,,0,)+3g(Hat, 0,,D0,)
= g(#, D, 0,,0,)+ g(#at, 0,,D0,)
—g(#:, ®f, 0,,0,) — g(#art, 0, DO,
3g(H#, f,,0,,0,)-3g(H#at, 0,,0,)
+3g(#, f,0,,0,) +3g(H#ot, D,,0,)
= g(#s f,20,,0,)+ g(H#at, f, 0,,0,) +g(H#at, 0,,D0;)
g, £,70,,0,) ~ g (o1, £,,0,,0,) —g(#o,t,, 0, DO;)
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3g(#a f,0,,0,)—3g(Hat, 0,,0,)
+3g(#o, f; 0,,0,) +3g(Hort, 0,,0;)
olur. O halde

(1-cos® 0,)2([0,,0,1,0,) =—g(4, , ,.0,,0,)+&(4, ;0,,0;)
-g(4, 5.0, 1,,0,0, + 1,0,0,) +&(#; 1,,0,,1,0,0,)
+g(4, ;0,, 1,,0,0, + 1,,0,0,) +&(#;, 1,,0,,1,.0,0,)
+g(4, ;0,, 1,,0,0, + 1,0,0,) —g(#; 1,0,,1,0,0;)
3g(#, f,0,,0,)+3g(4, ,0,,0,)
+3g(#,, 1,,0,,0,)—3g(4, ,0,,0;)

elde edilir. Boylece istenen esitlikler bulunur.

Teorem 4.4.6. Bir bronz Riemann manifold (5, o, é) nin quasi-bi-slant altmanifoldu G

olsun. D, distriblisyonu altmanifold tizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak her
0,,0,eI'(D,) ve 0, €l’(D, L D) igin

g(#al J:055 1,,05) = —g(h(0,, ,0,),1,,0;) , g(#a, 055 f1,05) =—g(h(0,,0,),1,,05)
Ve

g#, f,.0,,B, N)=—-g(h(d, f,0,),C,N), g#, 0,,B,N)=-g(h(0,,0,),C,,N)
dir.

Ispat: Her 0,,0, € [(D,) ve 0,€0,0,+0,0,€T'(D, L D;)igin (3.2), (3.4) ve (3.7)
esitlikleri kullanilirsa
g(#:,0,,0,) = g(DH#o,0,,D0,) —3g(DH#2,0,,0;)
= g(#, D0, 00,)—3g(#:,0,,D3;)
=g(#, f 0,,08,)-3g(#:0,,00,)
=g(#of 0, f 0,+t 8,)-3g(#,0,,f 0,+1t 0;)

=8&(#;, 15,0, + 10, 1,,0,), 1,05 +1,0)
~3g(#, 8, +h(8,,0,), 1,,0; +1,,0;)

= &(#;, /1,04, £,,05) + g(h(3,, £,,0,),1,,0;)
—3g(#;, 05, £,0,) =38 (h(9,,0,),1,,0,)

elde edilir.



Benzer sekilde N e I'(T*G) i¢in (3.8) esitligi g6z 6niine alinirsa

g(#a,0,,N) = g(DO#;,0,, DN) —3g(D#:,0,, N)
= g(#, @D, DN) —3g(#50,, DN)
= g(#s, f, 0,,DN) —3g(#:0,, DN)
=g(#, f, 0,,B,N+C, N)—3g(#,0,,B, N+C, N)
=g#, 1,0, +h(,, f,0,),B,N+C,N)
~3g(#, 0, +h(?,,0,),B,N+C, N)
=g(#; 1,,0,,B,.N)+g(h(,, £,,0,),C,.N)
~3g(#, 0,,B, N)-3g(h(?,,0,),C, N)

olur ki bu da istenen sonucu verir.

Teorem 4.4.7. Bir bronz Riemann manifold (6, o, :g;) nin quasi-bi-slant altmanifoldu G

olsun. O halde D, distribiisyonu altmanifoldu iizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve

ancak 0,,0,€T(D,), 0,el'(D, L D,)igin

g(Afbrfbﬁz 0,,05)+8(4, ;0,5 ,0,) = g(#: tbrézaterﬂaQ > g(#al J05,05) = g(Atb,,azala ;)

Ve

g(Atbr 5261 ’ Bb"N) - g(#: tbrﬁaraw N) = g(#i tbraz » CbrN) )
g(#é1 62’ BbrN) = _g(h(ap a2): CbrN)

dir.

Ispat: Her 0,,0, e T'(D,)ve 0, €I'(D,), 0, =0,0,+0,0, €I (D, L D,)igin (3.2), (3.4)
ve (3.7) esitlikleri kullanilirsa
g(#:,0,,0,) = g(DH#o,0,,0,) —3g(DH#2,0,,0;)

= g(#, 0, 00,) - 3g(#, DO,,0;)

= g(#, , 0,,00,)+g(#ot, 0,,00,)—3g(H#, ©D,,0,)

= g(#s,®f, 8,,0,) + g(Hat, 0,,D8,) —3g(H#, D,,0,)

= g(#: £,,°0,,0,)+ g(a,, 1,,0,,0,)

+g(#at,,0,, 1,00, + £,,0,0; +1,0,0,)

3g(# £, 0,,0,)-3g(H#at, 0,,0,)

olur.
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(1-cos’ 6,)g(#:0,,0,) = =g (4, , ,,8,,0,) ~&(4, ;. 8,, £,,0,8,)
+g(#: 1,0,,1,0,0,)-3g(#, 1,0,,0,)+3g(4, ,8,,0,)
elde edilir.
Benzer sekilde her N e I'(T*G) igin (3.8) esitligi goz Oniine alinirsa
g(#:,0,, N) = g(®#:,0,, DN) —3g(DHo,0,, N)
= g(#:, D3, DN) —3g(#:,0,, DN)
= g(#s, [, 0, +1,0,,ON)—3g(#:,0,, DN)
= g(#. , 0,,ON) + g(#1, 0,, DN)
—3g(#:0,, DN)
= g(#a, f;,°0,, N) + g(#a,, 1,,0,,N)
+g(#at, 0,,B, N+C, N)=3g(#:0,,B, N +C, N)
olur. Buradan
(1-cos’ 6,)g(#,0,,N) = g#; t,, 1,0, N)— (4, ; 8,,B, N)
+g(#; 4,0,,C, . N)=3g(#; 0,,B,.N)
~3g(h(8,,0,),C, N)

elde edilir. Bdylece ispat tamamlanir.

Teorem 4.4.8. Bir bronz Riemann manifold (5, o, :g;) nin quasi-bi-slant altmanifoldu G

olsun. D, distribiisyonu altmanifoldu tizerinde tamamen jeodeziktir ancak ve ancak her
0,,0,€(Dy), 0,e(D, L D,)ve N eI(T*G)igin

g4, ; 5,0,0,)+g(4, ;,0,, £,0,) = g(#. 1,0,,1,0,0,), g, f,,0,,0,)=g(4, ;0,,0,)
ve
g4, , ,0,N)+g(4, ,0,B,N)= g(#il t,.0,,C, N),
gG#, 0,8, N)=—g(h(?,,0,,C, N)
dir.
Ispat: Her 0,,0, € ['(Dy) ve 0,=0,0,+0,0,el(D, L D,) i¢in (3.2), (3.4) ve (3.7)
esitlikleri kullanilirsa

g(#:,0,,0,) = g(DH#o,0,,D0,) —3g(DH#2,0,,0;)

= g(#a, @0, D0, ) —3g (o, DD, ,0;)
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= g(#s, , 0,,®0,) + g(#at, 0,,D0,)
~3g(#; ©0,,0,)
= g(#o, ®f,,0,,0,) + g(#a,1,,0,,00,) — 3g (#; ©0,,0,)
= g(#, £,,°0,,0,)+ g(#a . 1,,0,,0,)
+g(#a1,,0,, 1,,0,0, + £,0,0, +1,,0,0,)
—3g(#:, £,,0,,05) ~3g (¥, £,,0,,05)

bulunur. Buradan

(1-cos” 8,)g(#,0,,0,) =—g(4, , ,0,,0,)~g(4, , 0., 1,,0,0;)

+g(#; 1,0,,1,0,05)
—3g(#, f,,0,,0,)+3g(4, ,6,.0,)

olur.

Benzer sekilde her N e I'(T*G) igin (3.8) esitligi goz Oniine alinirsa

g(#:,0,,N) = g(D#:,0,,DN) —3g(DH#2,8,, N)
= g(#s, DO, DN)—3g(#:,0,, DN)
= g(#s, .0, +1,0,,DN)—3g(#:,0,,DN)
= g(#s [, 0,,ON) + g(#1, 0,, DN)
—3g(#:0,, DN)
= g(./,,°0,,N) + g(#a,, f,0,, N)
+g(#at,0,,B, N+C, N)—3g(#:0,,B, N +C, N)
olur. Buradan

(1-cos’ 0,)g(#3,0,,N) = g(#5 1,, £,,0,,N)— (4, 5 0,.B, N)
+g(#; 1,,0,,C,,N)=3g(#; 0,,B,.N)
-3g(h(9,,0,),C,,.N)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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