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OZET

YUKSEK LiSANS TEZI
BUKUMLU DUGUMLERIN GRAFLARININ GRAF PARAMETRELERI
Tez Damismani: Dr. Ogr. Uyesi Abdulgani SAHIN
2022, 43 sayfa

Jiiri: Prof. Dr. Abdullah KOPUZLU
Dr. Ogr. Uyesi Kadirhan POLAT
Dr. Ogr. Uyesi Abdulgani SAHIN

Bu tez ¢alismasi, graf teori ile diigiim teorisi alanlarini birlestiren bir ¢alismay1 ele
almaktadir. Burada 6nemli bir diigiim ailesi olan biikiimlii diigiimlere ait graflarin,
graf parametreleri incelenmistir. Oncelikle renklendirme yontemiyle biikiimlii
diigiimlerin graflar1 elde edilmis ve daha sonra elde edilen bu graflar i¢in bilinen
temel graf parametreleri incelenmistir. Bu hesaplamalara bagli olarak
genellestirmeler yapilmigtir. Calisma siirecinde graf teorisindeki yontem ve
tekniklerden 6nemli 6lgiide yararlanilmistir.

Tezin giris boliimiinde; diigiim teorisi ile graf teori arasindaki iliskinin koklerinden
ve digiim grafi fikrinin ilk ortaya ¢ikigindan itibaren bugiinkii geldigi noktadan
bahsedilmistir. Ayrica galisilan problemin, literatiir ag¢isindan onemi de yine bu
boliimde irdelenmistir. Ikinci boliimde yapilan ¢alismalara kilavuzluk yapan temel
kavram ve notasyonlar tanimlanmistir. Ugiincii boliimde c¢alismanin materyali ve
elde edilme yontemi verilmistir. Dordiincii boliimde elde edilen sonuglar verilmis ve
biikiimlii diiglimlerin graflarina ait graf parametrelerinin genellestirilmeleri
ispatlartyla birlikte sunulmustur. Son boliimde ise sunulan bu sonu¢ ve
genellestirmelerin iizerinde durulmus, etkileri ve 6nemi tartisilmistir.

2022, 43 sayfa

Anahtar sozciikler: Diigiim, halka, biikimli diigtmler, graf, digim grafi, graf
parametreleri



ABSTRACT

MASTER THESIS
THE GRAPH PARAMETERS FOR GRAPHS OF TWIST KNOTS
Advisor: Assist. Prof. Dr. Abdulgani SAHIN
2022, Page: 43

Jury: Prof. Dr. Abdullah KOPUZLU
Assist. Prof. Dr. Kadirhan POLAT
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This thesis study deals with a study that combines the fields of graph theory and knot
theory. Here, the graph parameters of the twist knots, which is an important knot
family, are examined. First of all, graphs of twist knots were obtained by coloring
method and then the basic graph parameters known for these graphs were examined.
Generalizations have been made based on these calculations. In the study process,
the methods and techniques in graph theory were utilized to a great extent.

In the introduction part of the thesis; the roots of the relationship between knot
theory and graph theory and the point where the idea of knot graph has reached today
since its first emergence are mentioned. In addition, the importance of the studied
problem in terms of literature is also discussed in this section. In the second part, the
basic concepts and notations that guide the studies are defined. In the third chapter,
the material of the study and the method of obtaining it are given. In the fourth
chapter, the obtained results are given and generalizations of the graph parameters of
the graphs of twist knots are presented with their proofs. In the last section, these
results and generalizations are emphasized and their effects and importance are
discussed.

2022, 43 pages
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d(v) v tepesinin derecesi

d(u,v) u ve v tepeleri arasindaki mesafe
E(G) G grafinin kenarlar kiimesi

E(S) S grafinin kenarlar kiimesi

|E(G)] G grafinin boyutu

G Bir graf

Gn n-indisli graf

G, =G, Izomorfik graflar

K Bir diigiim

K(G) G grafinin klik ortii sayisi

K, n tepeli tam graf

Ky Iki parcali tam graf

K' K diigiimiiniin diizlem tizerindeki izdiistimii
K K diigiimiiniin izdiisiimii

M(G) G grafinin eslesme sayisi

N* Pozitif dogal sayilar

P Yol graf

Ry, R,, R; Reidemeister hareketleri

R3 Ug boyutlu uzay

S Bir grafin bazi tepelerinin bir kiimesi
s1 1-kiire

s3 3-kiire

s(F) F kiimesinin eleman sayis1

T, Biikiimlii diigiim

T, n tepeli agag graf

U Baglantili evren

V(G) G grafinin tepeleri kiimesi
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1. GIRIS

Bu calisma, graf teorisi ve diigiim teorisi alanlarini birlestiren bir ¢alisma
alanin1 ele almaktadir. DUglim teorisi ile graf teorisi arasinda derin bir iliski
mevcuttur. Bu iki disiplini birbirine baglayan ortak ¢alisma alanlar1 ve uygulamalari
bulabilmek miimkiindiir. Oyle ki; graflar i¢in tanimlanan bazi kavram ve sabitler,
diigiimler (halkalar) i¢in kullanilabildigi gibi diigiimler (halkalar) i¢in tanimlanan
bazi kavram ve sabitler de graflar i¢in kullanilabilmektedir. Tarihsel siire¢ igerisinde
matematikgiler, hangi graflarin diizleme gomiilebilecegini (diger bir ifadeyle,
kenarlar1 birbirini kesmeyecek sekilde cizilebilecegini) siiflandirmak ve diizlemsel
olmayan graflar icin diizlemsel bir ¢izimdeki en az kesisme sayis1 bulmak gibi ¢esitli
graf problemlerini incelediler. Bu durum, graflar ile diigimlerin regiiler
diyagramlarinin ortak bir ¢aligma alani igerisinde bulugmalarina yol acti. Aslinda bir
graf, sadece gorsel goriiniimii agisindan degil aym1 zamanda cesitli arastirma
alanlarinda bir¢ok rol oynamasi agisindan da bir diiglimden (halkadan) c¢ok farkli
degildir. Yillar gectikge graf teorisi ve diigiim teorisi birgok durumda karsilikli
olarak faydali sonuglar iiretmek icin i¢ ice ge¢mis durumdadir. Matematigin alt
dallarinin birbiri ile iliskisi genellikle verim saglamistir. Bugiin diigiim (halka) ve
graf ortak kullanilmak suretiyle 6zellikle kimya ve fizik olmak iizere biyoloji, saglik
bilimleri ve bazi miihendislik bilimleri gibi bilim dallarinda 6nemli ¢aligmalar
yiiriitilmektedir. Diiglim teorisi biiyiidiikge ve gelistikce onun sinirlar1 da degismeye
devam etmektedir. Ayrica giliniimiizde diiglim teorisi, matematiksel biyoloji ve
kimyanin belirli alanlariyla da Ortligmektedir. Hatta diigiimler birgok farkli sanat
dallarinda dahi genis bir kullanim alani bulmaktadir.

Her seyden once “diiglim nedir ya da ne degildir?” sorusu dogal bir soru
olarak karsimiza ¢ikar. Giinliikk yasamda diigimleri, insanlarin bir daga tirmanirken,
ayakkabisin1 giyerken, iki pargayr birlestirirken, bir kutu ya da koliyi paketlerken,
balik tutarken veya bir liyakat rozeti kazanmak gibi baz1 gorevleri yerine getirirken
ip veya iple bagladiklar seyler olarak diisiinme egilimindeyiz. Aslinda hemen hemen
herkes hayatinin bir noktasinda su veya bu sekilde diigiim atmayi &grenir. Ancak
tabiki de diigiim bu kadar kolay tanimlanamaz ve matematiksel anlamda diiglim bu

degildir. Diiglimiin fiziksel goriiniimii bu olsa da diiglim, iizerine matematiksel



anlamda koca bir teori insa edilen derin bir kavramdir. Diigiim teorisi, dncelikle
matematiksel diigiimleri siniflandirma problemi ile ilgilenen cebirsel topolojinin alt
alanidir. Birgok yazar, diigiim teorisinin olusumunu 1800’lerin basinda Gauss’a
atfederken konu bilim camiasinda 1800’lerin ortalarma kadar bilim adamlarinin
cabalaria ragmen pek destek bulamamisti. O yillarda Lord Kelvin, bilinen farkli
elementlerin varliginin, o zamanlar evrene niifuz ettigine inanilan eterdeki
matematiksel diigiimler olarak modellenerek agiklanabilecegini 6ne siirdii. O,
atomlarin aslinda eterin farkli diigiimlii bi¢imlerinden olusan farkli kimyasal
elementlere sahip girdap dongiileri oldugunu oOne siirdii. Boylece elementleri
siniflandirmanin bir yolu, tiim olasi diigimleri tanimlayarak ise baslamak olacakti.
Bu hipotezi siirdiirmek i¢in, iskog fizik¢i P. G. Tait ve Amerikali matematikgi C. N.
Little gibi bilim adamlari, tamamen deneme yanilma yoluyla yiiriittiikleri zor bir
problem olan diigiimleri siiflandirma tizerinde ¢alistilar. Bu caligmalarin neticesinde
birka¢ eksige ragmen on bir gecitli diigiimlere kadar olan bir diigiim tablosu
sundular. Bununla birlikte 1887°deki Michelson Morley deneyi ile birlikte Kelvin’in
teorisinin ¢okmesine ragmen Little gibi matematikgiler, topoloji olarak bilinen, yeni
ortaya ¢ikmis matematik dalinin bir parcasi olarak diigiimleri incelemeye devam
ettiler (Lankham 2002).

Topoloji, genellikle belirli igsel ozellikler paylassalar da nesnelerin ayni
olarak goriilmeleri gerektigi lizerinde durur. Bir topologun goziinden eger koparma,
kesme ve yapistirma gibi bir islem olmaksizin biri siirekli olarak digerine
degistirilebiliyorsa iki nesne ayni olarak goriiliir. Tarihsel olarak topoloji, analiz ve
geometri disiplinlerinin bir kombinasyonu olarak basladi. Onun bir alt dali olan
cebirsel topoloji ise temel olarak cebirdeki fikirleri topolojiye uygulama girisimidir.
Homolojik cebir ve homotopi gruplart gibi giiglii cebirsel araglarin uygulanmasina
ragmen diiglimleri siniflandirma problemi halen tam c¢oéziilememistir. Buna bagh
olarak diigiim teorisyenleri, bu arayis i¢in kendi gereclerini gelistirdiler. En kullanish
olanlardan  biri, diiglimiin  goriiniimii  (topolojik  olarak  degistirmeden)
degistirildiginde kendisi hala aym1 kalan diiglim sabiti kavramidir. Bazilan
topolojinin ¢esitli alt alanlarindan 6diing olarak alinan c¢ok sayida diiglim sabiti
ornegi vardir. Ideal olarak herhangi bir diigiim sabitinin iki 6zelligi saglamast istenir:

Bir¢ok farkli diigiimii birbirinden ayirabilmeli ve hesaplanmasi kolay olmalidir.



Diigiim teorisi, bu gliclii motivasyonla bugiine kadar gelmis ve bilim insanlarinin

dikkatlerini ¢ekmistir.

Modern diigiim teorisinin temeli, 19. yiizyilin sonlarinda Iskogya’daki
fizikciler tarafindan atildi. 20. ylizyilin ilk yaris1 boyunca diigiim teorisi, topolojinin
matematigi i¢cinde koklerini olusturdu. Amerikali matematik¢i Alexander, 3-boyutlu
topoloji ¢alismalarinda diigiim teorisinin son derece dnemli oldugunu gosteren ilk
kisiydi. Bu durum, digerlerinin yan1 sira, 1920’lerin sonundan 1930’lara kadar
Alman matematikg¢i Seifert’in ¢caligmalariyla daha da vurgulandi. Ayrica o tarihlerde
Almanya’da cebirsel geometri ve diigiim teorisi arasindaki iliskinin aragtirllmasinda
zaten 6nemli bir faaliyet vardi. Cebirsel geometrinin goz oniine aldig1 temel nesneler;
dogrular, cemberler, paraboller ve gesitli egriler idi ve bu iki disiplin arasindaki iligki
buraya dayaniyordu. Ikinci Diinya Savasi’ndan sonra, 1950’lerde ABD’de diigiim
teorisi iizerine aragtirmalar biiyiik bir hizla ilerledi. Bu arastirmanin etkisi altinda,
Japonya’da bugiine kadar devam eden diigiim teorisi iizerine biiyiilk bir aragtirma
patlamasi yasandi. 1970’lerde diigiim teorisinin, Smith’in periyodik doniisiimlerle
ilgili varsayiminin ¢6ziimii sayesinde cebirsel say1 teorisiyle baglantili oldugu
gosterildi. 1980’lerin basinda, Jones’un c¢i8ir acan diiglim sabiti olan Jones
polinomunun kesfi ile birlikte diiglim teorisi, topoloji alanindan matematiksel fizige
gecti. Bu durum, diigiim teorisinin ¢oziilebilir istatistiksel mekanik modelleriyle
yakindan iliskili oldugu gosterildiginde daha da giiclendi. 1980’lerde ve 1990’larda
diigiim teorisi yeni gelismelerin girdabina kapildi (Adams 1994; Kawauchi 1996). Bu
gelismeler diiglim teorisyenleri i¢in yeni arastirma alanlar1 agmakla kalmadi, ayni
zamanda fizikcilerin, kimyagerlerin ve biyologlarin dikkatini ¢ekti (Dye 2016;
Manturov 2018). Bu gelismelere paralel olarak diiglim sabitleri tanimlandi. Bu
sabitler yardimiyla diiglimlerin siniflandirmasi yapildi. Sonucta ortaya bazi énemli
diigiim ¢esitleri ve diigiim aileleri ¢ikt1 (Johnson and Henrich 2017).

Her ne kadar diigiim grafi fikrini ilk kullanan 1877 yilinda Iskog fizik¢i Peter
Tait olsa da diigiim grafi terimini literatiire ilk kazandiran kisi 1930 yilinda Bankwitz
olmustur (Kurpita and Murasugi 1998). 2-boyutlu bir diizlemde bir diiglimiin veya
halkanin izdiisiimii, diizlemi birka¢ bolgeye boler. Diiglim teorisi ¢alismalarinda bu
bolgeleri beyaz bolgeler ve siyah bolgeler olmak tizere iki sinifa ayirmak siklikla

kullanilan bir yontemdir. Bu yontemi basitlestiren Bankwitz, alterne diigiimler



konusundaki caligmasinda diigiim grafi kavramini tanitti (Yajima and Kinoshita
1957). Daha sonra Aumann 1956 yilinda alterne diiglimler iizerine yaptigi
caligmasinda bu kavrama yer vermistir (Aumann 1956). Yajima ve Kinoshita bu
kavramin grafsal davraniglarini incelemislerdir (Yajima and Kinoshita 1957).
flerleyen dénemlerde de bu calismalar siirmiistiir. Murasugi, 1989 yilinda graf
sabitleri ve bunlarin diiglim teorisine olan uygulamalari ilizerine yaptig1 ¢alismasini
yayimladi (Murasugi 1989). Ayrica 1998 yilinda Kurpita ve Murasugi, graf
teorisindeki graflarin ve tekniklerin diiglim teorisine nasil transfer edilebilecegi
tizerine yaptiklart calismalarini yayimladilar (Kurpita and Murasugi 1998). 2002
yilinda Ugur, diiglim graflarinin; grafsal davranislari, Jones polinomlar1 ve matrisleri
gibi konular1 inceleyen kapsamli bir igerige sahip doktora tez ¢alismasini sundu
(Ugur 2002). Giiniimiizde ii¢ boyutlu uzayda bir graf ile bir diigiim veya halka
arasindaki yakin baglantilarin yakin zamanda kesfedilmis olmas1 graflara ait bir¢ok
sabitin klasik diigiim teorisinde ¢ok dnemli roller oynadigini ortaya koymaktadir.
Diigiim, 3-boyutlu uzay R3 de kendi arakesit noktalar1 olmaksizin herhangi
bir basit kapali egridir ve halka, kesismeyen basit kapali egrilerin herhangi bir
birlesimidir. Bir graf, noktalardan ve dogru parcalarindan olusan bir sekil olarak
diistiniilebilir (topolojik olarak buna 1-kompleks denir) (Bollobas 1998). Her bir
diigiime (halkaya) karsilik gelen bir graf tayin edilebilir ve boyle bir grafa bir diigtim
(halka) grafi denir. Diiglim diyagramlarinin bir uygun temsili 1877°de Peter Tait
tarafindan tanitildi. Herhangi bir diiglim diyagrami; koseleri, kesisme noktalar1 olan
ve kenarlar1 birbirini takip eden kesismeler arasindaki yollar olan bir diizlem grafini
tanimlar. Bu diizlemsel grafin tam olarak bir yiizii sinirsizdir; digerlerinin her biri 2-
boyutlu bir diske homeomorfiktir. Sinirsiz yiiz siyah olacak ve bir sinir kenarim
paylasan herhangi iki yiiz zit renklere sahip olacak sekilde bu yiizler siyah veya
beyaza boyanir. Sonug olarak koseleri beyaz yiizler olan ve kenarlar1 kesisimlere
karsilik gelen yeni bir diizlem graf bu sekilde olusturulabilir. Bu grafin her bir kenar,
kenarin u¢ noktalarindan birinden karsilik gelen gecisi gorlintiilerken hangi ipligin
digerinin iizerinden gectigine bagli olarak bir sol kenar veya sag kenar olarak
etiketlenebilir. Sol ve sag kenarlar i¢in alisilmis olarak; sol kenarlar (+) ile ve sag
kenarlar (-) ile etiketlenerek veya sol kenarlar diiz ¢izgilerle ve sag kenarlar kesik

cizgilerle ¢izilerek gosterilir. Orijinal diiglim diyagrami, bu yeni diizlem grafinin



medial grafidir ve her gecitin tiirii, karsilik gelen kenarin isaretiyle belirlenir. Her
kenarin isaretini degistirmek, diiglimii bir aynada yansitmaya karsilik gelir.

Graf teorisiyle iliskili herhangi bir ¢alisma i¢in, diizlemsel graflar ele alinir ve
graf sabitleri i¢cin gereken formiiller, onlarin {izerinde hesaplanir veya ispatlanir.
Diigiim teorisi de yalnizca diizlemsel graflarla ilgilendiginden bu durum, digim
teorisindeki bazi karmagik cebirsel topolojik ispatlarin yerine graf teorik ispatlarinin
alinabilecegini gostermektedir (Murasugi 1989).

1980’lerin basindan itibaren graf teori, erisilebilirligi ve uygulama genisligi
nedeniyle lisansiistii aragtirmalari i¢in ¢ok tercih edilen bir alan olmustur. Benzer
sekilde, diiglim teorisi de 1990’larin basindan itibaren oldukca dikkat ¢eken bir alan
olarak one ¢ikmustir.

Kombinatoryal diigiim teorisinin; ii¢ boyutlu uzayda diigiimlerin, halkalarin
teorisine ve onlarin topolojisine yaklasimin bir graf teorik yolu oldugu iyi
bilinmektedir. Bu teorinin diigim diyagramlar1 vasitasiyla yerlesik formiilasyonu,
diyagramlarin ve graflarin bir karigimi olan bigimsel bir sistemle calisir. Digiim
diyagramlarinin graf teorik kavramlara bu ¢evirisi, kombinatoryal diigiim teorisi, graf
teorisi ve matematigin temelleri arasinda dogrudan bir baglanti saglamasi agisindan
onemlidir. Harary and Kauffman, bu diyagramatik bigimsel sisteme basit ve etkili bir
kiime-teorik destek vermek icin graf teorinin nasil kullanilacagin gosterdi (Harary
and Kauffman 1999). Onlar bu calismalarinda, herhangi bir diigiim veya halka
diyagramiyla dogal bir sekilde iligkili olan bir diizlemsel graf tanitiyorlar ve bu
graflarin, diiglimlerin cebirsel sabitlerini incelemede nasil kullanilabilecegini
gosteriyorlar.

Dolayistyla bir diigiime karsilik gelen grafin kombinatoryal agidan
ozelliklerinin incelenmesi, bunlarin karakterizasyonunun yapilmasi ve bunun diigiim
teorisine katkis1 arastirilmaya deger bir problemdir. Bu c¢alisma boyunca, graf
teorisindeki graflardan ve tekniklerden Onemli Olgiide yararlanarak, onemli bir
diigiim ailesi olan, biikiimlii diiglimlerin graflarinin graf parametreleri incelenmistir.

Biikiimlii diigiimler, onceki yillarda iizerinde derinlemesine calismalar
yiritilen bir digim ailesidir. 2001 yilinda Hoste and Shanahan, biikiimli
diiglimlerin topolojik Ozelliklerini arastirdi (Hoste and Shanahan, 2001). Ayrica

biikiimlii diiglimlerin ¢esitli polinom sabitleri incelendi ve hesaplandi (Nawata et al.



2012; Ham and Lee 2016; Taskoprii ve Sinan 2021). Sahin ve Sahin, 2018-2019
yillar1 arasinda yaptiklar1 ¢alismalarinda bilikiimlii diiglimlerin graflarinin; Hosoya,
Tutte ve Jones polinomlarin1 karakterize ettiler (Sahin and Sahin 2018a, 2018b,
2019). 2020 yilinda A. Sahin, bikiimli diigiimlerin graflarinin, bazi farkli graf
renklendirme tiirleri i¢in graf renklendirme sayilarini gosteren caligmasini sundu
(Sahin 2020). 2021 yilinda biikiimlii diigimlerin graflar1 i¢in baz1 dominasyon tiirii
sabitleri karakterize edildi (Sahin 2021). Sonug olarak biikiimlii diigiimler ailesinin
ve bunlara karsilik gelen graflarin 6zellikleri, incelenmeye deger bir problem olarak
karsimiza ¢ikmaktadir.

Bu tez bes boliimden olugmaktadir. Girig bolimiinde; digiim teorisinin
tarihsel gelisiminden, diiglim teorisi ile graf teorisi arasindaki iliskinin koklerinden
ve bugilinki durumundan, diigiim grafi fikrinin ortaya cikisindan ve bu konular
tizerine literatiirde bulunan ¢alismalardan bahsedilmistir. Ayrica galisilan problemin,
literatiir a¢isindan 6nemi de bu béliimde irdelenmistir. Ikinci béliimde yapilan
calismalara kilavuzluk yapan temel kavram ve notasyonlar tanimlanmustir. Ugiincii
bolimde calismanin materyali ve elde edilme yontemi verilmistir. Dordiinci
boliimde elde edilen sonuglar verilmis ve bilikiimlii diigiimlerin graflarina ait graf
parametrelerinin genellestirilmeleri ispatlariyla birlikte sunulmustur. Son bdliimde
ise sunulan bu sonu¢ ve genellestirmelerin lizerinde durulmus, etkileri ve 0nemi

tartisilmastir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diigiim

Matematiksel olarak diigiimler; kapali dongiiler, yani baslangici veya sonu
olmayan dongiiler olarak modellenir. Bir parca ip veya sicim diigiimlenerek agik bir
ilmek (iki ucu gevsek kalacak sekilde) elde etmek suretiyle bu durum olusturulur.
Ayrica bir diigiimiin kendi kendiyle kesismemesi de gerekir. Birgok kisinin diiglim
olarak kabul edecegi seye bir o6rnek, asagidaki Sekil 2.1 de verilmistir (Lankham
2002). Ancak bunu matematiksel bir diiglime doniistiirmek i¢in seklin {ist kismindaki
iki ucu birlestirmek gerekir. Bu tiir kapali dongiileri kullanarak diigiimleri incelemek
icin varlig bilinen giiglii araclar kullanilir. Spesifik olarak bu modelle, topoloji ve
cebir 6geleri kullanilarak diigiimler ayirt edilebilir. Sekil 2.2 de baz1 matematiksel

diigiim ornekleri goriilmektedir.

Sekil 2.1. Kelebek diiglimii (kapal1 bir ilmek olmadig1 i¢in matematiksel bir diigiim

olmayan)

06600YB ¢

1 51 52 61 62 63

Sekil 2.2. Bazi matematiksel diigiim 6rnekleri (Dabrowski-Tumanski 2019)

Tamm 2.1.1: X ve Y iki topolojik uzay olmak iizere f: X — Y bir fonksiyon

olsun. X topolojik uzayindan Y deki f(X) alt uzayina bir homeomorfizm mevcut ise



X uzay1 Y uzay igine gdmiiliir denir (Mucuk 2010). Bir K diigiimii, 1-kiire S* in 3-
kiire S3 ¢ bir siirekli gomiilmesidir (Manturov 2018). Diger bir ifadeyle; bir diigiim,
bir K: S — S3 birebir siirekli doniisiimiidiir.

Sekil 2.2 de goriilen ilk diigiim 6rnegi 0; digiimii, asikar diigiim ya da
diigiimlenmemis diiglim olarak adlandirilir.

Sekil 2.2 de goriilen ikinci diigiim 6rnegi 3; diiglimi, sol-el trefoil diigiim ya
da yonca yapragi diigiimii olarak adlandirilir.

$3 =R3U{w} olduguna dikkat edilsin. S6zde sonsuzluk noktasindan
kacinmak i¢in bir diigiim her zaman bir kusatan (ambient) izotopisi ile yeniden
diizenlenebileceginden oOzellikle bir digimii, dort boyutlu uzayda hayal edip
zorlanmak yerine onun R3 de oldugunu diisimmek daha uygundur (Lankham 2002).
Bununla birlikte S3 {in oldugu gibi ortam uzaymnin kompakt olmasi da ¢ok uygundur
ve diigiim teorisindeki bircok sonug¢ S durumuna 6zgiidiir. Kusatan izotopisi basitce
diiglim yayinin, iginde bulundugu 3-boyutlu uzayda kendisini kesmeyecek sekilde
yaptig1 hareketlerdir.

Sekil 2.3 de goriildiigli gibi bir diiglime bir yon tayin etmek beklenilen bir

O

Sekil 2.3. Yonlendirilmis diiglim 6rnekleri

durumdur.

2.2. Halka

Tanmim 2.2.1: (Johnson and Henrich 2017) Birbiri ile kesismeyen diigiimlerin,
sirali sonlu bir bilesimine halka denir. Halkay1 olusturan her bir diigtime, halkanin bir

bileseni denir (bakiniz Sekil 2.4).
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Sekil 2.4. Bazi halka 6rnekleri (Dabrowski-Tumanski 2019)

Aksi belirtilmedikg¢e diigimler icin gegerli olan durumlarin halkalar icin de

gecerli olacagi kabul edilecektir.

2.3. Regiiler Diyagramlar

Aslinda buraya kadar diigiim olarak verilen sekiller, S® de gomiilii olarak
bulunan diiglimlerin iki boyutlu uzaydaki regiiler diyagramlaridir. Diigiimlere ait
caligmalarin tamamina yakini diigimiin tam bir temsilcisi olarak kabul edilen bu
regiiler diyagramlar tizerinden yiiriitiiliir. Bu regiiler diyagramlar asagida agiklandigi
sekliyle elde edilirler.

Sekil 2.5 de goriildiigii gibi lic boyutlu uzaydaki bir K diigiimiiniin iki boyutlu
uzaydaki K izdiisimii alindiginda sonlu sayida katli noktalar olusacagi agiktir.
Diizlemde basit kapal1 bir egri olusamayacagindan bu katli noktalarin olusumu igin
izin verilmez. Bir katli noktada yapilacak birkag operasyonla diiglim bir miktar
degistirilebilir. Diger bir ifadeyle, bu katlh noktada diiglimiin orijinaline sadik
kalinarak diiglimiin yay parcasina alttan ya da distten geciyormus goriintiisii
verilebilir. Boyle degistirilmis izdiisiimlere, regiiler diyagramlar denir ve bunun
diiglimiin tam bir temsilcisi oldugu kabul edilir. Diizlem iizerinde sanki diiglimiin {i¢
boyutlu haliyle c¢alisiliyormus gibi bir hal olusur. Bir regiiler diyagram tizerindeki
diiglimiin yaymin alttan ya da iistten gectigini gosteren dar bolgeye diigiimiin gecit
noktas1 ya da kisaca geciti denir. Ayrica diiglimler gecit sayilarina gore

adlandirilirlar.



P

Sekil 2.5. Bir K digiimiiniin regiiler izdiistimi

Tanim 2.3.1: Bir digiime ait regiiler diyagram; eger gegitleri ardisik olarak
tist gegit-alt gecit-iist gecit-alt gecit-... VeYya alt gecit-iist gecit-alt gegit-iist gegit-...
biciminde ilerliyorsa bir alterne diyagram olarak adlandirilir. Bir alterne regiiler

diyagrama sahip olan diigiime, alterne diigiim denir (Kauffman 1988).

2.4. Reidemeister Hareketleri

Tamm 2.4.1: Asagidaki Sekil 2.6 da tersleriyle birlikte tanimlanan ti¢ adet
R;, R,, R; hareketlerine Reidemeister hareketleri denir (Adams 1994).

/ AN 7 N\
Sekil 2.6. Reidemeister hareketleri
Reidemeister hareketleri, diigiim teorisinin en temel ve vazgecilmez

Ogelerinden birisidir. Cilinkii iki diiglimiin denkligi, bir niceligin veya niteligin
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diiglim sabiti olarak tanimlanabilmesi bu hareketler vasitasiyla miimkiindiir. Bir K
digiimii; R4, R,, R3 hareketleri ve/veya onlarin tersleri sonlu kez uygulanarak baska
bir K’ digiimiine donistiiriilebilirse bu diigiimlerin denk diigiimler oldugu soylenir
(bakiniz Sekil 2.7). Ry, R,, R3; Reidemeister hareketleri kusatan izotopi olarak

tamimlanir. Bir digimiin (halkanin) ayna goriintiisii, digiimiin tim gegitlerinin

_H...... r')) IL1II

tersine ¢evrilmesi (alt gegit-iist gegit veya list gegit-alt gecit degisimi) ile elde edilir.
R

(!

I

O U
@ _4@ ;@ _.6:)‘_{\)

Sekil 2.7. Sekiz-gekil diigiimiin Reidemeister hareketleri vasitasiyla ayna

goriintiisiine doniistiiriilmesi (Adams 1994)

Bir niceligin veya niteligin diiglim sabiti olarak tanimlanabilmesi ig¢in

Reidemeister hareketleri altinda degismeden kalmasi gerekir.

2.5. Graf

Tanmm 2.5.1: V; sonlu, bos olmayan, elemanlari tepe (kdse) noktasi (ya da
sadece tepe) olarak adlandirilan V = {v;,v,, v3, ..., v,} seklinde bir kiime olmak
lizere bu noktalar1 veya noktanin kendisini birlestiren sonlu E' = {e = v;v; : v;,v; €
V} seklinde kenarlar kiimesinden olusan (geometrik veya konumsal bir bilgi
vermeyip sadece noktalar arasindaki iliskiyi gosteren) (V, E) ikili yapisina graf denir
(Biiylikkdse ve Gok 2019). Bir graf, G = (V, E) ya da kisaca G ile gosterilir.

Tamm 2.5.2: G = (V,E) bir graf olmak iizere, G nin herhangi v; ve v,

tepeleri arasinda en az bir kenar bulunuyorsa v; ve v, tepelerine komsudur denir
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(Biiyiikkose ve Gok 2019). Benzer sekilde herhangi bir graftaki ortak bir tepeye
sahip olan kenarlar, komsu kenarlar olarak adlandirilir (Biiyiikkose ve Gok 2019).

Vi g = V2
P
e,
ea e3
,Us
//
Vg ./ e ]
3 'U4

Sekil 2.8. Bir graf 6rnegi

Sekil 2.8 de verilen grafta; v, ile vy, v, ile v3, v, ile v3, v, ile v ve vs ile v,
komsu tepelerdir. Benzer sekilde e; ile ey, e; ile e3, e; ile ey, e, ile e3, e, ile eg, e5
ile e, ve e ile es komsu kenarlardir.

Tamim 2.5.3: Bir G grafinda V = {v;,v,, v3, ..., 1} tepeler kiimesi olmak
tizere V kiimesinin eleman sayisina, G grafinin mertebesi denir ve |V(G)| ile
gosterilir. Bir G grafinda E = {e = v,v, : v, v, € V} kenar kiimesi olmak {izere E
kiimesinin eleman sayisina, G grafinin boyutu denir ve |E(G)]| ile gosterilir.

Tamim 2.5.4: v, ve v,, bir G grafinda herhangi iki tepe olsun. v; ve v,
tepelerini birlestiren birden fazla sayida kenar varsa bu kenarlar, kath kenar veya
paralel kenar olarak adlandirilir. Bir graftaki baslangi¢ ve bitis noktasi ayn1 olan bir
kenar, bir ilmek olarak adlandirilir (Biiyiikkose ve Gok 2019).

Tamm 2.5.5: v, bir G grafinda herhangi bir tepe olsun. Buna gore v nin
derecesi, v ye bagl kenarlarin sayisidir ve v nin derecesini gostermek igin d,,
sembolii kullanilir. Grafta; en kiigiik degerli dereceye sahip tepeye minimum dereceli
tepe denir ve bu tepenin derecesini gostermek i¢in §(G) sembolii kullanilir, en biyiik
degerli dereceye sahip tepeye ise maksimum dereceli tepe denir ve bunu gostermek
icin A(G) sembolii kullanilir. Grafin ilmek igeren bir tepesinin derecesine bu durum
iki (+2) olarak eklenir. Eger d,, = 0 ise v ye izole tepe, d,, = 1 ise v ye ise pendant

(ug tepe) ad1 verilir (Biiyiikkose ve Gok 2019).
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lcath kenar izole nolda

pendant nokta Tmek

Sekil 2.9. Bir graf 6rnegi (Sener 2021)

Tamim 2.5.6: Bir graftaki komsu tepeler ve kenarlardan olusan, sonlu sayida
elemana sahip diziye bir yiirime denir ve yiirlimeyi ifade etmek i¢in W sembolii
kullanilir. W = 1e;2e,3 ... ke (k + 1) bigimindeki dizi, bir yiirimeyi ifade eder ve
bu yiirimenin uzunlugu, dizide yer alan kenar sayisi ile belirlenir. Eger bir
yiriimedeki her bir kenar ve her bir tepe, bir kez yer aliyorsa bu yiiriimeye yol adi
verilir ve bir yolu gostermek i¢in P sembolii kullanilir. Eger bir yol, ayni tepeden
baslayip yine ayni tepede sonlantyorsa devir adini alir. n sayida tepeye sahip olan bir

deviri gostermek i¢in C,, sembolii kullanilir (Biiyiikkose ve Gok 2019).

Sekil 2.10. Bir graf 6rnegi (Sener 2021)

Sekil 2.10 da verilen grafta; 1e,2e,3e34e,1es3e,2 bir yiirlime, 1le;2e,3e34
bir yol ve 1e;2e,3es1 bir devirdir (Sener 2021).

Tamim 2.5.7: Bir G grafinin bazi tepe ya da kenarlarinin silinmesiyle olusan
grafa, bu G grafinin alt grafi denir. Yani, S ve G herhangi iki graf olmak iizere
V(S) € V(G)ve E(S) € E(G) oluyorsa S ye G nin bir alt grafi denir.
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G herhangi bir graf olmak {izere, bu grafin tepelerinin tamamini ve bazi
kenarlarin1 kapsayan bir alt grafa, G grafinin geren alt grafi (spanning subgraph) adi
verilir (Biiyiikkdse ve Gok 2019). Yani, S ve G herhangi iki graf olsun. Eger
V(S) =V (G) ve E(S) c E(G) oluyorsa S grafina G grafinin bir geren alt grafi denir.

INIRNRN

G grafi G nin alt grafi G nin geren alt grafi

Sekil 2.11. Bir graf ve ona ait bir alt graf ile bir geren alt graf 6rnegi (Sener 2021)

Tanim 2.5.8: G, = (V,E) ve G, = (V',E") iki graf olsun. Eger ab € E
bi¢imindeki hera,b €V tepe ¢ifti igin f(a)f(b) € E' olacak sekilde birebir ve
orten bir f:V; - V, donlisimii mevcutsa bu graflara izomorfik graflar denir ve bu

durumu belirtmek i¢in G; = G, gosterimi kullanilir (Biiylikkose ve Gok 2019).

G, grafi G, grafl

Sekil 2.12. Bir cift izomorf graf 6rnegi (Sener 2021)

Tamm 2.5.9: Bir grafta yer alan herhangi iki tepe arasinda bir ve yalniz bir
adet kenar varsa ve higbir ilmek yoksa bu graf, basit graf adin1 alir (Sekil 2.13 (a))
(Biiyiikkose ve Gok 2019). Bir grafin kenarlarina bir yon tayin edilebilir.

Tanmim 2.5.10: Bir grafta yer alan herhangi iki tepe arasinda birden c¢ok
sayida kenar varsa diger bir ifadeyle paralel kenarlar mevcutsa bu graf, ¢coklu graf
adin alir (Sekil 2.13 (b)) (Biiytikkose ve Gok 2019).
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Tamim 2.5.11: Bir grafta paralel kenarlar ve ilmekler mevcutsa bu graf,
pseudo graf adin1 alir (Sekil 2.13 (¢)) (Biiylikkose ve Gok 2019).

. .\__,_ P ’_\1
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(a) (b) ()

Sekil 2.13. Basit graf, ¢oklu graf ve pseudo graf 6rnekleri

Tanmm 2.5.12: Bir grafin keyfi olarak alinan herhangi iki tepesi arasinda
daima bir yol mevcutsa bu grafa baglantili graf adi verilir. Aksi durumda bu grafa

baglantisiz graf denir (Biiyiikkose ve Gok, 2019).

Baglantit graf Baglantisiz graf

Sekil 2.14. Baglantili ve baglantisiz graf 6rnekleri (Sener 2021)

Tamim 2.5.13: Sadece izole tepe igeren grafa bos graf denir ve bos grafin
kenarlar kiimesi bos kiimedir (Biiyiikkose ve Gok, 2019).

Tamim 2.5.14: Baglangi¢ ve bitis tepelerinin derecesi 1, diger tepelerinin
derecesi 2 olan grafa yol graf denir. n noktali bir yol graf, n — 1 sayida tepeye

sahiptir ve B, ile gosterilir.

—r—o—o—+—0 4
B, vol grafi

Sekil 2.15. Bir yol graf 6rnegi (Sener 2021)
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Tanim 2.5.15: Tepe sayisi iic ve daha fazla olan, tek bir dongiiden olusan
grafa devir (cevre) grafi denir. Boyle bir grafta; herhangi bir tepeden, kendisine
komsu olan iki tepeye giden birer kenar vardir ve bdylece her bir tepenin derecesi 2

dir. n noktal1 bir ¢evre graf, n kenara sahiptir ve C,, ile gosterilir.

C, erafi C

5 grafi

Sekil 2.16. Cevre graf o6rnekleri (Sener 2021)

Tamim 2.5.16: Iginde devir bulundurmayan ve kenar sayis1 tepe sayisinin bir
eksigi olan baglantili graflara agac adi verilir ve n sayida tepeye sahip bir aga¢ grafi

gostermek icin T,, sembolii kullanilir (Biiyiikkdse ve Gok 2019).

ook

Sekil 2.17. Agag graf 6rnekleri (Sener 2021)

Tamm 2.5.17: Basit bir grafin her tepe ¢ifti arasinda bir kenar bulunuyorsa
boyle graflara tam graf adi verilir ve n sayida tepeye sahip bir tam grafi géstermek
icin K, sembolii kullanilir (Biiylikkdse ve Gok 2019).

D]

K, grafi K grafi

Sekil 2.18. Tam graf 6rnekleri (Sener 2021)
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Tamm 2.5.18: Tepe kiimesi iki ayrik alt kiimeye ayrigtirilabilen ve kenarlari,
sadece bu alt kiimelerin elemanlar1 olan tepeler arasinda olusan graflara iki pargali
(bipartite) graf ad1 verilir. Iki parcali bir grafta; D ve F ayrik tepe kiimeleri olmak
tizere D nin her eleman1 F nin her eleman ile birlestiriliyorsa bu graf, iki pargali tam
graf adini1 alir ve s(D) = p ve s(F) = t olmak lizere iki parcali tam grafi gostermek
i¢in K, ; sembolii kullanilir (Biiyiikkose ve Gok 2019).

[li parcal graf K. grafi

Sekil 2.19. iki parcal1 graf 6rnegi ve iki parcali tam graf drnegi (Sener 2021)

2.6. Graf Parametreleri

2.6.1. Cap

Tamm 2.6.1: (Bollobas 1998) G = (V,E) baglantili ve uzaklik tabanli bir
graf olsun. Herhangi iki u ve v tepesi arasindaki mesafe, u ve v tepeleri arasindaki
yollarin i¢indeki minimum sayida olanidir ve bu mesafe d(u, v) ile gosterilir. Bir G

grafinin topolojik ¢ap1 (diameter) d(G), (yani G deki en uzun topolojik mesafe)

ae) = uﬂr;relggc){d(u. v)}

olarak tanimlanir.

2.6.2. Baskinlik sayis1

Tanim 2.6.2: (Haynes et al. 1998) Bir G grafi verilsin. V(G) bu grafin tepeler
kiimesi olmak iizere S S V(G) ve S # @ olarak alinsin. Eger G grafinin her bir
tepesi; S ye ait veya S nin bir tepesine komsu ise S ye bir baskin kiime ad1 verilir. Bir
graf birden ¢ok sayida baskin kiimeye sahip olabilir. Bir grafin tiim baskin kiimeleri

arasindaki en az sayida elemana sahip olanin eleman sayisina, bu grafin baskinlik
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sayist (domination number) adi verilir ve bir G grafinin baskinlik sayisi, y(G)

sembolii ile belirtilir.

2.6.3. Renklendirme sayisi

Tamim 2.6.3: (Bollobas 1998) Bir G grafi verilsin. G grafinin birbirine komsu
olan tepelerini farkli renkte boyamak icin gerekli olan en az renk sayisi,

renklendirme sayisi (chromatic number) olarak adlandirilir ve y(G) ile gosterilir.

2.6.4. Bagimsizlik sayisi

Tamm 2.6.4: (Vasudev 2006) Bir G grafi verilsin. V(G) bu grafin tepeler
kiimesi olmak tizere S € V(G) ve S # @ olarak alinsin. S kiimesindeki tepeler ¢ifter
cifter alindiginda bu tepeler arasinda G ye ait bir kenar yoksa S ye bir bagimsiz kiime
ad1 verilir. Bir graf birden ¢ok sayida bagimsiz kiimeye sahip olabilir. Bir grafin tiim
bagimsiz kiimeleri arasinda en fazla sayida elemana sahip olanin eleman sayisina, bu
grafin bagimsizlik sayis1 (independence number) adi verilir ve bir G grafinin

bagimsizlik sayisi, §(G) sembolii ile belirtilir.

2.6.5. Klik sayis1

Tamm 2.6.5: (Bondy and Murty 2008) Bir G grafi verilsin. G nin karsilikli
olarak birbirine komsu olan tepelerinin kiimesine klik kiimesi denir. Bir G grafinin
klik kiimelerindeki maksimum eleman sayisi, grafin klik sayis1 olarak adlandirilir.

Bu deger K(G) ile gosterilir ve matematiksel olarak asagidaki sekilde ifade edilir:

K(G) = max{|V;| : V; klik kiime }.

2.6.6. Tepe baglantihilik sayisi

Tamm 2.6.6: (Vasudev 2006) Bir G grafi verilsin. Bu G grafin1 baglantisiz
veya sadece izole tepelerden olugan bir graf haline getirmek i¢in graftan ¢ikarilmasi
gereken en az tepe sayisina, grafin tepe baglantililik sayisi (connectivity, baglanti
nokta sayisi, vertex connectivity) denir ve C(G)ile gosterilir. Bir G grafinin

bilesenlerinin sayis1t w(G) olmak iizere tepe baglantililik sayisi,
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C(6) = min {IS|:w(G —5) 2 2}

seklindedir.

2.6.7. Ortii sayis1

Tamm 2.6.7: (Vasudev 2006) Bir G grafi verilsin. V(G) bu grafin tepeler
kiimesi olmak iizere S € V(G) ve S # @ olarak almsin. Eger G grafindaki her bir
kenarin en az bir tepesi S nin bir elemani ise S ye bir ortii kiimesi ad1 verilir. Bir graf
birden fazla sayida oOrtii kiimesine sahip olabilir. Bir grafin tiim Ortii kiimeleri
arasinda en az sayida elemana sahip olanin eleman sayisina, bu grafin ortii sayist

(covering number) ad1 verilir ve bir G grafinin ortii sayisi, @(G) sembolii ile belirtilir.

2.6.8. Klik ortii sayisi

Tamm 2.6.8: (Vasudev 2006) Bir G grafi verilsin. V(G) tepe kiimesinin
maksimum klik kiimeleri ile parcalanmasma G grafinin klik ortiisii denir. Bu
parcalanmanin minimum sayisi ise klik Ortli sayisi olarak adlandirilir ve 6(G) ile

gosterilir.

2.6.9. Eslesme sayisi

Tamm 2.6.9: (Bondy and Murty 2008) Bir G grafi verilsin. Bu G grafindaki
bir eslesme (matching), herhangi ikisinin hi¢bir ortak bir tepe noktasina sahip
olmadig1 (yani, bagimsiz kenarlarin olusturdugu) bir kenarlar kiimesidir. Maksimum
eslesme, miimkiin olan maksimum kenar sayisiyla olusturulan eslesmedir. G grafinin
maksimum eslesmesinde var olan kenar sayisi, G nin eslesme sayisi olarak

adlandirilir ve M (G) ile gosterilir.

2.6.10. Wiener indeksi

Tamm 2.6.10: (Mohar and Pisanski 1988) Bir G grafi verilsin ve bu grafin
tepe noktalar1 kiimesi V(G) olsun. Y, ey d(u, v) toplami, G grafinin Wiener

indeksi olarak adlandirilir ve W (G) ile gosterilir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Diigiim Graflari

Tanmm 3.1.1: D, K digimi igin bir regiler diyagram olsun. K', K
diigtimiiniin D regiiler diyagramindan elde edilen izdiisiim olmak tizere K', diizlem
tizerinde bir graf olarak ele alinabilir. K’ grafinin kdse noktalari, K diigiimiiniin

gecitleri ile eslesir (Sekil 3.1) (Sahin 2015).

Sekil 3.1. Renklendirilmis graflar

Elde edilen bu graflar asagidaki sekilde renklendirilebilir: K’ izdiistimii,
bulundugu diizlemi farkli bolgelere ayirir. En dista bulunan bdlgeden baglanarak
bolgeler, ya siyah ya da beyaz ile renklendirilir. En distaki (sinirsiz) bolge siyah (ya
da beyaz) ile renklendirilecektir. Burada dikkat edilecek en temel husus, komsu
bolgeler hi¢cbir zaman ayni renk olmayacak sekilde, yani bir kenarin iki tarafindaki
renkler farkli olacak sekilde renklendirilme yapilmasidir. Sonra her bir beyaz (ya da
siyah) bolgenin merkezinde bir nokta segilir. Eger iki beyaz (ya da siyah) bdlge ortak
gecit noktasina sahipseler o zaman bu beyaz (ya da siyah) bolgelerin iki merkezi
kenarlar vasitasiyla birlestirilir. Her bir kenar sirasiyla bir ortak gecitle eslesir. Bu
sekilde K’ den G diizlem grafi elde edilir (Sahin 2015). Sekil 3.2 de, Sekil 3.1 deki

izdiistimlere karsilik olusan diizlem graflar goriilmektedir.

Sekil 3.2. Diizlem graflar
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Bu sekildeki bir diizlem graf goz oOniline alindiginda diigiime ait temel
Ozelliklerin belirlenmesinde genelde izdiislim yerine regiiler diyagram kullanilir.
Bunu gergeklestirmek i¢in digiimiin gecitleri dikkate almir. Her bir gegitin
durumuna gore kenarlar lizerinde + veya — isareti tayin edilir. Bu isaret tayin etme

islemi Sekil 3.3 de gosterilen kurallar dogrultusunda yapilir (Sahin 2015):

7. 7,
LN AN

Sekil 3.3. Bir diiglime karsilik olusan diizlemsel grafin kenarlarina isaret tayin etme

kurallan

Gortilecegi tizere Sekil 3.3 deki figiirlerdeki yatay cizgiler, Sekil 3.2 deki gibi
gecitlerden gegen kenarlardir. Graflardaki 4+ veya — isaretleri tayin edildikten sonra
Sekil 3.2 deki diizlem graflara karsilik gelen isaretlendirilmis diizlem graflar elde
edilir (Sekil 3.4).

—

Sekil 3.4. Isaretlendirilmis diizlemsel graflar

Yukaridaki islemin tersi de miimkiindiir, yani isaretlendirilmis bir diizlemsel
grafa karsilik bir diiglim diyagrami bulunabilir (Sahin 2015): Diigiimii elde etmek
icin ilk once diizlemsel grafin her bir kenariin ortasina “X” isareti konulur (Sekil
3.5.(b)). Bu carpim isaretlerinin keyfi olarak segilen birinin u¢ noktalarindan
baslanarak diger bir komsu c¢arpim isaretlerinin u¢ noktalarina ulasincaya kadar
grafin kenarlarina paralel olacak sekilde dort ¢izgi ¢izilir. Her carpim isareti i¢in bu

islem tamamlandiginda elde edilecek sey, bir diiglime ait izdiisiim olacaktir. Fakat bu
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izdiigiim, gecitlerin durumu hakkinda bilgi vermeyecektir (Sekil 3.5.(c)). Bu temel
bilgiyi elde etmek i¢in graf lizerindeki diizlemsel bdlgeler, yukarida bahsedildigi gibi
siyah veya beyaz olacak sekilde renklendirilir. Bu takdirde yine yukarida bahsedilen
isaretlendirme kurallar1 uygulanarak orijinal grafin isaretlerinden gecitin karakteri
bilgisine ulagilabilir. Gegitlerin karakterleri hakkindaki bilgiler, grafa eklendikten
sonra bolgelerin renklenme durumu kaldirilir ve boylelikle hedeflenen diigiim
diyagrami olusturulur (Sekil 3.5.(d)).

Sonug olarak her isaretlendirilmis diizlemsel grafa karsilik gelen bir regiiler
diigim diyagrami vardir (Sekil 3.5.(a)-(d)). Ancak iki farkli diizlem grafin,
yukaridaki iglem yardimiyla elde edilen iki denk olmayan diigim olusturacagi
sonucu her zaman i¢in dogru degildir. Bu durum halen daha diigiim teorisindeki agik

problemlerden birisidir.

+
T
5o St
- T D 4 X
— e
== ®)
@ A
K{ 7
(©) )

Sekil 3.5. Isaretlendirilmis bir diizlemsel graf i¢in olusturulmus diigiimiin regiiler

diyagrami

Kolaylikla goriilecegi lizere bir grafin kenarlarinin sayisi, diiglimiin regiiler

diyagraminin gegitlerinin sayisina esittir (Sekil 3.6).
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Sekil 3.6. Baglantili diizlemsel graflar ile onlara karsilik gelen diigiimlerin

(halkalarin) regiiler izdiistimleri

Tanim 3.1.2: G diizlemsel bir graf olsun. Medial graf M(G), su sekilde elde
edilir (bakiniz Sekil 3.7) (Kauffman 1989): G nin her bir kenar1 “X” semboliiyle
isaretlendirilir. Bu semboller; herhangi birinden baslanilmak suretiyle G nin kenarina
paralel olacak, G nin karsilasilan kdse noktasi atlanilacak ve bir sonraki mevcut
sembolle birlestirilecek sekilde birbirlerine baglanirlar. Burada her bir sembole

medial grafin bir tepesi karsilik gelir.

i

Sekil 3.7. Medial grafin elde edilmesi (Kauffman 1989)

Olusan medial graf, her bir tepesinde lokal olarak islenmis dort kenara
sahiptir. Diger bir ifadeyle, medial graf 4-birlesme degerlidir. Medial grafin
kenarlarinin bazilar1 ilmekler olabilir. Diizlemde gomiilen bu sekildeki bir grafa, bir

evren denir (Kauffman 1989).
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Burada anlatilan medial yapinin tersine ait islemlerin de gergeklestirilebilmesi
miimkiindiir (Kauffman 1989). Diger bir ifadeyle U, diizlemde baglantili bir evren
olmak tlizere M (G(U)) = U olacak sekilde bir diizlemsel graf G (U) olusturulabilir.
Ters islemle alakali gorsel bilgi Sekil 3.8 de goriilmektedir. Bunun i¢in ilk once
evren, en distaki smirsiz bolge golgesiz olacak sekilde dama desenli bigimde
golgelendirilir ve daima bir kenar1 paylasan iki bolge zit golgelere sahip olmalidirlar.
Boylece bir G(U) grafi, U nun golgeli bolgeleri ile birebir karsilik gelecek sekilde
tepeleri ile bi¢imlendirilir. Siyah bolgelerin merkezlerinde kdse noktalar1 alinir ve
G(U) daki herhangi iki kose noktasi, kesisim noktasindan gececek sekildeki bir

kenar ile birlestirilirler.

Sekil 3.8. Bir evrenden bir grafin elde edilmesi (Kauffman 1989)

Ornek 3.1.1: Asagida goriildiigii gibi bir iiggen grafinin mediali trefoil

A& &,

Teorem 3.1.1: Diigiim evrenleri diizlemsel graflara birebir karsilik gelir
(Kauffman 1988).

evrendir.

Bir alterne diiglimiin taranmis diyagraminda her bir gecit noktasinda taranan

bolgelerin hepsi ayni tiptedir (bakiniz Sekil 3.9) (Kauffman 1988).
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tip B

e

Sekil 3.9. Bir alterne halkanin taranmis diyagraminda gegitlerin durumu (Kauffman

1988)

Diiglimlerin ve halkalarin regiiler diyagramlarinin isaretli diizlemsel graflara
birebir karsilik geldigine dikkat edilirse burada (+) isareti bir A kanalina, (=) isareti
de bir B kanalina karsilik gelecek sekilde isaretler grafin kenarlari {izerine

yerlestirilir (Sekil 3.10) (Kauffman 1988).

— &—» ;,é

I &

-+

Sekil 3.10. Isaretlendirilmis graflarin elde edilmesi (Kauffman 1988)

3.2. Biikiimlii Diigiimler

Bu kisimda biikiimli diiglimlerin tanimi verilmekte ve ardindan birkag
bilinen 6rnek sunulmaktadir. Biikiimlii diiglimler, diigiim teorisinde dnemli bir yer
teskil eden belirgin bir diiglim ailesidir.

Tamm 3.2.1: (Lankham 2002) n bir dogal say1 olmak iizere bir T,, biikiimli
diigiimii, asagidaki Sekil 3.11 de verilen formda cizilebilen diiglim olarak tanimlanir.

Burada n dogal sayisi, T;, biikiimlii diigiimiiniin tangle sayisi olarak adlandirilir.
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@

[ ——
2n crossings

Sekil 3.11. Bir biikiimlii diigiim 6rnegi

Sekil 3.12 ve Sekil 3.13 de iyi bilinen iki bilikiimli digim ornegi
goriilmektedir (Lankham 2002).

U

e ——-
0 crossings

Sekil 3.12. T, biikiimlii diiglimiiniin 0, asikar diiglimiine denkligi

-

+2 Crossings

Sekil 3.13. T, biikiimlii diigiimiiniin 3; trefoil diiglimiine denkligi
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu béliimde; bir 6nceki bolimde tanimi verilen biikiimli diiglimlerin, yine
ayni boliimde tanimlanan yontemle graflar1 olusturulmus ve bu graflarin ikinci
boliimde tanimlanan graf parametreleri incelenmis, ardindan bunlarin genellestirmesi

yapilmis ve bazi 6rnekler sunulmustur.

4.1. Biikiimlii Diigiimlerin Graflan

Oncelikle Sekil 4.1 de de bazi1 &rnekleri goriilen biikiimlii diigiimler ailesi goz

j

Oniine alinsin.

Qf@

Sekil 4.1. Baz1 biikiimlii diiglim 6rnekleri

x\@

Bu diigiimlerin graflarini elde etmek i¢in su sekilde bir yol takip edilecektir:
[lk olarak biikiimlii diigiimlerin regiiler diyagramlarindan onlarin regiiler izdiisiimleri
elde edilir (bakiniz Sekil 4.2). Sonra bu izdiisiimler, bir yayin iki yani farkl renkte
olacak sekilde dama desenli olarak golgelendirilir (bakiniz Sekil 4.3). Daha sonra her
bir siyah bolgenin merkezinde bir nokta alinir ve ardindan bu noktalar, siyah
bolgelerin gecitlerinden gececek sekilde ¢izilen kenarlar ile birlestirilir (bakiniz Sekil

4.4 ve Sekil 4.5).
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0080

Sekil 4.2. Biikiimlii diigiimlerin izdiistimleri

0000

Sekil 4.3. Biikiimlii diigiimlerin dama desenli izdiisiimleri

A MM N
% % 3
P P, P, P,

1

Sekil 4.4. Biikiimli diigiimlerin graflarinin elde edilmesi
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Sekil 4.5. Biikiimlii diigiimlerin graflar
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4.2. Biikiimlii Diigiimlerin Graflarinin Graf Parametreleri

Teorem 4.2.1: Biikiimlii diiglimlerin graflarinin ¢api,
d(Gap-1) = d(Gzn) =n

seklinde tanimlanir, 6yle ki verilen esitlikte n yerine sirasiyla 1,2,3,4,... dogal
sayilar1 yazilmalidir.

Ispat: Biikiimlii diigiimlerin her bir grafinda; ilk iki tepe noktasi arasinda
paralel iki yol, geriye kalan tepe noktalar1 arasinda bir yol olmak iizere tepe
noktasindan bir fazla sayida kenar bulunmaktadir. Biikiimli diiglimlerin graflarinin
tepe noktalari, en iist tepeden baglamak sartiyla saat yoniinde ardisik indisli
noktalarla adlandirilsin.

n = 1,2 i¢in G, Ve G, graflariin ¢aplarinin 1 olacag: aciktir. n > 3 i¢in ispat
iki adimda tamamlanacaktir. Ilk olarak n tek olsun. Bu durumda G,, grafinin ilk tepe

noktast v; tlizerinden saat yoniinde ilerlendigi zaman wv; ile arasindaki uzaklik

maksimum olan tepe noktasi nTH indisli tepe noktasi olmaktadir. n = 3,5,7,9, ... i¢cin

bu tepe noktalarinin indislerinin farki olan

n+3 .
- 1, G, grafinin ¢apim verir.

Simdi n nin ¢ift olmasi durumu gosterilsin. Bu durumda G,, grafinin ilk tepe

noktas1 v; lizerinden saat yoniinde ilerlendigi zaman v; ile arasindaki uzaklik

maksimum olan tepe noktasi nT+2 indisli tepe noktas1 olmaktadir. n = 2,4,6,8, ... icin

bu tepe noktalarinin indislerinin farki olan nT“ — 1, G,, grafinin ¢apin1 verir. Boylece

ispat tamamlanmais olur.
Ornek 4.2.1: G, grafinin cap1 asagidaki sekilde bulunur.

Ilk olarak grafin tepeleri arasindaki mesafeler belirlenir. Bu mesafeler,

d(v1’v2) = 1! d(v11v3) = 21 d(vl' U4) = 31 d(vl' US) = 4'1 d(v1:v6) = 3,
d(vl, v7) = 2, d(vl, 7.78) =1

d(U2!v3) = 11 d(Uz,U4_) = 21 d(UZ'US) = 3’ d(UZ,U6) = 4! d(UZ,'U7) = 31
d(Uz, 178) = 2

d(vs,vy) =1,d(vs3,v5) = 2,d(v3,04) = 3,d(v3,v7) = 4,d(v;,v5) =3
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d(vy,vs) =1, d(vy, v) = 2, d(vy,v7) = 3, d(vy,vg) = 4
d(Us,U6) = 11 d(US,U7) = 21 d(USIUS) =3
d(ve,v7) = 1, d(ve, vg) = 2

d(v;,vg) =1

seklinde elde edilir. Elde edilen bu mesafeler arasindaki maksimum deger 4 birim
oldugundan G, grafinin ¢ap1 d(G,) = 4 olarak bulunur.

Teorem 4.2.2: Biikiimlii diiglimlerin graflarinin baskinlik sayisi,

Y(Gn) =¥(Gny1) = ¥(Gry2) =k +1

seklinde tanimlanir, 6yle ki yukaridaki esitlikte sirasiyla n = 3k ve 1,2,3,4, ... dogal
sayilar1 k yerine yazilmalidir. Ayrica y(G,) = y(G,) = 1 dir.

Ispat: Teoremin ispat1 icin y(G;) = y(G,) = 1 oldugu agiktir. Ciinkii G, ve
G, graflarinda tek bir tepe noktasinin secilmesi ile geriye kalan tiim tepeler domine
edilir. Boylece G, ve G, graflari i¢cin dominasyon sayisi 1 dir.

Simdi, n = 3 i¢in olusan graflarin dominasyon sayilarinin ispati1 gosterilsin.
Biikiimli diiglimlerin graflarinda ilk iki tepe hari¢ diger tiim tepeler iki derecelidir.
Bu graflari minimum sayida tepe ile domine etmek i¢in ilk tepe noktasi, yani v4, tiim
graflara ait baskin kiimenin bir elemani olarak alinabilir. Bu ilk tepe noktasi, grafin
ikinci ve sonuncu tepesini domine eder. Bundan sonraki tiim tepe noktalart i¢in
secilecek bir tepe en fazla iki tepeyir domine edecektir. Dolayisiyla, geriye kalan bu
tepe noktalar1 icinde eleman sayisi en fazla ii¢ olan gruplar olusacaktir. Diger
gruplarin aksine son grupta 1 ya da 2 tepe kalabilir. Bu kalan tepelerin de domine
edilebilmesi i¢in her ii¢lii gruptan alinacak bir tepe ile birlikte tek bir tepenin daha
baskin kiimeye alinmasi gerekir. Boylece k € N* olmak tizere n = 3k indisli her
grafin minimum sayili baskin kiimesinde farkli bir tepe dahil olacaktir. Yani, k € N*
icin n=3k, n=3k+1, n=3k+ 2 indisli graflarin minimum sayili baskin
kiimelerinin kardinalitesi esit olacaktir. Sonug olarak bu sekilde indislenmis graflara
ait baskinlik sayilari esit olacaktir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Ornek 4.2.2: G, ve Gg graflarinin baskinlik sayis1 asagidaki sekilde bulunur.
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Bunun i¢in ilk olarak bu graflara ait en az sayida elemana sahip baskin
kiimeler belirlenir.

G, grafi igin en az sayida elemana sahip bir baskin kiime D = {v;, v,, v} dir
ve y(G,) = 3 olarak bulunur.

Gg grafi igin en az sayida elemana sahip bir baskin kiime D = {v;, v,, v,} dir
ve y(Gg) = 3 olarak bulunur.

Teorem 4.2.3: Biikiimlii diiglimlerin graflarinin renklendirme sayzis,

2, n tek ise
3, ngiftise

x(6) = {
seklinde tanimlanir (Sahin 2020).
Ispat: : Teoremin ispat1 n iizerinden tiimevarim ydntemiyle yapilsin.
Herhangi bir G grafi bir tane kenara sahipse o zaman bu grafin renklendirme sayisi
x(G) nin en az 2 olduguna dikkat edilsin. Biikiimlii diigiimlerin graflarinda belirli iki
tepe arasinda her zaman iki kenar vardir. Ayrica n € N* i¢in biikiimlii diigiimlerin
graflar1 n + 1 tepeye sahiptir. ilk olarak G, ve G, temel durumu dikkate alnsm. G,
grafinin yalmizca belirli iki tepesi ve ili¢ kenar1 oldugu i¢in iki farkli renkle
renklendirilebilir. G, grafinin ikisi belirli iki tepe olan bitisik ii¢ tepesi oldugu igin i
farkli renkle renklendirilmelidir. n > 3 i¢in G,_, grafinin renklendirmesi elde
edilebilir ve grafa iki bitisik tepe ve iki kenar eklenebilir. Daha sonra bu sekilde elde
edilen G, grafi uygun bir sekilde renklendirilirse yx(G,) degerinin y( G,_5)
degerinden daha biiylik olmadig: goriiliir. n ¢ift olsun. Eger x( G,,) degeri 2 olsaydi,
x(Gy_,) degerinin 2 olmasi i¢in sonradan eklenen bitisik tepeler ve kenarlar
silinebilirdi. Bu durumda eger n ¢ift ise n — 2 nin de ¢ift olmasi gerektiginden
tiimevarim metodu geregince bir ¢eliski olusacaktir. Bu taktirde ispat tamamlanir.
Ornek 4.2.3: G, ve Gg graflarinin renklendirme sayis1 asagidaki sekilde
bulunur.
Bunun i¢in bu graflarin tepelerine en az sayida renk igeren uygun bir

renklendirme kiimesi tayin edilmelidir.
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G, graft i¢in uygun bir renklendirme {v; = mavi,v, = kirmizi,v; =
mavi, v, = kirmizi, vs = mavi, vg = kirmizi, v, = mavi, vg = kirmizi} seklinde
olup renklendirme sayis1 y(G,) = 2 olarak bulunur.

Gg graft i¢in uygun bir renklendirme {v; = mavi,v, = kirmizi,v; =
mavi, v, = kirmizi, vs = mavi, vg = sart, v; = kirmizi, vg = mavi, Vg =
kirmizi} seklinde olup renklendirme sayist y(Gg) = 3 olarak bulunur.

Sonug 4.2.1: Eger y(G,,) iki ise G grafina iki pargali graf denir bu durumda
tek n ler i¢in biikiimlii diigiimlerin G,, graflari iki pargali graflardir.

Teorem 4.2.4: Biikiimlii diigiimlerin graflarinin bagimsizlik sayisi,

B(Gy) = B(Gny1) =k

seklinde tanimlanir, 6yle ki k € N* i¢in n = 2k — 1 alinmalidur.

Ispat: G bir graf olmak iizere S € V(G), bu G grafinin tepeler kiimesinin
herhangi bir alt kiimesi olsun. S kiimesinden se¢ilen tepeler, ardisik tepeler olursa bu
tepeler G grafinda bir kenar teskil ederler. Bu nedenle S kiimesinden segilecek
tepenin, her seferinde iki ardisigi olan tepeler gruplanirsa bu tepeler arasinda
herhangi bir kenar iligkisi s6z konusu olmayacaktir. k € N* i¢cin G, grafinin
maksimum elemanli bagimsiz kiimesi {v,, v3, ..., Vo_1} olacak sekilde k elemanl
kiime olacaktir.

ke Nt ve n=2k —1 i¢in G,4, grafinin maksimum elemanli bagimsiz
kiimesinde; v, tepesi ile v,,, tepesi arasinda kenar olacagi igin v,,,, tepesi eleman
olarak yer almaz, v, tepesi de ¢ift indisli olacagindan bagimsiz kiimenin elemani
olmayacaktir. G, grafinin maksimum elemanli bagimsiz kiimesi {v;, v3, ..., Voj_1}
olacak sekilde k elemanl kiime olacaktir. Boylece k € N* igin n = 2k — 1 olmak
tizere graflarin bagimsizlik sayilar1 B(G,) = f(G,4+1) = k olacaktir. Bdylece ispat
tamamlanir.

Ornek 4.2.4: G, ve Gg graflarmin bagimsizhik sayis1 asagidaki sekilde
bulunur.

Bunun icin ilk olarak bu graflara ait en ¢ok sayida elemana sahip olan

bagimsiz kiimeler belirlenir.
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G, grafi i¢in en c¢ok sayida elemana sahip bir bagimsiz kiime V; =
{vi,v3,vs, v7} dir ve B(G;) = 4 olarak bulunur.

Gg grafi icin en c¢ok sayida elemana sahip bir bagimsiz kiime V; =
{v1,v3, Vs, v} dir ve B(Gg) = 4 olarak bulunur.

Teorem 4.2.5: Biikiimlii diigtimlerin graflarin klik sayisi,

B 3, n = 2igin
K(Gy) = { 2, diger durumlar igin

seklinde tanimlanir.

Ispat: G bir graf olmak iizere S € V(G), bu G grafinin tepeler kiimesinin
herhangi bir alt kiimesi olsun. Biikiimlii diiglimlerin graflarinda ilk iki tepe harig
diger tiim tepeler iki derecelidir. S kiimesinden secilen sadece ardisik ikiserli tepe
noktalarindan olusan kiimeler, G grafinin karsilikli olarak birbirine komsu olan
tepelerinin kiimesi olacaktir. Bu nedenle n € N* olmak lizere G, grafinin klik
kiimelerindeki maksimum eleman sayis1 2 olacaktir. Ozel olarak G, grafinin klik
kiimelerindeki maksimum eleman sayis1 {vy,v,, v3} olacak sekilde 3 tiir. Boylece
ispat tamamlanir.

Ornek 4.2.5: G, ve Gg graflarinin klik sayis1 asagidaki sekilde bulunur.

G, grafl i¢in V; = {v;,v,}, V, = {v,, v3} en ¢ok sayida elemana sahip birer
klik kiimelerdir ve K(G,) = 2 olarak bulunur.

Gg grafi igin V; = {vy,v,}, V5, = {v,, 3} en ¢ok sayida elemana sahip birer
klik kiimelerdir ve K(Gg) = 2 olarak bulunur.

Teorem 4.2.6: Biikiimlii diiglimlerin graflarinin tepe baglantililik sayzsi,

1, n=1igin
C(Gy) = { 2, diger durumlar igin

seklinde tanimlanir.
Ispat: G bir graf olmak iizere S € V(G), bu G grafinin tepeler kiimesinin
herhangi bir alt kiimesi olsun. S kiimesinden bir tane ii¢ dereceli tepe ve bu tepenin

iki ardis181 olan bir tane iki dereceli tepe cikarildiginda en az sayida tepe ¢ikarilarak
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G grafi baglantisiz veya izole tepelerden olusan graf haline getirilebilir. Bu nedenle
n = 2,3,4, ... olmak iizere G,, grafinin tepe baglantililik sayis1 2 olacaktir. Ozel olarak
n = 1 i¢in G, grafinin tepe baglantililik sayis1 1 dir. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 4.2.6: G, ve Gg graflarinin tepe baglantililik sayis1 asagidaki sekilde
bulunur.

G- grafin1 baglantisiz yapmak i¢in ¢ikarilmasi gereken en az tepe sayili kiime
V, = {vy,v3} dir ve C(G,) = 2 olarak bulunur.

Gg grafin1 baglantisiz yapmak i¢in ¢ikarilmasi gereken en az tepe sayili kiime
V) = {vy,v3} dir ve C(Gg) = 2 olarak bulunur.

Teorem 4.2.7: Biikiimlii diigiimlerin graflarinin 6rtii sayisi,

2
A(Gn) = @(Gnir) =5, 1 =2468,..

seklinde tanimlanir. Burada a(G,) = 1 dir.

Ispat: G, grafi igin {v,} ortii kiimesi v, Ve v, tepeleri arasindaki kenarm en
az bir u¢ noktasini icerdiginden G; grafinin en az elemana sahip Ortii kiimesinin
eleman sayisi 1 olur. Boylece G, grafinin ortii sayis1 1 dir.

G, grafinda v, tepesi, son tepe ile ikinci tepe arasindaki kenerin en az bir ug
noktasina sahip olacagindan G, grafinin ortii kiimesine v, tepesi dahil edilebilir. v,
tepesinin iki ardisigr olan wv3 tepesi de iki kenara ait en az bir u¢ noktayr temsil
edeceginden oOrtii kiimesinin elemani olacaktir. Bu benzer durum v; den iki ardisik
sonraki tepe ve aymi sarti saglayan diger tiim tepeler icin gecerli olacaktir.
Dolayisiyla n = 2,4,6,8,... olmak sartiyla ¢ift indisli G, ve tek indisli G,
graflarinin ortli kiimeleri, {vy, v3, Vs, ..., V2,_1} seklindeki tek indisli ve n7+2 tane tepe
noktasindan olusan kiime olacaktir. Dolayisiyla biikiimlii diigiimlerin graflarinin ortii
sayist a(Gp) = a(Gpyq1) = nT+z1 n = 2,4,6,8, ... olacaktir.

Ornek 4.2.7: G, ve Gg graflarinin ortii sayis1 asagidaki sekilde bulunur.
G, grafi igin en az sayida elemana sahip bir ortii kiimesi V; = {vy, v3, vs, v7}

dir ve a(G,) = 4 olarak bulunur.
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Gg grafi icin en az sayida elemana sahip bir Orti  kiimesi
Vl = {vl, V3, Us, V7, vg} dll’ ve a(Gg) = 5 Olarak bulunur
Teorem 4.2.8: Biikiimlii diigiimlerin graflarmim klik ortii sayisi, n € Nt

olmak lzere

0(Gan-1) = 0(Gp) =1

seklinde tanimlanir.

Ispat: n =12 alindiginda G, ve G, graflari igin bir tek klik kiime
olusacaktir. Dolayisiyla 8(G;) = 8(G,) = 1 olacaktir.

n = 3 i¢in G, graflarinda ilk iki tepe hari¢ tiim tepe noktalar1 arasinda sadece
ardigik indisli iki tepe arasinda bir yol vardir. Dolayisiyla G,, grafinin tepe kiimesinin
maksimum klik kiimeleri ile par¢alanmasi {vy, v,41}, {v2, v}, {vs, v}, ... Olacak
sekilde n tek ise nTH adette, n cift ise 2 adette olusur. Buda n = 3 igin 0(Gyp—q) =
0(G,,) = n oldugunu gosterir.

Ornek 4.2.8: G, ve Gy graflarinin klik 6rtii sayisi asagidaki sekilde bulunur.

G, grafi i¢in klik ortii kiimeleri V; = {vy,vg}, V, = {v,, v3}, Va3 = {v,, v5},
V, = {ve, v,} dir ve 6(G,) = 4 olarak bulunur.

Gg grafi icin klik ortii kiimeleri V; = {vy,vg}, V, = {v,, v3}, Va3 = {v,, v5},
V, = {ve, v,} dir ve 6(Gg) = 4 olarak bulunur.

Teorem 4.2.9: Biikiimlii diiglimlerin graflarinin eslesme sayisi,
M(Gzn-1) = M(Gop) =1

seklinde tanimlanir, 6yle ki sirastyla n yerine 1,2,3,4 ... dogal sayilar1 yazilmalidir.
Ispat: Biikiimlii diigiimlerin graflarinda, n € N* i¢in n + 2 tane kenar oldugu
ve bu kenarlardan iki tanesinin ilk iki tepe noktas1 arasinda paralel olacak sekilde yer
aldig1 bilinmektedir. Buna gore bu graflarin eslesmelerinde — G; grafi hari¢ —
maksimum elemanli olani, v; Ve v, arasindaki kenarlar ihmal edilerek olusturabilir.

n = 2 i¢in G, graflarinin maksimum elemanli eslesmeleri; n tek ise
{V1Vn+1, V203, V4Vs , VU7, ..., Up—1Vn}
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olacak sekilde nTH elemanli, n ¢ift ise

{V1Vn+1, V203, V4Vs , VU7, ..., V2V 1}

olacak sekilde g elemanli kenar kiimeleri ile elde edilir. Bu takdirde n € N* igin

blikiimlii diigiimlerin graflarinin eslesme sayisi,
M(Gon-1) = M(Gyn) =1

seklinde elde edilir.

Ornek 4.2.9: G, ve Gy graflarinin eslesme sayis1 asagidaki sekilde bulunur.

G, grafi igin maksimum eleman sayili bir kenarlar kiimesi
V) = {vyvg, v,V3, U, U5, VgV, } dir ve eslesme sayist M (G,) = 4 olarak bulunur.

Gg grafi icin maksimum eleman sayili bir kenarlar kiimesi
V, = {v1vg, V304, VsV, U705} dir ve eslesme sayist M (Gg) = 4 olarak bulunur.

Teorem 4.2.10: Biikiimlii diigiimlerin graflarinin Wiener indeksi, n € N* i¢in

ns3, n tek ise
W(G,) =inn+1)2n+1)
2 )

ngiftise

seklinde tanimlanir.
Ispat: “Biikiimlii Diigiimlere Ait Graflarn Hosoya Polinomu” isimli
calismada (Sahin 2018a) biikiimli diiglimlerin graflarinin Hosoya polinomu;

n = 1,2,3,4 ... olmak lizere ¢ift indisli graflar i¢in

H(Gyp,v) =Cn+ 1)y’ + Cn+ Dyt + 2n+ Dy? + -+ 2n+ 1)y™ !
+ (2n+ Dy"

ve tek indisli graflar i¢in

H(GZTl—ll }’) = 2ny0 + Znyl + Znyz + -+ Znyn—l + nyn
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seklinde genellestirilmistir.

Herhangi bir grafin Hosoya polinomunun, bagimsiz degiskene gore birinci
tiirevi alinir ve tiirev polinomunda bagimsiz degisken yerine 1 yazilirsa bu grafin
Wiener indeksi degerinin elde edilecegi bilinmektedir. Buna gore ispat1 tamamlamak
icin yukaridaki genellestirmelerde bu tiirev alma isleminin uygulanmasi yeterlidir.

n ¢ift ise,

H(Gyr,v) = 2n+ 1)y’ + Cn+ Dyl + 2n+ Dy? + -+ 2n+ 1)y™?
+ (2n+ Dy"
[H(Gyp )] =0+ Cn+ 1) +2Cn+ Dyt + -+ (n—1DR2n+ 1)y" 2
+n(2n + 1)y 1
[H(Gyy D]’ = @n+ 1) +2@2n + D1 + -+ (n = 1)(2n + 1172
+n(2n+ 1)1"?
[H(Gyy D]’ = Zn+1)(1+2+3 + - +n)

nn+1)2n+1)
2

W(G,) =

olarak elde edilir. n tek ise,

H(Gyn—1,y) = 2ny° + 2ny' + 2ny? + - + 2ny™ 1 + ny™
[H(Gyp1, V)] =0+ 2n+4ny + -+ 2n(n— 1)y" 2 + n2yn-1
[H(Gyn-1,1)] =2n+4nl + -+ 2n(n — 1)1""2 + n2171
[H(Gop—1, D] =2n(1+ 2+ 3+ +n—1) +n?

n—1)n
w(G,) = Zn% + n?
W(G,) =n3—n?+n?
w(G,) =n3

elde edilir.
Ornek 4.2.10: G, ve Gy graflarmin Wiener indeksleri asagidaki sekilde
bulunur.

G, grafi i¢in Wiener indeksi W (G,) = 73 = 343 olarak bulunur.
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= 4.9.17 = 612 olarak

Gg grafi igin Wiener indeksi W (Gg) = w

bulunur.
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5. SONUC ve ONERILER

Bu tez g¢alismasinin, 6zgiin degeriyle birlikte diigiim teorisi ile graf teori
arasindaki kokli iliskiye anlamli bir katki sunacagi diisiiniilmektedir. Burada, 6nemli
bir digiim ailesi olan biikiimlii diiglimlerin graflar1 {izerine bir ¢alisma
yirtitilmistir. Calismada, Sahin ve Sahin’in 2019 yilinda yayimlanan “Biikiimlii
Diigiimlerin Graflar1 i¢in Jones Polinomu (Sahin and Sahin 2019)” isimli
makalesinde agik problem olarak birakilan bazi problemlere ¢06ziim aranmustir.
Calismanin sonucunda dikkate deger bulgular elde edilmistir. Biikiimli diiglimlerin
graflarinin iyi bilinen, temel graf parametreleri hesaplanmistir. Bu diigiim graflarinin;
capi, baskinlik sayisi, renklendirme sayisi, bagimsizlik sayisi, klik sayisi, tepe
baglantililik sayisi, ortli sayisi, klik Ortli sayisi, eslesme sayisi ve Wiener indeksi
degerleri hesaplanmistir. Biikiimlii diiglimlerin graflarinin  dikkate alinan bu
parametrelere gore karakterizasyonlar1 yapilmistir.

Bu tez ¢aligmasinin, farkli diigiim tiirlerinin graflart i¢in yapilacak benzer
calismalara on ayak olabilecegi Ongoriilmektedir. Ayrica biikiimlii diiglimlerin
graflarinin; komsuluk ve ¢akisim matrislerinin cebirsel 6zellikleri, graf ¢arpimlarinin
parametre degerleri gibi problemler gelecek yillarda bu alana ilgi duyan

arastirmacilar i¢in ¢alisma konusu olarak onerilebilir.
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