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ONSOz

Alexandroff topolojik uzaylar, topoloji alaninda yapilan caligmalarda keyfi ke-
sisimler altinda kapali olma 6zelliginden dolay1 daha 6zgiir bir caligma ortami sagla-
mas1 agisindan onemli bir rol oynamaktadir. Bu diisiinceden hareketle bu tezde,
klasik anlamdaki Alexandroff topolojilerin ve bulanik Alexandroff topolojilerin in-
saas1 ve aralarindaki baglantilar iizerinde durarak bu konudaki Tiirkce kaynak agigini

gidermesi konusunda katkida bulunmasini umuyorum.

Bu tez galigmasi boyunca bilgisini ve destegini benden esirgemeyen danigman

hocam Saym Prof. Dr. Mustafa DEMIRCI’ ye tesekkiirlerimi sunarim.
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1. GIRIS

1.1. Calismanin Kapsami

Bulanik 6n siralama ve bulanik denklik bagmtilart bulanik kiime teorisinde temel
kavramlar olup bulanik kiime teorisinin bir¢ok dalinda énemli bir rol oynar. Bulanik
topoloji kavrami ilk olarak 1968 yilinda C.L.Chang tarafindan tanitildi ve daha
sonra bu kavram cesitli goriisler altinda bircok tartigmaya konu oldu. Yakin zamanda
baz1 aragtirmacilar kismi siralama, topolojiler ve bulanik topolojiler arasindaki iligki

iizerine ¢aligt1.

Simdi baz1 tanimlar1 hatirlatalim. X bostan farkli bir kiime olmak iizere X
kiimesi tizerinde bir < ikili iglemi; yansimali ve gecismeli ise bu ikili isleme 6n
siralama denir. Eger < 6n siralamasi simetri 6zelligine sahipse bu ikili igleme denklik
bagintisi denir. Eger < 6n siralamasi ters simetri 6zelligine sahipse bu ikili igleme
kismi siralama denir. < kismi siralamasiyla donatilmig bir X kiimesi, (X, <) ile
gosterilir ve kismi sirali kiime adin1 alir. Farz edelim ki, X kismi sirali bir kiime
ve A C X olsun. {y € X |z <y,x € A} alt kiimesine yukar1 kiime denir. Keyfi

kesigimler altinda kapali olan topolojiye Alexandroff topoloji denir.

Bu tez boyunca bulanik 6n siralamalar, Alexandroff topolojik uzaylar ve bu-

lanik Alexandroff topolojik uzaylar arasindaki iligkiler incelendi.



2. ALEXANDROFF TOPOLOJIK UZAYLAR UZERINE

X herhangi bir Ty-uzay1 olmak iizere X iizerinde agagidaki gibi bir kismi siralama

tanimlayabiliriz:

v <y <= {z} C {y} dir. Bu bagmtiya tzellestirme (specialization) sirala-
mas1 denir. Agiktir ki < bagintisi yansimali ve gecismelidir. Ters simetrisi ise X’ in

Ty-uzay1 olmasindan dolay1 vardir.

Tersine farz edelim ki, (X, <) kismi sirali bir kiime olsun. Bu durumda <
ozellestirme siralamasi olacak sekilde X {izerinde bir 7Tp-uzay1 bulabilir miyiz sorusuna

cevap bulmaya calisalim.

<, X iizerinde bir 6n siralama bagintisi ve A C X olmak iizere A bir yukar:
kiimedir <= z € Avexr < yisey € A’ dir. Burada {z € X | x < y} kiimesi T y

ile gosterilir.

Benzer sekilde A C X olmak iizere A bir asag kiimedir < 1z € A ve
z < xise z € A dir. Burada {z € X | 2 <z} kiimesi | x ile gosterilir. (X, <)
kismi sirali kiimesinde X icindeki biitiin yukar1 kiimelerin kiimesi T; ile gosterilir.
Benzer gekilde X icindeki biitiin agagi kiimelerin kiimesi de 7'lS ile gosterilir. | x
formundaki biitiin kiimelerin kapali oldugu en kiigiik topolojiye de yukar1 aralik
topolojisi (upper interval topology) denir ve I'(X, <) ile gosterilir. Yani; I'(X, <),
X—(l xmU | 22U ..U | x,) formundaki kiimeleri taban kabul eden topolojidir. Eger
bir topoloji keyfi kesisimler altinda kapali ise bu topolojiye Alexandroff topoloji denir
(Arenas 1999).

Onerme 2.1 (X, <) on swral bir kiime olmak tizere TTS, X igindeki biitin yukar
kiimelerin kiimesi olsun. Bu durumda T;, X tizerinde bir Alexandroff topolojidir

(Johnstone 1982).

ispat.T;:{AQX\xEAvexgy:HJEA}

7';7 i bir Alexandroff topoloji oldugunu gormek icin 6ncelikle keyfi kesigimler

altinda kapal oldugunu gorelim. Yani; {A; | i e I} C 7L ise ‘ﬂIAi e 7L oldugunu
< 15¢ L <



gorelim. {A; |i € [} = @ ise iQIAi = X ve X bir yukar kiime oldugundan iQIAi =
X € 7.7 dir. Farz edelim ki, {A; |[i € I} # @ ve {A; |i €[} C 7'TS olsun. z € ’iQIAi
ve © < y olsun. Her 7 € [ igin; x € ZQIA,; C A; ve x < y oldugundan y € A;’ dir.
Buradan y € ZQIAZ-’ dir. Boylece TTS’ 1n tanimlanigindan iQIAi €7, dir.

Simdi ise {A; | i€ [} C T; ise iLEJ]Ai € 7'TS oldugunu gorelim. Yani; Vi € I igin;
iLeJ[Ai CX,ze iLeJIAi vexr <yisey € iLeJIAi oldugunu gorelim.

{A;]1 €1} = @ durumunda igIAZ- = @ ve @ bir yukar1 kiime oldugundan

g e TTS oldugu agiktir.

Farz edelim ki, {4; |i€ I} # @ ve {A;|ieI} C 7L olsun. = € 'UIAi ve
- 1€

x < gy olsun. Bu durumda z € A;, olacak sekilde en az bir tane ¢y € [ vardir.
A;, € 7L ve 2 < y oldugundan y € A4;, C ‘UIAZ- = y € 'UJAi olur. Boylece 717 n
= ic ic =
tamimlamgindan 'UIAi er. dir. m
1€ -

Teorem 2.2 (X, 7) bir To- uzayr olsun. Asagidakiler denktir:

i) T’ nun trettigi <, ozellegtirmesi igin T = TTST " dar.

ii) T, Alexandroff topolojidir.

iii) X " in her noktasy bir en kii¢ik agik komsuluga sahiptir (Johnstone 1982).

Ispat. (i)==(ii) gerektirmesi Onerme 2.1’ den aciktir.

(ii)==(i): 7" nun bir Alexandroff topoloji oldugunu varsayalm. 7 = 7.

=T

oldugunu gorelim.
Bu esitligi gormek icin esitligi ¢ift yonlii kapsama ile inceleyelim:

Oncelikle 7 C TTST oldugunu gorelim. G € 7 olsun. x € G ve x <, y oldugunu
varsayalm. Bu durumda = € G ve {z} C {y}’ dir. O halde € G € 7 ve z € {y}’
dir. Buradan GN{y} # @’ dir. Yani; y € G’ dir. Dolayisiyla, G, <, bagintisina gore
bir yukar1 kiime olur. Yani; G € T;T’ dir.

Simdi de TTST C 7 oldugunu gorelim.

G € TTST alalim. Yani; G, <, bagintisina gére bir yukar: kiime olsun. Eger

G = X ise o zaman G = X € 7 oldugu aciktir.
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Farz edelim ki, G # X olsun. Yani; 3z € X vardir ki ¢ G’ dir. G =
N X\ | z secelim. Oncelikle G = N X\ |  oldugunu gorelim. Her z € X\G
zeX\G zeX\G
icin; G C X\ | 2’ dir. Bunu kamtlamak igin olmayana ergi yontemini kullanalim ve
varsayalim ki, bu ifade dogru olmasm. Yani; 3zo € X\G, G € X\ | o olsun. Bu
durumda 3z € G, z ¢ X\ | xy’ dir. O zaman z €| x,’ dir. Buradan z <, z( olur.
z € G, z <, xy ve G, <, bagintisina gore bir yukar: kiime oldugundan zy € G’ dir.
Ancak bu xy € X\G olmasi ile ¢eligir. Boylece her z € X\G i¢in; G C X\ | 2’ dir.

Yani; GC N X\ | 2’ dir.
reX\G

Ters kapsamay1 dogrulamak icin farz edelim ki, Q\GX \ | 2 € G olsun. Yani;
Tre
Jw € Q\GX\ | zvew ¢ G olsun. O zaman w € X\G ve w <, w’ dir. Yani;
TE

w €| w dir. Buradan w ¢ X\ | w’ dir. O halde w ¢ Q\GX\ | x’ dir. Bu ise
Tre

ligkidir. Boylece G = N X d
celigkidir. Boylece e \ | 2’ dir.

Diger taraftan | x ={y € X |y <, z} = {y eX|ye m} — {z}’ dir. Yani;
= X\{z} € 7 dur. Son olarak 7 keyfi kesigimler altinda kapah oldugundan
X dir.
(meX\G \ L x) €7 dir
(il)==(iii): O(z) ={U C X | U, 2’ in bir agik komgulugudur.}

S(z) =NO(z) = ; g( U alahm. O halde (i)’ den dolay1 S(x), z’ in bir acik
€0(x)
komgulugudur. S(z)’ in tammlamgindan dolay1 S(z), 2’ in en kiigiik agik komsu-

lugudur.

(iii)==(ii): Her € X igin; S(z), =’ in en kii¢iik agik komgulugu olsun. Agk
kiimelerin keyfi bir kesigimini diistinelim. Her o € A i¢in; U,, X iginde bir agik
olmak {iizere V = QQAUQ alalim. V' # @ olsun. © € V segelim. Her a@ € A igin;
x € U, dir. Buradan her a € A igin; S(z) C U, dir. Ciinkii S(x), 2’ in en kiigiik
agik komgulugudur. O zaman S(z) C V7 dir. O halde V aciktir. Ciinkii V', her

noktasinda bir agik kiime igerir. m

Onerme 2.3 (X, <) on swral bir kiime olmak tizere o : p(X) — p(X) déniigiimii
Vo (A) ={x € X |T 2 C A} seklinde tansmlansin. O halde 1. bir i¢ operatériidiir.

Ispat. I,) Y. (A) € A oldugunu gorelim. Yani; y € 1 (A) iken y € A oldugunu

4



gorelim.
yecip(A)ise Ty C A dir. y €Ty C A oldugundan y € A oldugu aciktar.

Iy) Y (Y (A)) = < (A) oldugunu gormeliyiz. Bu esitligi gormek igin esitligi

¢ift yonlii kapsama ile inceleyelim:

Oncelikle ¢_(A) C ¢ (< (A)) oldugunu gorelim. Tz ={z€ X |2 <2} C A
olmak tizere z €] x alahm. Bu durumda z € ¥.(A) oldugunu goriirsek ¢ (A) C
V(1< (A)) oldugunu gostermis oluruz. z € 1)< (A) olmasi demek 1) (A)’ nin tanim-
lanigindan T z C A olmasi ile denktir. O halde z €7 x iken T z C A oldugunu gormek
yeterlidir. T z = {u € X | z < u} olsun. Bu durumda u €7 zise z < u ve z €] x
oldugundan z < 2z’ dir. Buradan z < w olur. O halde v €7 x’ dir. Yani; T z CT z

olur. Boylece T 2 CT z C A oldugundan T z C A’ dir.

Simdi de ¥-(¢-(A)) € ¥-(A) oldugunu gorelim. (I,) kosulunda A yerine
Y (A) segersek (1 (A)) C Y- (A) oldugu aciktir.

I.) v (AN B) = ¢.(A) N1 (B) oldugunu gérmeliyiz.

Bu esitligi gormek icin esitligi cift yonlii kapsama ile inceleyelim:

Oncelikle ¢ (ANB) C ¢ (A)Nip(B) oldugunu gorelim. Yani; z € ¢ (ANB)
ise x € . (A) NY(B) oldugunu gorelim. z € P (ANDB) <= Vyec X,z <y —
y€ ANB dir. OhaldeVy € X, 2 <y =y € Avey € B’ dir. Buradan x € ¢_(A)
ve v € Y (B)’ dir. Yani; x € 1 (A) N (B)’ dir.

Simdi ¢ (A)NY(B) C 1< (ANB) oldugunu gorelim. Yani; z € ¢ (A)Ny - (B)
ise v € Y. (AN B) oldugunu gorelim. x € Y (A) NP (B) <= z € P (A) ve
v €Y (B) dir.OhaldeVy € X, s <y=y€AveVyec X, v <y=yc B dir.
BuradanVy € X,z <y=—=y € Avey € B’ dir. Yani; Vy € X,z <y =y € ANB’
dir. Boylece » € ¥ (AN B)’ dir.

I3) Y-(X) = X oldugunu gormeliyiz. Bu esitligi gormek icin esitligi cift yonlii
kapsama ile gosterelim:

Oncelikle X C (X)) oldugunu gérmeliyiz. Her z € X icin (Vy € X)(z <

y = y € X) gerektirmesi dogru oldugundan istenen agiktir.



Ayrica (1)’ dan ¢ (X) € X oldugu aciktir. m

Onerme 2.4 =, X dzerinde bir denklik bagintisy olsun. Her x € X icin; [z], 7 in
bu denklik bagintisina gore denklik sinifiny gostersin. = : p(X) — ©(X) dondigimii
O_(A) ={zr e X |[z]NA# @} seklinde tanvmlansin. O halde = bir kapanis ope-

ratoridir.

Ispat. K,) A C ®_(A) oldugunu gorelim.

r =y vey € A olmak iizere [z], 2’ in denklik sinifin1 gostersin. z =y vey € A
olmak {izere xr € ygA [y]” dir. P=(A) = {x |z € ygA ly] <= [z] C [y]}’ dir.z € A
ise v € ®=(A) oldugunu gormeliyiz. z € A ise x € [z| dir. Buradan x € ygA [y]” dir.
Oyleyse x € ®_(A)’ dur.

Ky) &_(P=(A)) = ®—-(A) oldugunu gormeliyiz. Bu esitligi gormek i¢in esitligi

¢ift yonlii kapsama ile inceleyelim:

Oncelikle ®—(A4) C &_(P=(A)) oldugunu gorelim. (K,)’ da A yerine ®—(A)
degisken doniigiimiinii yapalim. O halde ®—(A) C &_(P-(A)) oldugu aciktir.

Simdi de ®_(P_(A4)) C P_(A) oldugunu gormeliyiz. Yani; x € P_(P=(A))

iken z € ®_(A) oldugunu gormeliyiz.
re P (P=(A)) <= e X, zo=yveyec P=(A4)
— (eX,z=y ve(FzeX, y=zvezeA)
<— JyzeXvardrkiz=yvey=zveze A
<= (= gecismeli oldugundan) 3z € X vardir ki z = 2
< zr € P_(A) dir.
K.) ®=(AUB) = ®-(A) U ®=(B) oldugunu gormeliyiz.
r€P_(AUB) <— JyeX,z=yveyc AUB
<— (yeX,z=y)ve (y € Aveyay € B)
<— (yeX,z=yveyecA)veya(Jye X,z =y vey € B)

< 1€ P_(A) veya x € P=(B)



— € P_(A)UD(B)
K,) ®=(2) = @ oldugunu gormeliyiz.

(K,) da A yerine & degisken doéniisiimii yaparak @ C ®_ (&) diyebiliriz. Ayrica

@ C @ ve @ kapali oldugundan ¢—(@) C @’ dir. Boylece ¢=(2) = @’ dir. =

Onerme 2.5 (X, <) kismi swraly bir kiime ve (X, 7) bir Ty uzay olsun. O zaman

<=<,<= X, <)C7C TTS " dir (Johnstone 1982).

Ispat. (=) Farz edelim ki, <=< olsun. O zaman her 7_ agik kiime bir iist

kiime olmak zorundadir.

G € 7 alalm. O zaman G € T; oldugunu gormeliyiz. Yani; z € G, © <, y ise

y € G oldugunu gormeliyiz.

z e {y} =]y dir. z € G oldugu icin GN{y} # @ = y € G’ dir. Dolayisiyla,
G et dir. ( ={X~— |z |2 € X} kiimesi ['(X, <)’ nin bir alt tabam oldugundan,
['(X, <) C 7 oldugunu gostermek igin: ( C 7 oldugunu gostermek yeterlidir. Her
re Xicin | x = m ve | x, T—kapali oldugundan X— | z € 7 olur ki buda { C 7

kapsamasini verir. Boylece I'( X, <) C 7 C TTS elde edilmis olur.

(<) F(X,S)QTQTLOlsun.X—lyGFQTjX—lyeT’dir.O
halde | y, T—kapalhdir. z <y <= =x € {7} oldugunu biliyoruz. O halde <=<.
oldugunu gostermek icin v <, y <= =z € m oldugunu gormeliyiz. x <, y ise
x €| yve | y, r—kapalidir. | ¥’ nin y’ yi iceren en kiiciik kapal kiime oldugunu
gosterirsek * <, y <= =z € m diyebiliriz. y € K olacak sekilde herhangi bir
K kapali kiimesini alalim. Bu durumda | y € K oldugunu goriirsek | ¥’ nin en
kiigiik kapali kiime oldugunu gostermis oluruz. K kapali ise X\ K aciktir. O halde
X\K € 7’ dur. Ayrica 7 C TTS oldugundan X\ K bir yukar kiimedir. Farz edelim
ki, | y ¢ K olsun. O halde X\K ¢ X\ | y olur. z € X\K ve z ¢ X\ | y alalm.
Bu durumda z €] y olur. Bu ise z < y olmasim gerektirir. z € X\ K ve z < y ise
X\ K yukar: kiime oldugundan y € X\ K’ dir. Yani; y ¢ K’ dir. Bu ise bir geligkidir.
Ciinkii baglangigta y € K almistik. O halde | y C K’ dir. Bu durumda | y, y’ yi

iceren en kiiciik kapalidir. Boylece v <,y <— z € @’ dir. m



3. MATERYAL VE METOT

3.1. Standart Ucggensel Normlar ve Ozellikleri

Bu boliimde standart tiggensel normlarin (t-norm) tanim ve 6zellikleri tizerinde du-

racagiz.

Tanim 3.6 Bir tc¢gensel norm (t-norm) [0, 1] birim aralg: tzerinde asagqidaki ozel-

likleri saglayan bir ikili islemdir:
T) xxy=y=*uz,
o) x (y*z) = (zxy) =2,
T3) y < ziken xxy < x % 2,

Ty) v * 1 =z (Klement, Mesiar ve Pap 2000).

Bir % t-normunun siirekliligi, iki degiskenli reel degerli bir fonksiyon olarak * :
[0,1]> — [0, 1] fonksiyonunun siirekliligi ile aym anlamdadir. Aksi belirtilmedikge

* iglemi stirekli bir t-normu gosterecektir.
Simdi baz1 temel siirekli t-norm ¢rnekleri verelim:

xxy = min(z, y) olarak tanimlanan ve M ile gosterilen * ikili iglemine minimum

t-normu denir.

xrxy =max(z +y — 1,0) olarak tanimlanan ve L ile gosterilen * ikili iglemine

Lukasiewicz t-normu denir.

x xy = x -y olarak tamimlanan ve II ile gosterilen x ikili islemine carpim

t-normu denir.

Tamm 3.7 Her (z,y) € [0,1) i¢in x(Tn) =x*..xx <y olacak gekilde bir n € N

varsa * t-normuna Archimedean t-norm denir (Belohlavek 2002).

Tanim 3.8 f : [0,1] — [0, 00] kesin azalan f dénisimi Rng(f) ile toplama al-
tinda kapaldir. Yani; ((Yu,v) € Rng(f)?)(u+ v € Rng(f) veya u +v > f(0)) dyle



ki f(1) =0’ duwr. Bu durumda f’ ye bir toplamsal trete¢ denir (De Baets ve Mesiar
1999).

Tamim 3.9 Bir f : [0,1] — [0, 00] doniisiimiini alalim. f&Y : [0,00] — [0,1]
olmak tizere asagrdaki sekilde tanamlanan Y doniisiimiine fin "tersimsi (pseudo-

inverse)" si denir:

fEV() = Inf{t € [0,1] | f(t) < «}

(De Baets ve Mesiar 1999).

Ornek 3.10 f(z) = 1—x ile tanumly doniigiim Lukasiewicz t-normunun bir toplam-

sal tretecidir. Bu durumda

fHz), xel0,f(0)] ise;

0, x > 0 ise;

V) =

Burada f(0) =17 dir. O halde

1—2 , z€l0,1] use;
FVa) = -

0, x> 1 1se;

seklinde tanimlanar (De Baets ve Mesiar 1999).

Teorem 3.11 * : [0,1]> — [0,1] bir sirekli Archimedean t-normdur <= Bir f
siirekli toplamsal tireteci vardir dyle ki, x xy = fCY(f(z) + f(y))’ dir (De Baets ve
Mesiar 1999).

Tamim 3.12 Verilen bir stirekli x t-normunun kalan islemi (residuum operator),

—:[0,1) — [0, 1] bir ikili islem olmak iizere
Ve,y € 0,1], 2 — y=V{a e [0,1] |zxa <y}

seklinde tanimlanar (Klawoon ve Castro 1995).



Onerme 3.13 Her siirekli * t-normu icin asajudaki ozellikler gecerlidir:
)r<y—z = xxy<z
W)z i\e/lyi - 1\€/I(x *4:)
i11) x * ié\lyi < lé\l(:p * ;)
w)z*(z—y) <y
v)rxy <z

vi) (r — y) * (y — 2) < (x — z) (Belohlavek 2002).

Tamim 3.14 Verilen bir siirekli * t-normunun ¢ift yonli gerektirmesi, (biresiduum

islemi) «——: [0,1]> — [0, 1] bir ikili islem olmak iizere
re—y=@—y Ay —1)

seklinde tanimlanar (Klawoon ve Castro 1995).

Onteorem 3.15 Bir « siirekli t-normu verilsin. Her x,y € [0,1]* i¢in asajidaki

ozellikler gecerlidir:
i) x < y = max(x,y) — min(z,y),
i) (5 — 2) — (g — 2) >y — 1,
iii) v — y=sup{a € [0,1] | a — y > x},
w)r—— x =1,
VT ey =y,
vi) (z = y) x (y «— 2) < (z «— 2),

vii) 1 «+— = = x (Belohlavek 2002).

3.2. Kabul Edilebilir Bulanik Denklik Bagintilar:

Bu boliimde x-ayirt edilmezlik operatorleri ve bulanik sayilar iizerinde duracagiz.
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Tanim 3.16 F : X x X — [0,1] fonksiyonu asagidaki ¢ aksiyomu saglhyorsa
E’ ye X fdzerinde bir x-ayurt edilmezlik operatori (x-indistinguishability operator)

denir:
i) E(r,x) =1,Vz € X,
ii) E(x,y) = E(y,x),Vo,y € X,

i) E(z,y) * E(y,z) < E(x,2),Vz,y,z € X (De Baets ve Mesiar 1999).

Simdi baz1 basit x-ayirt edilmezlik operatorii érnekleri verelim:

* t-normunu minimum t-normu segersek, ' operatoriine "benzerlik bagintist
(similarity)" denir.
* t-normunu Lukasiewicz t-normu secersek, E operatoriine "benzesme bagintis

(likeness)" denir.

* t-normunu ¢arpim t-normu segersek, £ operatoriine "olasiliksal baginti (prob-

abilistic relation)" denir.

E(z,y), x ile y arasindaki benzerligin derecesi olarak yorumlanir.

Tanim 3.17 Bir X kiimesi tizerinde bir E x-aurt edilemezlik operatori ve X 7 in
bir xo elemans verilsin. xo tarafindan iretilen tek elemanly kiime; f,,(x) = E (o, x)
geklinde tamvmlansin. fo, : X — [0,1] fonksiyonuna xo noktasiman E’ ye gore

bulamik denklik sinify denir (Jacas ve Recasens 1993).

Tanim 3.18 a € R olmak tzere asagidaki kosullary saglayan bir f, : R — [0, 1]

fonksiyonuna bir bulamik sayr denir:

i) fala) =1,
it) fa, (—00,a) tzerinde azalmayandur. (Yani; her x,y € (—o0,a) olmak tizere
x <y igin fo(z) < faly) dir.),

i) fu, (a,+00) dizerinde artmayandir (Yani; her x,y € (a,+00) olmak iizere

x <y igin f,(y) < f.(z)’ dir.) (Jacas ve Recasens 1993).
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Tamim 3.19 R dzerinde bir E x-ayrt edilmezlik operatori "kabul edilebilir (admis-
sible)" adin alir ancak ve ancak her a € R reel saysinin E’ ye gore bulanik denklik

siafi f, seklinde bir bulanik sayidir (Jacas ve Recasens 1993).

Tamm 3.20 Bir X kiimesi tizerinde bir < siralamase ve bir E : X? — [0, 1] *-aywrt
edilmezlik operatori “uyumlu (compatible)” adiny alir ancak ve ancak her z,y,z € X
wein asaqidaki ozellik gegerlidir:

r Sy S ziken E(x,z) < min(E(z,y), E(y, 2))

(Bodenhofer 1999).

Onerme 3.21 (R, <) tzerinde kabul edilebilirlik ve uyumluluk kavramlar: birbirine

denktir (Demirci 2005).

Ispat. Oncelikle kabul edilebilirligin uyumlulugu gerektirdigini gérelim.

E kabul edilebilir olsun. z,y,z € R ve x < y < 2 olsun. O zaman

E(z,z) < min(E(z,y), E(y, 2))
oldugunu gorelim.
E kabul edilebilir oldugundan f, = E(x,-) bir bulanik sayidir.

Bu nedenle E(z,-); (x,+00) araliginda artmayan bir déniigiimdiir. O halde
E(z,y) 2 E(, 2) (3.1)

elde edilir. Benzer gekilde f, = E(z, ) bir bulanik sayidir ve (—o0, z)’ de azalmayan

bir doniigiimdiir. O halde
E(z,x) < E(z,y) (3.2)
elde edilir.
(3.1) ve (3.2)” den

E(z,z) < min(E(z,y), E(y, z))’ dir. Bu ise uyumluluk kogulunu verdiginden

aradigimiz esitsizliktir.
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Simdi uyumlulugun kabul edilebilirligi gerektirdigini gorelim.

E’ nin < ile uyumlu oldugunu varsayalim. Her a € R reel sayisimin £’ ye gore

bulanik denklik sinifinin f, seklinde bir bulanik say1 oldugunu gormeye calisalim.

z,y,2 € Rver <y < zolsun. E(z,2z) < min (E(z,y), E(y, z)) oldugundan
E(z,z) < E(z,y)’ dir. Buradan F birinci argiimana gore artmayandir. Yani; F(z, -);

(x,400) araliginda artmayandir.

Benzer gekilde E ikinci argiimana gore azalmayandir. Yani; E(z,-); (—o0, 2)

araliginda azalmayandir. O halde E kabul edilebilirdir. m

Onerme 3.22 X kimesi izerinde bir d pseudo-metrigi ve f toplamsal ireteciyle
bir x stirekli Archimedean t-normunu distinelim. X teki bir ikili bulanik bagintis
E(z,y) = fC(d(x,y)), X dizerinde bir x-aywrt edilmezlik operatéridir (De Baets
ve Mesiar 1999).

Bu Onerme asagidaki Teoremin ispati icin kullanilacaktar.

Teorem 3.23 Her monoton g : R — R dondisimii R dzerinde asagdaki bicimde

tamamlanan bir uyumlu benzesme bagintisy B, tiretir:
Ey(x,y) = max (1 —|g(z) — g(y)],0)

Ispat. * =L olsun. L, bir stirekli Archimedean t-normdur. f(z) = 1—z toplam-
sal tiretecini ve d(z,y) = |g(z) — g(y)| pseudo-metrigini alalim. Bu durumda £~V ()

doniisiimii Ornek 3.10 ve Teorem 3.11° den asagidaki sekilde tanimlanir:

l—z , xe€l0,1] ise;
PN = 1

0, x> 1 ise;

Eq(z,y) = fCV(d(x,y) = [TV (|g(2) —g)]) = max(1 — |g(z) — g(y)],0) =
E,(z,y)’ dir. O halde Onerme 3.22’ den dolay1 teoremde gegen F,, L -ayirt edilmezlik

operatorii, yani bir benzesme bagintisidir diyebiliriz.

Simdi z <y < ziken E,(z, z) < min(E,(z,y), E,(y, z)) oldugunu gosterecegiz.
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1.durum: g monoton bir doniisiim oldugundan farz edelim ki, g azalmayan

olsun. O halde z <y < z iken g(z) < g(y) < g(z)’ dir.

Ey(z,z) <min (E,(z,y), Ey(y, z)) oldugunu gérelim. Yani;

max (1 — [g(z) — g(2)],0)
< min (max (1 — [g(z) — g(y)[,0) ,max (1 — [g(y) — g(2)[,0))

oldugunu gorelim. 1 — |g(x) — g(2)| = 0 olsun. g azalmayan oldugundan

l9(z) — g(2)| = |g(x) — g(y)]

elde edilir. O halde

0<1—g(x) —g(2)] <1-]g(z) —g(y)| (3.3)

elde edilir. Bu durumda,

Ey(x,2) = max (1~ [g(x) = 9(2),0]) £ 1~ |g(x) — g(2)|
ve
Ey(z,y) = max (1 = [g(x) — g(y)],0) = 1 = |g(x) — g(y)|
olur. Ayrica (3.3)” ten Ey(z,2) < E,(z,y) olur.
1 —|g(xz) —g(2)| <0 olsun. Bu durumda E,(z,z) = 0’ dur.
2.durum: g artmayan olsun.

Bu durumda z < y < z iken g(x) > g¢g(y) = g(2) dir. |g(z) —g(2)| >

9(z) — g(y)| ve [g(z) — g(2)] = [9(y) — g(2)| oldugundan 1 — |g(z) — g(z)| < 1 —
lg(z) — g(y)|, dolaysiyla E,(x,z) < E,(y, z)’ dir.

Benzer sekilde Ey(x, z) < E,(y, z) ise Ey(x,z) < min(Ey(x,y), E,(y, z))’ dir.

Teorem 3.24 (Gdésterim Teoremi) Bir X # & kiimesi tzerinde f = {h; |i € J} C

I bulamk kiimeler ailesi verilsin. Bu durumda Ey, (z,y) = hi(z) «— hi(y), Vi € J,

14



Va,y € X olmak tizere E(x,y) = ./\JEhi (x,y) seklinde tanimlansin. £ : X xX — I,
1€

E bulanik bagintisy, bir x-aywrt edilmezlik operatoridiir. Tersine X dizerinde bir E

x-ayurt edilmezlik operatori verilsin. Bu durumda E(z,y) = A(hi(z) «— hi(y))

ieJ

olacak sekilde F = {h; | i € J} C I* vardwr (Valverde 1985).

Ispat. Ej,(z,y) = h(z) +— h(y) olmak iizere £’ nin bir *-ayirt edilmezlik

operatorii oldugunu gérmeliyiz.

i) E(xz,x) = 1 oldugunu gorelim.

On teorem 3.15 (iv

— . . — ) ? 1
ié\JE’“ (x,2) = Zé\(](hl(a:) — h;(x)) 1’ dir.

ii) E(z,y) = E(y, z) oldugunu gorelim.

On teorem 3.15 (v)

ABn(zy) = A(hi(z) — hi(y)) A (hily) «— hi(z))" dir.

Bu ise ./\JEhi (y,x) e esittir. O halde E(z,y) = E(y,z)’ dir.
1€
iii) F(z,y) * E(y, z) < E(z, z) oldugunu gorelim.

E(x,y) * E(y,2) = (A (hi(z) <= hi(y)) = A (h;(y) — h;(2)))

iel jeI

Onerme3.22 (iii)

< A ((hi(z) <= hi(y)) * (hi(y) < h;(2)))

On teorem3.15 (iv)

< A (hi(z) «— hi(2)) = E(z,z)’ dir. O halde E bir x-aywrt edile-

i€l
mezlik operatoriidiir.
Tersine J = X olsun. Her € X i¢in, h, : X — [ : h,(y) = E(x,y) olarak

tanimlayalim.

E(z,y) = /\)((hz(x) «— h.(y)), yani E(z,y) = A)((E(ZJC) — E(z,9)),

z€E zE
Vz,y € X oldugunu gorelim. E(z,z) * E(x,y) < E(z,y) oldugundan Onerme 3.13
(i) den E(z,y) < E(z,z) — E(z,y) dir. Aynica E(z,y) * E(y,z) < E(z,x)

oldugundan Onerme 3.13 (i)’ den E(x,y) < E(z,y) — E(z,z)’ dir.
Boylece E(z,y) < (E(22) — E(z,y))A(E(zy) — B(z2)) = (B(z,2) —
E(z,y)) dir. O halde E(z,y) < /\X(E(z,x) — FE(z,y)) dir. Ayrica A( E(z,z) «—
z€E

zeX
E(z,y)) < E(z,z) «— E(x,y)’ dir. Bu ise Onteorem 3.15 (vii)’ den E(z,y)’ ye esit-
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tir. m

Teorem 3.25 Her monoton f : R — R déniisimii R tizerinde asagidaki yolla
tamemlanan bir uyumlu olasiliksal baginty Ey diretir:

o (1) )
Elw.u) = (f(y)’f(x))

Ispat. g: R — I, E, (v,y) = g(x) < g(y) ve * = II alalm.

(@) — g 2 (g(x) Vg (1) = (9(x) A g (y)) dir.

TxY=x-Yy — x*y:min(l,g)
T

oldugundan

o B (M@ @
diyebiliriz. g( ) = 1A f(z) alahm. O halde E,(z,y) = mln(l/\f(y) TAf(z )) -

min <f Eg ) F® ) dir. Buise E¢(z,y)’ ye esittir. Dolayisiyla Teorem 3.24 geregi Ey (x,y),

[T-ayirt edilmezlik operatoriidiir.

O halde uyumluluk i¢in, x < y < z iken Ey (x,2) < min (Ef (z,y), Ef(y, 2))

oldugunu gormeliyiz.
f: R — R* monoton ise;

l.durum: f azalmayan olsun. z <y < zise f(z) < f(y) < f (2)’ dir.

min(f(z),f(z

E¢ (z,2z) <min (Ef (z,y), Ef (y, 2)) oldugunu gormeliyiz. Yani; max(F (2] T(= )) <
min <:ll$((( ((Z)f];”((z))))’ E;X(( f((y)) J}((Z))> oldugunu gormeliyiz. f azalmayan oldugundan z; <
min <% ;Ey)> oldugunu gormekle esdegerdir. Bu ise % < % ve ’;Eg < fg;

gormeyi gerektirir. f fonksiyonu azalmayan oldugundan f(y) < f(z) ve buradan da

f@) < fa
& = T dir

Benzer gekilde f(x) < f(y) ve buradan da ;Eg < I EZ;’ dir.O halde f’ in

~

azalmayan oldugu durum igin ispat tamamlanir.

2.durum: f artmayan olsun. x <y <z = ise f(2) < f(y) < f(z) dir. O

halde Ef (x,2) < min (Ef (z,y), Ef (y, 2)) oldugunu gormeliyiz. Bu ise f artmayan
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oldugundan % < min (%, ;EZ;) oldugunu gormekle esdegerdir. J’:Ezg < % ve
% < % oldugundan f in artmayan oldugu durum i¢in ispat tamamlanir. O halde

E¢(z,y) = min (%, %) x-ayirt edilmezlik operatorii uyumludur. =

Teorem 3.26 {E;}, . ;, R dzerinde uyumiu x-aywt edilmezlik operatérlerinin bir
atlesi ise o zaman E = '/\IEi de R dizerinde bir uyumlu x-art edilmezlik opera-
1€

toridir (Bodenhofer 1999).

Ispat. F = }/\IE " nin *-ayirt edilmezlik operatorii oldugunu gorelim.
1€

i) Vi € I i¢in E; (xz,x) = 1 oldugundan E(z,z) = '/\IEi (x,x) = A (1) =1’ dir.
1€ 1€
Yani; yansima ozelligi vardir.

ii) Vi € I igin E; (z,y) = E; (y, x) esitligi oldugundan E(z,y) = '/\IEi(x,y) =
1€

‘/\[Ei(y, x)’ dir diyebiliriz. Bu ise F(y,z)’ e esit oldugundan simetri 6zelligi vardir.
1€

iii) Vi € [ i¢in E; (x,y) *x E; (y, 2) < E; (x, z) oldugunu biliyoruz.
Vi € I icin '/\IEi (x,y) < E; (x,y) ve '/\IEi (y,2) < E; (y,2) dir. O halde Vi € I
1€ 1S
igin E(z,9) % By, 2) = A B (2,9)% A By (1,2) < B (2,9) % B (3. ) < Fi (@, ) di
1€ 1€
Vi € I igin bu esitsizlik gegerli oldugundan E (x,y)* E (y, z) < '/\IEi (x,2) = E(z,2)
1€
olur. Yani; F, *-geciglidir.

(i), (ii), (iii)’ den dolay1 E , x-ayirt edilmezlik operatoriidiir.

Simdi z,y, z € R olmak tizere x <y < ziken F (z, z) < min (E (z,y), E (y,2))
oldugunu gorelim. F;’ lerin uyumlulugundan E; (z, z) < min (E; (z,y) , E; (y, 2)) var-
dir. O halde

E(z,z) = Zé\IEi (x,2) < ZQI(E’ (z,y) A\ E; (y,2))

= (inE" (m,y)) A </6\1EZ' (y,2)> = E(z,y) NE(y,2)

buluruz. Yani £ uyumludur. =
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4. BULANIK ALEXANDROFF TOPOLOJILER

X # @ klasik anlamda bir kiime olmak iizere X iizerindeki bir A bulanik kiimesi
py : X — [0, 1] fonksiyonu ile karakterize edilir. Verilen herhangi bir z € X icin
pa(z) € [0,1] reel sayist &’ in A bulamk kiimesine ait olma derecesini verir. X
iizerindeki bir A bulanik alt kiimesi; A = {(uy,z) : © € X} seklinde gosterilir. Bu
boliimde bir X kiimesi tizerinde tanimh bir £ x-ayirt edilmezlik operatoriiniin biitiin
genigletilebilir bulanik alt kiimlerinin kiimesi Hp {izerinde ¢alisacagiz. X {izerindeki

biitiin bulanik kiimelerin kiimesini [0, 1]¥ ile gosterecegiz.

Tanim 4.27 E bir X kiimesi iizerinde x-ayrt edilmezlik operatéori olsun. X’ in bir
i bulamik alt kiimest E7 ye gore genigletilebilirdir denir <= Her z,y € X ig¢in,
E(z,y) * p(x) < p(y)’ dir (Klawoon ve Castro 1995).

Onteorem 4.28 Bir X kimesinin bir p bulanik alt kiimesi verilsin. E, bulanik
bagintis,

Eu(z,y) = w(x) — ply)
ile tanwmlansin. O halde E,, X dzerinde bir x-ayurt edilmezlik operatoridir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens 1999).
Ispat. Teorem 3.24’ den aciktir. m

Onteorem 4.29 E bir X kiimesi dzerinde x-ayurt edilemez operatér olmak iizere
Hg, E’ ye gore biitiin genisletilebilir bulanik alt kiimelerin kiimesint gostersin. i,
X7 in bir bulamk alt kiimesi olmak tzere p” nin trettigi E,(z,y) = p(z) «— p(y)
x-ayrt edilemez operatoriini goz oniine alalvm. O halde p € Hp <= FE,, > E’ dir

(Recasens 2010).

iIspat. (=) p € Hg iken E,, > F oldugunu gorelim.

p € Hg ise p, B’ ye gore genigletilebilirdir. O halde p(z) * E(x,y) < u(y)’ dir.
Onerme 3.13 (i)’ den E(z,y) < u(xr) — p(y)’ dir.
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Ayrica E(z,y) = E(z,y) A E(y,x) esitligi daima vardir. Boylece E(z,y) <
(@) — pu(y) A (1ly) — p(@)) = p(x) «— ply) = Eu(z,y) olur.

(«=:) Farz edelim ki, E,, > F olsun. O halde E(z,y) < u(z) «— pu(y) <

p(xr) — pu(y)’ dir. Onerme 3.13 (i)’ den p(x) * E(x,y) < p(y)’ dir. Boylece u € Hg’

dir. =

Onteorem 4.30 Bir X kimesi tizerinde bir E s-ayurt edilemez operatiri verilsin.
Bir x € X alalim. Yy € X olmak dizere X’ in h,(y) = E(z,y), ile tanimlanan
bulanik alt kiimesi E’ ye gore genigletilebilirdir (Valverde 1985).

Ispat. y, 2 € X alalim.

En, (y,2) = he(y) «— hy(2) = E(z,y) «— E(x,z) > E(y,z)’ dir. O halde
E),, > E’ dir.Yani; Onteorem 4.29’ dan h,, E’ ye gore genisletililebilirdir. m

Tanim 4.31 [0,1]" " in bir 7 alt kiimesi X iizerinde bir bulanik topolojidir <> T

asagidaki ozelliklert saglar:
i)ACT=sup{h|heA}er,
it) h,h e T= hAN €T,

iii) hy € [0, 1] bir sabit bulanik kiime ise ( Yani, hy(x) = k,Va € X) o zaman
hi, € 77 dur (Lowen 1976).

7 bulanik topolojisinin elemanlarina bulanik agik kiimeler denir.
Eger 1, 6zel olarak,

iv) ACT=inf{h|he A} er

ozelligini sagliyorsa 7’ ya bulanik Alexandroff topoloji denir.

Diger taraftan verilen bir ¢ giiglii degillemesi (Yani; bir siirekli, azalan, ¢ :
[0,1] — [0, 1] bire bir ve orten olmak iizere Va € [0,1] i¢in ¢(¢(x)) = 2’ dir. )

h € [0,1] bulanik kiimesine 7 ya gore kapahdir denir <= o h € 7 dur.

19



Tamm 4.32 U : [0,1]% — [0,1]% déniigimiini alalm. O déndigiimai bir bulamk i¢

operatoridiir <= h,h’ € |0, 1]X icin U asagudaki ozellikleri saglar:
i) h > w(h),
i) W(h AR)=T(h) NT(H),
i) W2(h) = U(h),

w) Her hy sabit bulanik kiimesi i¢in, W(hy) = hy, (Lowen 1976).

Tamm 4.33 @ : [0,1]% — [0,1]% dondsimiini alalim. ® déniigimi bir bulanik

kapanis operatoridir. <= h,h’ € 0, 1]X icin © asaqudaki ozellikleri saglar:
1) h < ®(h),
ii) (hV R') = ®(h) vV (1),
iii) ®*(h) = ®(h),

i) Her hy, sabit bulanik kiimesi i¢in, ®(hy) = hy (Lowen 1976).

Onerme 4.34 Bir U bulamk i¢ operatori, Tg = {h € 0,11 | w(h) = h} bulanak

topolojisini tanamlar (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).

Ispat. i) Vi € I icin h; € Ty olsun. '\/Ihi € 7y oldugunu gormeliyiz. Yani,
1€
v <\/ hi> = V h; oldugunu gormeliyiz. Tamim 4.32 (i)’ den V h; > VU(V h;)’ dir.
iel iel iel iel

Simdi ise '\/Ihz- < ‘I’(,Vlhz’) oldugunu gorelim. Vi € [ i¢in h; < '\/Ihi her zaman
1€ 1€ 1€

vardir. O zaman h; = h; A ('vzhi) yazabiliriz. Bu durumda
1€

\Ij(hz) — U <hZ A (\/Ihl)> Tanlmé?»? (47) \Ij(hz) AT <\/[hz>
1€ 1€

oldugundan ¥(h;) < ¥ (‘\e/lhi), dir. h; € 7y oldugundan ¥(h;) = h;” dir. O halde
hi =% (h;) < ¥ (\/ hi)’ dir. Buradan V h; < ¥ (\/ hi)’ dir.
iel i€l i€l

ii) h,h' € Ty olsun. h A h' € ¢ oldugunu gormeliyiz.
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hery < h=Uh)vell € 7y < I = U(}) dir. O halde h A I/ =
T(h) A TR LR g (h A Y dir. Buradan h A B = U(h A R') dir. Boylece
h AN € Ty olur.

iii) hy € [0,1] sabit bir bulamk kiime ise hy € 7¢ oldugunu gormeliyiz.

Her hy, sabit bulanik kiimesi igin Tanim 4.32 (iv)’ den W(hy) = hy’ dir. O halde

hi € ¢’ dir. m

Herhangi ® bulanik kapanig operatorii ve herhangi ¢ giiglii degillemesi i¢in @’
nin sabit noktalar1 agagidaki sekilde tanimlanan bir 74 bulanik topolojisinin kapali

bulanik kiimeleridir:

T@z{he[o,l])‘I@(sooh):Wh}
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5. BULGULAR

5.1. Ayirt Edilemezlik Operatérleriyle Bulamk I¢ ve Bulamk Kapanig

Operatorlerinin Tanimlanmasi

Bu boliimde @5 ve VU doniigiimleri {izerinde calisacagiz. Bu doniigiimler Hg’ nin
olugturulmasinda temel araclardir. Ciinkii bu doniigiimler sabit noktalarinin kiimesi
olarak Hp’ yi karakterize ederler. X’ in verilen bir p bulanik alt kiimesi icin en
kiigiik genigletilmig bulanik alt kiimesi ®g, p’ den biiyiik veya egittir ve en biiyiik
genigletilmig bulanik alt kiimesi Vg, i’ den kiiciik veya esittir. Boylece bu doniigiim-
ler Hg’ nin bir iist ve alt yaklagimlaridir. Daha sonra gorecegiz ki g ve Vg sirasiyla
bir kapanis ve i¢ operatoriidiir. Boylece Hg, X’ in bir bulanik topolojisi olarak

goriilebilir. Dahasi Hg bir bulanik Alexandroff topolojidir.

Tamim 5.35 =, X dzerinde bir denklik bagintisy olsun. X7 in bir A alt kiimesi
A= UA [x] seklinde tanimlansin. Bu durumda A’ ya = denklik bagintist altinda bir
re

gozlemlenebilir (observable) alt kiime denir (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).

Tanim 5.36 E bir X kimest tizerinde bir x-ayrt edilmezlik operatori olsun. ®p :

0,11 — [0,1]" dondisiimii,

®p(h)(x) = sup {E(x,y) = h(y)}

yeX

ile tanwmlanar (Jacas ve Recasens 1994).

Tanim 5.37 E, bir X kiimes: tizerinde bir x-aywrt edilmezlik operatorii olsun.

g [0,1]° — [0,1] dondigiimii,

Up(h)(r) = inf {E(z,y) — h(y)}

yeX

ile tansmlamir (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).

Tamm 5.38 h € [0,1]%, B’ ye gire gozlemienebilirdir <> ®5(h) = h’ dur. Béylece
h € [0, 1]X, E’ ye gore gozlemlenebilirdir <= h, ®’ nin sabit noktasidir (Boixader,

Jacas ve Recasens 1999).
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X bir kiime ve A C X olmak iizere =, X iizerinde bir denklik bagintis1 olsun.

= denklik bagintisinin iirettigi *-ayirt edilmezlik operatortii,

1, z=yise

0, aksi halde;

EE(xay) =

seklinde tanimlansi. A’ nin karakteristik fonksiyonu ise,

1, x€Aise
0, aksi halde;

XA(QL‘) =

olsun. Bu durumda X4, F=’ ye gore gozlemlenebilirdir <= A, =’ ye gore goz-
lemlenebilirdir. Bir bagka ifade ile klasik bir kiimenin gozlemlenebilirligini *-ayirt
edilmezlik operatorleri yardimiyla bulanik anlamda ifade ederek genellestirmis olu-

ruz.

Onerme 5.39 Vz € X, ®p({z}) = h,’ dir (h,(y) = E(z,y), Vz,y € X) (Jacas ve
Recasens 1995).

Ispat. 5 ({x})(y) = Sup {E(z,y) «{z} (y)} = E(x,y). =

Sonug 5.40 A, X ’in klasik alt kiimesi ise, VA C X, ®p(A) = vAhI " dir (Jacas ve
e
Recasens 1995).

Ispat. Vo € A icin A = v {z}’ dir. Aynica, ®p({z})(y) = E(x,y)’ dir.

O halde ®g(A) = x\E/AE(x,y) = x\€/Ahx dir. m

5.2. Hp ile & Arasindaki iligki

Bu ve bir sonraki alt bolimde Hg’ nin olusturulmasi icin iki énemli doniigiim olan

&5, Ui’ den bahsedecegiz.

Teorem 5.41 h € Hgy <= ®g(h) = h’ dur (Jacas ve Recasens 1995).

23



Ispat. h € Hp <= FE(x,y) * h(y) < h(z), Yo,y € X

> Pp(h)(z) = sup{E(z,y) * h(y)} < h(z)

yeX
< Og(h) < h dur.

Diger taraftan Tanmim 4.33 (i)’ den h < ®g(h)’ dir. O halde ®g(h) = h’ dir. ®

Sonug 5.42 h € |0, 1]X, E7 ye gore genisletilebilirdir <= h gdézlemlenebilirdir

(Boixader, Jacas ve Recasens1999).

Ispat. h, E’ ye gore genigletilebilirdir < h € Hpg Teogm D41 Op(h) =

p TeERLS gozlemlenebilirdir. m

Onerme 5.43 &y bir bulank kapams operatoridiir (Jacas ve Recasens 1995).

Ispat. i) h < & oldugunu gérmeliyiz.

®p(h)(x) = sup{E(z,y) « h(y)} = (E(z,z) * h(x)) = h(z)

yeX

ii) ®p(h Vv h)(z) = Pg(h)(z) V Pr(h)(z) oldugunu gérmeliyiz.

Op(h Vv h)(x) = sup {E(z,y) * (h V h)(y)} = sup {E(x,y) * (h(y) V h'(y))}

= sup{E,y) < h(y)} v sup{E(w,y) « M (y)}
= @p(h)(z) vV @p(h')(x)
iii) @p(Pg(h))(z) = Pr(h)(x) oldugunu gormeliyiz.

Op(Pp(h))(x) = sup{E(z,y) * Pe(h)(y)}

= supsup {E(z,y) * E(y, 2) * h(2)}
< jlel)g{E(x, z) # h(z)} = @p(h)(z)

Diger taraftan (ii)’ de h yerine ®g(h) alirsak ®g(h) < ®p(Pg(h)) olur. Boylece

iv) Her hy, sabit bulanik kiimesi i¢in ®g(hy) = hy oldugunu gormeliyiz.
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Sabit bulanik kiimelerin genisletilebilirliginden h; € Hg’ dir. O halde Teorem
5.41 geregi ®p(hy) = hy’ dir. =

Burada £ : X x X — {0,1}, E(X x X) C {0, 1} olmak iizere E’ nin iirettigi
denklik bagintis1 x =g y <= FE(x,y) = 1 gseklinde tanimlansin. O zaman ®g |,(x):
P(X) — p(X) ile D=, cakigir.

Sonug 5.44 Hpg bir bulanik topolojinin kapali bulanik kiimelerinin kiimesidir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens1999).

Ispat. Teorem 5.41’ den h € Hp <= ®g(h) = h oldugunu biliyoruz. O
halde Hg, &’ nin sabit noktalarinin kiimesidir. ® 5, kapanig operatorii oldugundan

Hpg, kapali bulanik kiimelerin kiimesidir. m

Onerme 5.45 Vh, 1/ € [0,1] olmak iizere h < h' ise ®p(h) < ®g(h')’ dir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens1999).

Ispat. h < W ise h vV I’ = b’ dir. Buradan ®g(h V 1) = ®p(h')’ dir. Tamm

dir. =

Onerme 5.46 Herhangi bir h € [0,1]% igin, ®g(h) = A{W € Hg | h < N}’ dir

(Boixader, Jacas ve Recasens1999).

ispat .

NI e Hg |h<HK} = AN®p(h)e Hg|h<Op(h)}

A {@E(h’) € Hy | ®x(h)

Onerme 5.45

@E<h'>} — u(h)
elde edilir. =

Boylece ®g(h) en 6zel gozlemlenebilir bulanik alt kiimedir. & igin bir iist

sirdir. Yani; h < ®g(h)’ dir.
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5.3. Hpg ile Vg Arasindaki Iligki

Onerme 5.47 Yh € [0,1]" olmak dizere W(h) < h’ dur (Boixader, Jacas ve Re-
casens 1999).

Ispat. h(z) = E(z,2) — h(z) oldugundan ¥g(h)(z) = ;g)f( {E(z,y) — h(y)}
< h(z) dir. =

Onerme 5.48 Vi, ' € [0,1]" olmak iizere h < I ise Wp(h) < Wp(K')’ dir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens 1999).

Ispat. —, ikinci argiimana gore azalmayan oldugundan h < b/ = ¥y (h) <

Up(h') dir. =

Teorem 5.49 Yh € [0,1]% olmak iizere U(h) € Hg’ dir (Boixader, Jacas ve Re-
casens1999).

Ispat. (Ug(h)(21) — (We(h)(22))
= (inf {E(z1,y) — h(y)}) — (inf {E(x2,y) — h(y)}))

yeX yeX

= (inf (inf {B(w1,2) — h(z)} — Blwa,2) — h(y)

%gwmw—wm%Hme%MW

*kokk ok kok

> inf (E(zq,y) — E(x1,y)) > inf E(x1,x2) = E(x1,25)" dir.
yeX yeX

Benzer sekilde W (h) (o) — Yg(h)(x1) > E(x1,29) dir. Onteorem 3.15 (i)’
den Ey,p(21,22) > E(x1,2) dir. Yani; ¥g(h) € Hg’ dir.

Burada * : —, ikinci argiimana gore sag siirekli,
%% : —, birinci argiimana gore azalmayan,
* % % : Onteorem 3.15 (ii)’ den,

s x sk : (-, y) bulanik alt kiimesi E’ ye gore genigletilebilirdir. m

Teorem 5.50 Vp(h) =h <= h € Hg’ dir (Boixader, Jacas ve Recasens1999).
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Ispat. (=) Uy(h) = hise h € Hy oldugunu gormeliyiz.
Bir ¢nceki teoreme gore, h = ¥g(h) € Hg’ dir.
(<=:) h € Hg ise Yg(h) = h oldugunu gormeliyiz.

Onerme 5.47 ¢ gore Vh € [0,1]% icin g(h) < h oldugundan h € Hy ise

Up(h) > h oldugunu gostermek yeterlidir.
h€ Hp <= Va,y € X, E(z,y) = h(z) < h(y)
= Vr,y € X, E(z,y) — h(y) > h(z)

= ylg)f( {E(z,y) — h(y)} > h(x)’ dir. Yani; Vg(h)(x) > h(z)’ dir. =

Onerme 5.51 Vi € 0,11 olmak dizere Uy(h) = V{W € Hg | K < h}’ dw (Boix-

ader, Jacas ve Recasens1999).

Ispat. Bir énceki teoremden,

v{'e Hg | <h} = Vv{¥gp(h)e Hp|¥Yp(h)<h}

5.48
elde edilir. m
Onerme 5.52 Herhangi hy, hy € [0, 1]X wein V' min asagidaks ozellikleri gegerlidir:
i) U = Up,

iii) Her hybulamik sabit kiimesi i¢in Vg (hy) = hy (Recasens 2010).

tspat. i) (Wp(hi) A Wr(ha))(2) = inf (B(z,y) — (h1(y) A ha(y))

= inf (B(z, ) — ha(y), B(w.y) — ha(v) = (¥e(h) ) A (¥s(ha)(z)
i) (1) (x) = Inf (B(r, ) — Wi (h) )

= inf (B(z,) — (inf (E(y,2) — h(=))

= inf (B(z,y) — inf(E(y2) — h(=))

27



— inf (B(a,y) * E(y,2)) — h(z) > inf (B(z,2) — h(z)) = Up(h)(a)

y,2€X zeX

olur. O halde V(¥ g(h)) > Ug(h)’ dir.

Diger taraftan Onerme 5.47 de h yerine Wp(h) alinirsa, Up(¥g(h)) < Ug(h)
elde edilir.

iii) Sabit bulanik kiimelerin genigletilebilirliginden, her h; bulanik sabit kiimesi

1@11’1 \I’E<hk) = hk7 dir. m
Sonug 5.53 Vg bir bulanik i¢ operatoridir (Boixader, Jacas ve Recasens1999).

Ispat. Onerme 5.47 ve Onerme 5.52’ den aciktir. m

(X)) CTI*E: X x X — {0,1},E(X x X) C {0,1} ve E’ nin iirettigi
denklik bagintis1 x =g y <= E(x,y) = 1 iken Vg |,x): p(X) — p(X) ile U—,
kavramlar gakigir. Ayrica T x =] x = [z] esitligi vardir.

Bir bulanik i¢ operatoriin sabit noktalar1 bir bulanik topolojinin agik bulanik

kiimeleri oldugundan agagidaki sonug vardir:
Sonug 5.54 Hp bir bulamik Alexandroff topolojidir (Boixader, Jacas ve Recasens1999).

Ispat. Hp = {h € I* | h(z) * E(z,y) < h(y),Va,y € X} olmak itizere 3 =
{hi |i € J} C Hg alahm.

i) ( V hi(z) * E(x, y)) < <,\/th') (y) oldugunu gormeliyiz.
1€

ieJ
hi(x)* E(z,y) < h;(y) oldugunu biliyoruz. i € J’ ler iizerinden ifadenin supre-
mumuna gegersek ,\/J(hi(a:) x B(z,y)) < '\/Jhi(y)’ dir. Buradan .\/Jhl-(x) x E(x,y) <
1€ (S S
V h;(y)’dir. Yani; V h; € Hg’ dir.
ieJ icJ

ii) '/\Jh,- € Hp oldugunu gormeliyiz. Yani; h; € Hg olmak iizere (,/\th‘) (x) *
(IS S

IN

E(z,y) < <ié\Jhi) (y) oldugunu gormeliyiz. h; € Hg oldugundan h;(x) * E(x,y)
hi(y)’ dir. Buradan 1é\J(h’(x) x B(z,y)) < ié\Jhi(y)’ dir. Ayrica Vi € J igin ié\Jhi <
hi ve % igleminin monotonlugundan FE(z,y) * z‘é\Jhi < E(z,y) * by dir. O halde
ié\Jhi(x) « B(z,y) < Zé\J(hl(x) x F(z,y)) dir. Bu durumda h;(z) x E(z,y) < ié\Jhi(y)’

dir. Boylece '/\Jh,- € Hg’ dir.
1€
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iii) hy € [0,1]" bir sabit bulamk kiime ise h;, € Hp oldugunu gormeliyiz.

Teorem 5.50" den h € Hp <= Vg(h) = h oldugunu biliyoruz. Ayrica,
Onerme 5.52 (iii)’ den her h;, sabit bulanik kiimesi i¢in Wg(hy) = hy oldugunu
biliyoruz. O halde Vg(hy) = hy <= hy € Hg’ dir. =

Teorem 5.55 E, bir X kiimesi tizerinde bir x-ayirt edilmezlik operatori olsun. Hg,
E’ ye gore genisletilebilir bulanik alt kiimelerin kiimesini gostersin. Her h € Hpg,

p C Hg, a € [0,1] i¢in asagrdaki durumlar gegerlidir:
a) (VP) € Hp,
b) (AB) € Hp,
c) (axh) € Hg,
d) (h — ) € Hp,

e) (¢ — h) € Hi (Klawoon ve Castro 1995).

Ispat. a) Sonu¢ 5.54’ den aciktir.

b) Sonug 5.54” den agiktir.

¢) Hg’ nin tammlamgindan agiktir.

d) E(z,y) * (h(z) — o) < h(y) — «, Yz,y € X oldugunu gormeliyiz.

Onerme (3.13) (i)’ den bu ifade h(y) * (E(z,y) * (h(x) — «)) < o’ ya denktir.
R’ m genisletilebilirliginden bu esitsizligin sol tarafi h(x) * (h(z) — «)’ dan daha
kiigiik veya egittir. « A f = a* (¢ — [3) esitliginden dolay1 h(z) * (h(z) — «)) =
a A h(z) e esittir. Boylece h(y) * (E(x,y) * (h(z) — «a)) < o’ dir.

e) Onerme 3.13 (i)’ ye gore E(x,y) * a * (&« — h(z)) < h(y) Yo,y € X
oldugunu ispatlamak yeterlidir.

aNf=ax*(a— f) esitliginden dolay1 a % (¢ — h(z)) < h(z) ve b’ 1n

genigletilebilirliginden dolay1 bu esitsizlik gecerlidir. m

Teorem 5.56 H CIX, bir dnceki teoremdeki (a)...(e) kosullarima saglasin. O za-

man, genisletilebilir bulamik kiimelerin kiimesine karsilik gelen kiime i¢in X dizerinde
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bir E bulanik denklik bagintisy varder. Yani, Hy = H’ dir. Ustelik E’ nin tekligi,

E}‘(.T, y)
1995).

(u(x) «— ply)) formiilii ile belirlenir. (F = H) (Klawoon ve Castro

= A
HEF

Ispat. Oncelikle E(z,y) = A (u(x) «— u(y)) bulamk denklik bagimtis: icin

A
HEH
‘H =Hpg oldugunu gorelim.

E’ nin tamimlanigindan H’ daki biitiin bulanik kiimeler £’ ye gore genisletilebi-
lirdir. Yani; H CHpg’ dir.

Diger kapsamay:1 gostermek yerine p € Hp alalm. z € X ve herhangi bir

x € X igin p, bulanik kiimesini agagidaki gibi tanimlayalim:

(x ((v(x) — B.(0) A (B.(v) — v(2))))

a = u(z) ve B,(v) = v(z) olsun. H’ m (b), (¢), (d), (e) ozelliklerinden dolay:

pa(a) = p x Bz, 2) = A

p, € H' dir. p, E’ ye gore genigletilebilir oldugundan pu, () = pu(z) * E(x, z) < p(x)’
dir. Bu, p1,(2) = p(z) * E(z,2) = p(z) ile birlikte p = Vs (a) ozelligiyle yine H’
zE

i bir eleman1 oldugunu soyler. Boylece H =Hg ispatlanir.
E’ nin tekligini gorelim:

E , bir bulanik denklik bagintisi olsun 6yle ki H =H, olsun.

X tizerindeki en biiyiik bulanik denklik bagintisidir 6yle ki F icindeki biitiin bulanik
kiimeler Ez’ ye gore genisletilebilirdir. O halde E<E oldugunu biliyoruz.

E<E oldugunu gorelim:

z,y € X olsun. V,(z) = E(z,y) bulanik kiimesini tanimlayalim. V,(z)’ nin £’
ye gore genigletilebilir oldugu agiktir. Buradan V,(z), H’ n bir elemanidir. Boylece
E’ ye gore genisletilebilirdir. Sonug olarak Vj(y) = 1 oldugundan E(z,y) = E(z,y)*
L= B(z,y) *V,(y) < V,(2) = E(z,y)’ dir. m

Boylece gozlemlenebilir kimeler bir g, (rg, = {h € (0,1 | Up(h) = h}
= Hpg) bulamk Alexandroff topolojisinin agik bulanik kiimeleridir ve kapali bulanik
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kitmeler de bir 74, <T¢E - {h € [0,1] | ®p(poh) = po h}) bulanik Alexandroff
topolojisiyle iligkilidir.

Onerme 5.57 74 i bir bulanik Alexandroff topolojidir (Boixader, Jacas ve Recasens

1999).

ispat. i) hy < hy ise ®g(h1) < ®g(hy) oldugunu Onerme 5.45° dan biliyoruz.

hi < hg olsun. O halde, hy V hy = hy’ dir. Buradan ®g(hy) = Pg(hy V
ho) MR G (b)) Vv @p(hs)’ dir. Yani; ®p(hy) C ®p(hs) dir. Vi € I icin
h; € T, olsun. .\/Ihi € T¢, oldugunu gormeliyiz. Bu ise ®p ((p o ‘\/Ihi =po 'thZ-

1€ 1€ 1€
esitligini gormekle esdegerdir. Vi € [ icin h; < ‘\/Ihi ise po '\/Ihi < poh;’ dir. O halde
(S 1€
Vi € [ igin ®p ((p o '\/Ihi) < ®p(poh;) = poh; dir. Buradan &g ((p o .\/Ihl-) <
1€ 1€
Zé\[((‘[) o) hz) = po Z\E/Ih,Z dir.

Diger taraftan Tanim 4.33’ nin (i) sikkindan ¢ o '\/Ihi < ®p (gp oV hi)’ dir.

1€

i€l
Oyleyse V h; € T4, dir.
i€l
ii) Vi € I igin h; € T4, olsun. ./\[hi € Tg, oldugunu goérmeliyiz. Bu ise ¢ o
1€

‘/\Ihi = dp (cp o ‘/\Ihi) esitligini gormekle esdegerdir.
1€ e
Oncelikle ¢ o '/\Ihi < ¢p (go o '/\IhZ) oldugunu gormeliyiz.
1€ 1€
Onerme 5.431n (i) sikkindan ¢ o ‘/\Ihi < Op (gp o ‘/\Ihi> oldugu agiktir.
1€ 1€

Simdi ise P (4,0 o ‘/\Ihi) <po '/\Ihi oldugunu gormeliyiz.
S 1€

Vi € I icin ’/\Ihi < h; her zaman vardir. ¢ giiglii degillemesiyle bu esitsizlik
1€
isleme sokuldugunda, @ o h; < @ o '/\[hi olur. @z’ nin tamimlamisgindan ¢ o h; =
1€
bp(poh;) dir. O halde poh; = Pp(poh;) < po '/\Ihi) dir. Ayrica &g ((p o '/\Ihi) <
IS 1€

'/\I((I)E(('O oh;)) < ®g(poh;) dir. Buradan ®p (gp o ‘/\Ihi) < A (®p(pohy)) <
1€ S 1€

Sp(poh;) <po ‘/\Ihi olur. Boylece ®p (go o ‘/\Ihi> <o '/\Ihi bulunur.
1€ 1€ 1€

31



i) hy € [0,1] bir sabit bulamk kiime olmak iizere h; € Tg, oldugunu
gormeliyiz. Yani; hy, € [0,1]" icin @5 (po hy) = ¢ o hy, oldugunu gormeliyiz. Bu
ise Tanim 4.33 nin (iv) sikkindan agiktir. =

Genelde 74, # Ty, dir. Buiki topolojinin hangi kogullar altinda denk geldigine

bakalim:

Vg = ¢ o ®p o p bunun icin yeterli bir koguldur. Cinktt Hg = 7y, =

{he o™ | wsn) =1}
:{he [0, 1% | SOO(I)EOQO(h):h}
- {h € 0,1 | @pop(h) = gp(h)} = Tg, dir.

Tersine 7y, = 74, den herhangi bir & € [0,1]" igin ®p(poh) = w o h ve
Vg (h) = h denktir. Bu kosul bizi ¢ o &5 o ¢ = Uy esitligine gotiiriir. Boylece

Top = Ty < SOO(I)EOSOZKIIE
elde ederiz.

R’ 1n alt simr1 ¢’ nin bir giiglii degillemesi olmasi halinde ¢ o @z o p(h) ile

tanimlanir. Yine de elde edilen bulanik alt kiime genelde gézlemlenebilir degildir.

Teorem 5.58 Bir ¢ : [0,1] — [0, 1] dondsimi bir gii¢li degillemedir. <= t(1) =
0 ile birt : [0,1] — RT siirekli ve azalan doniigimii vardir oyle ki Vx € [0,1] i¢in
o(z) =t (t(0) — t(x))’ dir. Burada t déniigimi o giicli degillemesinin bir ireteci
olarak adlandirier (Trillas 1979).

Sonug 5.59 ¢ bir gliclii degillemedir. <= t tireteci ile bir x non-strict Archimedean

t-normu vardwr oyle ki p(x) = x — 0’ dur (Ling 1965).

Ispat. Vo € [0,1] igin & — 0 = t*(£(0) — t(x)) seklinde tanimlanir. Bu ise

bir 6nceki teoremden (z)’ e esittir. m

Teorem 5.60 X bir kiime, x bir strekli t-norm, ¢ bir giicli degilleme ve E, X
tizerinde bir x-ayirt edilemez operator olsun. Eger x, ¢ ile aynu tiretece sahip bir non-
strict Archimedean t-norm ise X’ in her h bulamik alt kiimesi i¢in ¢ o ®g o p(h) =

Up(h)” dir (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).
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ispat. U (h)(z) = ;g)f( (E(z,y) — h(y))

h(y) = (h(y) — 0) — 0 oldugundan 12)f((E(x,y) — h(y)) = ylg)f((E(:c,y) —

v
((h(y) — 0) — 0))) dir. Ayrica (x *y) — 2z = 2 — (y — 2) oldugundan

inf (E(z,y) — ((h(y) — 0) — 0))) = f((E(z,y) * (h(y) — 0)) — 0) =

yeX

inf p(E(z,y) = o(h(y))) = ¢ (SUp(E(:r, y) * w(h(y)))) = p(Pe(p(h)(2)))) dir. m

yeX yeX
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6. SONUC

Bu calismada Alexandroff topolojiler tamitildiktan sonra kismi siralama bagintilar
ile Alexandroff topolojiler arasindaki iligkiler incelenmistir. Bu iligkilerin bulanik
anlamda nasil genellestirilebilecegi ve bulanik mantik ¢atis1 altinda bu iligkilerin ne
olciide korunacagi problemi iizerinde farkli kaynaklardan farkli yaklagimlar bir araya
getirilerek bir ¢aligma yapilmigtir. Bunun yani sira, bulanik denklik bagintilar: kul-
lanilarak bulanik Alexandroff topolojilerin nasil elde edilebilecegi problemi iizerinde

durulmustur.
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