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ÖNSÖZ

Alexandro¤ topolojik uzaylar, topoloji alan¬nda yap¬lan çal¬̧smalarda key�ke-

si̧simler alt¬nda kapal¬olma özelli¼ginden dolay¬daha özgür bir çal¬̧sma ortam¬sa¼gla-

mas¬ aç¬s¬ndan önemli bir rol oynamaktad¬r. Bu düşünceden hareketle bu tezde,

klasik anlamdaki Alexandro¤ topolojilerin ve bulan¬k Alexandro¤ topolojilerin in-

şaas¬ve aralar¬ndaki ba¼glant¬lar üzerinde durarak bu konudaki Türkçe kaynak aç¬¼g¬n¬

gidermesi konusunda katk¬da bulunmas¬n¬umuyorum.

Bu tez çal¬̧smas¬boyunca bilgisini ve deste¼gini benden esirgemeyen dan¬̧sman

hocam Say¬n Prof. Dr. Mustafa DEM·IRC·I�ye teşekkürlerimi sunar¬m.
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1. G·IR·IŞ

1.1. Çal¬̧sman¬n Kapsam¬

Bulan¬k ön s¬ralama ve bulan¬k denklik ba¼g¬nt¬lar¬bulan¬k küme teorisinde temel

kavramlar olup bulan¬k küme teorisinin birçok dal¬nda önemli bir rol oynar. Bulan¬k

topoloji kavram¬ ilk olarak 1968 y¬l¬nda C.L.Chang taraf¬ndan tan¬t¬ld¬ ve daha

sonra bu kavram çeşitli görüşler alt¬nda birçok tart¬̧smaya konu oldu. Yak¬n zamanda

baz¬araşt¬rmac¬lar k¬smi s¬ralama, topolojiler ve bulan¬k topolojiler aras¬ndaki ili̧ski

üzerine çal¬̧st¬.

Şimdi baz¬tan¬mlar¬hat¬rlatal¬m. X boştan farkl¬bir küme olmak üzere X

kümesi üzerinde bir � ikili i̧slemi; yans¬mal¬ ve geçi̧smeli ise bu ikili i̧sleme ön

s¬ralama denir. E¼ger � ön s¬ralamas¬simetri özelli¼gine sahipse bu ikili i̧sleme denklik

ba¼g¬nt¬s¬denir. E¼ger � ön s¬ralamas¬ters simetri özelli¼gine sahipse bu ikili i̧sleme

k¬smi s¬ralama denir. � k¬smi s¬ralamas¬yla donat¬lm¬̧s bir X kümesi, (X;�) ile

gösterilir ve k¬smi s¬ral¬küme ad¬n¬al¬r. Farz edelim ki, X k¬smi s¬ral¬bir küme

ve A � X olsun. fy 2 X j x � y; x 2 Ag alt kümesine yukar¬ küme denir. Key�

kesi̧simler alt¬nda kapal¬olan topolojiye Alexandro¤ topoloji denir.

Bu tez boyunca bulan¬k ön s¬ralamalar, Alexandro¤ topolojik uzaylar ve bu-

lan¬k Alexandro¤ topolojik uzaylar aras¬ndaki ili̧skiler incelendi.
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2. ALEXANDROFF TOPOLOJ·IK UZAYLAR ÜZER·INE

X herhangi bir T0-uzay¬olmak üzere X üzerinde aşa¼g¬daki gibi bir k¬smi s¬ralama

tan¬mlayabiliriz:

x � y () fxg � fyg�dir. Bu ba¼g¬nt¬ya özelleştirme (specialization) s¬rala-

mas¬denir. Aç¬kt¬r ki � ba¼g¬nt¬s¬yans¬mal¬ve geçi̧smelidir. Ters simetrisi ise X�in

T0-uzay¬olmas¬ndan dolay¬vard¬r.

Tersine farz edelim ki, (X;�) k¬smi s¬ral¬ bir küme olsun. Bu durumda �

özelleştirme s¬ralamas¬olacak şekildeX üzerinde bir T0-uzay¬bulabilir miyiz sorusuna

cevap bulmaya çal¬̧sal¬m.

�, X üzerinde bir ön s¬ralama ba¼g¬nt¬s¬ve A � X olmak üzere A bir yukar¬

kümedir () x 2 A ve x � y ise y 2 A�d¬r. Burada fx 2 X j x � yg kümesi " y

ile gösterilir.

Benzer şekilde A � X olmak üzere A bir aşa¼g¬ kümedir () x 2 A ve

z � x ise z 2 A� d¬r. Burada fz 2 X j z � xg kümesi # x ile gösterilir. (X;�)

k¬smi s¬ral¬kümesinde X içindeki bütün yukar¬kümelerin kümesi � "� ile gösterilir.

Benzer şekilde X içindeki bütün aşa¼g¬kümelerin kümesi de � #� ile gösterilir. # x

formundaki bütün kümelerin kapal¬ oldu¼gu en küçük topolojiye de yukar¬ aral¬k

topolojisi (upper interval topology) denir ve �(X;�) ile gösterilir. Yani; �(X;�),

X�(# x1[ # x2 [ :::[ # xn) formundaki kümeleri taban kabul eden topolojidir. E¼ger

bir topoloji key�kesi̧simler alt¬nda kapal¬ise bu topolojiye Alexandro¤topoloji denir

(Arenas 1999).

Önerme 2.1 (X;�) ön s¬ral¬ bir küme olmak üzere � "�, X içindeki bütün yukar¬

kümelerin kümesi olsun. Bu durumda � "�, X üzerinde bir Alexandro¤ topolojidir

(Johnstone 1982).

·Ispat. � "� = fA � X j x 2 A ve x � y =) y 2 Ag

� "��¬n bir Alexandro¤ topoloji oldu¼gunu görmek için öncelikle key� kesi̧simler

alt¬nda kapal¬oldu¼gunu görelim. Yani; fAi j i 2 Ig � � "� ise \
i2I
Ai 2 � "� oldu¼gunu
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görelim. fAi j i 2 Ig = ? ise \
i2I
Ai = X ve X bir yukar¬küme oldu¼gundan \

i2I
Ai =

X 2 � "��d¬r. Farz edelim ki, fAi j i 2 Ig 6= ? ve fAi j i 2 Ig � � "� olsun. x 2 \
i2I
Ai

ve x � y olsun. Her i 2 I için; x 2 \
i2I
Ai � Ai ve x � y oldu¼gundan y 2 Ai�dir.

Buradan y 2 \
i2I
Ai�dir. Böylece �

"
��¬n tan¬mlan¬̧s¬ndan \

i2I
Ai 2 � "��d¬r.

Şimdi ise fAi j i 2 Ig � � "� ise [
i2I
Ai 2 � "� oldu¼gunu görelim. Yani; 8i 2 I için;

[
i2I
Ai � X; x 2 [

i2I
Ai ve x � y ise y 2 [

i2I
Ai oldu¼gunu görelim.

fAi j i 2 Ig = ? durumunda [
i2I
Ai = ? ve ? bir yukar¬küme oldu¼gundan

? 2 � "� oldu¼gu aç¬kt¬r.

Farz edelim ki, fAi j i 2 Ig 6= ? ve fAi j i 2 Ig � � "� olsun. x 2 [
i2I
Ai ve

x � y olsun. Bu durumda x 2 Ai0 olacak şekilde en az bir tane i0 2 I vard¬r.

Ai0 2 �
"
� ve x � y oldu¼gundan y 2 Ai0 � [

i2I
Ai =) y 2 [

i2I
Ai olur. Böylece �

"
��¬n

tan¬mlan¬̧s¬ndan [
i2I
Ai 2 � "��d¬r.

Teorem 2.2 (X; �) bir T0- uzay¬olsun. Aşa¼g¬dakiler denktir:

i) ��nun üretti¼gi �� özelleştirmesi için � = � "���d¬r.

ii) � , Alexandro¤ topolojidir.

iii) X�in her noktas¬bir en küçük aç¬k komşulu¼ga sahiptir (Johnstone 1982).

·Ispat. (i)=)(ii) gerektirmesi Önerme 2.1�den aç¬kt¬r.

(ii)=)(i): �� nun bir Alexandro¤ topoloji oldu¼gunu varsayal¬m. � = � "��

oldu¼gunu görelim.

Bu eşitli¼gi görmek için eşitli¼gi çift yönlü kapsama ile inceleyelim:

Öncelikle � � � "�� oldu¼gunu görelim. G 2 � olsun. x 2 G ve x �� y oldu¼gunu

varsayal¬m. Bu durumda x 2 G ve fxg � fyg�dir. O halde x 2 G 2 � ve x 2 fyg�

dir. Buradan G\fyg 6= ?�d¬r. Yani; y 2 G�dir. Dolay¬s¬yla, G, �� ba¼g¬nt¬s¬na göre

bir yukar¬küme olur. Yani; G 2 � "���d¬r.

Şimdi de � "�� � � oldu¼gunu görelim.

G 2 � "�� alal¬m. Yani; G, �� ba¼g¬nt¬s¬na göre bir yukar¬küme olsun. E¼ger

G = X ise o zaman G = X 2 � oldu¼gu aç¬kt¬r.
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Farz edelim ki, G 6= X olsun. Yani; 9x 2 X vard¬r ki x =2 G� dir. G =

\
x2XnG

Xn # x seçelim. Öncelikle G = \
x2XnG

Xn # x oldu¼gunu görelim. Her x 2 XnG

için; G � Xn # x�dir. Bunu kan¬tlamak için olmayana ergi yöntemini kullanal¬m ve

varsayal¬m ki, bu ifade do¼gru olmas¬n. Yani; 9x0 2 XnG, G * Xn # x0 olsun. Bu

durumda 9z 2 G, z =2 Xn # x0�d¬r. O zaman z 2# x0�d¬r. Buradan z �� x0 olur.

z 2 G, z �� x0 ve G, �� ba¼g¬nt¬s¬na göre bir yukar¬küme oldu¼gundan x0 2 G�dir.

Ancak bu x0 2 XnG olmas¬ile çeli̧sir. Böylece her x 2 XnG için; G � Xn # x�dir.

Yani; G � \
x2XnG

Xn # x�dir.

Ters kapsamay¬do¼grulamak için farz edelim ki, \
x2XnG

Xn # x * G olsun. Yani;

9w 2 \
x2XnG

Xn # x ve w =2 G olsun. O zaman w 2 XnG ve w �� w�d¬r. Yani;

w 2# w�d¬r. Buradan w =2 Xn # w�d¬r. O halde w =2 \
x2XnG

Xn # x�d¬r. Bu ise

çeli̧skidir. Böylece G = \
x2XnG

Xn # x�d¬r.

Di¼ger taraftan # x = fy 2 X j y �� xg =
n
y 2 X j y 2 fxg

o
= fxg�dir. Yani;

Xn # x = Xnfxg 2 ��d¬r. Son olarak � key� kesi̧simler alt¬nda kapal¬oldu¼gundan

G =

�
\

x2XnG
Xn # x

�
2 ��d¬r.

(ii)=)(iii): O(x) = fU � X j U , x�in bir aç¬k komşulu¼gudur.g

S(x) = \O(x) = \
U2O(x)

U alal¬m. O halde (ii)�den dolay¬S(x), x�in bir aç¬k

komşulu¼gudur. S(x)� in tan¬mlan¬̧s¬ndan dolay¬S(x), x� in en küçük aç¬k komşu-

lu¼gudur.

(iii)=)(ii): Her x 2 X için; S(x), x�in en küçük aç¬k komşulu¼gu olsun. Aç¬k

kümelerin key� bir kesi̧simini düşünelim. Her � 2 A için; U�, X içinde bir aç¬k

olmak üzere V = \
�2A

U� alal¬m. V 6= ? olsun. x 2 V seçelim. Her � 2 A için;

x 2 U��d¬r. Buradan her � 2 A için; S(x) � U��d¬r. Çünkü S(x), x�in en küçük

aç¬k komşulu¼gudur. O zaman S(x) � V � dir. O halde V aç¬kt¬r. Çünkü V , her

noktas¬nda bir aç¬k küme içerir.

Önerme 2.3 (X;�) ön s¬ral¬bir küme olmak üzere  � : }(X) �! }(X) dönüşümü

 �(A) = fx 2 X j" x � Ag şeklinde tan¬mlans¬n. O halde  � bir iç operatörüdür.

·Ispat. Ia)  �(A) � A oldu¼gunu görelim. Yani; y 2  �(A) iken y 2 A oldu¼gunu
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görelim.

y 2  �(A) ise " y � A�d¬r. y 2" y � A oldu¼gundan y 2 A oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ib)  �( �(A)) =  �(A) oldu¼gunu görmeliyiz. Bu eşitli¼gi görmek için eşitli¼gi

çift yönlü kapsama ile inceleyelim:

Öncelikle  �(A) �  �( �(A)) oldu¼gunu görelim. " x = fz 2 X j x � zg � A

olmak üzere z 2" x alal¬m. Bu durumda z 2  �(A) oldu¼gunu görürsek  �(A) �

 �( �(A)) oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. z 2  �(A) olmas¬demek  �(A)�n¬n tan¬m-

lan¬̧s¬ndan " z � A olmas¬ile denktir. O halde z 2" x iken " z � A oldu¼gunu görmek

yeterlidir. " z = fu 2 X j z � ug olsun. Bu durumda u 2" z ise z � u ve z 2" x

oldu¼gundan x � z�dir. Buradan x � u olur. O halde u 2" x�dir. Yani; " z �" x

olur. Böylece " z �" x � A oldu¼gundan " z � A�d¬r.

Şimdi de  �( �(A)) �  �(A) oldu¼gunu görelim. (Ia) koşulunda A yerine

 �(A) seçersek  �( �(A)) �  �(A) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Ic)  �(A \B) =  �(A) \  �(B) oldu¼gunu görmeliyiz.

Bu eşitli¼gi görmek için eşitli¼gi çift yönlü kapsama ile inceleyelim:

Öncelikle  �(A\B) �  �(A)\ �(B) oldu¼gunu görelim. Yani; x 2  �(A\B)

ise x 2  �(A) \  �(B) oldu¼gunu görelim. x 2  �(A \B) () 8y 2 X; x � y =)

y 2 A\B�d¬r. O halde 8y 2 X; x � y =) y 2 A ve y 2 B�dir. Buradan x 2  �(A)

ve x 2  �(B)�dir. Yani; x 2  �(A) \  �(B)�dir.

Şimdi  �(A)\ �(B) �  �(A\B) oldu¼gunu görelim. Yani; x 2  �(A)\ �(B)

ise x 2  �(A \ B) oldu¼gunu görelim. x 2  �(A) \  �(B) () x 2  �(A) ve

x 2  �(B)�d¬r. O halde 8y 2 X; x � y =) y 2 A ve 8y 2 X; x � y =) y 2 B�dir.

Buradan 8y 2 X; x � y =) y 2 A ve y 2 B�dir. Yani; 8y 2 X; x � y =) y 2 A\B�

dir. Böylece x 2  �(A \B)�dir.

Id)  �(X) = X oldu¼gunu görmeliyiz. Bu eşitli¼gi görmek için eşitli¼gi çift yönlü

kapsama ile gösterelim:

Öncelikle X �  �(X) oldu¼gunu görmeliyiz. Her x 2 X için (8y 2 X)(x �

y =) y 2 X) gerektirmesi do¼gru oldu¼gundan istenen aç¬kt¬r.
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Ayr¬ca (Ia)�dan  �(X) � X oldu¼gu aç¬kt¬r.

Önerme 2.4 �, X üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun. Her x 2 X için; [x], x�in

bu denklik ba¼g¬nt¬s¬na göre denklik s¬n¬f¬n¬göstersin. �� : }(X) �! }(X) dönüşümü

��(A) = fx 2 X j [x] \ A 6= ?g şeklinde tan¬mlans¬n. O halde �� bir kapan¬̧s ope-

ratörüdür.

·Ispat. Ka) A � ��(A) oldu¼gunu görelim.

x � y ve y 2 A olmak üzere [x], x�in denklik s¬n¬f¬n¬göstersin. x � y ve y 2 A

olmak üzere x 2 [
y2A

[y]�dir. ��(A) =
�
x j x 2 [

y2A
[y] () [x] � [y]

�
�d¬r. x 2 A

ise x 2 ��(A) oldu¼gunu görmeliyiz. x 2 A ise x 2 [x]�dir. Buradan x 2 [
y2A

[y]�dir.

Öyleyse x 2 ��(A)�d¬r.

Kb) ��(��(A)) = ��(A) oldu¼gunu görmeliyiz. Bu eşitli¼gi görmek için eşitli¼gi

çift yönlü kapsama ile inceleyelim:

Öncelikle ��(A) � ��(��(A)) oldu¼gunu görelim. (Ka)�da A yerine ��(A)

de¼gi̧sken dönüşümünü yapal¬m. O halde ��(A) � ��(��(A)) oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi de ��(��(A)) � ��(A) oldu¼gunu görmeliyiz. Yani; x 2 ��(��(A))

iken x 2 ��(A) oldu¼gunu görmeliyiz.

x 2 ��(��(A)) () 9y 2 X; x � y ve y 2 ��(A)

() (9y 2 X; x � y) ve (9z 2 X; y � z ve z 2 A)

() 9y; z 2 X vard¬r ki x � y ve y � z ve z 2 A

() (� geçi̧smeli oldu¼gundan) 9z 2 X vard¬r ki x � z

() x 2 ��(A)�d¬r.

Kc) ��(A [B) = ��(A) [ ��(B) oldu¼gunu görmeliyiz.

x 2 ��(A [B) () 9y 2 X; x � y ve y 2 A [B

() (9y 2 X; x � y) ve (y 2 A veya y 2 B)

() (9y 2 X; x � y ve y 2 A) veya (9y 2 X; x � y ve y 2 B)

() x 2 ��(A) veya x 2 ��(B)
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() x 2 ��(A) [ ��(B)

Kd) ��(?) = ? oldu¼gunu görmeliyiz.

(Ka)�daA yerine? de¼gi̧sken dönüşümü yaparak? � ��(?) diyebiliriz. Ayr¬ca

? � ? ve ? kapal¬oldu¼gundan ��(?) � ?�dir. Böylece ��(?) = ?�dir.

Önerme 2.5 (X; �) k¬smi s¬ral¬bir küme ve (X; �) bir T0 uzay¬olsun. O zaman

�=�� () �(X;�) � � � � "��dir (Johnstone 1982).

·Ispat. (=):) Farz edelim ki, �=�� olsun. O zaman her �� aç¬k küme bir üst

küme olmak zorundad¬r.

G 2 � alal¬m. O zaman G 2 � "� oldu¼gunu görmeliyiz. Yani; x 2 G; x �� y ise

y 2 G oldu¼gunu görmeliyiz.

x 2 fyg =# y�dir. x 2 G oldu¼gu için G\fyg 6= ? =) y 2 G�dir. Dolay¬s¬yla,

G 2 � "��dir. � = fX� # x j x 2 Xg kümesi �(X;�)�nin bir alt taban¬oldu¼gundan,

�(X;�) � � oldu¼gunu göstermek için: � � � oldu¼gunu göstermek yeterlidir. Her

x 2 X için # x = fxg ve # x, ��kapal¬oldu¼gundan X� # x 2 � olur ki bu da � � �

kapsamas¬n¬verir. Böylece �(X;�) � � � � "� elde edilmi̧s olur.

((=:) �(X;�) � � � � "� olsun. X� # y 2 � � � =) X� # y 2 ��dir. O

halde # y, ��kapal¬d¬r. x � y () x 2 fyg oldu¼gunu biliyoruz. O halde �=��
oldu¼gunu göstermek için x �� y () x 2 fyg oldu¼gunu görmeliyiz. x �� y ise

x 2# y ve # y, ��kapal¬d¬r. # y�nin y�yi içeren en küçük kapal¬küme oldu¼gunu

gösterirsek x �� y () x 2 fyg diyebiliriz. y 2 K olacak şekilde herhangi bir

K kapal¬kümesini alal¬m. Bu durumda # y � K oldu¼gunu görürsek # y�nin en

küçük kapal¬küme oldu¼gunu göstermi̧s oluruz. K kapal¬ise XnK aç¬kt¬r. O halde

XnK 2 ��dur. Ayr¬ca � � � "� oldu¼gundan XnK bir yukar¬kümedir. Farz edelim

ki, # y * K olsun. O halde XnK * Xn # y olur. z 2 XnK ve z =2 Xn # y alal¬m.

Bu durumda z 2# y olur. Bu ise z � y olmas¬n¬gerektirir. z 2 XnK ve z � y ise

XnK yukar¬küme oldu¼gundan y 2 XnK�d¬r. Yani; y =2 K�d¬r. Bu ise bir çeli̧skidir.

Çünkü başlang¬çta y 2 K alm¬̧st¬k. O halde # y � K�d¬r. Bu durumda # y, y�yi

içeren en küçük kapal¬d¬r. Böylece x �� y () x 2 fyg�dir.
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3. MATERYAL VE METOT

3.1. Standart Üçgensel Normlar ve Özellikleri

Bu bölümde standart üçgensel normlar¬n (t-norm) tan¬m ve özellikleri üzerinde du-

raca¼g¬z.

Tan¬m 3.6 Bir üçgensel norm (t-norm) [0; 1] birim aral¬¼g¬üzerinde aşa¼g¬daki özel-

likleri sa¼glayan bir ikili işlemdir:

T1) x � y = y � x;

T2) x � (y � z) = (x � y) � z;

T3) y � z iken x � y � x � z;

T4) x � 1 = x (Klement, Mesiar ve Pap 2000).

Bir � t-normunun süreklili¼gi, iki de¼gi̧skenli reel de¼gerli bir fonksiyon olarak � :

[0; 1]2 �! [0; 1] fonksiyonunun süreklili¼gi ile ayn¬anlamdad¬r. Aksi belirtilmedikçe

� i̧slemi sürekli bir t-normu gösterecektir.

Şimdi baz¬temel sürekli t-norm örnekleri verelim:

x�y = min(x; y) olarak tan¬mlanan veM ile gösterilen � ikili i̧slemine minimum

t-normu denir.

x � y = max(x+ y � 1; 0) olarak tan¬mlanan ve ×ile gösterilen � ikili i̧slemine

Lukasiewicz t-normu denir.

x � y = x � y olarak tan¬mlanan ve � ile gösterilen � ikili i̧slemine çarp¬m

t-normu denir.

Tan¬m 3.7 Her (x; y) 2 [0; 1]2 için x(n)T = x � ::: � x < y olacak şekilde bir n 2 N

varsa � t-normuna Archimedean t-norm denir (Belohlavek 2002).

Tan¬m 3.8 f : [0; 1] �! [0;1] kesin azalan f dönüşümü Rng(f) ile toplama al-

t¬nda kapal¬d¬r. Yani; ((8u; v) 2 Rng(f)2)(u + v 2 Rng(f) veya u + v > f(0)) öyle
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ki f(1) = 0�d¬r. Bu durumda f�ye bir toplamsal üreteç denir (De Baets ve Mesiar

1999).

Tan¬m 3.9 Bir f : [0; 1] �! [0;1] dönüşümünü alal¬m. f (�1) : [0;1] �! [0; 1]

olmak üzere aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan f (�1) dönüşümüne f�in "tersimsi (pseudo-

inverse)" si denir:

f (�1)(x) = Inf ft 2 [0; 1] j f(t) � xg

(De Baets ve Mesiar 1999).

Örnek 3.10 f(x) = 1�x ile tan¬ml¬dönüşüm Lukasiewicz t-normunun bir toplam-

sal üretecidir. Bu durumda

f (�1)(x) =

8<: f�1(x); x 2 [0; f(0)] ise;

0; x � 0 ise;

Burada f(0) = 1�dir. O halde

f (�1)(x) =

8<: 1� x ; x 2 [0; 1] ise;

0; x � 1 ise;

şeklinde tan¬mlan¬r (De Baets ve Mesiar 1999).

Teorem 3.11 � : [0; 1]2 �! [0; 1] bir sürekli Archimedean t-normdur () Bir f

sürekli toplamsal üreteci vard¬r öyle ki, x � y = f (�1)(f(x) + f(y))�dir (De Baets ve

Mesiar 1999).

Tan¬m 3.12 Verilen bir sürekli � t-normunun kalan işlemi (residuum operator),

�!: [0; 1]2 �! [0; 1] bir ikili işlem olmak üzere

8x; y 2 [0; 1] ; x �! y = _f� 2 [0; 1] j x � � � yg

şeklinde tan¬mlan¬r (Klawoon ve Castro 1995).
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Önerme 3.13 Her sürekli � t-normu için aşa¼g¬daki özellikler geçerlidir:

i) x � y �! z () x � y � z

ii) x � _
i2I
yi = _

i2I
(x � yi)

iii) x �
î2I
yi �

î2I
(x � yi)

iv) x � (x �! y) � y

v) x � y � x

vi) (x �! y) � (y �! z) � (x �! z) (Belohlavek 2002).

Tan¬m 3.14 Verilen bir sürekli � t-normunun çift yönlü gerektirmesi, (biresiduum

işlemi)  !: [0; 1]2 �! [0; 1] bir ikili işlem olmak üzere

x ! y = (x �! y) ^ (y �! x)

şeklinde tan¬mlan¬r (Klawoon ve Castro 1995).

Önteorem 3.15 Bir � sürekli t-normu verilsin. Her x; y 2 [0; 1]2 için aşa¼g¬daki

özellikler geçerlidir:

i) x ! y = max(x; y) �! min(x; y),

ii) (x �! z) �! (y �! z) � y �! x,

iii) x �! y = sup f� 2 [0; 1] j � �! y � xg,

iv) x ! x = 1,

v) x ! y = y  ! x,

vi) (x ! y) � (y  ! z) � (x ! z),

vii) 1 ! x = x (Belohlavek 2002).

3.2. Kabul Edilebilir Bulan¬k Denklik Ba¼g¬nt¬lar¬

Bu bölümde �-ay¬rt edilmezlik operatörleri ve bulan¬k say¬lar üzerinde duraca¼g¬z.
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Tan¬m 3.16 E : X � X �! [0; 1] fonksiyonu aşa¼g¬daki üç aksiyomu sa¼gl¬yorsa

E� ye X üzerinde bir �-ay¬rt edilmezlik operatörü (�-indistinguishability operator)

denir:

i) E(x; x) = 1;8x 2 X,

ii) E(x; y) = E(y; x);8x; y 2 X,

iii) E(x; y) � E(y; z) � E(x; z);8x; y; z 2 X (De Baets ve Mesiar 1999).

Şimdi baz¬basit �-ay¬rt edilmezlik operatörü örnekleri verelim:

� t-normunu minimum t-normu seçersek, E operatörüne "benzerlik ba¼g¬nt¬s¬

(similarity)" denir.

� t-normunu Lukasiewicz t-normu seçersek, E operatörüne "benzeşme ba¼g¬nt¬s¬

(likeness)" denir.

� t-normunu çarp¬m t-normu seçersek,E operatörüne "olas¬l¬ksal ba¼g¬nt¬(prob-

abilistic relation)" denir.

E(x; y), x ile y aras¬ndaki benzerli¼gin derecesi olarak yorumlan¬r.

Tan¬m 3.17 Bir X kümesi üzerinde bir E �-ay¬rt edilemezlik operatörü ve X �in

bir x0 eleman¬verilsin. x0 taraf¬ndan üretilen tek elemanl¬küme; fx0(x) = E(x0; x)

şeklinde tan¬mlans¬n. fx0 : X �! [0; 1] fonksiyonuna x0 noktas¬n¬n E� ye göre

bulan¬k denklik s¬n¬f¬denir (Jacas ve Recasens 1993).

Tan¬m 3.18 a 2 R olmak üzere aşa¼g¬daki koşullar¬ sa¼glayan bir fa : R �! [0; 1]

fonksiyonuna bir bulan¬k say¬denir:

i) fa(a) = 1,

ii) fa, (�1; a) üzerinde azalmayand¬r. (Yani; her x; y 2 (�1; a) olmak üzere

x � y için fa(x) � fa(y)�dir.),

iii) fa, (a;+1) üzerinde artmayand¬r (Yani; her x; y 2 (a;+1) olmak üzere

x � y için fa(y) � fa(x)�dir.) (Jacas ve Recasens 1993).
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Tan¬m 3.19 R üzerinde bir E �-ay¬rt edilmezlik operatörü "kabul edilebilir (admis-

sible)" ad¬n¬al¬r ancak ve ancak her a 2 R reel say¬s¬n¬n E�ye göre bulan¬k denklik

s¬n¬f¬fa şeklinde bir bulan¬k say¬d¬r (Jacas ve Recasens 1993).

Tan¬m 3.20 Bir X kümesi üzerinde bir . s¬ralamas¬ve bir E : X2 ! [0; 1] �-ay¬rt

edilmezlik operatörü �uyumlu (compatible)" ad¬n¬al¬r ancak ve ancak her x; y; z 2 X

için aşa¼g¬daki özellik geçerlidir:

x . y . z iken E(x; z) � min(E(x; y); E(y; z))

(Bodenhofer 1999).

Önerme 3.21 (R;�) üzerinde kabul edilebilirlik ve uyumluluk kavramlar¬birbirine

denktir (Demirci 2005).

·Ispat. Öncelikle kabul edilebilirli¼gin uyumlulu¼gu gerektirdi¼gini görelim.

E kabul edilebilir olsun. x; y; z 2 R ve x � y � z olsun. O zaman

E(x; z) � min(E(x; y); E(y; z))

oldu¼gunu görelim.

E kabul edilebilir oldu¼gundan fx = E(x; �) bir bulan¬k say¬d¬r.

Bu nedenle E(x; �); (x;+1) aral¬¼g¬nda artmayan bir dönüşümdür. O halde

E(x; y) > E(x; z) (3.1)

elde edilir. Benzer şekilde fz = E(z; �) bir bulan¬k say¬d¬r ve (�1; z)�de azalmayan

bir dönüşümdür. O halde

E(z; x) � E(z; y) (3.2)

elde edilir.

(3.1) ve (3.2)�den

E(x; z) � min(E(x; y); E(y; z))�dir. Bu ise uyumluluk koşulunu verdi¼ginden

arad¬¼g¬m¬z eşitsizliktir.
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Şimdi uyumlulu¼gun kabul edilebilirli¼gi gerektirdi¼gini görelim.

E�nin � ile uyumlu oldu¼gunu varsayal¬m. Her a 2 R reel say¬s¬n¬n E�ye göre

bulan¬k denklik s¬n¬f¬n¬n fa şeklinde bir bulan¬k say¬oldu¼gunu görmeye çal¬̧sal¬m.

x; y; z 2 R ve x � y � z olsun. E(x; z) � min (E(x; y); E(y; z)) oldu¼gundan

E(x; z) � E(x; y)�dir. Buradan E birinci argümana göre artmayand¬r. Yani; E(x; �);

(x;+1) aral¬¼g¬nda artmayand¬r.

Benzer şekilde E ikinci argümana göre azalmayand¬r. Yani; E(z; �); (�1; z)

aral¬¼g¬nda azalmayand¬r. O halde E kabul edilebilirdir.

Önerme 3.22 X kümesi üzerinde bir d pseudo-metri¼gi ve f toplamsal üreteciyle

bir � sürekli Archimedean t-normunu düşünelim. X� teki bir ikili bulan¬k ba¼g¬nt¬s¬

E(x; y) = f (�1)(d(x; y)), X üzerinde bir �-ay¬rt edilmezlik operatörüdür (De Baets

ve Mesiar 1999).

Bu Önerme aşa¼g¬daki Teoremin ispat¬için kullan¬lacakt¬r.

Teorem 3.23 Her monoton g : R ! R dönüşümü R üzerinde aşa¼g¬daki biçimde

tan¬mlanan bir uyumlu benzeşme ba¼g¬nt¬s¬Eg üretir:

Eg(x; y) = max (1� jg(x)� g(y)j ; 0)

·Ispat. � =×olsun. ×, bir sürekli Archimedean t-normdur. f(x) = 1�x toplam-

sal üretecini ve d(x; y) = jg(x)� g(y)j pseudo-metri¼gini alal¬m. Bu durumda f (�1)(x)

dönüşümü Örnek 3.10 ve Teorem 3.11�den aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlan¬r:

f (�1)(x) =

8<: 1� x ; x 2 [0; 1] ise;

0; x � 1 ise;

Ed(x; y) = f (�1)(d(x; y)) = f (�1) (jg(x)� g(y)j) = max(1 � jg(x)� g(y)j ; 0) =

Eg(x; y)�dir. O halde Önerme 3.22�den dolay¬teoremde geçen Eg, ×-ay¬rt edilmezlik

operatörü, yani bir benzeşme ba¼g¬nt¬s¬d¬r diyebiliriz.

Şimdi x � y � z iken Eg(x; z) � min(Eg(x; y); Eg(y; z)) oldu¼gunu gösterece¼giz.
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1.durum: g monoton bir dönüşüm oldu¼gundan farz edelim ki, g azalmayan

olsun. O halde x � y � z iken g(x) � g(y) � g(z)�dir.

Eg(x; z) � min (Eg(x; y); Eg(y; z)) oldu¼gunu görelim. Yani;

max (1� jg(x)� g(z)j ; 0)

� min (max (1� jg(x)� g(y)j ; 0) ;max (1� jg(y)� g(z)j ; 0))

oldu¼gunu görelim. 1� jg(x)� g(z)j > 0 olsun. g azalmayan oldu¼gundan

jg(x)� g(z)j > jg(x)� g(y)j

elde edilir. O halde

0 � 1� jg(x)� g(z)j � 1� jg(x)� g(y)j (3.3)

elde edilir. Bu durumda,

Eg(x; z) = max (1� jg(x)� g(z); 0j)
3.3
= 1� jg(x)� g(z)j

ve

Eg(x; y) = max (1� jg(x)� g(y)j ; 0) = 1� jg(x)� g(y)j

olur. Ayr¬ca (3.3)�ten Eg(x; z) � Eg(x; y) olur.

1� j g(x)� g(z)j � 0 olsun. Bu durumda Eg(x; z) = 0�d¬r.

2.durum: g artmayan olsun.

Bu durumda x � y � z iken g(x) > g(y) > g(z)� dir. jg(x)� g(z)j >
jg(x)� g(y)j ve jg(x)� g(z)j > jg(y)� g(z)j oldu¼gundan 1 � jg(x)� g(z)j � 1 �

jg(x)� g(y)j ; dolay¬s¬yla Eg(x; z) � Eg(y; z)�dir.

Benzer şekilde Eg(x; z) � Eg(y; z) ise Eg(x; z) � min(Eg(x; y); Eg(y; z))�dir.

Teorem 3.24 (Gösterim Teoremi) Bir X 6= ? kümesi üzerinde z = fhi j i 2 Jg �

IX bulan¬k kümeler ailesi verilsin. Bu durumda Ehi(x; y) = hi(x) ! hi(y); 8i 2 J;
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8x; y 2 X olmak üzere E(x; y) = ^
i2J
Ehi(x; y) şeklinde tan¬mlans¬n. E : X�X �! I;

E bulan¬k ba¼g¬nt¬s¬, bir �-ay¬rt edilmezlik operatörüdür. Tersine X üzerinde bir E

�-ay¬rt edilmezlik operatörü verilsin. Bu durumda E(x; y) = ^(
i2J
hi(x)  ! hi(y))

olacak şekilde z = fhi j i 2 Jg � IX vard¬r (Valverde 1985).

·Ispat. Eh(x; y) = h(x)  ! h(y) olmak üzere E�nin bir �-ay¬rt edilmezlik

operatörü oldu¼gunu görmeliyiz.

i) E(x; x) = 1 oldu¼gunu görelim.

^
i2J
Ehi(x; x) = ^

i2J
(hi(x) ! hi(x))

Ön teorem 3.15 (iv)
= 1�dir.

ii) E(x; y) = E(y; x) oldu¼gunu görelim.

^
i2J
Ehi(x; y) = ^

i2J
(hi(x)  ! hi(y))

Ön teorem 3.15 (v)
= ^

i2J
(hi(y)  ! hi(x))�dir.

Bu ise ^
i2J
Ehi(y; x)�e eşittir. O halde E(x; y) = E(y; x)�dir.

iii) E(x; y) � E(y; z) � E(x; z) oldu¼gunu görelim.

E(x; y) � E(y; z) = (
î2I
(hi(x) ! hi(y)) � ^

j2I
(hj(y) ! hj(z)))

Önerme3.22 (iii)
� ^

i;j2I
((hi(x) ! hi(y)) � (hj(y) ! hj(z)))

�
î2I
((hi(x) ! hi(y)) � (hi(y) ! hi(z)))

Ön teorem3.15 (iv)
�

î2I
(hi(x) ! hi(z)) = E(x; z)�dir. O halde E bir �-ay¬rt edile-

mezlik operatörüdür.

Tersine J = X olsun. Her x 2 X için, hx : X �! I : hx(y) = E(x; y) olarak

tan¬mlayal¬m.

E(x; y) = ^(
z2X

hz(x)  ! hz(y)); yani E(x; y) = ^(
z2X

E(z; x)  ! E(z; y));

8x; y 2 X oldu¼gunu görelim. E(z; x) � E(x; y) � E(z; y) oldu¼gundan Önerme 3.13

(i)� den E(x; y) � E(z; x) �! E(z; y)� dir. Ayr¬ca E(z; y) � E(y; x) � E(z; x)

oldu¼gundan Önerme 3.13 (i)�den E(x; y) � E(z; y) �! E(z; x)�dir.

BöyleceE(x; y) � (E(z; x) �! E(z; y))^(E(z; y) �! E(z; x)) = (E(z; x) !

E(z; y))�dir. O haldeE(x; y) � ^
z2X
(E(z; x) ! E(z; y))�dir. Ayr¬ca ^(

z2X
E(z; x) !

E(z; y)) � E(x; x) ! E(x; y)�dir. Bu ise Önteorem 3.15 (vii)�den E(x; y)�ye eşit-
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tir.

Teorem 3.25 Her monoton f : R ! R+ dönüşümü R üzerinde aşa¼g¬daki yolla

tan¬mlanan bir uyumlu olas¬l¬ksal ba¼g¬nt¬Ef üretir:

Ef (x; y) = min

�
f(x)

f(y)
;
f(y)

f(x)

�
·Ispat. g : R! I ; Eg (x; y) = g(x) ! g(y) ve � = � alal¬m.

g (x) ! g (y)
(t)
= (g(x) _ g (y))! (g (x) ^ g (y))�dir.

x � y = x � y =) x � y = min
�
1;
y

x

�
oldu¼gundan

Eg (x; y) = min

�
1;
g (x) ^ g (y)
g (x) _ g (y)

�
= min

�
g (x)

g (y)
;
g (y)

g (x)

�
diyebiliriz. g(x) = 1 ^ f(x) alal¬m. O halde Eg (x; y) = min

�
1^f(x)
1^f(y) ;

1^f(y)
1^f(x)

�
=

min
�
f(x)
f(y)

; f(y)
f(x)

�
�dir. Bu iseEf (x; y)�ye eşittir. Dolay¬s¬yla Teorem 3.24 gere¼giEf (x; y),

�-ay¬rt edilmezlik operatörüdür.

O halde uyumluluk için, x � y � z iken Ef (x; z) � min (Ef (x; y) ; Ef (y; z))

oldu¼gunu görmeliyiz.

f : R! R+ monoton ise;

1.durum: f azalmayan olsun. x � y � z ise f (x) � f (y) � f (z)�dir.

Ef (x; z) � min (Ef (x; y) ; Ef (y; z)) oldu¼gunu görmeliyiz. Yani; min(f(x);f(z))max(f(x);f(z))
�

min
�
min(f(x);f(y))
max(f(x);f(y))

; min(f(y);f(z))
max(f(y);f(z))

�
oldu¼gunu görmeliyiz. f azalmayan oldu¼gundan f(x)

f(z)
�

min
�
f(x)
f(y)

; f(y)
f(z)

�
oldu¼gunu görmekle eşde¼gerdir. Bu ise f(x)

f(z)
� f(x)

f(y)
ve f(x)

f(z)
� f(y)

f(z)

görmeyi gerektirir. f fonksiyonu azalmayan oldu¼gundan f(y) � f(z) ve buradan da
f(x)
f(z)
� f(x)

f(y)
�dir.

Benzer şekilde f(x) � f(y) ve buradan da f(x)
f(z)
� f(y)

f(z)
� dir.O halde f� in

azalmayan oldu¼gu durum için ispat tamamlan¬r.

2.durum: f artmayan olsun. x � y � z =) ise f (z) � f (y) � f (x)�dir. O

halde Ef (x; z) � min (Ef (x; y) ; Ef (y; z)) oldu¼gunu görmeliyiz. Bu ise f artmayan
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oldu¼gundan f(z)
f(x)
� min

�
f(y)
f(x)

; f(z)
f(y)

�
oldu¼gunu görmekle eşde¼gerdir. f(z)

f(x)
� f(y)

f(x)
ve

f(z)
f(x)
� f(z)

f(y)
oldu¼gundan f in artmayan oldu¼gu durum için ispat tamamlan¬r. O halde

Ef (x; y) = min
�
f(x)
f(y)

; f(y)
f(x)

�
�-ay¬rt edilmezlik operatörü uyumludur.

Teorem 3.26 fEigi 2 I , R üzerinde uyumlu �-ay¬rt edilmezlik operatörlerinin bir

ailesi ise o zaman E =
î2I
Ei de R üzerinde bir uyumlu �-ay¬rt edilmezlik opera-

törüdür (Bodenhofer 1999).

·Ispat. E =
î2I
E�nin �-ay¬rt edilmezlik operatörü oldu¼gunu görelim.

i) 8i 2 I için Ei (x; x) = 1 oldu¼gundan E(x; x) =
î2I
Ei (x; x) =

î2I
(1) = 1�dir.

Yani; yans¬ma özelli¼gi vard¬r.

ii) 8i 2 I için Ei (x; y) = Ei (y; x) eşitli¼gi oldu¼gundan E(x; y) =
î2I
Ei(x; y) =

î2I
Ei(y; x)�dir diyebiliriz. Bu ise E(y; x)�e eşit oldu¼gundan simetri özelli¼gi vard¬r.

iii) 8i 2 I için Ei (x; y) � Ei (y; z) � Ei (x; z) oldu¼gunu biliyoruz.

8i 2 I için
î2I
Ei (x; y) � Ei (x; y) ve

î2I
Ei (y; z) � Ei (y; z)�dir. O halde 8i 2 I

için E(x; y) �E(y; z) =
î2I
Ei (x; y) �

î2I
Ei (y; z) � Ei (x; y) �Ei (y; z) � Ei (x; z)�dir.

8i 2 I için bu eşitsizlik geçerli oldu¼gundan E (x; y)�E (y; z) �
î2I
Ei (x; z) = E (x; z)

olur. Yani; E, �-geçi̧slidir.

(i), (ii), (iii)�den dolay¬E , �-ay¬rt edilmezlik operatörüdür.

Şimdi x; y; z 2 R olmak üzere x � y � z iken E (x; z) � min (E (x; y) ; E (y; z))

oldu¼gunu görelim. Ei�lerin uyumlulu¼gundan Ei (x; z) � min (Ei (x; y) ; Ei (y; z)) var-

d¬r. O halde

E(x; z) =
î2I
Ei (x; z) �

î2I
(Ei (x; y) ^ Ei (y; z))

=

�
î2I
Ei (x; y)

�
^
�
î2I
Ei (y; z)

�
= E (x; y) ^ E (y; z)

buluruz. Yani E uyumludur.
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4. BULANIK ALEXANDROFF TOPOLOJ·ILER

X 6= ? klasik anlamda bir küme olmak üzere X üzerindeki bir A bulan¬k kümesi

�A : X �! [0; 1] fonksiyonu ile karakterize edilir. Verilen herhangi bir x 2 X için

�A(x) 2 [0; 1] reel say¬s¬ x� in A bulan¬k kümesine ait olma derecesini verir. X

üzerindeki bir A bulan¬k alt kümesi; A = f(�A; x) : x 2 Xg şeklinde gösterilir. Bu

bölümde birX kümesi üzerinde tan¬ml¬bir E �-ay¬rt edilmezlik operatörünün bütün

geni̧sletilebilir bulan¬k alt kümlerinin kümesi HE üzerinde çal¬̧saca¼g¬z. X üzerindeki

bütün bulan¬k kümelerin kümesini [0; 1]X ile gösterece¼giz.

Tan¬m 4.27 E bir X kümesi üzerinde �-ay¬rt edilmezlik operatörü olsun. X�in bir

� bulan¬k alt kümesi E� ye göre genişletilebilirdir denir () Her x; y 2 X için,

E(x; y) � �(x) � �(y)�dir (Klawoon ve Castro 1995).

Önteorem 4.28 Bir X kümesinin bir � bulan¬k alt kümesi verilsin. E� bulan¬k

ba¼g¬nt¬s¬,

E�(x; y) = �(x) ! �(y)

ile tan¬mlans¬n. O halde E�, X üzerinde bir �-ay¬rt edilmezlik operatörüdür (Boix-

ader, Jacas ve Recasens 1999).

·Ispat. Teorem 3.24�den aç¬kt¬r.

Önteorem 4.29 E bir X kümesi üzerinde �-ay¬rt edilemez operatör olmak üzere

HE, E� ye göre bütün genişletilebilir bulan¬k alt kümelerin kümesini göstersin. �,

X�in bir bulan¬k alt kümesi olmak üzere ��nün üretti¼gi E�(x; y) = �(x)  ! �(y)

�-ay¬rt edilemez operatörünü göz önüne alal¬m. O halde � 2 HE () E� � E�dir

(Recasens 2010).

·Ispat. (=):) � 2 HE iken E� � E oldu¼gunu görelim.

� 2 HE ise �, E�ye göre geni̧sletilebilirdir. O halde �(x) �E(x; y) � �(y)�dir.

Önerme 3.13 (i)�den E(x; y) � �(x) �! �(y)�dir.
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Ayr¬ca E(x; y) = E(x; y) ^ E(y; x) eşitli¼gi daima vard¬r. Böylece E(x; y) �

(�(x) �! �(y)) ^ (�(y) �! �(x)) = �(x) ! �(y) = E�(x; y) olur.

((=:) Farz edelim ki, E� � E olsun. O halde E(x; y) � �(x)  ! �(y) �

�(x) �! �(y)�dir. Önerme 3.13 (i)�den �(x)�E(x; y) � �(y)�dir. Böylece � 2 HE�

dir.

Önteorem 4.30 Bir X kümesi üzerinde bir E �-ay¬rt edilemez operatörü verilsin.

Bir x 2 X alal¬m. 8y 2 X olmak üzere X� in hx(y) = E(x; y); ile tan¬mlanan

bulan¬k alt kümesi E�ye göre genişletilebilirdir (Valverde 1985).

·Ispat. y; z 2 X alal¬m.

Ehx(y; z) = hx(y)  ! hx(z) = E(x; y)  ! E(x; z) � E(y; z)�dir. O halde

Ehx � E�dir.Yani; Önteorem 4.29�dan hx, E�ye göre geni̧sletililebilirdir.

Tan¬m 4.31 [0; 1]X�in bir � alt kümesi X üzerinde bir bulan¬k topolojidir () �

aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i) A � � =) sup fh j h 2 Ag 2 � ,

ii) h; h0 2 � =) h ^ h0 2 � ,

iii) hk 2 [0; 1]X bir sabit bulan¬k küme ise (Yani, hk(x) = k;8x 2 X) o zaman

hk 2 ��dur (Lowen 1976).

� bulan¬k topolojisinin elemanlar¬na bulan¬k aç¬k kümeler denir.

E¼ger � , özel olarak,

iv) A � � =) inf fh j h 2 Ag 2 �

özelli¼gini sa¼gl¬yorsa ��ya bulan¬k Alexandro¤ topoloji denir.

Di¼ger taraftan verilen bir ' güçlü de¼gillemesi (Yani; bir sürekli, azalan, ' :

[0; 1] �! [0; 1] bire bir ve örten olmak üzere 8x 2 [0; 1] için '('(x)) = x�dir. )

h 2 [0; 1]X bulan¬k kümesine ��ya göre kapal¬d¬r denir() ' � h 2 ��dur.
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Tan¬m 4.32 	 : [0; 1]X �! [0; 1]X dönüşümünü alal¬m. 	 dönüşümü bir bulan¬k iç

operatörüdür() h; h0 2 [0; 1]X için 	 aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i) h � 	(h),

ii) 	(h ^ h0) = 	(h) ^	(h0),

iii) 	2(h) = 	(h),

iv) Her hk sabit bulan¬k kümesi için, 	(hk) = hk (Lowen 1976).

Tan¬m 4.33 � : [0; 1]X �! [0; 1]X dönüşümünü alal¬m. � dönüşümü bir bulan¬k

kapan¬̧s operatörüdür. () h; h0 2 [0; 1]X için � aşa¼g¬daki özellikleri sa¼glar:

i) h � �(h),

ii) �(h _ h0) = �(h) _ �(h0),

iii) �2(h) = �(h),

iv) Her hk sabit bulan¬k kümesi için, �(hk) = hk (Lowen 1976).

Önerme 4.34 Bir 	 bulan¬k iç operatörü, �	 =
n
h 2 [0; 1]X j 	(h) = h

o
bulan¬k

topolojisini tan¬mlar (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).

·Ispat. i) 8i 2 I için hi 2 �	 olsun. _
i2I
hi 2 �	 oldu¼gunu görmeliyiz. Yani,

	

�
_
i2I
hi

�
= _

i2I
hi oldu¼gunu görmeliyiz. Tan¬m 4.32 (i)�den _

i2I
hi � 	( _

i2I
hi)�dir.

Şimdi ise _
i2I
hi � 	( _

i2I
hi) oldu¼gunu görelim. 8i 2 I için hi � _

i2I
hi her zaman

vard¬r. O zaman hi = hi ^
�
_
i2I
hi

�
yazabiliriz. Bu durumda

	(hi) = 	

�
hi ^

�
_
i2I
hi

��
Tan¬m 4.32 (ii)

= 	(hi) ^	
�
_
i2I
hi

�

oldu¼gundan 	(hi) � 	
�
_
i2I
hi

�
�dir. hi 2 �	 oldu¼gundan 	(hi) = hi�dir. O halde

hi = 	(hi) � 	
�
_
i2I
hi

�
�dir. Buradan _

i2I
hi � 	

�
_
i2I
hi

�
�dir.

ii) h; h0 2 �	 olsun. h ^ h0 2 �	 oldu¼gunu görmeliyiz.
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h 2 �	 () h = 	(h) ve h0 2 �	 () h0 = 	(h0)�dir. O halde h ^ h0 =

	(h) ^ 	(h0) Tan¬m 4.32(ii)
= 	(h ^ h0)�dir. Buradan h ^ h0 = 	(h ^ h0)�dir. Böylece

h ^ h0 2 �	 olur.

iii) hk 2 [0; 1]X sabit bir bulan¬k küme ise hk 2 �	 oldu¼gunu görmeliyiz.

Her hk sabit bulan¬k kümesi için Tan¬m 4.32 (iv)�den 	(hk) = hk�d¬r. O halde

hk 2 �	�dir.

Herhangi � bulan¬k kapan¬̧s operatörü ve herhangi ' güçlü de¼gillemesi için ��

nin sabit noktalar¬aşa¼g¬daki şekilde tan¬mlanan bir �� bulan¬k topolojisinin kapal¬

bulan¬k kümeleridir:

�� =
n
h 2 [0; 1]X j �(' � h) = ' � h

o
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5. BULGULAR

5.1. Ay¬rt Edilemezlik Operatörleriyle Bulan¬k ·Iç ve Bulan¬k Kapan¬̧s

Operatörlerinin Tan¬mlanmas¬

Bu bölümde �E ve 	E dönüşümleri üzerinde çal¬̧saca¼g¬z. Bu dönüşümler HE�nin

oluşturulmas¬nda temel araçlard¬r. Çünkü bu dönüşümler sabit noktalar¬n¬n kümesi

olarak HE� yi karakterize ederler. X� in verilen bir � bulan¬k alt kümesi için en

küçük geni̧sletilmi̧s bulan¬k alt kümesi �E, ��den büyük veya eşittir ve en büyük

geni̧sletilmi̧s bulan¬k alt kümesi 	E, ��den küçük veya eşittir. Böylece bu dönüşüm-

ler HE�nin bir üst ve alt yaklaş¬mlar¬d¬r. Daha sonra görece¼giz ki �E ve 	E s¬ras¬yla

bir kapan¬̧s ve iç operatörüdür. Böylece HE, X� in bir bulan¬k topolojisi olarak

görülebilir. Dahas¬HE bir bulan¬k Alexandro¤ topolojidir.

Tan¬m 5.35 �, X üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬ olsun. X� in bir A alt kümesi

A = [
x2A

[x] şeklinde tan¬mlans¬n. Bu durumda A�ya � denklik ba¼g¬nt¬s¬alt¬nda bir

gözlemlenebilir (observable) alt küme denir (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).

Tan¬m 5.36 E bir X kümesi üzerinde bir �-ay¬rt edilmezlik operatörü olsun. �E :

[0; 1]X �! [0; 1]X dönüşümü,

�E(h)(x) = sup
y2X
fE(x; y) � h(y)g

ile tan¬mlan¬r (Jacas ve Recasens 1994).

Tan¬m 5.37 E, bir X kümesi üzerinde bir �-ay¬rt edilmezlik operatörü olsun.

	E : [0; 1]
X �! [0; 1]X dönüşümü,

	E(h)(x) = inf
y2X
fE(x; y) �! h(y)g

ile tan¬mlan¬r (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).

Tan¬m 5.38 h 2 [0; 1]X , E�ye göre gözlemlenebilirdir() �E(h) = h�d¬r. Böylece

h 2 [0; 1]X , E�ye göre gözlemlenebilirdir() h, �E�nin sabit noktas¬d¬r (Boixader,

Jacas ve Recasens 1999).
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X bir küme ve A � X olmak üzere �, X üzerinde bir denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun.

� denklik ba¼g¬nt¬s¬n¬n üretti¼gi �-ay¬rt edilmezlik operatörü,

E�(x; y) =

8<: 1 ; x � y ise;

0; aksi halde;

şeklinde tan¬mlans¬n. A�n¬n karakteristik fonksiyonu ise,

XA(x) =

8<: 1 ; x 2 A ise;

0; aksi halde;

olsun. Bu durumda XA, E��ye göre gözlemlenebilirdir () A, ��ye göre göz-

lemlenebilirdir. Bir başka ifade ile klasik bir kümenin gözlemlenebilirli¼gini �-ay¬rt

edilmezlik operatörleri yard¬m¬yla bulan¬k anlamda ifade ederek genelleştirmi̧s olu-

ruz.

Önerme 5.39 8x 2 X; �E(fxg) = hx�dir (hx(y) = E(x; y); 8x; y 2 X) (Jacas ve

Recasens 1995).

·Ispat. �E(fxg)(y) = sup
y2X
fE(x; y) � fxg (y)g = E(x; y).

Sonuç 5.40 A, X�in klasik alt kümesi ise, 8A � X; �E(A) = _
x2A

hx�dir (Jacas ve

Recasens 1995).

·Ispat. 8x 2 A için A = _fxg�dir. Ayr¬ca, �E(fxg)(y) = E(x; y)�dir.

O halde �E(A) = _
x2A

E(x; y) = _
x2A

hx�dir.

5.2. HE ile �E Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Bu ve bir sonraki alt bölümde HE�nin oluşturulmas¬için iki önemli dönüşüm olan

�E, 	E�den bahsedece¼giz.

Teorem 5.41 h 2 HE () �E(h) = h�d¬r (Jacas ve Recasens 1995).
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·Ispat. h 2 HE () E(x; y) � h(y) � h(x); 8x; y 2 X

() �E(h)(x) = sup
y2X
fE(x; y) � h(y)g � h(x)

() �E(h) � h�d¬r.

Di¼ger taraftan Tan¬m 4.33 (i)�den h � �E(h)�d¬r. O halde �E(h) = h�d¬r.

Sonuç 5.42 h 2 [0; 1]X , E� ye göre genişletilebilirdir () h gözlemlenebilirdir

(Boixader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat. h, E� ye göre geni̧sletilebilirdir () h 2 HE
Teorem 5.41() �E(h) =

h
Tan¬m 5.38() h gözlemlenebilirdir.

Önerme 5.43 �E bir bulan¬k kapan¬̧s operatörüdür (Jacas ve Recasens 1995).

·Ispat. i) h � �E oldu¼gunu görmeliyiz.

�E(h)(x) = sup
y2X
fE(x; y) � h(y)g � (E(x; x) � h(x)) = h(x)

ii) �E(h _ h0)(x) = �E(h)(x) _ �E(h0)(x) oldu¼gunu görmeliyiz.

�E(h _ h0)(x) = sup
y2X
fE(x; y) � (h _ h0)(y)g = sup

y2X
fE(x; y) � (h(y) _ h0(y))g

= sup
y2X
fE(x; y) � h(y)g _ sup

y2X
fE(x; y) � h0(y)g

= �E(h)(x) _ �E(h0)(x)

iii) �E(�E(h))(x) = �E(h)(x) oldu¼gunu görmeliyiz.

�E(�E(h))(x) = sup
y2X
fE(x; y) � �E(h)(y)g

= sup
y2X
sup
z2X
fE(x; y) � E(y; z) � h(z)g

� sup
z2X
fE(x; z) � h(z)g = �E(h)(x)

O halde �E(�E(h)) � �E(h)�d¬r.

Di¼ger taraftan (ii)�de h yerine �E(h) al¬rsak �E(h) � �E(�E(h)) olur. Böylece

�E(�E(h)) = �E(h)�d¬r.

iv) Her hk sabit bulan¬k kümesi için �E(hk) = hk oldu¼gunu görmeliyiz.
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Sabit bulan¬k kümelerin geni̧sletilebilirli¼ginden hk 2 HE�dir. O halde Teorem

5.41 gere¼gi �E(hk) = hk�dir.

Burada E : X �X �! f0; 1g ; E(X �X) � f0; 1g olmak üzere E�nin üretti¼gi

denklik ba¼g¬nt¬s¬x �E y () E(x; y) = 1 şeklinde tan¬mlans¬n. O zaman �E j}(X):

}(X) �! }(X) ile ��E çak¬̧s¬r.

Sonuç 5.44 HE bir bulan¬k topolojinin kapal¬bulan¬k kümelerinin kümesidir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat. Teorem 5.41�den h 2 HE () �E(h) = h oldu¼gunu biliyoruz. O

halde HE, �E�nin sabit noktalar¬n¬n kümesidir. �E, kapan¬̧s operatörü oldu¼gundan

HE, kapal¬bulan¬k kümelerin kümesidir.

Önerme 5.45 8h; h0 2 [0; 1]X olmak üzere h � h0 ise �E(h) � �E(h0)�dir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat. h � h0 ise h _ h0 = h0�dir. Buradan �E(h _ h0) = �E(h0)�dir. Tan¬m

4.33 (ii)�den, �E(h_ h0) = �E(h)_�E(h0) = �E(h0)�dir. O halde �E(h) � �E(h0)�

dir.

Önerme 5.46 Herhangi bir h 2 [0; 1]X için, �E(h) = ^fh0 2 HE j h � h0g� dir

(Boixader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat.

^fh0 2 HE j h � h0g = ^f�E(h0) 2 HE j h � �E(h0)g

= ^
�
�E(h

0) 2 HE j �E(h)
Önerme 5.45
� �E(h

0)

�
= �E(h)

elde edilir.

Böylece �E(h) en özel gözlemlenebilir bulan¬k alt kümedir. h için bir üst

s¬n¬rd¬r. Yani; h � �E(h)�d¬r.
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5.3. HE ile 	E Aras¬ndaki ·Ili̧ski

Önerme 5.47 8h 2 [0; 1]X olmak üzere 	E(h) � h�d¬r (Boixader, Jacas ve Re-

casens 1999).

·Ispat. h(x) = E(x; x) �! h(x) oldu¼gundan	E(h)(x) = inf
y2X
fE(x; y) �! h(y)g

� h(x)�dir.

Önerme 5.48 8h; h0 2 [0; 1]X olmak üzere h � h0 ise 	E(h) � 	E(h0)�dir (Boix-

ader, Jacas ve Recasens 1999).

·Ispat. �!, ikinci argümana göre azalmayan oldu¼gundan h � h0 =) 	E(h) �

	E(h
0)�dir.

Teorem 5.49 8h 2 [0; 1]X olmak üzere 	E(h) 2 HE�dir (Boixader, Jacas ve Re-

casens1999).

·Ispat. (	E(h)(x1)) �! (	E(h)(x2))

= ( inf
y2X
fE(x1; y) �! h(y)g) �! ( inf

y2X
fE(x2; y) �! h(y)g))

�
= ( inf

y2X
( inf
z2X
fE(x1; z) �! h(z)g �! E(x2; z) �! h(y)

��
� inf

y2X
fE(x1; y) �! h(y)g) �! (E(x2; y) �! h(y))

���
� inf

y2X
(E(x2; y) �! E(x1; y))

����
� inf

y2X
E(x1; x2) = E(x1; x2)�dir.

Benzer şekilde 	E(h)(x2) �! 	E(h)(x1) � E(x1; x2)�dir. Önteorem 3.15 (i)�

den E	E(h)(x1; x2) � E(x1; x2)�dir. Yani; 	E(h) 2 HE�dir.

Burada � : �!, ikinci argümana göre sa¼g sürekli,

�� : �!, birinci argümana göre azalmayan,

� � � : Önteorem 3.15 (ii)�den,

� � �� : E(�; y) bulan¬k alt kümesi E�ye göre geni̧sletilebilirdir.

Teorem 5.50 	E(h) = h () h 2 HE�dir (Boixader, Jacas ve Recasens1999).
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·Ispat. (=):) 	E(h) = h ise h 2 HE oldu¼gunu görmeliyiz.

Bir önceki teoreme göre, h = 	E(h) 2 HE�dir.

((= :) h 2 HE ise 	E(h) = h oldu¼gunu görmeliyiz.

Önerme 5.47� e göre 8h 2 [0; 1]X için 	E(h) � h oldu¼gundan h 2 HE ise

	E(h) � h oldu¼gunu göstermek yeterlidir.

h 2 HE () 8x; y 2 X; E(x; y) � h(x) � h(y)

() 8x; y 2 X; E(x; y) �! h(y) � h(x)

() inf
y2X
fE(x; y) �! h(y)g � h(x)�dir. Yani; 	E(h)(x) � h(x)�dir.

Önerme 5.51 8h 2 [0; 1]X olmak üzere 	E(h) = _fh0 2 HE j h0 � hg�d¬r (Boix-

ader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat. Bir önceki teoremden,

_fh0 2 HE j h0 � hg = _f	E(h0) 2 HE j 	E(h0) � hg

= _
�
h0 2 HE j 	E(h0)

5.48
� 	E(h)

�
= 	E(h)

elde edilir.

Önerme 5.52 Herhangi h1; h2 2 [0; 1]X için 	E�nin aşa¼g¬daki özellikleri geçerlidir:

i) 	E(h1) ^	E(h2) = 	E(h1 ^ h2),

ii) 	2E = 	E,

iii) Her hkbulan¬k sabit kümesi için 	E(hk) = hk (Recasens 2010).

·Ispat. i) (	E(h1) ^	E(h2))(x) = inf
y2X
(E(x; y) �! (h1(y) ^ h2(y)))

= inf
y2X
(E(x; y) �! h1(y); E(x; y) �! h2(y)) = (	E(h1)(x)) ^ (	E(h2)(x))

ii) 	E(	E(h))(x) = inf
y2X
(E(x; y) �! 	E(h)(y))

= inf
y2X
(E(x; y) �! ( inf

z2X
(E(y; z) �! h(z))))

= inf
y;z2X

(E(x; y) �! inf
z2X
(E(y; z) �! h(z)))
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= inf
y;z2X

((E(x; y) � E(y; z)) �! h(z)) � inf
z2X
(E(x; z) �! h(z)) = 	E(h)(x)

olur. O halde 	E(	E(h)) � 	E(h)�dir.

Di¼ger taraftan Önerme 5.47�de h yerine 	E(h) al¬n¬rsa, 	E(	E(h)) � 	E(h)

elde edilir.

iii) Sabit bulan¬k kümelerin geni̧sletilebilirli¼ginden, her hk bulan¬k sabit kümesi

için 	E(hk) = hk�d¬r.

Sonuç 5.53 	E bir bulan¬k iç operatörüdür (Boixader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat. Önerme 5.47 ve Önerme 5.52�den aç¬kt¬r.

}(X) � IX ; E : X � X �! f0; 1g ; E(X � X) � f0; 1g ve E�nin üretti¼gi

denklik ba¼g¬nt¬s¬x �E y () E(x; y) = 1 iken 	E j}(X): }(X) �! }(X) ile 	�E

kavramlar¬çak¬̧s¬r. Ayr¬ca " x =# x = [x] eşitli¼gi vard¬r.

Bir bulan¬k iç operatörün sabit noktalar¬bir bulan¬k topolojinin aç¬k bulan¬k

kümeleri oldu¼gundan aşa¼g¬daki sonuç vard¬r:

Sonuç 5.54 HE bir bulan¬k Alexandro¤ topolojidir (Boixader, Jacas ve Recasens1999).

·Ispat. HE =
�
h 2 IX j h(x) � E(x; y) � h(y);8x; y 2 X

	
olmak üzere � =

fhi j i 2 Jg � HE alal¬m.

i)
�
_
i2J
hi(x) � E(x; y)

�
�
�
_
i2J
hi

�
(y) oldu¼gunu görmeliyiz.

hi(x) �E(x; y) � hi(y) oldu¼gunu biliyoruz. i 2 J�ler üzerinden ifadenin supre-

mumuna geçersek _
i2J
(hi(x) � E(x; y)) � _

i2J
hi(y)�dir. Buradan _

i2J
hi(x) � E(x; y) �

_
i2J
hi(y)�dir. Yani; _

i2J
hi 2 HE�dir.

ii) ^
i2J
hi 2 HE oldu¼gunu görmeliyiz. Yani; hi 2 HE olmak üzere

�
^
i2J
hi

�
(x) �

E(x; y) �
�
^
i2J
hi

�
(y) oldu¼gunu görmeliyiz. hi 2 HE oldu¼gundan hi(x) � E(x; y) �

hi(y)�dir. Buradan ^
i2J
(hi(x) � E(x; y)) � ^

i2J
hi(y)�dir. Ayr¬ca 8i 2 J için ^

i2J
hi �

hi ve � i̧sleminin monotonlu¼gundan E(x; y) � ^
i2J
hi � E(x; y) � hi� dir. O halde

^
i2J
hi(x) �E(x; y) � ^

i2J
(hi(x) �E(x; y))�dir. Bu durumda hi(x) �E(x; y) � ^

i2J
hi(y)�

d¬r. Böylece ^
i2J
hi 2 HE�dir.
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iii) hk 2 [0; 1]X bir sabit bulan¬k küme ise hk 2 HE oldu¼gunu görmeliyiz.

Teorem 5.50� den h 2 HE () 	E(h) = h oldu¼gunu biliyoruz. Ayr¬ca,

Önerme 5.52 (iii)� den her hk sabit bulan¬k kümesi için 	E(hk) = hk oldu¼gunu

biliyoruz. O halde 	E(hk) = hk () hk 2 HE�dir.

Teorem 5.55 E, bir X kümesi üzerinde bir �-ay¬rt edilmezlik operatörü olsun. HE,

E� ye göre genişletilebilir bulan¬k alt kümelerin kümesini göstersin. Her h 2 HE,

� � HE, � 2 [0; 1] için aşa¼g¬daki durumlar geçerlidir:

a) (_�) 2 HE,

b) (^�) 2 HE,

c) (� � h) 2 HE,

d) (h �! �) 2 HE,

e) (� �! h) 2 HE (Klawoon ve Castro 1995).

·Ispat. a) Sonuç 5.54�den aç¬kt¬r.

b) Sonuç 5.54�den aç¬kt¬r.

c) HE�nin tan¬mlan¬̧s¬ndan aç¬kt¬r.

d) E(x; y) � (h(x) �! �) � h(y) �! �; 8x; y 2 X oldu¼gunu görmeliyiz.

Önerme (3.13) (i)�den bu ifade h(y)� (E(x; y)� (h(x) �! �)) � ��ya denktir.

h�¬n geni̧sletilebilirli¼ginden bu eşitsizli¼gin sol taraf¬h(x) � (h(x) �! �)�dan daha

küçük veya eşittir. � ^ � = � � (� �! �) eşitli¼ginden dolay¬h(x) � (h(x) �! �)) =

� ^ h(x)�e eşittir. Böylece h(y) � (E(x; y) � (h(x) �! �)) � ��d¬r.

e) Önerme 3.13 (i)� ye göre E(x; y) � � � (� �! h(x)) � h(y) 8x; y 2 X

oldu¼gunu ispatlamak yeterlidir.

� ^ � = � � (� �! �) eşitli¼ginden dolay¬� � (� �! h(x)) � h(x) ve h�¬n

geni̧sletilebilirli¼ginden dolay¬bu eşitsizlik geçerlidir.

Teorem 5.56 H �IX , bir önceki teoremdeki (a)...(e) koşullar¬n¬ sa¼glas¬n. O za-

man, genişletilebilir bulan¬k kümelerin kümesine karş¬l¬k gelen küme için X üzerinde
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bir E bulan¬k denklik ba¼g¬nt¬s¬ vard¬r. Yani, HE = H� d¬r. Üstelik E�nin tekli¼gi,

EF(x; y) = ^
�2F
(�(x) ! �(y)) formülü ile belirlenir. (F = H) (Klawoon ve Castro

1995).

·Ispat. Öncelikle E(x; y) = ^
�2H
(�(x)  ! �(y)) bulan¬k denklik ba¼g¬nt¬s¬için

H =HE oldu¼gunu görelim.

E�nin tan¬mlan¬̧s¬ndanH�daki bütün bulan¬k kümeler E�ye göre geni̧sletilebi-

lirdir. Yani; H �HE�dir.

Di¼ger kapsamay¬ göstermek yerine � 2 HE alal¬m. z 2 X ve herhangi bir

x 2 X için �z bulan¬k kümesini aşa¼g¬daki gibi tan¬mlayal¬m:

�z(x) = �z � E(x; z) = ^
v2H
(� � ((v(x) �! �z(v)) ^ (�z(v) �! v(x))))

� = �(z) ve �z(v) = v(z) olsun. H�¬n (b), (c), (d), (e) özelliklerinden dolay¬

�z 2 H�d¬r. �, E�ye göre geni̧sletilebilir oldu¼gundan �z(x) = �(z) �E(x; z) � �(x)�

dir. Bu, �z(z) = �(z) � E(z; z) = �(z) ile birlikte � = _
z2X

�z, (a) özelli¼giyle yine H�

¬n bir eleman¬oldu¼gunu söyler. Böylece H =HE ispatlan¬r.

E�nin tekli¼gini görelim:

�E, bir bulan¬k denklik ba¼g¬nt¬s¬olsun öyle ki H =H �E olsun.

EF(x; y) = ^
�2F
(�(x) ! �(y))

X üzerindeki en büyük bulan¬k denklik ba¼g¬nt¬s¬d¬r öyle ki F içindeki bütün bulan¬k

kümeler EF�ye göre geni̧sletilebilirdir. O halde �E � E oldu¼gunu biliyoruz.

E � �E oldu¼gunu görelim:

x; y 2 X olsun. Vy(z) = �E(z; y) bulan¬k kümesini tan¬mlayal¬m. Vy(z)�nin �E�

ye göre geni̧sletilebilir oldu¼gu aç¬kt¬r. Buradan Vy(z), H�¬n bir eleman¬d¬r. Böylece

E�ye göre geni̧sletilebilirdir. Sonuç olarak Vy(y) = 1 oldu¼gundan E(x; y) = E(x; y)�

1 = E(x; y) � Vy(y) � Vy(x) = �E(x; y)�dir.

Böylece gözlemlenebilir kümeler bir �	E (�	E =
n
h 2 [0; 1]X j 	E(h) = h

o
= HE) bulan¬k Alexandro¤ topolojisinin aç¬k bulan¬k kümeleridir ve kapal¬bulan¬k
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kümeler de bir ��E
�
��E =

n
h 2 [0; 1]X j �E(' � h) = ' � h

o�
bulan¬k Alexandro¤

topolojisiyle ili̧skilidir.

Önerme 5.57 ��E bir bulan¬k Alexandro¤ topolojidir (Boixader, Jacas ve Recasens

1999).

·Ispat. i) h1 � h2 ise �E(h1) � �E(h2) oldu¼gunu Önerme 5.45�dan biliyoruz.

h1 � h2 olsun. O halde, h1 _ h2 = h2� dir. Buradan �E(h2) = �E(h1 _

h2)
Tan¬m 4.33 (ii)

= �E(h1) _ �E(h2)� dir. Yani; �E(h1) � �E(h2)� dir. 8i 2 I için

hi 2 ��E olsun. _
i2I
hi 2 ��E oldu¼gunu görmeliyiz. Bu ise �E

�
' � _

i2I
hi

�
= ' � _

i2I
hi

eşitli¼gini görmekle eşde¼gerdir. 8i 2 I için hi � _
i2I
hi ise '� _

i2I
hi � '�hi�dir. O halde

8i 2 I için �E
�
' � _

i2I
hi

�
� �E(' � hi) = ' � hi�dir. Buradan �E

�
' � _

i2I
hi

�
�

î2I
(' � hi) = ' � _

i2I
hi�dir.

Di¼ger taraftan Tan¬m 4.33�nin (i) ş¬kk¬ndan ' � _
i2I
hi � �E

�
' � _

i2I
hi

�
�dir.

Öyleyse _
i2I
hi 2 ��E�dir.

ii) 8i 2 I için hi 2 ��E olsun.
î2I
hi 2 ��E oldu¼gunu görmeliyiz. Bu ise ' �

î2I
hi = �E

�
' �

î2I
hi

�
eşitli¼gini görmekle eşde¼gerdir.

Öncelikle ' �
î2I
hi � �E

�
' �

î2I
hi

�
oldu¼gunu görmeliyiz.

Önerme 5.43�¬n (i) ş¬kk¬ndan ' �
î2I
hi � �E

�
' �

î2I
hi

�
oldu¼gu aç¬kt¬r.

Şimdi ise �E

�
' �

î2I
hi

�
� ' �

î2I
hi oldu¼gunu görmeliyiz.

8i 2 I için
î2I
hi � hi her zaman vard¬r. ' güçlü de¼gillemesiyle bu eşitsizlik

i̧sleme sokuldu¼gunda, ' � hi � ' �
î2I
hi olur. �E�nin tan¬mlan¬̧s¬ndan ' � hi =

�E('�hi)�dir. O halde '�hi = �E('�hi) � '�
î2I
hi�dir. Ayr¬ca �E

�
' �

î2I
hi

�
�

î2I
(�E(' � hi)) � �E(' � hi)�dir. Buradan �E

�
' �

î2I
hi

�
�

î2I
(�E(' � hi)) �

�E(' � hi) � ' �
î2I
hi olur. Böylece �E

�
' �

î2I
hi

�
� ' �

î2I
hi bulunur.
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iii) hk 2 [0; 1]X bir sabit bulan¬k küme olmak üzere hk 2 ��E oldu¼gunu

görmeliyiz. Yani; hk 2 [0; 1]X için �E (' � hk) = ' � hk oldu¼gunu görmeliyiz. Bu

ise Tan¬m 4.33�nin (iv) ş¬kk¬ndan aç¬kt¬r.

Genelde ��E 6= �	E�dir. Bu iki topolojinin hangi koşullar alt¬nda denk geldi¼gine

bakal¬m:

	E = ' � �E � ' bunun için yeterli bir koşuldur. Çünkü HE = �	E =n
h 2 [0; 1]X j 	E(h) = h

o
=
n
h 2 [0; 1]X j ' � �E � '(h) = h

o
=
n
h 2 [0; 1]X j �E � '(h) = '(h)

o
= ��E�dir.

Tersine �	E = ��E�den herhangi bir h 2 [0; 1]
X için �E(' � h) = ' � h ve

	E(h) = h denktir. Bu koşul bizi ' � �E � ' = 	E eşitli¼gine götürür. Böylece

��E = �	E () ' � �E � ' = 	E

elde ederiz.

h�¬n alt s¬n¬r¬'�nin bir güçlü de¼gillemesi olmas¬halinde ' � �E � '(h) ile

tan¬mlan¬r. Yine de elde edilen bulan¬k alt küme genelde gözlemlenebilir de¼gildir.

Teorem 5.58 Bir ' : [0; 1] �! [0; 1] dönüşümü bir güçlü de¼gillemedir. () t(1) =

0 ile bir t : [0; 1] �! R+ sürekli ve azalan dönüşümü vard¬r öyle ki 8x 2 [0; 1] için

'(x) = t�1(t(0)� t(x))�dir. Burada t dönüşümü ' güçlü de¼gillemesinin bir üreteci

olarak adland¬r¬l¬r (Trillas 1979).

Sonuç 5.59 ' bir güçlü de¼gillemedir. () t üreteci ile bir � non-strict Archimedean

t-normu vard¬r öyle ki '(x) = x �! 0�d¬r (Ling 1965).

·Ispat. 8x 2 [0; 1] için x �! 0 = t�1(t(0) � t(x)) şeklinde tan¬mlan¬r. Bu ise

bir önceki teoremden '(x)�e eşittir.

Teorem 5.60 X bir küme, � bir sürekli t-norm, ' bir güçlü de¼gilleme ve E, X

üzerinde bir �-ay¬rt edilemez operatör olsun. E¼ger �, ' ile ayn¬üretece sahip bir non-

strict Archimedean t-norm ise X�in her h bulan¬k alt kümesi için ' � �E � '(h) =

	E(h)�d¬r (Boixader, Jacas ve Recasens 1999).
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·Ispat. 	E(h)(x) = inf
y2X
(E(x; y) �! h(y))

h(y) = (h(y) �! 0) �! 0 oldu¼gundan inf
y2X
(E(x; y) �! h(y)) = inf

y2X
(E(x; y) �!

((h(y) �! 0) �! 0)))�d¬r. Ayr¬ca (x � y) �! z = x �! (y �! z) oldu¼gundan

inf
y2X
(E(x; y) �! ((h(y) �! 0) �! 0))) = inf

y2X
((E(x; y) � (h(y) �! 0)) �! 0) =

inf
y2X

'(E(x; y) � '(h(y))) = '

�
sup
y2X
(E(x; y) � '(h(y)))

�
= '(�E('(h)(x))))�dir.
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6. SONUÇ

Bu çal¬̧smada Alexandro¤ topolojiler tan¬t¬ld¬ktan sonra k¬smi s¬ralama ba¼g¬nt¬lar¬

ile Alexandro¤ topolojiler aras¬ndaki ili̧skiler incelenmi̧stir. Bu ili̧skilerin bulan¬k

anlamda nas¬l genelleştirilebilece¼gi ve bulan¬k mant¬k çat¬s¬alt¬nda bu ili̧skilerin ne

ölçüde korunaca¼g¬problemi üzerinde farkl¬kaynaklardan farkl¬yaklaş¬mlar bir araya

getirilerek bir çal¬̧sma yap¬lm¬̧st¬r. Bunun yan¬s¬ra, bulan¬k denklik ba¼g¬nt¬lar¬kul-

lan¬larak bulan¬k Alexandro¤ topolojilerin nas¬l elde edilebilece¼gi problemi üzerinde

durulmuştur.
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