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Bu ¢alismada gruplarin 6nemli bir genellemesini olusturan ¢aprazlanmis modiilleri,
bulanik altgaprazlanmis modiilleri tanimlanarak bulanik ortamda ilk kez ele alinmistir.
Bu baglamda, bulanik altcaprazlanmig modiillerin ¢aprazlanmis modiiller ve bulanik alt-
caprazlanmig modiiller ile iligkisini incelenmis, bu yapilar i¢in normallik kriterlerini agik-
liyor ve ilgili boliim nesnelerine odaklanilmistir.

Birinci boliimde tez konusunun anlasilabilmesi i¢in konu derleme taramasi ve kay-
nak ge¢misine yer verilmistir.

Ikinci béliimde konu hakkinda bazi cebirsel yapi, teoremlere ve ifadelere yer veril-
mistir.

Ucgiincii boliimde bulanik alt¢aprazlanmis modiilii hakkinda cebirsel yapi, teorem-
lere yer verilmistir.

Dordiincii boliimde bulanik alt¢aprazlanmis modiillerin normalligi hakkinda yap1
insa edilmistir ve konu hakkinda bilgi verilip teoremler ispatlaniimistir.

Besinci boliimde normal bulanik altcaprazlanmis modiill modunda boéliimler hak-
kinda tanim yapilarak yapinin 6zellikleri agiklanilmigtir. Bazi teoremler ispatlanilmagtir.

Altinct boliimde normal bulanik altcaprazlanmis modiil modunda bulanik boliimle-
rin Ozellikleri incelenerek yapinin 6zellikleri agiklanilmistir. Bazi teoremler ispatlanil-

mistir.

Anahtar Kelimeler: Bulanik altgrup, ¢aprazlanmis modiil, normallik, boliim ¢aprazlan-
mis modiili.
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In this study, the concept of crossed modules that forms a significant generaliza-
tion of groups, as well as fuzzy sub-crossed modules, is introduced for the first time in a
fuzzy environment. In this context, the relationship between crossed modules and fuzzy
sub-crossed modules is examined, the normality criteria for these structures are explai-
ned, and the focus is placed on the objects related to the section.

In the first chapter, a review of the literature and the history of sources is provided
to ensure the clarity of the thesis topic.

The second chapter presents some algebraic structures, theorems, and expressions
related to the subject.

The third chapter introduces the algebraic structure of fuzzy sub-crossed modules,
along with relevant theorems.

The fourth chapter constructs the normality of fuzzy sub-crossed modules and
provides information on the subject, followed by the proof of several theorems.

The fifth chapter defines the properties of normal fuzzy sub-crossed modules in
the module context, explaining the characteristics of the structure. Some theorems are
also proven in this section.

In the sixth chapter, the properties of fuzzy sections within the normal fuzzy sub-

crossed module are examined, and the characteristics of the structure are explained. Se-
veral theorems are proven.

Keywords: Fuzzy subgroup, crossed module, normality, quotient crossed module.
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1. GIRIS

Gruplar hem kullanim kolayligi hem de kapsayicilik agisindan gii¢lii bir denge sunarak,
modern cebirin en temel ve merkezi kavramlarindan biri haline gelmistir. Giiniimiizde pek
cok matematiksel yapi, bu yapilar1 tanimlayan otomorfizm gruplar1 gibi grup kavramlarina
dayanmakta; bir¢ok cebirsel yapi1 ise ya dogrudan bir grup yapisi tasimakta ya da bir grup
kavraminin genigletilmis bir bigimiyle iliskilendirilmektedir.

Bu kavramlarin matematiksel agidan kritik rolii goz oniine alindiginda, klasik grup te-
orisinde yer alan alt nesnelere (yani altgruplar) son derece 6nemli matematiksel araglar olarak
kargimiza ¢ikar. Bulanik mantigin kesfi ve bu yaklasimin cebirsel yapilara yansimasi, altgrup
kavraminin yeni bir uzantisinin ortaya ¢ikmasina neden olmus ve grup teorisine énemli bir
derinlik kazandirmistir. Bu gercevede gelistirilen yapilar bulanik altgruplar olarak adlandiri-
lir. Literatiirde yer alan gesitli bulanik altgrup tiirleri; birim elemanin liyelik derecesinin 1
olup olmamasi, [0,1] araliginda minimum islem ya da genel bir tiggensel norm kullanilip
kullanilmayacagi gibi bazi temel varsayimlara dayanarak birbirinden ayrilmaktadir (Mishref,
1995; Abdullah vd., 2013; Ardanza-Trevijano vd., 2019; Boixader ve Recasens, 2019; Gayen
vd., 2019; Kim vd., 2019; Kamali Ardekani ve Davvaz, 2020; Bejines vd., 2021; Allen vd.,
2022; Almutairi vd., 2023).

Bulanik altgruplara iligkin bu tiir genellemeler yalnizca bulanik kiime kuramiyla sinirh
kalmamuis; sezgisel, L — bulanik, yumusak, kaba, Pisagor, Fermat gibi pek ¢ok farkli yakla-
simla da gelistirilmistir (Ovchinnikov, 1998; Polat vd., 2018; Yaylali vd., 2018; Alolaiyan
vd., 2019; Gulzar vd., 2020; Shuaib vd., 2020; Bhunia vd., 2021; Silambarasan, 2021; Adi
Nugraha vd., 2022; Alsarahead ve Al-Husban, 2022; Diker ve Ugur, 2022; Kousar vd., 2022;
Razaq vd., 2022; Diker, 2023; Sangodapo ve Onasanya, 2023).

Diger taraftan, daha az yaygin bir bakis a¢isiyla, ¢caprazlanmig modiiller gruplara yeni
alt nesneler saglayan yapilar olarak da degerlendirilebilir. Ozellikle, bir G grubunun her N
normal altgrubu, bir (N, G, inc) ¢aprazlanmig modiilii ile temsil edilebilir. Burada inc igerme
fonksiyonudur ve grup, normal altgrubuna konjugasyonla etki eder. Bu bakis agis1, (T, G, )
bicimindeki tiim ¢aprazlanmis modiillerin, G nin normal altgruplarmin uzantilar olarak yo-
rumlanabilecegini ortaya koymaktadir. Dolayisiyla, bir (T, G, ) ¢aprazlanmis modiiliiniin

altcaprazlanmis modiilleri, G’nin yeni ve ilging alt nesneleri olarak kabul edilebilir.



Bu bakis agisini bir kenara koyarsak, ¢aprazlanmis modiiller, 1940’lar boyunca, John
Henry Constantine Whitehead tarafindan, temel grup ile ikinci relatif homotopi grubunun
uyumunu modellemek amaciyla tanitilmistir. Bu uyum, grup etkisi ve sinir doniisiimlerinin
etkilesimi nedeniyle ortaya ¢ikmaktadir. Bu baglamda, caprazlanmis modiiller aslinda cebir-
sel topolojik araclar olarak degerlendirilir ve homotopi teorisi ¢ercevesinde ele alinmaktadir.
Caprazlanmis modiillerin incelenmesi, yalnizca grup teorisiyle sinirli kalmamis, ayni za-
manda asosyatif cebirler, monoidler, grupoidler, Lie cebirleri, grup halkalari, raklar ve Leib-
niz cebirleri gibi farkli cebirsel yapilar iizerinde de aragtirmalar yapilmistir. Buna ek olarak,
caprazlanmis kareler, ¢aprazlanmis n — kiipler, n — ¢aprazlanmis modiiller, ¢aprazlanmis
kompleksler, simpleksel gruplar, genellestirilmis ¢aprazlanmis modiiller, kareli kompleksler,
caprazlanmis koseler ve ongaprazlanmis modiiller gibi bir¢ok farkli genelleme de literatiirde
yer almaktadir. Bu kadar genis bir literatiir iginde her 6rnegi burada ele almak miimkiin de-
gildir, ancak bu konuda bazi bilgiler (Mutlu, 2000; Alp vd., 2001; Casas vd., 2009; Mutlu ve
Mutlu, 2012; Oztung vd., 2013; Casas vd., 2020; Akay ve Akca, 2022; Akca ve Arslan, 2023;
Cetin, 2024; Cetin ve Can, 2025; Cetin ve Giirdal, 2024; Kocak ve Cetin, 2024) gibi kaynak-
larda bulunmaktadir.

Caprazlanmis modiiller ilk bakista karmasik yapilar gibi goriinebilir, ancak Norrie,
(1987) ’e grup teorisindeki bir¢ok kavram ve 6zelligin ¢aprazlanmis modiil teorisine oldukca
1yi bir sekilde uyarlanabilecegi ifade edilmistir. Bu gdzlem, bulanik alt¢aprazlanmis modiil-
lerin de benzer sekilde iyi 0zellikler sergilemesi ve caprazlanmis modiiller teorisine 6nemli
katkilar saglamasi beklentisini dogurmaktadir.

Bu ¢aligma, tamamen cebirsel bir bakis acisiyla ve motivasyonla, bulanik alt¢aprazlan-
mis modiil kavramini tanitmakta, bunlarin ¢aprazlanmis modiiller ve bulanik altgruplarla
olan iligkilerini incelemekte ve bazi1 temel 6zelliklerini ortaya koymaktadir. Ayrica, normal
bulanik alt¢aprazlanmis modiiller i¢in normallik kriterlerine 6zel bir vurgu yapilmakta ve
caprazlanmis modiillerle ilgili bu kavramin derinlemesine incelenmesine yer verilmektedir.
Boylece, genis bir sekilde incelenmis ancak bulanik ortamda heniiz tam anlamiyla ele alin-
mamis bir alanin yeni bir yorumu sunulmakta ve bu alanin gelecekteki arastirmalara temel
olusturabilecek genis bir ¢ergeve ortaya konmaktadir.

Bu tiir bir yaklagim, yalnizca teorik anlamda degil, ayn1 zamanda pratikte de capraz-

lanmis modiillerin ve bulanik yapilarin nasil daha derinlemesine incelenebilecegi ve bu iki



teorinin birlesiminden dogacak potansiyel yeniliklerin neler olabilecegi hakkinda da 6nemli

ipuglart sunmaktadir.



2. GENEL BIiLGILER

Burada amacimiz, grup teorisindeki bulanik altgruplar ve ¢aprazlanmis modiiller
hakkinda bazi temel bilgileri sunmak, ayrica terminoloji ve gosterimleri netlestirmektir.
Burada verilen bir¢cok tanim ve sonug, daha kapsamli ve genel bir ¢ercevede Norrie,
(1987) veya Mordeson vd., (2005) gibi kaynaklarda bulunabilir. Bir G iizerindeki bir Y
bulanik altkiimesi bir y: G — [0,1] tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir ve iy € G olarak ya-
zilir. Ozellikle, G nin bir H altkiimesi igin, H ye karsilik gelen karakteristik fonksiyon yy
ile gosterilir. Yaygin olarak, [0, 1]¢ ifadesi G’nin tiim bulanik altkiimelerinin kiimesini
ifade eder. Ayrica, bulanik altkiimeler i¢in de, icerme ve kesisim i¢in standart notasyonlar
olan c ve N kullanilir. A sembolii, [0,1] araligindaki iki sayinin minimumunu veren ikili
islemi gosterirken, VV ve A sirasiyla [0,1] kiimesinin alt kiimelerinin supremum ve infi-
mum degerlerini ifade eder. a € [0,1] i¢in, seviye kiimeleri su sekilde tanimlanir:

Yo :={g €G:Y(g) 2a}

Ayrica, i, ifadesini kullanarak ¢,: = {g € G:y¥(g) = 1} gosterimini tanimlariz.
Bu durumda, ¥, = ¥ olarak yazilabilir. Diger taraftan, 1*, 1 ’nin destek kiimesini, yani
Y* ={g € G:y(g) > 0} ifadesini belirtir.

Eger ¢ : T — G bir fonksiyon ve { € T, 3 € G ise, Y~ 1{ € T bulanik altkiimesi
elde edilir. Bu altkiime, 1’ nin ters goriintiisii olarak adlandirilir ve [ 2] () = Y(@(t))

seklinde tanimlanir. ¢{ € G goriintiisii ise su sekilde tanimlanir:

9319 = \ /Gt eT 00 = g)

Burada, V @ = 0 oldugu i¢in, eger T kiimesinde ¢ (t) = g olacak sekilde bir ele-
man yoksa [¢](g) = 0 olur.
Ozel 6rnekler diginda, herhangi bir G grubunun islemini elemanlar1 yan yana yazma

ile temsil ederiz ve grup birimini 1 ile gosteririz.

2.1. 1kili Islem

Tamm 2.1.1. G bos olmayan bir kiime olmak iizere *: G X G — G seklindeki bir fonksi-
yona G lizerinde bir ikili islem denir. g, h € G olmak lizere * (g, h) elemanini, yani (g, h)
ikilisinin bu fonksiyon altindaki degerini gostermek i¢in g * h gosterimi, ya da kisaca gh

gosterimi kullanilir.



2.2. Grup
Tanmm 2.2.1. Bir G kiimesi ve bu kiime {izerinde bir * ikili islemi verilsin. Asagidaki
sartlar saglaniyorsa (G,*)ikilisine bir grup denir.
i) Herg,h € Giging +h € G
ii) Herghke Giging+ (h+ k) = (g +h) + k
i) Herg € Giging + 0 = 0 + g olacak sekilde bir 0 € G varsa
1v)  G’nin birim eleman e olmak iizere G’deki her g igin,
g+ (—=g9) = (—g) + g = 0olacak sekilde bir —g € G varise
v) Herg,h€ G icing+ h= g + h oluyorsa
(G,*) cebirsel yapiya degismeli (komutatif ya da Abelyan) grup denir.

2.3 (Halka)

Tanim 2.3.1 H bos olmayan bir kiime ve bu kiime iizerine her g,h € H olmak iizere

+: HXxH — H,(gh) = g+ hve-: Hx H — H,(g,h) = gh ikiikiliis-
lem tanimlanirsa asagida verilen sartlar i¢in;
1)  (H,+) degismeli grup
ii) Her g,h,k € H i¢in g(hk) = (gh)k
iii) Her g,h, k € H olmak iizere g(h + k) = gh+ gk,
(g + Wk = gk + hk

Bu ii¢ 6zellik saglaniyorsa, H kiimesine bir halka denir ve (H, +,) ile gosterilir.

iv) Her g€ Higcingly = 1yg = g olacak sekilde 1,; € H elemani varsa
H halkasima birimli halka denir, buradaki 1, elemanina H halkasinin birim elemani
denir. Bundan sonraki boliimde karisiklik olmamasi i¢in halkadaki ilk islemin birimine
etkisiz eleman denip Oy veya 0 ile gosterilecek, halkanin birim elemani da 1, veya 1
ile gosterecegiz.

v) Herg,h € Hicin gh = hg ise
H’ya degismeli halka denir.

2.4 (Cisim)

Tamm 2.4.1 H birimli ve degismeli bir halka olsun. Her g € H; g # 0 igin,
3dh € H;gh = hg = 1 iseyanidegismeli H halkasinin sifirdan farkli her elemanin
carpmaya gore bir tersi varsa H’ya bir cisim denir.



2.5 (Vektor Uzayi)

Tamm 2.5.1 (Vektor Uzayr) (R,+) degismeli grup ve K cisim olmak iizere her
k € K,

Herg € Ricin -: K X R — R asagidaki sartlar1 saglarsa;
i) Herk € Kveherg € Rigink-g € R
ii) Herk € Kveherg,h € Rigink (g +h) =k-g +k-h
iii) Herk,m € Kveher g € Rigin(k + m) - g =k-g + m-g
iv) VkmeKveVx €Rigink:-(m-x)=(km)-x
v) Herg € Riginl - g = g olacak sekilde 1 € K vardir.
R’ye K cismi iizerinde vektor uzayi denir.
2.6 (Modiil)
Tamm 2.6.1 (Modiil) (R, +) degismeli grup ve H halka olmak iizere her g € H,
her h € R i¢in
-1 H X R — R asagidaki sartlar1 saglarsa;
i) Hera € HveVx € Ricina - x € R
ii) Herg € H,herh)ke€ Riging - (h+ k) =g -h+ gk
iii) Her g;,9, € H,her h € Ricin(g; + g2) *h=g, *h + g, *h
iv) Her g4,9, € H,herh € Rig¢ing, - (g, *h) = (g192) " h
v) Herh € R i¢in 1y - h = h olacak sekilde 1, € H
olusan yapitya H — modiil (H — sol modiil) denir.
Her g € H,herh € Rigin -: R X H — R asagidaki sartlar1 saglarsa;
i) Herg € Hveherh€ Riginh - g € R
ii) Her g€ H,herh,k € Rign(h +k) -g=h-g+k-g
iiiy Her g,,9, € Hherh€Ri¢inh - (g, + g,) = h- g+ h - g,
iv) Her g,,9, € Hoherh €Rigin(h - g,) * g1 = h - (g291)
v) Her h € Ri¢cinh - 1 = h olacak sekilde 1, € H
olusan yapiya H — modiil (H — sag modiil) denir.

Uyar12.7 (R, +) degismeli grup olmak iizere H halkas: yerine K cismi alinirsa olusan
yapiya K — vektor uzay: denir.

Tamm 2.8. (Mishref, 1995; Asaad ve Abou-Zaid, 1996; Murali ve Makamba, 2001) 1 €

G olmak iizere, her g, h € Gy igin



L Y1) =1
2. Y(g) Ap(h) <y(gh)
3. Y@ =¥
ifadeleri saglaniyorsa 1’ye G’nin bir bulanik altgrubu denir ve bu durum ¢ < H ile gos-

terilir.

Aciklama 2.9. Esasen, literatiirde bulanik altgruplarin tanimlanmasi i¢in iki farkli yakla-
stim bulunmaktadir. Bunlardan biri, birim elemanin iiyelik derecesinin 1 olmasi sartini
koyarken, digeri birim elemanin iiyelik derecesinin 1'den kiigiik olabilecegini kabul et-
mektedir. Ikinci yaklasim benimsendiginde, Abel ¢aprazlanmis modiillerinin normal ol-
mayan bulanik altmodiilleri ortaya ¢ikmakta ve bu durum cebirsel bir bakis agisinda dogal
olarak degerlendirilememektedir. Bu durumu engellemek icin, ¢aprazlanmis modiilii
olusturan her iki grubun da birim elemanlarinin {iyelik derecelerinin esit olmasini, bu de-
gerin 1'den kiiciik olabilecegi bir sartla saglamak gibi daha zayif bir kosul bile getirilse,
bir grubun normal bulanik altgrubu bir ¢caprazlanmis modiile karsilik gelmeyebilir. Bu da
teorik agidan dogal bir sonug degildir. Bu nedenle, kategorik olarak daha tutarlt bir teori
icin, caprazlanmis modiillerin yapisiyla daha uyumlu oldugu goériilen ilk yaklasimi be-

nimsenmistir.

Onerme 2.10. (Mordeson vd., 2005) 1 < G olsun. O halde:
(' <G

(i)Y, <G

(iii) Eger H < Gy ise, Y|H < H

dir.

Teorem 2.11. (Mordeson vd., 2005) Bir G grubu ve Y € G i¢in g,h € G olmak iizere
asagidaki kosullar birbirine esdegerdir:

(D) ¥(gh) = Y (hg)

2)(ghg™) =)

3)¥(ghg™) = ¥(h)

@) Y(ghg™) <y

Eger 1 Teorem 2.4'teki kosullardan birini sagliyorsa, o zaman buna abelyen bula-
nik altkiime denir. Ayrica, eger i < G ise, normal bulanik altgrup olarak adlandirilir. Bu

durumda, ¥ 2 G yazilir.



Onerme 2.13. (Oztung, 2013) ¥ < G olsun. O halde,
WY =26
(Y. =26
(lii)H < Gise Y|y 2 H.
dir.
G bir grup ¥, v € G igin, P v ve 1 bulanik altkiimeleri su sekilde tanimlanir:

[ vI():= \/ @) A v : ke € G, hk = g)

ayrica P (g): = P (g~1) ifadesi saglanir.

Teorem 2.14. (Mordeson vd., 2005) 1 € G olsun. O halde, ¥ < G olmasi i¢in gerek ve
yeter sart 1) ¢ ) € 1 ve 1) = 1 olmasidur.

Eger ¢ € G ve g € G ise, o zaman karsilik gelen gy sol koseti agagidaki gibi ta-

nimlanan bulanik altkiime ile verilir.

[g¥1(h) =y(g™h)
P g sag koseti ise

[Wgl(h) = P(hg™)
seklinde tanimlanir (Mordeson vd., 2005).

Onerme 2.15. (Mordeson vd., 2005) 1 < G olsun. O halde her g,h € G icin
() g =g

(il) gy = h ise, P(g) = PY(h) esitligi saglanir.

(iil) g = hpg ve gy x= h * esitligi gy = hyg esitligini gerektirir.

Teorem 2.16. (Mordeson vd., 2005) Tim g € G igin, Y 2 G, G/z/) = {gy: g € G}

vey € G / Y, Y’ (gy) = Y(g) tanimlansin. Bu takdirde her g, h € G i¢in agsagidakiler

gecerlidir.
(1) (g » hp) = (gh)yp
(2) (G / z/),-) bir gruptur

3) G / Y ve G / Y * gruplari birer izomorfiktir
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(4)1//510/1/) diir

Teorem 2.17. (Mordeson vd., 2005) ) < G ve N < G verilsin. O zaman { < G / N

icin, P(gN): = V{yp(h): h € gN} dir. Bir G grubunun bir T grubu iizerindeki grup etkisi
® : G - Aut T homomorfizmasi ile verilir, burada Aut T, T'nin otomorfizma grubudur.
Eger boyle bir etki varsa G'nin T'ye otomorfizma yoluyla etki ettigi sOylenir. Her g € G
icinvet € Tise, [®(g)](t) €T,g D>t ile gosterilir. Benzer sekilde, bir >: G X T - T
islemiyle

H1;Dbt=t

Q) (g Dt=g> (hD> 1)

BR)gP (st) =(gD>s)(gP>t)

(1),(2),(3) maddeleri karakterize edilebilir.

Tamm 2.18. (Norrie, 1987) T ve G gruplari, >: G X T = T seklinde bir grup etkisi ve
0:T — G seklinde bir homomorfizma (buna sinir homomorfizmi denilir) ile verilmis ol-
sun. O zaman eger agagidaki esitlikler saglaniyorsa

(CM1)a(g > t) = ga()g™*

(CM2)d(s) D>t =sts™ !

(T, G, 3) gaprazlanmig modiil (kisaca CM) olarak adlandirilir.

Caprazlanmis modiiller hem grup teorisini hem de gruplarin normal alt gruplarini
zenginlestirir. Bir G grubu her zaman iki kanonik yolla ¢aprazlanmis modiil olarak gorii-
lebilir: (1, G, id) ve (G, G, inc), burada 1, G'nin dnemsiz alt grubunu temsil eder, inc dahil
etme eslemesidir ve id birim doniisiimiidiir. ilk yaklasimda G, 1'e 6nemsiz bir sekilde
etki eder, ikincisinde ise G kendi iizerinde konjugasyon yoluyla etki eder, yani
g > h = ghg?! seklindedir.

[lk yaklagim kategorik olarak daha dogrudur, ¢iinkii (1, G, id) ve G'nin alt nesneleri
arasinda dogal bir bijektif benzesme varken, (G, G, inc) genellikle G'den daha fazla alt
nesneye sahiptir. Bu anlamda ¢aprazlanmig modiiller gruplari genellestirir. Diger taraftan,
(N, G,inc), her N 2 G igin ¢aprazlanmis bir modiildiir; burada G, N {izerinde konjugas-
yon yoluyla etki eder. Dolayisiyla (T, G, @) formundaki her ¢aprazlanmis modiil ayn1 za-

manda G'nin bir tiir genellestirilmis normal alt grubu olarak da kabul edilebilir. iki



caprazlanmis modiil (T, G,d) ve (T',G',0") verilmistir. Bir ¢aprazlanmis modiil homo-
morfizmast bir ¢ifttir: (6,0),burada 8 : T - T've 0: G —» G' grup homomorfizmalaridir,

oyleki (g > t) = a(g) D> 8(t)ve diyagram asagidaki sekildedir.

7" —48M = ('

d

Sekil 2. 1. 6 (g > t) = o(g) > 6(t) diyagrami

Buradag ° d =09’ 6 dir ve degismelidir (Norrie, 1987).

Caprazlanmis modiiller, ¢aprazlanmis modiil homomorfizmalari ve bu homomor-
fizmalarin ciftler halindeki kompozisyonlari, literatiirde genellikle XMod olarak adlan-
dirilan bir kategori olusturur. Bu kategorideki alt nesneler, asagida tanimlandig1 sekilde

altcaprazlanmis modiiller ile iliskilidir

Tanmim 2.19. (Norrie, 1987) Bir ¢aprazlanmis modiil (T, G, d) verilsin.S < T ve H < G
ozellikleri ve

Her s € S ve her h € H i¢in

(1)a(s) EH

Q) hD>s€ES

saglanirsa (S, H), (T, G, @)'nin bir alt¢aprazlanmis modiilii olarak adlandirilir. Bu durum

(S,H) < (T, G, ) ile gosterilir.

Gruplarda oldugu gibi, ¢aprazlanmis modiiller i¢in de alt nesnelerin normalligini
tartismak miimkiindiir. Agiklanacagi lizere, ¢aprazlanmig modiiller, normal alt nesneler
(normal altcaprazlanmis modiiller) agisindan bdliimlemelere sahiptir. Bu yapilar, 6rnegin,
grup teorisindeki iyi bilinen izomorfizma teoremlerinin ¢aprazlanmis modiiller i¢in elde

edilmesini saglayacak sekilde, oldukca diizgiin bir sekilde isler (Norrie, 1987).
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Tanmim 2.20. (Norrie , 1987) (T, G, ¢) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir altgaprazlanmig mo-
diili (S, H) olmak iizere,

(WH=G

2)VgeGveVseSicingD>s€ES

B>t tes

saglanirsa normal altcaprazlanmis modiil olarak adlandirilir. Bu durumda (S,H) <

(T, G, 0) yazilr.

Eger (S,H) < (T, G, @) ise, sadece H 2 G degil, aym1 zamanda Tanim 2.10 (CM2)

ve Tanim 2.12 (2)'nin geregi olarak S =2 T oldugu da zorunludur. B6liim ¢aprazlanmis

modiil (1.G.0)
(SH)

o asagidaki sekilde yazilabilir:

( / S,G / H,9)
burada G / H, (gH) > (tS) = (g D> t) (kuralina gore T / S iizerinde etki eder) S ve 0

caprazlanmis boliim modiiliiniin smir homomorfizmi 0(tS) = d(t)H ile verilir.

Son olarak, gruplar i¢in abelyenlik kavraminin ¢aprazlanmis modiillere nasil genellesti-
rildigini hatirlatalim. Bu konu hakkinda daha ayrintili bilgiye, abelyenlik ile caprazlanmis
modiiliin merkezi, merkezi seriler, komiitator altcaprazlanmig modiilleri gibi kavramlar
arasindaki giiclii baglantilar hakkinda ilging ayrintilarla birlikte, (Norrie, 1987)'da ulasi-
labilir.

Tamim 2.21. (Norrie, 1987) Caprazlanmis bir modiile (T, G, d) degismeli denir, eger G
bir degismeli grupsa ve G, T'ye asikar bir sekilde etki ediyorsa, yani tim t € T igin g >
t = t olur. G'nin yani sira bir degismeli ¢aprazlanmis modiil (T, G, @) verildiginde, bun-
dan T'nin de bir degismeli grup oldugu ve (T, G, d)'nin her alt¢aprazlanmis modiiliiniin

normal oldugu sonucu ¢ikar.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Bulamik Altcaprazlanms Modiiller

Bulanik altgruplarin incelenmesi, yalnizca grup teorisine katkida bulunmakla kal-
maz, ayn1 zamanda kodlama teorisi ve Sylow teorisi gibi baglamlarda elde edilen sonug-
larla teorik bir genisleme saglar, ayn1 zamanda veri madenciligi, makine 6§renimi, karar
destek sistemleri, tedarik zinciri yonetimi ve ¢ok kriterli karar verme gibi ¢ok cesitli alan-
larda gercek yasam uygulamalari da bulur. Bu alanlar saymakla bitmeyecek kadar genis-
tir. Saf matematiksel bir bakis acisiyla, her klasik altgrubun bir bulanik altgruba karsilik
geldigi goz oniinde bulunduruldugunda, bir grubun bulanik altgruplari, o grup i¢in altgrup
kavramim genelleyerek daha zengin bir arag seti sunar. Ote yandan, Béliim 2'de belirtil-
digi gibi, caprazlanmis modiiller de verilen bir grubun normal altgruplariyla ilgili benzer
bir iglevi yerine getirir. Bu nedenle, bu iki yaklasimin rolleri arasinda dikkat ¢ekici bir
benzerlik bulunmaktadir ve bu benzerlik, potansiyel uygulamalariyla birlikte, bulanik alt-
caprazlanmis modiillerinin incelenmesi i¢in giiclii bir teorik motivasyon saglamaktadir.
Bu béliimde, bulanik altcaprazlanmis modiil kavrami, yeni terminoloji, 6rnekler ve so-
nuglarla tanitilmakta ve bulanik altgruplar ile ¢aprazlanmis modiiller teorileri arasindaki

baglantilar1 veya ortak zeminleri olusturma amaci giidiilmektedir.

Tamim 3.1 Bir ¢aprazlanmis modiil (T, G, ¢) verilsin ve { < T, ¥ < G olsun. O zaman
(¢, ) ¢ifti, (T, G, d)caprazlanmis bir modiil ve T < T,y < G olsun. Bu durumda tiim
g €EG,t €T igin

(FSM1) t(t) < y(at)

(FSM2) p(g) At(t) < t(g D> t)
saglanirsa (t, ) ¢iftine (T, G, @)'nin bulanik altcaprazlanmis modiilii olarak adlan-

dirtlir. Bu durumda (7, ¢) < (T, G, 3) yazilr.

Caprazlanmis modiiller ve bulanik altgruplarin gruplarla olan iliskileri, ayn1 sekilde
bulanik alt¢aprazlanmis modiillere de yansimaktadir. Ornegin, asagidaki drnekler dizi-
sinde, ilk ornek her altgaprazlanmis modiiliin bir bulanik alt¢aprazlanmis modiil olarak
goriilebilecegini gosterirken, ikinci 6rnek ise ¥ = y; oldugunda, her normal bulanik

altgrubun bir bulanik alt¢aprazlanmis modiile karsilik geldigini belirtmektedir.
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Ornek 3.2. 1) (T, G, d)'nin her bir altcaprazlanmis modiilii (S, H) bir bulanik altgapraz-
lanmis modiili, eger S ve H kiimelerini karakteristik fonksiyonlari ile ayni1 tutulursa, ger-
¢ekten de, 9(S) € H oldugu i¢in, t € S,dt € H anlamma gelir, yani y(t) =1,
xp(0t) = 1 dir. Ve yy ve y, sadece 0 ve 1 degerlerini alabildiginden, y(t) < yy(0t)
sonucuna variriz. Ote yandan, S, H'nin etkisi altinda kapali oldugundan, g € H ve t € S,
g D>t €S anlamina gelir. Baska bir deyisle, YH(g) = 1ve ys(t) =1, ys(g>t) =1
veya esdeger olarak y,(g) Ayxs(t) =1= yx, (gl>t) =1 verir, boylece yy(g) A
Xs(t) < xs(g > t) elde edilir.

2) Y < G,v 2 G olsun, dyle ki v < ¢ olsun. O halde (v,y) < (G, G, id), burada
id: G = G birim fonksiyonudur ve G, konjugasyon yoluyla kendi kendine etki eder.

v(9) < ¥(g) = ¥(id(g9)) ve P(g1) Av(gy) < v(g2) = v(g19291") = 1 oldugu ko-

laylikla goriilmektedir, v olarak normaldir.

3) (6,0):(T,G,0) - (T',G',0") bir ¢aprazlanmis modiil homomorfizmasi olsun
ve (t,¥) < (T, G, d) olsun. Sonra, (9(’[ ),O‘(l/))) < (T',G',0") olmak tizere bunu gor-
mek igin, belirli bir t" € T' i¢in, A: = {t(t):0(t) =t'} ve B := {y(g):0(g) = d'(t')}
kiimelerini tanimlariz. Varsayalim ki @ € A olmak tizere 7 (t) = a ve 6(t) = t'olacak
sekilde bir t € T vardir. Diyelim ki B: = y(at) ve (t,y), (T, G, d)'nin bulanik alt¢apraz-
lanmis modiilii oldugundan, t(t) < ¥ (dt) dir. Yani @« < g 'dir. Ayrica, g := d(t)
icin, 6(g) = o(dt) = 3'(6t) = 3'(t") ve Y(g) = Y(at) = B, yani B € B'dir. Dolayi-
styla, her a € A igin, @ < B olan baz1 § € B vardir. Bu, VA <V B, yani [6(7)](t") <
[o(W] (6’(1:’)) anlamina gelir.

Simdi, tim g’ € G'vet' € T' i¢in [c(Y)](g") A[6(D)](t") < [6(D)](g' > t') ol-
dugunu gozlemlemek i¢in, C:={Y(g):0(g) =g'}, D:=1(t):0(t) =t ve E:=
{r (t):0(t) = g’ > t'} kiimelerini g6z oniine aliyoruz. y € C ve § € D oldugunu varsa-
yalim. O zaman g, € Gve ty €T vardir, 6yle ki y = u(gy),0(gy) = g'ved =
7(ty), 0(ty) = t'olsun. Diyelim ki t:= g, > t, ve €:=1(t) olmak {iizere, 8(t) =
0(go > ty) = a(gy) D> 0(ty) = g' > t' dir ve boylece € = 7(t) € E. (1,v) bir bulanik
alt¢aprazlanmis modiil oldugundan, y A § = ¥ (go) A 1(ty) < 1(go B> ty) = €olur.

13



Bu durumda, her y € C ve § € D igin, y A § < ¢ olacak sekilde bir € € E vardir.
Bunun VC AVD < VE anlamina geldigini belirterek, [c(¥)](g") A[8(D)](t") <
[6(1)](g' D> t') elde ederiz.

4) Eger (T, G, d) caprazlanmis bir modiilse ve T < T ise (T, a(r)) < (T, G, d) olur.
Bunu gormek igin ty € T olsun. O zaman t(ty) < [d(7)](0ty) = V{t(t): 0t = 0t,},
ciinkii T(ty) € {r(t)) : 0t = dt,}. Aksine, gy € G ve ty € T i¢in, go € d(T), 0 zaman
[0(1)](go) AT(ty) = 0AT(ty) =0 < 1(go > ty). Aksi takdirde, d(t) = g, olacak se-
kilde her t €T igin 7(t) A1(ty) =1(t) At(ty) AT(t™) < t(ttet™) = (0 (t) >
to) = 1(go D> to) esitligi (™) = 7(t) oldugundan meydana gelir. Bu nedenle,
V{t(t):9(t) = go} N t(ty) < (g P> ty), yani [d(t)](gy) A T(t0) < (g P> t,) dir.

5) Z,eklemeli grubunu ve Hg kuaterniyon sekiz grubunu géz oniine aliniz. 9: Z, —

Hg tarafindan verilen grup homomorfizmasini goz 6niinde bulundurulmas.

t [0 1 2 3
z)m|1 i =1 3

Sekil 3. 1. 0: Z; — Hs grup homomorfizmasi
ve Hg'in Z,'e etkisinin agsagidaki gibi oldugunu varsayalim.

1 i j kK -1 —i —j =k

Sekil 3. 2. Hs'in Z,'e etkisi

Bu durumda (Z,, Hg, 3) bir ¢aprazlanmis modiil olur. Simdi ¢ € Hg ve T € Z, asa-

gidaki tabloda verildigi gibidir.
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0.3 [i.Ii 03 05 03 03 03

Sekil 3.3. yS HsvetE Zy

O zaman (1,9) < (Z,4, Hg,d) oldugunu kontrol etmek rutin bir islemdir.

Onerme 3.3. Bir (T, G, ¢) caprazlanmis modiiliiniin altcaprazlanmis modiilleri ve bula-
nik alt¢aprazlanmis modiilleri arasinda asagidaki iliskiler gegerlidir, burada ({,y) <
(T, G, @) dir.

L (@9 <TG )

2. @Y <(T.6,9)

3. (S,H)<(T,G,p)S,H)ise,({|S,Y|H)<(SH)

Kamt. 1) " < T ve * < G oldugu Onerme 2.3 (i) ile bilinmektedir. Bu yiizden

d(t*) S yY* ve 7° oldugunu goéstermek yeterlidir. G'den miras(kalitsal) alinan
Y *'nin etkisi altinda kapalidir. Eger t € t* ise 7(t) > 0 ve y(dt) = 7(t) > 0 olur bu da

d(t) € Y* oldugunu dogrular. ikinci olarak, eger g € Y* vet € T ise P(g) >
0,7(t) >0vet(gP>t) =yY(g) At(t) > 0 olur, boylece g > t € T*dir.

2) Onerme 2.3 (i) ile T* < T ve ¥* < G.t € T¥olsun. O halde ¥ (0t) = t(t) = 1,
yani dt € ¥*. Son olarak, g € Y*ve t € T¥igin, T(gD>t) = YP(g)AT(t) =1A1 =1,

g >t € T sonucunu verir.

3) (Agiktir)
Y <G igin Y(g # Y(h)'ninyY(gh) = Y(g) AP(h) esitligini ifade ettigi bilin-
mektedir. Dolayisiyla, bulanik altgaprazlanmis modiillerde ¥(g) # t(t) igint(g > t) =

W(g) A t(t) olup olmadigini sormak dogaldir. Devaminda bir kars1 6rnek verilmistir.

Ornek 3.4. Ornek 3.2 (5)'teki (z,y) < (Z4, Hg, )'yi gdz 6niinde bulunduralim. (k) =
0.3, 7(2) = 0.4 ve t(k > 2) = 7(2) = 0.4 oldugu goriiliir. Yani, (k) # 7(2) iken,
(kD> 2)yY(k) A T(2)'ye esit degildir.
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Yukaridaki 6rnekte goriildiigii gibi esitlik genel olarak saglanmasa da bulanik alt-

caprazlanmis modiillerdeki eylemler i¢in asagidaki benzer kismi sonu¢ mevcuttur.

Yardimcar Teorem 3.5. (t,y) < (T,G,d) olsun. Eger ¥ (g) > ©(t) ise, (g P> t) =
Y(g) At(t) olur, Yani (g D> t) = t(t) dir.

Kamt. Eger ¥ (g) > t(t) ise, t(g D> t) = y¥(g) At(t) = t(t) olur. Diger taraftan,
() =t(lg> ) =1(g7 P Dt=1(g7 > (g> ) =g HAt(g>t) =
Y(g) At(g D t) dir.

Ancak Y(g) > t(t) oldugunu bildigimizden, Y (g) At(g > t) = t(g > t) olmalidir,
boylece T (t) = t (g D> t) olur. Dolayisiyla 7(g D> t) = u(g) A t(t) = (t).

Yardimci Teorem 3.6. Caprazlanmis bir modiil (T, G, @) verildiginde vet S T,y € G
olsun. O halde tim a € [0, 1] i¢in (z,¥) < (T, G,d) olmas igin gerek ve yeter kosul
(T ¥o) < (T, G, 0) olmasidir.

Kanit. (z,¢) < (T, G, 0) oldugunu varsayalim. Tanim geregi ¢ < G ve 7 < T oldugun-
dan, her a € [0, 1] i¢in ¥, < G ve T, < T olur. Ustelik t € 7, i¢in Y(dt) = t(t) = a,
dt € Y, 'y1 verir, yani d(t,) S P, dir.

Son olarak, t € T,ve g € Y, i¢in, T(g > t) = P(g) At(t) = aAa = a, bdylece
gDt €1, ve 14, Y, etki altinda kapalidir. Bunlar (74, ¥,)'y1 (T, G, )'nin altgaprazlan-
mis modiilii yapar.

Tersine, tim a € [0, 1] i¢in (t4,¥,) < (T, G, ) oldugunu varsayalim. O halde ¢ <
Gvet <T t €T olsunve b: = 7(t) diyelim. O halde (t,,¥;,) < (T, G, d) dir. Ozellikle,
t € 1, ve dolayisiyla dt € Y. Bu (dt) = b = t(t) sonucunu verir. Son olarak, t € T
ve g € G verildiginde c¢: = t(t),d: = ¥(g), e: = d A ¢ diyelim. Bu durumda (7,,y,) <
(T,G,0)vet(t) =c=e, P(g) =d =et €1, ve g € P,yi verir, boylece g > t olur,
yani T(gP>t) = e =d Ac = u(g) At(t)'dir. Bu nedenle (z,pw),(T,G,d)nin bulanik

altgaprazlanmis modiliidiir.
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Bir (T, G, 3) ¢aprazlanmis modiilii verildiginde ve ) € G, S T olsun. Daha sonra
Y P T C T ifadesi
[W»t]t):=V{Y(g)At(s):g € G seT,g>s =t}
seklinde tanimlanir.
Teorem 3.7. Verilen bir ¢aprazlanmig modiil (T, G, d) i¢in € G,t S T olsun. O halde
(t,¥) < (T, G, d) olmasi i¢in gerek ve yeter kosul
(D YeypcyYterCrT

(i) Y=y =1
i) yrr=rt
(iv) odrcy

Ozelliklerinin saglanmasidir.

Kanit. (7, ) < (T, G, ) oldugunu kabul edelim. O zaman tanim geregit < T ve ) < G
olur ve (i) ve (ii) kosullar1 Teorem 2.6 tarafindan otomatik olarak saglanir. Simdi, (iii)'yi
gostermek icin, t € T oldugunu varsayalim.

[Ww»](t) =V{Y(@) At(s):g €G,seT,gb> s =t}
<V{t(gP>s):geGseT,gbs =t}
=V{t(t):g€GseT,g>s =t}
= 7(t)

Ciinkii sondan bir onceki satirdaki kiime 1G >t =t kadar bos degildir. Ek olarak,
() =1At(t) = (1) At(t) e {u(g)A1(s):g € G,s €T,g > s = t} sonucunu ve-
rir.
() < V{Y(g) At(s):g €G,s€T,g> s =t}=[yY»1](t)
(iv)1l gormek icin g € G olmak iizere,
[0T](g) = V{z(t):t € T,0t = g}

<V{y(@t):t eT, ot = g}

=V{Y(g):t €T, ot = g}

<v¥(9)
elde edilir.
Tersine, (i)-(iv) varsayalim. (z,9) < (T, G,d) oldugunu gosterecegiz. Oncelikle, T <

T ve < G Teorem 2.6'dan kaynaklanmaktadir.
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(FSM1) t € T olsun. O halde, 7(t) € {t(s):s € T, ds = dt} oldugundan, (iv) ile sunu
elde ederiz.
(t) < V{z(s):s € T,ds = 0t}
= [07](at)
< %(30)

(FSM2)t € T, g € G'yialalim. Y(g) At(t) € {(h) At(s)olarak: h€ G,sT,h > s =
gbth

Y@ ATt) V(W) AT(s):heGseET,hDs=gbti=[yYPrtl(gbt)
=1(gD>t)

(ii1) kosuluna gore olusur.

Bir grup homomorfizmasinin goriintiisii ve daha genel olarak, herhangi bir alt gru-
bun bu tiir bir homomorfizma altindaki goriintiisii, kars1 tarafta bir alt grup olarak tasvir
edilir. Benzer sonuglarin, altcaprazlanmis modiiller ve bulanik alt gruplar i¢in de gegerli

oldugu bilinmektedir. Tiim bu sonuclar, asagida sunuldugu gibi birlestirilebilir.

Teorem 3.8. Bir (6,0) : (T,G,0) - (T',G', 3") ¢aprazlanmis modiil homomorfizmi ve-
rilsin ve (7, ) < (T, G, d) olsun. O halde (67,ou) < (T',G',0") diir.

Kanit. 0:T —» T've 0: G = G' grup homomorfizmleri oldugundan ve T < T,y < G ol-
dugundan, 87t < T've oy < G’ elde ederiz.
(FSM1) Her t € T’ igin
[67](t") = V{t(t):t €T,06(t) =t'}
<V{y@dt):teT,o(t) =t"}
<V{y@dt):teT,d'6(t)=0't'}
=V{y(0t):t e T,00(t) =d't'}
< V{Y(g):g €G,0(g) =0't'}
= [oy](0°t")
bulunur.

(FSM2) g’ € G've t' € T'olarak inceleyecek olursak
[o Y1(g) Al6T]1E) = V{Y(g):g € G a(g) =g} AV{T(O:tET,0() =t}
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= ViY@ At(t):g € G, teT,o(g) =g",0(t) =t'}
<V{t(gDt):geGteT,ao(g)=g,0(0t) =t}
<V{t(gDt):geaGteT,a(@gD>oit)=g >t}
=V{t(gD>t):geGteT,(g>t)=g D>t}
=V{z(t):t €T, 0(t) =g > t'}
= [67](g' > ') dir.
Burada sondan bir 6nceki esitlik mevcuttur, ¢linkii G, T tlizerinde otomorfizmalarla hare-
ket eder.

Yukarida belirtilen sonuca benzer bir sonug, homomorfizmalarin 6n goriiniimleri
icin de gecerlidir. Ozellikle, bulanik alt kiimelerde 6n gériintiilerin, homomorfizma gé-
rlintlisiine kiyasla daha diizenli ve yapisal agidan daha avantajli 6zellikler tasidig1 goz-
lemlenmistir. Bu durum, bulanik alt kiimeler {izerinde yapilan homomorfizmalarin, 6n
gorliniimlerinin genellikle daha iyi davranislar sergilemesi anlamina gelir. Bu nedenle,
ilgili sonucun kaniti, standart alt kiimelerle calisilan klasik durumlarla kiyaslandiginda,
¢ok daha 6zlii ve kompakt bir bigcimde sunulabilir. Asagida, bu kanitin nasil ifade edile-
bilecegine dair ayrintil1 bir agiklama sunulacaktir.

Burada, homomorfizmalara iligskin yapilan 6n ve goriintii analizlerinin, alt grup ya-
pilariyla olan iliskisi ve bulanik kiimelerle ¢alismanin sagladig: teorik kolayliklar tize-
rinde durulacaktir. Bu baglamda, bulanik kiimeler altinda yapilan ¢aligmalarda, 6n gorii-
nlimlerin daha iyi bir yap1 gosterdigi ve bunun sonucunda daha kisa ve dogrudan bir ka-

nitin elde edilebilecegi ifade edilmektedir.

Teorem 3.9. (6,0): (T,G,3)—— (T',G’, ") bir ¢aprazlanmig modiil homomorfizmasi ve

(v,v) < (T',G’,0") olsun. O zaman (8~ 1v,c~1v) < (T, G, d) dir.

Kamt. v < T’ ve v < (' ile ayn1 zamanda 8 v < T ve 6~ 1v < G bulunur.
(FSM1) [~ 2](t) = v(68t) < v(9'0t) = v(odt) = [o~v](at) dir.
(FSM2) [o71v](g) A [0710](t) = v(a(9)) Av(8(t)) < v(a(g) > 8(D)) = v(a(g) >
() =v(@(g D> t)) = [0 1v](g > t) dir.

Beklenildigi gibi, sabit bir ¢aprazlanmis modiil altinda bir bulanik alt¢aprazlanmis
modiiller ailesinin kesisimi, yine bir bulanik altcaprazlanmis modiil olmaya devam et-
mektedir. Bu sonug, yalnizca s6z konusu aile i¢in bir infimum (alt sinir) saglamakla kal-

maz, aynt zamanda bazi yapilarmin ingasini da kolaylastirir. Bu 06zellik, bulanik
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altcaprazlanmis modiiller arasindaki iligkilerin ve yapilarin analizi i¢in énemli bir arag
sunar ve bu tiir modiillerin olusturulmasinda kullanilan yontemlerin etkinligini artirir.
Dolayisiyla, bu tiir bir kesisim, sadece teorik bir onem tagimakla kalmay1p, ayn1 zamanda

pratikte de belirli yapilari insa etmek i¢in faydali bir temel saglar.

Teorem 3.10. Eger (7, 1t;)ie; (T, G, 3)'nin bulanik altgaprazlanmis modiillerinin bir ai-

lesi ise 0 zaman ayrica (N;¢; T;,Nier W) < (T, G, d) olur.

Kamt. y; < T oldugundan, N;¢; 7; < T vardir. Benzer sekilde N;¢; Y; < G,
(FSM1) her t € T i¢in,

(ﬂn)(t) T ACCENAVZCOR A IMGS

i€l i€l i€l i€l
dir.
(FSM2) hert € T ve g € G igin

@ |al[ )=o) =[]=@® A<ﬂri(t>)

i€l i€l i€l i€l

= <ﬂ w; (8) A Ti(t))

i€l

<()u@>o

i€l

=)= @>o

i€l
dur.

ve bu ispat tamamlanir.

Yukaridaki teoremde gegen

000

bulanik alt¢aprazlanmis modiilii basitce

ﬂ(fi’ )

i€l

gosterilir.
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Simdi, bir ¢aprazlanmis modiil ve bu ¢aprazlanmis modiilii olusturan her iki grup
icin birer bulanik alt grup verildiginde, bu ¢ift tarafindan olusturulan bulanik alt¢apraz-

lanmis modiilii tanimlamak i¢in uygun bir konumdadir.

Tamm 3.11. (T, G, 0) bir ¢aprazlanmis modiil, « S T ve f € G olsun. a ve [ tarafindan

olusturulan bulanik altcaprazlanmis modiil su sekilde verilir:

<ap>=[J@pracnp @) < T,60)
seklinde ifade edilir.
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3.2. Bulanik Alt¢caprazlanmis Modiillerin Normalligi

Bu boliimde, bulanik alt¢aprazlanmis modiillerin normallik kosullar: tartigilmakta-
dir. Normal bir bulanik altgaprazlanmis modiiliin tanimini1 vermeden Once, asagidaki
onermede verilen denkliklerin gz 6niine alinmasi, bu baglamda faydali olacaktir.
Onerme 4.1. (T,G,d) caprazlanmis bir modiil olsun. O halde asagidakiler her g €
GveVt €T vert ST icin esdegerdir.

@) z(g B t) =7(t)

(i) (g > t) < 1(t)

(i) (g > t) = 1(t)

Kamit. (i) agikca (i1) ve (ii1)'li ima etmektedir.

(ii) oldugunu varsayalim. g € G vet € T olsun. O halde t (g D> t) < t(t) olsun. Tam
tersi, g7 € G ve gD>t €T igin ayrica T(¢g 1 D> (gD ) <t(gD> t)ve g™t > (g >
t) = (g tg) >t = 1; D> t = t vardir. Bdylece (i) elde edilir.

(i11) = (1) ¢cikarimi da benzer sekilde gosterilir.

Yukaridaki (1), (i1) ve (ii1) kosullarindan biri gegerliyse, o zaman t'ya degismeli ¢apraz-
lanmig bulanik alt kiime ad1 verilir. Asagidaki onerme, degismeli ¢aprazlanmis bulanik

modiiliin degismeli bulanik modiilii anlamina geldigini belirtir.

Onerme 4.2. (T, G, d) ¢aprazlanmis bir modiil verildiginde. Eger 1, T'nin degismeli cap-
razlanmig bulanik alt kiimesi ise, o zaman ayn1 zamanda T'nin degismeli bulanik alt kii-

mesidir.

Kamt. 1, T'nin degismeli ¢aprazlanmis bulanik alt kiimesi gbz 6nilinde bulundurularak,

her s, t € T igin t(sts™1) = 7(ds > t) = 7(t) ifadesi saglanr.

Tamm 4.3. (7,¢) € (T, G, 9) olsun. Bu durumda (7, 1) normal bulanik altcaprazlanmis
modiil olarak adlandirilir,

(1) Y, G'nin degismeli bulanik alt kiimesidir

(i1) T degismeli ¢caprazlanmis bulanik alt kiimedir

(i) Y(g) < t((g> )t ™Htimg € Gvet € T igin.

Bu durumda (7, ) 2 (T, G, 9) dir.
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Asagida sunulan 6rnekler setinde, ilk 6rnek, klasik normal alt¢aprazlanmig modiil-
lerinin kavrami ile normal bulanik alt¢aprazlanmis modiillerinin kavrami arasindaki
uyumu gostermektedir. Ikinci 6rnek, verilen bir normal bulanik altgruptan bir normal bu-
lanik alt¢aprazlanmis modiil elde etmenin yontemlerinden birini sunmaktadir. Ugiincii
ornek, bir normal bulanik altgaprazlanmis modiiliin somut bir 6rnegini sunarken, dor-
diincii 6rnek, normallik kosulunu saglamayan bir bulanik alt¢aprazlanmis modiiliin bir

ornegini aciklamakta ve gostermektedir.

Ornek 4.4. 1) (S,H) 2 (T, G, d), olmas! igin gerek ve yeter kosul, (xs, xy) 2 (T,G,0)
olmasidir. Aslinda, Ornek 3.2 (1)'e gére, (xs, xy) < (T, G,d). Tanim 4.3'teki (1) ko-
sulu, Yy 2 G, yani H 2 G anlamina gelir. (ii) kosulu, Onerme 4.1 ileys(t) < xs(g > t)
ile esdegerdir. Bu, ys(t) = 1 kuvvet anlamma gelir ys(g > t) = 1, diger bir deyisle,
egert € Sise, tim g € G igin g > t € S olur ve bu Tanim 2.12'deki (3)'e karsilik gelir.
Son olarak, Tanim 4.3'teki (iii) sunu sdylemektedir y(g) < xs(g > t)t™1, yani g €
Hise, tim t € T i¢in (g > t)t™! € S, ve bu Tanim 2.12'deki (3) kosuludur.

2) 1 2 G olsun. Bu durumda (¥, ¥) 2 (G, G, id) olur. Gergekten de, Ornek 3.2 (2)
ile, (Y, ¢¥) < (G, G, id) oldugunu biliyoruz. Y 2 G oldugundan, Tanim 4.3'teki (i) sagla-
nir ve ¢aprazlanmis modiildeki (G, G, id) etki konjugasyon ile oldugundan, Teorem 2.4
ile Y(g > h) = Y(ghg™") = Y(h) oldugunu biliyoruz. Ve son olarak, (g) = P(g) A
Y(g™v) =P(g) Ap(hg™ h7Y) < P(ghg™ R = P((g > WA

3) Ornek 3.2 (5)'te (7,9) 2 (Z4, Hg, 9) oldugunu kontrol etmek rutindir.

4) Ornek 3.2 (5) cercevesinde, asagidaki sekilde verilen v € Z,'ii diisinmeliyiz.

t |01 2 3
o(t) |1 0.1 025 0.1

Sekil 3.4. 07,
ve (v, Y)'nin (T, G,d)'nin bulanik altgaprazlanmig modiilii oldugunu gézlemleyin. Bu-
nunla birlikte, i € Hg ve 3 € Z igin (k) = 0,3, ancak v((k>3)—-3) =v(1-3) =
v(2) = 0,25. Bu nedenle ¥ (k) £ v((k > 3) — 3) ve (v, n) normal degildir.

Grup teorisi, ¢gaprazlanmis modiiller teorisi ve bulanik altgrup teorisinde iyi bilinen
bir sonugtur ki, abelyenlik, altobjeler i¢in otomatik olarak normalligi getirir. Bu durum,

bulanik altgaprazlanmis modiiller s6z konusu oldugunda da farkli degildir.
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Teorem 4.5. Degismeli ¢aprazlanmis modiiliin her bulanik altcaprazlanmis modiilii nor-

maldir.

Kanit. (7,1), degismeli caprazlanmig modiiliin (7, G, @) bulanik alt¢aprazlanmis modiilii
olsun.
(1) Tanim 2.13'e gére G degismeli oldugundan, her g,h € G i¢in gh = hg, bdylece
Y(gh) = Y(hg) olur. Dolayisiyla p, Teorem 2.4'e gére G'nin degismeli bulanik alt kii-
mesidir.
(i)) (T,G,0)nin degismeliligine gore, her g€ G,t €TicingD>t=t.t(g>t) =
7(t) ve T, Onerme 4.1'e gore ¢aprazlanmis degismeli bulanik alt kiimedir.
(iii) (T, G, @) degismeli oldugundan Y (g) < 1 =1 (tt™1) = 7((g > t)t™1) dir.
(z,¥) < (T, G, 0) olsun. Daha sonra, her g € G i¢in, gt S T ve gip € G bulanik alt kii-
melerini t € T, h € G i¢in asagidaki gibi g6z oniine alirz.

[9:1@®) =1(g> 1)

[ gypl(h) :=¥(ghg™)

Onerme 4.6. Eger (1,9) < (T, G,d) ise, o zaman ayrica her g € G icin (g o, gy) <
(T, G,0) olur.

Kamt. g ; < T ve gy, < G oldugundan
[9:1() A g 1)) =1(g > s)AT(g B t) < ((g B> s)(g P> 1)) = 7(g D> (st))
= [9:1(s0),
ve
[ 9] A [ gy](k) = (ghg™) Ap(gkg™) < ¥(ghg™ gkg™) = [gy](hk)
dir.
(FSMD[ g:](t) = 7(g > ©) <¥(3(g > 1)) = P(gd(D)g™") = [gy](3D).
(FSM2) [g,](h D> t) =t(gD> (hD> 1)) = t((gh) D> ¢)
= 1((ghgg™) > 1) = ((ghg ™) > (g > ©) <¥P(ghg™) At(g > D)
= [gyp](M) A lg:1(t)
dir.
(T,G,0)nin iki bulanik alt¢aprazlanmis modili (z,p) ve (v,v), eger (v,v) =
(gz 9,) olacak sekilde bir g € G varsa, eslenik bulanik alt¢aprazlanmis modiiller olarak

24



adlandirilir. Agikeasi, eslenik bulanik altgaprazlanmis modiiller olmak bir denklik iligki-
sidir, ciinkii (T Y) =1 1,1: ¥), (1Y) = (g v, g7v) ise (v,v) =
(9 v 9y) ve (0,§) = (hgr, hgy) oldugundan (v,v) = (g, gy) Ve (@,§) = (hy, hy)
gerceklesir.

Yardimei Teorem 4.7.t € T,y € G olsun, burada (T, G, ) ¢aprazlanmig bir modiildiir.

O halde (t,y) =2 (T, G, 0), ancak ve ancak tiim a € [0,1] i¢in (74, ¥,) 2 (T, G, 9) ise.

Kanit. Yardimc1 teorem 3.6 dikkate alindiginda sadece normallik konularinin ele alin-
masi yeterlidir.
Eger (7,p) 2 (T, G,0) ve a € [0,1] ise, 0 zaman,
hey, =Y za=Y(ghg™) =z a= ghg™ €Y,
tiim g € G icin, (t,¥) normalligine gére Y < G ve Y(h) = Y(ghg™?) oldugundan,
te,=2>t(t)=2a=>t(gbt)z2a=>gbter,

)=t(@>t)vegeyP, =Yg =a=>t((gbt—1)=a=> (g ot ler,
ve buda (74, ¢,) 2 (T, G, 9) oldugunu gosterir.

Tersine, tim a€ [0,1]i¢in (74,¥,) 2 (T,G,0) olsun. O zaman (74 He) =
(T,G,0) ve ozellikle P, S G olsun. Bu nedenle, her g € G i¢in, h € ¥, oldugundan
ghg™! € Y, olur. Buday(ghg™!) = a = Y (h) oldugunu gosterir.

Ikinci olarak, diyelim ki t € T i¢in 7(t) = b. O zaman tim g € G icin, g > t € 1},
clinkii t € 7, ve (7_b,¥_b) 2 (T,G,0).Budat(g > t) = b = 1(t) anlamina gelir. Son
olarak, belirli bir g € G i¢in Y (g) = c dersek, (7., P.) normalligi g € Y. iletimt € T
icin (g D> t)t™! € 1, anlamma gelir. Boylece (g > t)t™! > ¢ = 1(g) dir. Dolay1-
styla (t,y) 2 (T, G, ) saglanur.

Onerme 4.8. (7,1) =2 (T, G, d) bulanik alt¢aprazlanmis modiiliiniin normali olarak veril-
sin.

) (@*¥=*)2(T,6,0)

(i) (z*y=*)2(T,G,0)

(iii)) (S,H) =2 (T,G,0) < (t|S,Y|H) 2 (S,H)

Kamt. Onerme 3.3'e gore, sadece normallikleri sorgulamak yeterlidir.
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Onerme 2.5'ten ¥, ¥ *< G ve YH 2 H oldugu bilinmektedir.
(i) g € G ve s € T * olsun. O zaman t(s) > 0.(7,¥) 2 (T,G,0),7(g > s) =t(s) > 0,
yanig D> s €T x.

Eger h € Y* vet € T ise, Y(h) > 0 olur ve (7, w)'nun normalligi ile Y (h < t(h D>
t) t~! olur, bu da ((h > t)t™1)"i sifirdan farkli olmaya zorlar ve bu da (h > t)t~! € ¢*
anlamina gelir.
(ii) s € ™ ve g € G verildiginde, normallik geregi 7(g P> s) = 7(s) = 1 olur, bdylece
gl s €1’ olur.
h € u* vet €T olsun. O halde t((h > t)t™) = u(h) = 1, (hD> )t~ 1) € * degerini
Verir.
(iii) 7|S(hD>s) =1(hDs) =1(s) =71|S(s) ve Y|H(h) = P(h) < t((hD> s)s™1) =
7|S((h > s)s™1) oldugu direkt olarak goriiliir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. Normal Bulanik Alt¢caprazlanmis Modiil Modunda Boliimler

Bu boliimde, ¢aprazlanmis modiillerin normal bulanik altcaprazlanmis modiiller ile
boliimiine odaklanilmaktadir.Bu boliim ¢aprazlanmis modiiliin aslinda boliimlerin klasik

anlamlarindan birine izomorfik oldugu net bir ¢caprazlanmis modiildiir.

Teorem 5.1. (T, G, d)'nin normal bulanik alt¢aprazlanmis modiilii (7,1) verilmistir. O

zaman %: = (T / T,G / Y, d) yapisi ¢aprazlanmus bir modiildiir. Burada 0 :T / T—

G / ¥ sir homomorfizmi 0 (tt) = d(t)y ile verilir ve G / Y, T / T lizerinde gy D> t1: =

(g > t)T kurali ile etki eder.

Kamt. (7 *,u*) 2 (T,G,0) Onerme 4. 8 ve normal altcaprazlanmis modiiller igin,

a(tt*) = a(t)yY* ve gyp* > tt* = (g > t)7* ile tanimlanan @ ve > kurallarinm iyi ta-
nimli oldugu ve (T / ™G / Y*, 0) 'y1 gaprazlanmis bir modiile doniistiirdiigii bilinmekte-

dir (Ovchinnikov, 1998).

Ayrica Onerme 2.7 (iii)'ye gore, t;T = t,T €= tHT° = t,7* ve g1y = g3 &=

g1¥* = g,¥*. Bunlarin sonucunda (T / T,G / u , 0)caprazlanmis bir modiildiir.

Teorem 5.1'in ispat1 dikkate alindiginda, ayn1 gosterimler altinda asagidaki sonug

acikea ortaya cikar.

Sonug 5.2. Eger (t,y) 2 (T,G,0) ise, o zaman (T/‘L', G/u,g) ve (T/T*, G/l/)*, d)

izomorfik ¢aprazlanmis modiillerdir.
Onerme 5.3. Eger (1,9) 2 (T, G, d) ise, o zaman ('7,1)") < (T/T, G/l/) ,0) dir.

Kamt. Teorem 2.8 (iv), ‘T ve Y 'nun iyi tanimli oldugunu ve ayrica normal bulanik alt

gruplar oldugunu ima eder.
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T(tr) = T(t) < P(At) = P@(OY) = YA(tP)) ve T'(gy > tr) = T((g > t)7) =
(g P> t) = Y(g) AT(t) = Y(gy) A T'(tT) olduguna dikkat ederek (‘z, u") bulanik alt-
caprazlanmig bir modiil oldugunu gézlemleriz.

Y g G/l/) ile ¥, degismeli bir bulanik alt kiimedir ve t(gy D> tre) = t((g D> t)T =
(g D> t) = 7(t) = "t(tr)) (7,9) normalligine gore. Dolayisiyla’t degismeli ¢aprazlan-
mis olur. Son olarak, Y (gy) =yY(g) <t((g> Ot =1(((g>t)t 1) =
((gy D tre) o (tr)™1) dir.
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4.2. Normal Altcaprazlanmis Modiil Modunda Bulanik Boliimler

Boliim 5'teki yaklagimin aksine, burada normal bir bulanik alt¢aprazlanmis modiil
yerine klasik anlamda normal bir alt¢aprazlanmis modiil ile bir boliim ele alinmaktadir.
Ancak, bu kez, baslangigta verilen ¢aprazlanmis modiiliin bulanik bir alt¢aprazlanmis

modiilii araciligiyla bu boliim i¢in bir bulanik alt¢aprazlanmis modiil saglanir.

Teorem 6.1. (z,y) < (T,G,09) ve (S,H) 2 (T, G, 0) ise, 0 zaman bir de
(#,Y) < (T / S,G / H,d) vardir.

Kamt. Teorem 2.9'dan 7 < T / Sve) <G / H oldugu bilinmektedir.

FSM1) Eger r,t € T igin r € tS§ ise, bazi s € S i¢in r = ts olur. d bir homomorfizm ol-
dugundan ve d(S) € H oldugundan, bu dr € d(t)H anlamina gelir. Boylece,
T(tS) = V{z(r):r € tS}
< V{y(@r):r € tS}
< V{y((k):k € d(t)H}
=P(a(t)H)
=1(0(tS)).
FSM2) Benzer sekilde, V{a;:i € I} A W{b;:j € J} = V{a; Ab;: (i,j) €I X ]} esitligi
[0, 1] kafesinde tutuldugundan, her g € G ve t € T igin
P(gH) NE(tS) = V{(k):k € gH} AV{t(r):T € tS}
= V{(k) At(r): (k) € (gH) X (t5)}
< V{z(kD>r): (k1) € (gH) X (tS)}
SV{r(kDr):kDre(gbt)S}
<V{t(q):q e (g > t)S}
=((g > 1)S)
= T(gH > tS)
olur ve bu (k,r) € (gH) X (tS)k D> r € (g D> t)S anlamina gelir.
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5. SONUC VE ONERILER

Caprazlanmis modiiller, gruplarin bir genellemesi olarak ilk kez bulanik mantik
cergevesinde ele alinmis ve bu baglamda bulanik alt¢aprazlanmis modiil kavrami tanim-
lanmistir. Bu yeni yapilarin, klasik ¢aprazlanmig modiiller ve bulanik altgruplarla olan
iliskileri arastirilmis; normallik kosullar1 tartisilmis ve boliim nesneleri ¢esitli yonlerden
incelenmistir. Elde edilen sonuglar hem grup teorisine hem de bulanik mantigin matema-
tiksel uygulamalarina katki saglamaktadir.

Bulanik alt¢aprazlanmis modiillerin tanimi ve temel 6zelliklerinin incelenmesi,
grup teorisi ile bulanik matematik arasindaki kesisim noktasinda yeni bir bakis agis1 sun-
makta ve bu alanda bir¢ok yeni arastirma olanagi dogurmaktadir. Bu yapilar, bulanik grup
teorisinin temel kavramlarinin ¢aprazlanmis modiil teorisine nasil uyarlanabilecegini gos-
termekte; ayrica bu uyarlamalari nasil gelistirilebilecegine dair bir ¢ergeve sunmaktadir.
Ozellikle normal bulanik altcaprazlanmis modiillerin tanimi ve bu yapilarin bdliim nes-
neleri lizerine yapilan ¢alismalar, teorinin cebirsel tutarlihigini ve genis bir kuramsal ger-
cevede uygulanabilirligini desteklemektedir. Bu baglamda elde edilen bulgular, bulanik
altcaprazlanmis modiil teorisinin temellerini olusturmakta ve alandaki gelecekteki aras-
tirmalar i¢in bir yon haritasi ¢izmektedir.

Bu sonuglar, bulanik mantigin ¢aprazlanmig modiil teorisine nasil entegre edilebi-
lecegini ortaya koyarak, yeni arastirma ve uygulama alanlarina isaret etmektedir. Bu kap-
samda, bulanik altcaprazlanmis modiillerin hem diger cebirsel yapilara ve genellemelere
uygulanmas1 hem de potansiyel gercek diinya uygulamalartyla iliskilendirilmesi 6ngoriil-

mektedir.
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