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Belirtisiz kiimelerin cebire uygulanmasiyla ilgili olarak yapilan bu tez
caligmasinda, ilk olarak belirtisiz kiimelerle ilgili genel bilginin yanisira, belirtisiz
esitlik, belirtisiz fonksiyon, bulanik ikili iglem, bulanik grup, bulanik altgrup ve bu-
lanik homomorfizm (Demirci 1999-a, 1999-b) tamimlarina yer verilmigtir. Ayrica,
belirtisiz egitliklerle ilgili cegitli ozellikler belirlenmis ve bulanik yarigruplarda

genellegmis birlesme 6zelligiyle ilgili bazi sonuglar elde edilmigtir.

Daha sonra, Demirci’nin bulanik altgrup taniminin bir genellegtirilmigi olan, yeni
bir bulanik altgrup tanimi verilmis ve tanima gére Demirci’nin (1999-b) bulanik
altgruplarla ilgili olarak ifade ettigi teorem, 6nerme ve sonuglarin genellegtirilmig
bigimdeki ifadelerinin elde edilebildigi belirlenmigtir. Bunlarin yanisira, bulanik
normal altgrup, bulanik halka, bulanik althalka, bulamk ideal, bulanik asal ideal,
bulanik maksimal ideal, bulanik cisim, bulanik tamlik bolgesi, bulanik izomorfizm

kavramlarinin tanimlar: yapilmig ve bunlarin sahip oldugu ézellikler incelenmigtir.
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In this thesis work about applications of fuzzy sets on algebra, first a general
information about fuzzy sets and then the concepts of fuzzy equality, fuzzy function,
vague binary operation, vague group, vague subgroup and vague homomorphism
(Demirci 1999-a , 1999-b) are given.

In the following chapters, a new concept of vague subgroup is introduced by using
the definition of vague group, and some fundamental properties of this vague sub-
group are investigated. Furthermore, the concepts of vague normal subgroup, vague
ring, vague subring, vague ideal, vague prime ideal, vague maximal ideal, vague
field, vague integer domain, vague isomorphism are defined and some fundamental

properties of these concepts are investigated.
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ONSOZ

Bilgisayar bilgiyi yalmzca “dogru” ya da “yanhg” olarak algilayip bir ve sifirdan
olusan degerler halinde iglem yapar. Insansa, bilgisayarin tersine, kismi dogrular ya
da yanlhglar tizerinden duyularim ve tecriibelerini kullanarak iglemi gerceklestirir.
Bilgisayar igin sicak ya da soguk vardir ama insan icin soguk, serin, normal, ilik
ya da sicak olabilir. Bilgisayarin sicak ve soguktan farkh olrak serin kavramini da
tanimlayabilmesi i¢in belirtisiz mantik kullanilir. Belirtisiz mantik bilgisayarin insan

gibi davranmasini ve “akilli” olmasini saglar (Demirel 1999).

Belirtisiz kiime teorisi, Zadeh (1965) tarafindan ortaya atilmg, 1965’ten bu yana
da Zadeh ve ¢ok sayida aragtirmaci tarafindan geligtirilmekte ve pek ¢ok bilimsel
alanda uygulanmaya calisilmaktadir.

Konusu, “Bulanik Cebirsel Yapilar Uzerine” olan bu tez ¢aligmasinda da, belirti-
siz kiimelerin cebire uygulanmas: incelenmekte ve bolimlere gore agagidaki kavram-

lara yer verilmektedir.

Birinci béliimde, belirtisiz kiimeler hakkinda genel bilgi verilmis, ardindan da
belirtisiz denklik bagintisi, belirtisiz esitlik ve belirtisiz fonksiyon kavramlarinimn

tamumlari verilerek, bunlarin sagladigi 6zellikler incelenmigtir.

Ikinci boliimde, Demircinin tammladigr bulanik grup, bulanik altgrup, bulamik
homomorfizmin tanimina ve bunlarin sahip oldugu o6zelliklere, ispatsiz olarak, yer
verilmigtir. Ayrica, bu boliimde Demirci’nin (1999-b) verdigi bulanik altgrubun bir
genellegtirilmigi olan yeni bir bulamk altgrup tanimi yapilmig, sagladigs 6zellikler

incelenmig ve bu tamm araciligiyla da bulanik normal altgruplar olugturulmustur.

Ugiincii bolimde de, bulanik halka, bulanik ideal, bulanik cisim, bulantk tamhk
bolgesi kavramlarinin tanimlari yapilmig ve bu tamimlar araciligiyla elde edilen gesitli

teorem, 6nerme ve sonuglarin ifade ispatlarina yer verilmigtir.

Doérdiincii bolimde ise, bulanik gruplarin bir kategori olugturdugu ve bulamk
altgruplarin bunun bir altkategorisi oldugu elde edilmigtir. Ayrica, gruplar kategorisi
ve bulanik gruplar kategorisi gesitli yonleriyle kargilagtirilmigtir.
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1. GIRIS

Belirtisiz kiime (fuzzy set) kavram ilk olarak L. Zadeh (1965) tarafindan ortaya
atilmig, daha sonra da Rosenfeld (1971), klasik bir gruptan yararlanarak, belirtisiz
altgrup kavramim tanimlamigtir. Daha sonra bu tanim baz alinarak diger belirti-
siz cebirsel yapilarin (belirtisiz normal altgrup, belirtisiz halka, belirtisiz ideal v.b.)
bazi tanimlarn verilmis, 6zellikleri incelenmigtir. Hatta glinimiizde bile bu tanimdan
yararlanilarak yeni tanimlar yapilip 6zellikleri incelenmektedir. Demirci de (1999-a,
1999-b), klasik bir ikili iglem yerine bulanik bir ikili iglem kullanarak, bulanik grup
(vague group), bulamk altgrup, bulanik homomorfizm kavramlarinin tanimlarim
yaprmg ve bu tamimlarin klasikteki tamimlardan farkli ve benzer ozelliklerini in-

celemigtir.

Bu tez caligmasinda da, klasik cebirdeki baz1 kavramlar, bulanik grubun tamm
ve Ozelliklerinden yararlanilarak genigletilmig ve ayrica, yapilan tanimlarin klasik

cebirdeki tamimlardan farkli ve benzer olan 6zellikleri ¢esitli yonleriyle incelenmistir.

(Caligmalarimuz sirasinda elde edilen sonuglardan bazilart XV. Ulusal Matematik
Sempozyumu’nda (Sezer 2002) ve Akdeniz Universitesi Matematik Boliimii Semi-
nerlerinde sunulmugtur. Ayrica, bu sonuglardan bazilarinin uluslararas: dergilere

gonderilmesi igin ¢aligmalara baglanmigtir.

1.1. Belirtisiz Kiimeler

Bu bélimde belirtisiz kiime kavraminin ne oldugu agiklanacak ve belirti-
siz kimelerle ilgili baz1 temel ozelliklere yer verilecektir. Bu calisma boyunca
“X bir kiime” dendigi zaman; X ’in bog kiimeden farkli bir klasik kiime oldugu
anlagilacaktir.

Tanim 1.1.1 X bir kiime; A, X ’in bir altkiimesi olmak tizere

1, z€A

pa: X —{0,1}, pa(z) ::{
0, z¢A

seklinde tamimh p4 fonksiyonuna A ’nin iyelik (karakteristik) fonksiyonu denir.

1



Tammindan da anlagilacagy lizere A ’nin tiyelik fonksiyonu; A ’ya ait olan veya
olmayan # € X Ogelerinin A ’ya ait olmasin derecelendirmektedir. Yani, x € X
i¢in pa(z) = 1 olmas: z ’in A ’ya kesin olarak ait oldugunu ve p4(z) = 0 olmas: ise,

z ’in A ’ya kesin olarak ait olmadigin gosterir.

Giinliik hayatta bazen belirsiz tamiml ifadelerle karsilagilabilir ve bu nedenle
bir objenin bu ifadeleri saglayip saglamadigina karar vermekte giiclik cekilebilir.

f)rneéin;
A:={n : n, 2’den biiyik veya egit bir dogal say1},
B:={m : m, 2 'den ¢ok biytk bir dogal say1}

olarak tamimlandiginda; verilen herhangi bir dogal sayinin A kiimesine ait olup ol-
madigina kesin olarak karar verilebilir olmasina ragmen, bu sayinin B ’ye ait olup
olmadig hakkinda kesin olarak bir karar verilemez. Bu durumda, verilen sayinin B
’ye kesin olarak ait olup olmamasi yerine bu sayinin B ’ye belirli bir dereceyle ait
olmasim belirtmek insani sezgimiz agisindan ¢ok daha uygundur. Bu diiglinceden

hareketle, agagida tanimlanan, belirtisiz kiime kavrami ortaya gikmigtir:

Tamim 1.1.2 (Zadeh 1965) X bir kiime olmak tizere, X tizerindeki bir A belirtisiz
(fuzzy) kiimesi g4 : X — [0, 1] fonksiyonu ile karakterize edilir.

Verilen herhangi bir z € X i¢in pa(z) € [0,1] reel sayis1 z ’in A ’ya ait olma
derecesini gosterir. pa(z) = 1 ise z, A ’ya kesin olarak aittir, p4(z) = 0 ise z, A4
’ya kesin olarak ait degildir, u4(z) € (0,1) ise, = ’in A ’ya kesin olarak ait olup
olmadigindan bahsedilemez fakat  ’in A ’ya p4(z) derecesiyle ait oldugu sGylenir.

Yukaridaki tanimdan da anlagilacagi tizere, herhangi bir klasik kiime bir belirtisiz
kiime olarak da diigtinilebilir.

Zadeh anlaminda bir belirtisiz kimenin ifadesi agagidaki gibidir. Eger X
sayilabilir bir kime; A, X {izerinde bir belirtisiz kiime ise;

A= 3’5 qu(;w) - uA:Eiﬂ) + :»Aag:z) ...+ qug:nz +.0.= X palzi)

=1 z;€X o

bigiminde, X sayilamaz bir kiime ise de A belirtisiz kiimesi 4 = [y 242} biciminde
ifade edilir. (Burada, toplam ve integral igareti sembolik olarak kullanilmaktadir.)
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Tamim 1.1.3 (Zadeh 1965) X bir kiime; A ve B, X izerinde belirtisiz kiimeler

olsun.

a ) Eger, her z € X i¢in pa(z) < pp(z) ise, A, B 'nin bir belirtisiz altkiimesidir

denir ve A C B ile gosterilir.

b ) A ve B ’nin kesigimi A N B ile gosterilir ve panp(z) := min{pa(z), us(z)}

olarak tanimlanir.

¢ ) A ve B ’nin birlegimi A U B ile gosterilir ve psup(z) = maz{pa(z), ps(z)}

olarak tanimlanir.
d ) A ’nin timleyeni A° ile gosterilir ve pac(z) := 1 — pa(z) olarak tanimlanir.

e ) X ve 0 belirtisiz kiimeleri, sirasiyla, her £ € X icin pa(z) =1 ve pa(z) =0

ile tamimlanir.

Klasik kiimelerin 6zel tiir belirtisiz kiimeler olarak diigtinilebilmesinden dolayi,
yukarida tanimlanan altkime, kesigim, birlegim ve tiimleyen kavramlarinin klasikteki

tanimlarla uyugtugu kolayca gorilebilir.

Ornek 1.1.4 X = {a,b,¢c,d,e, f},

03 1 0.7 1 04 06 0.
A= —+—-4+— ve B=——+——-+—-—+——5~
c d a b d e

olsun. Bu durumda, ANB , AUB , AN A° ve BU B¢ belirtisiz kiimeleri agagidaki
gibi belirlenir:

AﬂB:%+o—é§+%+Q§+g+%:%§+0£
AUB =+ 5+ {45 +%,
Ty T )

BUB =149841400 40511 00400x,

w



Eger, yukarnidaki A ve B kiimeleri klasik kiimeler olsaydi A N A° = @ ve
B U B° = X olarak bulunacakti. Bu da, belirtisiz kiimeler teorisinin klasik
kiimeler teorisini igerdigini, fakat klasik kiimeler teorisindeki tiim ozelliklerin be-
lirtisiz kiimeler teorisinde gegerli olmadigini géstermektedir. Belirtisiz kiimelerin

sagladig: baz ozelliklere agagida ispatsiz olarak yer verilmigtir:
Teorem 1.1.5 (Dubois ve Prade 1980) X bir kiime ve A , B ve ', X iizerinde
belirtisiz kiimeler olsunlar. Bu duumda agagidaki egitlikler saglanir:
a) AUB=BUA,ANB=BnNA, (Degisme Ozelligi)
b)AU(BUC) = (AUB)UC , AN(BNC) = (ANB)NC , (Birlesme Ozelligi)
c)AUA=A,ANA= A, (Idempotentlik)
d)AU(BNC)=(AUB)N(AUC),An(BUC)=(ANB)U(ANC),
e) AU(ANB)=A,AN(AUB)=A,
f)(AUB) = A°"NB°, (AN B)° = A°U B° , (De Morgan Ozelligi)
g)(A)y=4,
h) (A°UB)N(AUB)=(A°NB°)U(AN B),
i)(A°NB)UANBY)=(A°UB)N(AUB),
J)ANG=0,AUuX =X,
k)Aub=A,ANnX =4,

1 ) A bir klasik kiime ise, AN A° =0, AU A° = X olur. A bir belirtisiz kiime
ise, ANA°#0 , AU A° # X olabilir.

1.2. Belirtisiz Denklik Bagintilar:

X ve Y birer kiime olmak tizere, X X Y ’nin herhangi bir altkiimesine X ’ten Y

’ye bir bagintidir denir. Bu tanimin bir benzeri de belirtisiz kiimeler igin verilebilir:
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Tanim 1.2.1 (Zadeh 1965) X; , X2 , ..., X, bos kiimeden farkl: klasik kiimeler
ve Ay, Ay, ..., A, sirasiyla X; , X5 , ..., X, lizerinde belirtisiz kiimeler olsunlar.
Ay, Ay, ..., A, belirtisiz kiimelerinin A; X Az X ... X A, seklinde gosterilen
kartezyen carpimi, X; X Xp X ... X X, klasik kiimesinin bir belirtisiz kiimesidir ve

her (z1,Z2,...,2s) € X1 X X2 X ... X X}, i¢in

KA xay x...xAn((fDl,xz, sy xn)) = mi"{#Al (‘731)7 KAy (3;2)7 ERRY 7. P8 (mn)}

olarak tanimlanir.

Tanim 1.2.2 (Zadeh 1965) X x Y tizerinde bir R belirtisiz kiimesine X ’ten Y ’ye
bir belirtisiz bagint1 denir. R, X ’ten Y ’ye bir belirtisiz baginti vex € X, y € Y

icin pr(z,y) = a ise z, y ’ye a derecesiyle baglidir denir.

Klasik denklik bagintisina benzer olarak belirtisiz denklik bagintisimin bir tanimi

da agagidaki gibi verilebilir:

Tanim 1.2.3 (Zadeh 1965) X bir kiime olmak tizere, R, X x X iizerinde bir belir-

tisiz bagint1 olsun. Eger her z,y,2z € X i¢in
1) pr(z,z) =1 (Yansima) ,
2) pr(z,y) = pr(y, ©) (Simetri) ,
3 ) min{un(z,y), kr(y, 2)} < pr(z, z) (Gegigme)

kogullar1 saglamyorsa, R belirtisiz kimesi X tzerinde bir belirtisiz denklik

bagintisidir denir.

X tizerindeki bir belirtisiz denklik bagintisina X ’in elemanlar1 arasinda bir be-
lirtisiz benzerlik bagintist da denir. R, X iizerinde bir belirtisiz denklik (benzerlik)
bagintis1 olmak tizere; z,y € X i¢in pp(z,y) reel sayisina z ’in y ’ye denk (ben-
zer) olma derecesi denir. Ayrica, z € X i¢in z ’in R ’ye gore belirtisiz denklik
siufi R[z] geklinde gosterilen X {izerinde bir belirtisiz kiimedir ve her z € X igin

prz1(2) == pr(z, 2) olarak tanimlamr.



1.3. Belirtisiz Egitlik ve Belirtisiz Fonksiyonlar

Tanim 1.3.1 (Demirci 1999-b) X bir kiime olsun. Eger Ex : X x X — [0,1]
fonksiyonu i¢in x,y,z € X olmak tzere,

I)EX($7y)=1¢=>m=y7
2 ) Ex(.’t,y) = Ex(y,.??) ’
3 ) min{Ex(z,y), Ex(y,2)} < Ex(z,?)

kogullar1 saglaniyorsa Ex fonksiyonuna X iizerinde bir belirtisiz egitliktir denir, ve

z,y € X icin Ex(z,y) degerine z ’in y ’ye egit olma derecesi adi verilir.

Bundan sonraki gosterimlerimizde “Ex bir belirtisiz egitlik olsun” denildiginde,
“Ex ’in X iizerinde bir belirtisiz egitlik oldugu” anlagilacaktir. Ayrica, A ve V
notasyonlari, sirasiyla, reel sayilardaki minimum ve maksimum iglemleri yerine kul-
lanilacaktar.

1, z=y
0, z#y

olarak tanimlandiginda X ’in elemanlar: tizerinde tanimlanan klasik egitlik fonksi-

Eger, Ey : X x X — [0, 1] fonksiyonu E%(z,y) := {

yonunun X tzerinde bir belirtisiz egitlik oldugu kolayca goriilebilir. Bu fonksiyona,
X tzerindeki klasik belirtisiz egitlik de denir.

Tanim 1.3.2 (Demirci 1999-b) X ve Y iki klasik kiime, Ex ve Ey sirasiyla X ve
Y tzerinde belirtisiz egitlikler olsunlar. Eger 6, X X Y iizerinde
F.1 ) Her z € X i¢in 6yle bir y € Y vardir ki, ps(z,y) > 0
F.2 ) Her z;,25 € X ve her 41,y € Y igin
ps(z1, Y1) A ps(z2,¥2) A Ex(21,22) < By (y1,92)

kosullarin saglayan bir belirtisiz kiime ise, 6 ’ya Ex ve Ey belirtisiz egitliklerine
gore X ’ten Y ’ye bir belirtisiz fonksiyondur denir ve 6 : X ~» Y ile gosterilir. Eger

ek olarak, 6 belirtisiz fonksiyonu



F.3 ) Her z € X icin 6yle bir y € Y vardir ki, us(z,y) =1

kogulunu da sagliyorsa 6 ’ya X "ten Y ’ye bir kuvvetli (strong) belirtisiz fonksiyondur

denir.

Ex = Ey , By = E§ ve pus(X x Y) C {0,1} olarak secilirse, belirtisiz & fonksi-
yonu bire-bir olarak bir klasik fonksiyona kargilik gelir ve bu tiir fonksiyonlara klasik

fonksiyon adi verilir.

Agagidaki orpekten de anlagilacagy gibi, klasik bir fonksiyondan yararlamilarak

sonsuz ¢oklukta kuvvetli belirtisiz fonksiyon tanimlanabilir:

Ornek 1.8.3 X ve Y klasik kiimeler, f : X—Y klasik bir fonksiyon olsun. Bu
durumda, a, 3,7 € IR reel sayilar oyle ki, 0 < a < 8 < v < 1 olmak lizere
1 y T3 = T2

EXiXXX——)[O,ll 5 EX($1,$2) =
Y 3;17&332

Ey:Y xY —[0,1] , Ey(yi,y2) :2{1 » Y1 =192
18 3 yl%y2

ps: X xY—3[0,1] , ps(z,y) :={ 1, flz)=y
a , flz)#y

tammlandiginda, F; ve F5 (dolayisiyla (F})) kogullan saglandig i¢in 8, X ten Y ’ye

bir kuvvetli belirtisiz fonksiyondur.



2. BULANIK GRUPLAR

Zadeh (1965) tarafindan “belirtisiz kiime” kavrami olugturulduktan sonra, bu
yeni kavramin matematigin diger dallarina (cebir, topoloji, analiz v.b.) nasil
uygulanabilecegi sorusu tizerinde diigliniilmiigtiir. Bu tezin konusu “Bulanik Ce-
birsel Yapilar Uzerine” oldugu icin, bu cahgmada belirtisiz kiime kavramindan
yararlanilarak cebirsel yapilarin nasil olugturulabilecegi ve ne gibi sonuglar elde

edilebilecegi sorusu cevaplandirilmaya ¢ahsgilacaktir.

2.1. Bulanik Gruplarin Tanimi ve Bazi Temel Ozellikleri

Cebirde en 6nemli kavramlardan birisi de grup kavramidir. Bu kavramin belirtisiz

kiimelerdeki ilk tamimlarindan birisi Rosenfeld tarafindan agagidaki gibi verilmigtir:

Tanim 2.1.1 (Rosenfeld 1971) < G,. > bir grup, g : G — [0, 1] fonksiyonu her
z,y € G igin

plzy) > min{ p(z), ply) } ve p(z)=p™")

ise, p ’ye G ’nin bir belirtisiz altgrubudur (fuzzy subgroup) denir.

Daha sonra bu tanim baz alinarak diger belirtisiz cebirsel yapilarin (belirtisiz nor-
mal altgrup, belirtisiz halka, belirtisiz ideal v.b.) bazi tamimlar: verilmig, 6zellikleri
incelenmigtir. Hatta gintimiizde bile bu tanimdan yararlanilarak yeni yeni tanimlar
yapilip 6zellikleri incelenmektedir. (Belirtisiz gruplarla ilgili olarak; Akgil (1988),
Anthony ve Sherwood (1979); belirtisiz altgruplarla ilgili olarak Kim (1997), Bhat-
tacharya (1987), Sherwood (1983), Zhang (2001); diizey altgruplariyla ilgili olarak
Das (1981), Ray (1992) ve belirtisiz ideallerle ilgili olarak da Kumar ’in (1992)
caligmalar: bulunmaktadir.)

Yukaridaki tamimdan da anlagilacag: gibi, Rosenfeld (1971) yaprug oldugu belir-
tisiz altgrup tamiminda klasik bir ikili iglemden yararlanmigtir. Demirci de “klasik

bir ikili iglem” yerine, belirtisiz egitlik ve belirtisiz fonksiyonlar (1999-a) yardimiyla,
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bulanik ikili iglem (vague binary operation) adim verdigi bir belirtisiz ikili iglem
tanimlayarak, klasik bir kiime tizerinde “bulanik grup (vague group)” (1999-b) adim
verdigi bir grup yapisi olugturmustur. Ayrica, Demirci ve Goker (2002) bu konudaki

baz1 temel 6zellikleri ve 6rnekleri veren bir caligma daha yapmiglardir.

Asgagida, bulanik ikili iglem, bulanik kapalilik ve gegiglilik kavramlarinin tanimina

yer verilmektedir:

Tamim 2.1.2 i )(Demirci 1999-b , 2002) &, X iizerinde Exxx ve Ex Dbelirtisiz
egitliklerine gore bir kuvvetli belirtisiz fonksiyon ise, 6 ’ya Exxx ve Ex ’e gore X
tizerinde bir bulanik ikili iglemdir denir ve < X, 0, Ex«x, Ex > ile sembolize edilir.
(Bir kiime tzerinde bir veya daha fazla bulanik ikili iglem tanimlanmis ise, bu ikili

iglemlerle birlikte bu kiimeye bir bulanik cebirsel yapidir denir.)

ii ) 6, X tizerinde bir bulanik ikili iglem; A, X ’in klasik bir altkiimesi olsun.
Eger, her a,b € A ve her ¢ € X i¢in pz(a,b,c) = 1 oldugunda ¢ € A oluyorsa A ’ya
6 iglemine gore bulanik kapalidir denir.

iii ) Her a,b,¢,d € X igin ps(a,d,¢) A Ex(c,d). < ps(a,b,d) ise, 6 bulamk ikili
iglemi birinci girdide gegiglidir denir.

iv ) Her a,b,¢,d € X i¢in ps(a,b,¢c) A Ex(b,d) < ps(a,d,c) ise, 5 bulanik ikili
iglemi ikinci girdide geciglidir denir.

v ) Her a,b,¢,d € X igin ps(a,b,c) A Ex(a,d) < ps(d,b,c) ise, & bulanik ikili
iglemi tglincl girdide gegiglidir denir. Eger, 6 tiglincii girdide gegigli ise, 6 bulamk

ikili iglemi Ex ’e gore genigleyebilirdir de denir.
vi ) Her a,b,c,a’,b' € X icin
ps(a, b, c)AExxx((a,b), (a', b)) < ps(a’,¥',¢)
ise, © bulamk ikili iglemi Ex«x ’e gore genigleyebilirdir denir.
Kolayca goriilebilecegi gibi, X tizerindeki her 6 : X x X ~» X klasik fonksiyonu

E%.x ve E% ’e gore bir bulanik ikili iglemdir ve bu bulanik ikili iglem hem birinci

hem ikinci hem de t¢iinci girdide gegiglidir.
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Agagida, bu ¢aligmanin temelini olugturan “bulanik grup” kavraminin tammi yer

almaktadir:
Tanmim 2.1.3 (Demirci 1999-b) G bir kiime ve 6, G lizerinde bir bulanik ikili iglem
olsun. Bu durumda,
i) (BG.1) Va,b,c,d,m,q,w € G igin
ps(b, c,d) A ps(a, d,m) A ps(a,b, q) A ps(g, c,w) < Eg(m,w)
ise, < G, 0, Egxa, Eg > bir bulanik yarigruptur (vague semigroup) denir.
ii ) < G, 8, Egxa, Eg > bir bulanik yarigrup ve

(BG.2) Va € G igin ps(e,a,a) A ps(a,e,a) = 1 olacak gekilde bir e € G birim

eleman varsa, < G, 9, Egxa, Eg > bir bulanik monoiddir denir.
iii ) < G, 9, Egxg, Eg > bir bulanik monoid ve

(BG.3) Ve € G ’nin ps(a™,a,€) A ps(a,a™t, e) = 1 olacak sekilde bir a=! € G

ters elemam varsa, < G, 5, Egxq, Eg > bir bulanik gruptur (vague group) denir.
iv ) < G, 8, Egxa, Eg > bir bulanik grup ve
(BG.4) Va,b,m,w € G igin
ps(a,bym) A ps(b,a,w) < Eg(m,w)
ise, < G, 6, Egxa, Eg > bir abelyen bulanik gruptur (abelian vague group) denir.
Bundan sonraki gosterimlerde “< (,6 > bir bulamik gruptur” denildiginde,

Egxa ve Eg sirasiyla G x G ve G tizerinde taniml belirtisiz egitlikler olmak tizere,

“< @, 0, Egxa, Fg > bulanik grubu” anlagilacaktir.

Eger, 6 iglemi Eg, o ve Eg klasik belirtisiz esitliklerine gore, ps(G x G x G) C
{0,1} olan bir bulamk ikili iglem ise, < G,8 > bulank grubu klasik durumdaki bir
gruba bire-bir olarak kargilik gelir. Bu bulanik gruba bazen klasik grup da denir.

Agagidaki ornek ile, verilen bir < G, 0 > klasik grubundan yararlanilarak sonsuz
sayida bulantk grubun tanimlanabilecegi goriilmektedir:
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Ornek 2.1.4 (Demirci 1999-b) < G,o > bir klasik grup, o, 3,7 € IR sabit reel
sayilar oyle ki, 0 < a < 8 <~v< 1. Ayrica,

l , z=y
E¢:GxG—[0,1] , Eg(a:,y)::{

v, TFy
Eoxg : (G x Q) x (G xG) — [0,1],

1, (zy) =(sw)

Eexc((z,y), (z,w)) :=
el () {ﬁ , (2.9) # (zw)

1 , z==zo0y

3:GXxG~G ’ ﬂﬁ(ma:‘hz)::
a , z#zoy

olsun. Kolayca goriilebilecegi gibi < G,6 > bir bulanik yarigruptur; ayrica < G, 6 >
‘nin birim eleman < G, 0 > ’nun birim elemam ve < G,5 > ’daki bir ¢ elemaninin
tersi < (,0 > ’daki a elemanmnin tersiyle aymidir. Boylece, < G,6 > bir bulanik
gruptur. Ayrica, < (G,0 > degismeli ise < G,6 > da degigmelidir. Eger, o = 8=«
ise, 0; hem birinci hem ikinci hem de tgiinci girdide gegiglidir; eger, a < v ise de

pe birinci, ne ikinci ne de tigiinci girdide gegiglidir.

Onerme 2.1.5 (Demirci 1999-b) < G, > bir bulanik grup olsun. Bu durumda
< G, 0 > bir klasik grup olacak gekilde G tzerinde bir o ikili iglemi vardir.
Onerme 2.1.5 ’de sézii edilen 0 : G x G—s@ ikili iglemi
aob:=c > pus(a,b,c)=1

olarak tanimlanmaktadir. Burada elde edilen < G,0 > grubuna < G,6 > ’min
indirgenmig klasik grubu adi verilir. Bundan sonraki gosterimlerde, bir < G,6 >
bulanik grubunun indirgenmig klasik grubu < G, o > ile sembolize edilecektir.

Ayrica, bu ¢aligmada sik¢a kullanilacak olan, @, b, ¢ € G igin pz(a, b, ¢) < Eg(c, a0
b) esitsizliginin saglanacag agiktir. Gilinkid, (F-2) 6zelligi geregince

"‘5(“7 b7 C) = uS(aa b7 C)A,u?)(aa b7 ao b)AEGxG((a7 b)7 (a7 b)) < EG’(C1 ao b)
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olmahdir.

< G,5 > bir bulanik yangrup ise, (Demirci 2002) ’deki Teorem 5.10.(ii)
geregince, < G,0 > bir yarigruptur. Agagidaki 6nerme ve (Demirci 2002) ’deki
Teorem 6.1, bu ifadenin tersinin hangi kogullar altinda dogru olacagi konusunda

bilgi vermektedir.

Onerme 2.1.6 6, G tizerinde ikinci ve tiginci girdide gegigli bir bulanik ikili iglem

ve < (G, 0 > bir yarigrup ise, < G,6 > bir bulanik yarigruptur.

Ispat: Va,b,c,d,m,w,q € Gi¢in ao (boc) = (aob)oc ve 5 ikinci ve liglinci girdide

gecisgli oldugundan,
ps(b,c,d) A ps(a,d,m)Aps(a,b,q)Aps(g, ¢, w)
< Eg(boc,d)Aps(a,d, m)AEg(a o b, q)Aus(g,c, w)
< ps(e,boc,m)Aps(aob, c,w)
< Eg(ao(boc),m)AEg((aob)oc,w)
< Eg(m,w)

egitsizligi saglanir. Bu nedenle, < G, 6 > bir bulanik yanigruptur. 0O

0, G tzerinde ikinci ve tgiinci girdide gegigli olmayan bir bulanik ikili iglem ve
< G,0 > bir yangrup ise, < G,6 > bir bulanik yarigrup olmayabilir. Bu durum
agagidaki 6rnek ile daha iyi anlagilacaktir:

Ornek 2.1.7 G := {1,2,3}, Egxa := E&.g ve i ler tablodaki satirlari, 7 ’ler de

tablodaki stitunlar1 taramak iizere,

Ee(i,j) | 1|23 ps(l,6,5) 1 1123
1 154 1 154
2 |[5]1]4 2 5] 1.4
3 |[4]4]1 3 441
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w@i) | 1]2] 38| |w@ig| 1 |2]3
1 3111 .2 1 3.3 1
2 df.1] 1 2 1 [.157 .1
3 1].11.15 3 d51 1 | .15
olsun. Bu durumda
ofl 1

212
33

—
U

o N N

N | =Wl

olarak elde edilir. Burada, 6 'nin G iizerinde bir bulanik ikili iglem oldugu ve
< (G, 0 > 'nun bir yarigrup oldugu, biraz hesaplamayla, kolayca gorilebilir. Diger
yandan,

ps(2,1,2)AEq(1,2) = IN5 = 54 45(2,2,2) = .1

ve
ps(1,1,1)AEg(1,2) = 1A5 = 5K ps(2,1,1) = .3

oldugundan &, ¢ iizerinde ikinci ve tginci girdide gegigli degildir. Ayrica,
ps(1,2, DAps(1, 1, 1)Aps(1,1,2)Aps(2,2,3) = 5L Ee(1,3) = 4

oldugundan < G, & > bir bulanik yarigrup olamaz.

< G, * > bir klasik grup ise, her a,b,¢,d € G igin a*b = axd<=b=d ve axb =
d * b<=ra = d ’dir (Karakag 1998). Bulamk Kisaltma Kurali olarak adlandirilan
agagidaki teorem, bu 6nermenin bir benzerinin bulanik cebirde de gegerli oldugunu
ifade etmektedir:
Teorem 2.1.8 (Demirci 1999-b) < G, 3 > bir bulanik grup olsun. Bu takdirde,

(i) l‘5(a" b, C)/\/.&a(a, d, C) < EG(ba d) (Va,ba c,d € G)a

(i1) ps(a,b,c)Aps(d,b,c) < Eg(a,d) (VYa,b,c,d € G).

13



Teorem 2.1.9 (Demirci 1999-b) < G, > bir bulanik grup olsun. Bu takdirde,

(i) Eger, 6 bulanik ikili iglemi ikinci girdide gecisli ise, her a,b € G i¢in Eg(a,b) =
Eg(a™t,b671) dir.

(ii) Her a,b,u,v € G igin ps(b™,a™, u)Aps(a,b,v) < Eg(u,v)AEg(v,u™?)

dir.

Teorem 2.1.10 (Demirci 1999-b) < G,6 > bir bulamik yarigrup olsun. Bu
takdirde, < G, 6 > 'min bir bulanik grup olmasi i¢in gerek ve yeter kogul her a,b € ¢
icin oyle z,y € G vardir ki, ps(a,z,b) = ps(y, a,b) = 1’dir.

Teorem 2.1.11 (Demirci 2000) < G, 6 > bir bulamk grup olsun. Eger, & bulanik
ikili iglemi birinci girdide gecisli ise, Eg(a 0 b,¢) = ps(a,b,c) 'dir.

Teorem 2.1.12 < G, > bir bulanik grup ve e, < G, 8 > "min birim elemani olmak

uzere,
1 ) Eger 6 bulanik ikili iglemi tigiinci girdide gecigli ise, her a,b,z € G igin,

(i) E¢(z 0 a,b) = Eg(z,bo a™') ve ozel olarak, Eg(z o a,€) = Eg(z,a™?)

olur.
(ii) Eg(a,b) = Eg(a o z,bo z) *dir.
2 ) Eger 6 bulanik ikili iglemi ikinci girdide gegisli ise, her a,b,y € G igin,

(i) Eglaoy,b) = Eg(y,a™" o b) ve ozel olarak, Eg(a o y,e) = Eg(y,a™)

olur.
(ii) Eg(a,b) = Eg(y o a,y o b) dir.

3 ) Eger, 6 bulanik ikili iglemi hem ikinci hem de igiincii girdide gegigli ise, her
a,b,¢c,d € G igin Eg(a,b)AEg(c,d) < Eg(aoc,bod) *dir.

14



ispat: 1) (i) 3 tglinci girdide gecisgli oldugu igin her a,b,z € G igin
Eg(z 0 a,b) = Eg(z 0 a,b)Aus(zoa,a™,z) < ps(b,a™,z) < Eg(boa™',2),
Eg(boa™,z) = Eg(boa™",z)Aus(boa™",a,b) < ps(z,a,b) < Eg(z 0 a,b)
oldugundan, Eg(z 0 a,b) = Eg(z,bo a™') *dir.
Ozel olarak, b = € olarak segilirse, Eg(z 0 a,€) = Eg(z,a™!) esitligi elde edilir.
(ii) 6, lglincii girdide gegisli oldugundan, her a,b,z € G igin
Eg(a,b) = Eg(a,b)Aus(b,z,b0 ) < ps(a,z,bo0z) < Eglaoz,boxz),
Eglaoz,boz)= Egaoz,boz)Aus(boz,z71,b) < ps(aoz,z7',b) < Eg(a,b)
esitsizlikleri saglanacagindan, Eg(a,b) = Eg(a o z,b0 ) oldugu elde edilir.
2 ) (i) 8 ikinci girdide gegigli oldugu icin her a, b,y € G igin
Eg(aoy,b) = Eg(aoy,b)Aus(a™,a0y,y) <ps(a™,b,y) < Eg(y,a™0b),
Ec(y,a ' 0b) = Eg(y,a™ 0 b)Aus(a,a™ 0 b,b) < ps(a,y,b) < Eg(aoy,b)
oldugundan, Eg(y,a™! 0 b) = Eg(a o y,b) olmaldir.
Ozel olarak, b = e icin Eg(a 0y, e) = Eg(y, o) esitligi elde edilir.
(ii) 8, ikinci girdide gegigli oldugundan, her a,b,y € G igin
Eg(a,b) = Eg(a,b)Aus(y, b,y 0b) < ps(y,a,y0b) < Eg(yoa,yob),
Eg(yoa,yob) = Eg(yoa,yob)Aus(y™,yo0b,b) < us(y ™",y 0a,b) < Eg(a,b)
egitsizlikleri elde edilir. Bu da, Eg(a,b) = Eg(y o a,y o b) oldugunu gosterir.
3 ) 8, ikinci ve tiglinci girdide gegisgli oldugundan, her a,b,¢,d € G igin
Eg(a,b)AEg(c,d) = ps(a,c,aoc)AEg(a,b)Aus(b,d,bo d)AEg(c,d)

< ws(b,c,a 0 c)Aps(b,c,bo d)
< Eg(aoc,bod)

egitsizligi saglanir. 0O
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Onerme 2.1.13 o, G tizerinde tglnci girdide gegigli olan bir bulanik ikili iglem ve
o ikili iglemi Onerme 2.1.5 ’nin ispatindaki gibi tanimlanmak iizere, < G, 0 > bir
yarigrup olsun. Bu durumda, n € IN ve her n > 2, a;, as, ..., @y, u1,%2,...,u, € G ve
u1 = a; i¢in agagidaki esitsizlik saglanir:

n—1

/\ pa(ti, @iy, tir1) < Eg(a1 0630 ...0 @y, uy).

=1

Ispat: n iizerinde tiimevarimla; (F-2) ozelligi geregi,
ua(ul,az,'(lq) S EG(’U,l O ay, U2) = EG((I,I O ag, UQ)

oldugundan, n = 2 i¢in istenen egitsizlik saglanir. Kabul edelim ki, her & < n igin

k-1
N #s(ti, @iy1,uip1) < Eg(ai 0 az 0. 0 ag, ug)
=1

esitsizligi saglansin. Bu durumda; £ =n — 1 igin

n—2

/\ ua(uz’, Aip1, Uz‘+1) < EG(CH 0620...0ap-3, Un—1)
g=1

ve 0, lictinct girdide gecisli oldugundan,

n—1 n—2

'/\1 ﬂ&(ui, i1, ui+1) = ( ./\1 p6(ui7 aiy1, ui+1))/\ﬂ8(un—17 Qg , un)

= =
< EG(al 0a20...00,3, un~1)/\ﬂ8(un—la Ay, un)
< ps(a10a20...08py_1,08p,Uy)
< Eg(a10a20...0 ay,uy)

egitsizligi elde edilir. Bu nedenle, n > 2 ve u; = a; igin

n—1

N #5(ti; @iy, vir1) < Eg(a; 0 ag0 ... 0 ag, uy)
=1

olmahdir. O

Onerme 2.1.14 6, G tizerinde, ikinci ve iglincl girdide gegiglilik ozelligine sahip,
bir bulanik ikili iglem ve o ikili iglemi Onerme 2.1.5 ’in ispatindaki gibi tanimlanmak
izere, < G,0 > bir yangrup olsun. Bu durumda, n,p € Nve 1l < p < n — 1,

@1, 2 ey Gy STy 525 eevy Sy bpt1, ey Iy M € G, igin agagrdaki esitsizlikler saglanir:
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(1) &ty = ay ise,

n—2

ps(a1, ta, AL A pa(tist, aive, tive)) < Eg(ar10az0...0ay,m).
=1
(2) s1=a1, tp41 = @py1 ve p > 1 ise,

p—1 n—p~1
(A #5(8i, @ig1, 5ir1))AC N\ #3(bptis Gpitts Eprin1) ) N5 (Sp, tn, ) < Eg(a10...06,,m).

¢=1 =1

Ispat: ( 1) Verilen kogullar altinda, n izerinde timevarimla,

n—2

/\ ﬂa(ti+17 G2, t‘i+2) S E(;(ag 0d30...04ay, tn)

=1
egitsizliginin saglandigimi gormek zor degildir. Bu egitsizlikle beraber, & min ikinci

girdide gegigli olmasindan yararlanilarak,

n—2
ﬂ5(ala tn, m)/\( ,/\1 ﬂa(ti+1a Git2, ti+2)) < l“5(a11 ln, m)AEG(a2 0830...00np, t‘n)
2=

IA

ps(a1,a20a30...0a,,m)

IA

Eg(ai0ay0a30...0a,,m)

oldugu elde edilir.

( 2 ) Diger yandan, s1 = @1, tpy1 = apq1 ve p > 1 ise de, Onerme 2.1.13 "ten,

p—1
/\ 15(8i, @ig1, Sit1) < Ea(@10a20...0 a6y, 8p),
=1
n—p—1
N Es(tpir Gprivts tprirs) < Eg(@py1 0 6p42 0 ... O @y bn)

=1

ve 0, ikinci ve iigiincii girdide gegigli oldugundan;

p—1 n—p—1
(A (i aiga, six))ANC N\ #6(Eptis @prints boyin1))Apts(Spy tn, m)
=1 =1
< Eg(a10a20...08p,8,)AEG(Gp41 0 Gpy2 O o 0 Gy, b)) Ais(Sp, tr, )
< Eg(a10a30...0ay,5,)AUs(Sp, Gpt1 0 Gpi2 0 ... O Gy, m)
< 145(81 082 0...08p, 8541 0 @py2 0 ... 0 Ay, M)
< Eg(ay0a30...0a,,m)

esitsizligi elde edilir. O
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Onerme 2.1.15 5, @ iizerinde, ikinci ve tigtinci girdide gegiglilik ozelligine sahip
bir bulantk ikili iglem, o ikili iglemi Onerme 2.1.5 ’in ispatmdaki gibi tanimlanmak
tizere, < G,o > bir yarigrup, n,p,r € N, 1 < p,r < n —1 ve ay,0ay,...,a,,
815825 <oy Sny Lptlyeeerlny UL, Uy eery Uy VE Upii,.nnyUny M, w € G olsun. Bu durumda

agagidaki egitsizlikler saglanir:
(1)Egerp=r=1vety =ay =v, ise,
n—2 n—2
ps(ar, ta,m) A (,/\1 Hs(tiv1s Gita, tiva) )AL (a1, U, w)A( ./\1 #5(Vit1, Git2, Vita))
= =

< Eg(m,w).

(2)Egerp=1<r , ta=az , U1 =0a1 V€ VUpy1 = Gryq iS€,

n—2 r—1
ps(ay, tn,m) A (i/_\1 #6(ti+1,ai+2ati+2))/\(./\l (Ui Gig1, Uit1))
n—r—1 =

A ( ,/\1 ”5(vr+ia Qri41s Urpitl ))A/"?)(um Uns w)
=

< Eg(m,w).

(3 ) Eger 1 <p,r ve 81 = Uy = a1, tpp1 = Gpt1, Upg1 = Gryq 15€,

p—1 n—p—1
(N #6(si,ip1, 80))AC N #6(Eptis @ppinrs bprirn) ) A5 (Sp, bn, M)A
=1 =1
r—1 n—r—1
( /\ #6(%’, Qit1, ui+1))/\( A ”5(vr+i, Qrtitls vr+i+1))/\u5(ur7 Un, w) < EG'(m7 w)'
=1 =1

Ispat: ( 1) Onerme 2.1.14.(1) geregince

n—2

pis(ay, tn, m)A( /\ Ps(tiy1, Gir2,tiya)) < Egaio...0 ay,m)

=1

n—2
pa(ay, vn, w)A( /\ ps(Vit1, Giv2, Vig2)) < Eg(ay o ... 0 ag, w)
=1

oldugundan,

n—2 n—2
ps(ar,ta,m) A (il\1 ps(tit1, Gite, Livz))Apa(ar, va, w)A( ,/_\1 #5(Vit1, Giv2, Visz))

< Eg(ai0..0a,,m)AEg(a;0...0a,,w) < Eg(m,w)
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elde edilir.

( 2 ) Onerme 2.1.14 ’ten,

n—2

/"'5('117 L, m)/\( /\ I»‘B(ti+1, ai+27ti+2)) < EG(al 0...08np, m)’
=1
r—1 n—r—1
(A pa(ts, i, win)) A C A H(Vrgi; Grpina, Vpti41)) A5 (Ur, Un, W)
= =
< Eg(a10a30..0a,,w)
oldugundan,
n—2 r—1
psla,tn,m) A (_/\1 s (tig1, @i, tiga) JA( ,/\1 15(Ui, g1, Ui ))
= =
n—r—1
A ( ‘/\1 H8(0r+i7 Orqitls vr+z’+1))/\/-‘6(ur7 Un, w)
=

< Egla;0az0...0a,,m)AEg(a;0as0...0a,,w) < Eg(m,w)

’dir.

( 3) Yine Onerme 2.1.14 geregi,

p—1 n—p—1
(A polsi,ains, siaa)) A (A Hs(Lotis Gptitts tptit1))As(Sps tn, )
= =

< Eg(a10az0...0a,,m),

n—r—

r—1 1
(/—\1 po(tiy @i, ig1)) A ( [\1 15 (Vrpis Gryitt, Urtiv) ) AUs(tUr, Un, W)

< Eg(a10a30...0a,,w)

ve Eg(a;0a30...0a,,m)AEg(a10620...0 an,w) < Eg(m,w) oldugundan, istenen

egitsizlik saglamir. O

Onerme 2.1.16 3, G iizerinde ikinci girdide gegigli olan bir bulanik ikili islem ve
o ikili iglemi Onerme 2.1.5 ’in ispatindaki gibi tammlanmak iizere, < G,0 > bir
yarigrup olsun. Bu durumda, n € IN ve her n > 2, a1, a3, ..., @p, t1,%2, ..., 4 € G ve
uy = @, icin agagidaki egitsizlik saglanr:

n—1

/\ ps(@is1, Uiy tip1) < Eg(@n 0 Gpoy 0 ... 0 @1, Uy).
t=1
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Ispat: n iizerinde tiimevarimla, (F-2) 6zelligi geregi,
ps(az,u1,u2) < Eg(ag o uy,ug) = Eg(a 0 ay,us)

oldugundan, n = 2 igin istenen egitsizlik saglanir. Kabul edelim ki, her k& < n icin

istenen egitsizlik saglansin. Bu durumda,

n—2

/\ us(az’+1, Ui,ui+1) < EG(an—l 0&y—20...0 al,un—1)
i=1

ve 0, ikinci girdide gegisli oldugundan,

n—1

_/\1 #6(01’+1, Uy, Uz‘+1)
=

n—2
( 'Al /1'8(“3'—]-17 U, ui+1))/\ﬂ5(an7 Un—1, un)
=

IA

Ec(@n-100n_30...0 a1, Up—1)ARs(Gn, Un—1, Un)

IA

#5(Gny Gno1 0 Gr—2 O ... 0 @1, Un)

IN

Eg(an0an_10...0a1,uy)

egitsizligi elde edilir. O

Onerme 2.1.17 i € {1,2,...,n} i¢in < G}, 8; > bulanik gruplar,
EG] xmen((-Tla---:xn)v (yh Poog yn)) = A EG,'(:B'&', yz) ’
=1

E(Gy 5 -xGn)x(G1 x-xGa) ((T15 vy Ty Y1s eoes Y )y (215 0o Zns L1y oeny Bn)) 1=

;\ Eg;xe,((zi, ¥i), (zi, 1))

=1

ve
$:(Gi X+ XG) X (Gy X++- XGp)~» Gy X -+ X Gy,
La((@1y ey @n)y (D1, ooy by), (€14 ees €n)) 1= /\ pa;(ai, biy ci)
7=1

olmak iizere < Gy X --+ X Gn, 8, B(@, x..xGp)x(G1 x--xCn)s BGyx--xG, > bir bulanik

gruptur.

ispat:
R .= [1,3((01, ...,(I,n), (bl, ...,bn), (61, ...,Cn)) N

S = pa((z1, 00y T0)s (Y1y ooy Yn )y (215003 20))
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T := E(G, xxGn)x(G1 x-xGn) (@15 e+es Gy D15 ey b0 ), (Z15 eoes Ty Y1y ons Yn))
olmak tizere her ¢ € {1,2,...,n} i¢in
RASAT < /‘52'(0;2'7 b;, ci)/\f%i(:v'i, Yi, zi)/\EGiXGi((aia bi)v ($i7 yi)) ?

olacagindan

RASAT < /\ Eg(ciyzi) = EgyxxGn (€15 -3¢0 )5 (215 o0y Z0))

=1

yani (F-2) 6zelligi saglanir. Her 7 € {1,2,...,n} ve z;,y; € G; i¢in éyle z; 0; y; € G;
n

vardir ki, ps;(zi, ¥i, % 0; y;) = 1 ’dir. Bu nedenle, A ps;(zi,yi,zi 0, ) = 1 ve
=1

dolayistyla ps((Z1, ey Zn ), (Y15 <oy Yn), (T1 01 Y15 -y Tn On Yn)) = 1 olur.

Bulanik Birlegme:

Ns(b, C, d) = ”3((b17 "'7b‘n)’ (c17 0 cn)a (d17 o0 dn)) ?

ps(e,d,m) == ps((ay, ..., a,), (di, ..., dn), (M1, ...,my)) ,
p;(a, ba Q) = ui((ala '~~7an)7 (bl, °°'7bn), (Ql, seey qn)) 9
“3(9'7 c, w) = ﬂi((qla svey qn)7 (CI, "°7cn)7 (wla 7wn))

ve Y := pz(b,c,d)Aps(a,d,m)Aus(a,b,q)Aps(q,c,w) olmak lizere, her ¢ €
{1,2,...,n} i¢in

Y < psi(biy ¢, di) Ay (as, diy mi) Aps;(as, by, qi) Aps; (i, ¢, wi) < Eg,(mg, w;)

n
olacagindan, Y < ./\l Eg,(mi,w;) = Eg,x-xG,((M1,...,my), (W1, ...,w,)) esitsizligi
3=

saglanir.

e;, < G4, 06; > ’'nin birim elemani olmak tizere,

n
H((Z15 ey Tn)y (€15 er€n), (B1, ey Tn)) = N pai(@i, €5, 25) = 1

g=1

n
(€1, s €n)s (T15 0oy Tn), (T15 0y Bn)) = N pissles, zi, ) = 1

i=1

olacak gekilde (ey,...,€,) € G1 X --- X Gy, vardir.
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Ayrica,

NS((-’EI, ---azn)a (371_17 °°°7$n—1)7 (ela ooy en)) = /\ ”5i(wi7xi_17 62') =1,
=1

n
(@1 ey T ), (1 ey Ta), (€1, eomn€n)) = N pos (2t T, 6) = 1
=1

oldugundan
< Gy X -+ X Gy, e, E(Gy x-xGn) X (G1 XX G ) Eg,x..xG, >

bir bulanik gruptur (bu gruba, < G;,5; > bulamk gruplarinin bulamk dig dolaysiz
carpim grubu veya kisaca bulanik ¢arpim grubu ad verilir. Eger, < G;,0; > abelyen
bulanik gruplar ise, bulanik ¢arpim grubunun da abelyen olacag: aciktir. < G;,0; >
klasik gruplarinin dig dolaysiz carpim grubu, < G} X ... X G,,® > ile gosterilmek
lizere; @ 'nin tanimi geregi, < G1 X ... X G, @ >=< G} X ... X Gp,® > olur). O

Z = X x Y olmak iizere < Z,6, Ezxz, Ez > bir bulanik grup olsun. Bu grubun
birim eleman: ez ve bir (z,y) elemaninin tersi, sirasiyla, ez = (ex,ey) ve (z,y)™ =

(z7',y!) biciminde gosterilsin.
Ex(zy, t2) = Egz((z1, ey), (z2,ev))

EXxX(($1, .?32), (yl, y2)) = EZXZ(((xIa eY)a (3"27 6y)), ((yh eY)v (y2’ eY)))
Ey(y1,y2) = Ez((ex,y1), (ex,y2))
Ey xy((1,%2), (y1,42)) == Ezxz(((ex,21), (ex, 72)), ((ex, 1), (ex, y2)))

olarak tanimlandiginda, Ex ve Exyx ’in, sirasiyla, X ve X x X tizerinde; Ey ve
Eyyy ’'nin de, sirasiyla, Y ve Y X Y tzerinde belirtisiz esitlikler oldugu kolayca
goriilebilir. Bu bilgilerin 1g1g1 altinda, agagidaki onerme, iki kiimenin kartezyen
carpimu tizerinde alnan bir bulanik gruptan bu kiimeler tizerinde bulanik gruplar

elde etmenin bir yontemini vermektedir:
Onerme 2.1.18 Yukandaki gosterimler kullanilmak tizere,

51 : X XX~ X, H’51($17 T2, t) = .Ua((wh eY)7 (3727 eY)7 (ta eY))7

02: Y XY~ Y, pse(y1, 42, w) == ps((ex,y1), (ex, y2), (ex, w))
olarak tanimlandiginda < X, 8y, Ex«x, Ex > ve <Y, 0y, Eyxy, Fy > birer bulamk
gruptur.
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ispat: Her zy, x5, u1,%s,%1,12 € X icin

po1(T1, T2, t1) A sy (u, ua, o) AExxx (€1, %2), (u1, u2))
= ps((z1,ev), (22, ev), (t1, ey ))A ps((u1, ev), (ug, ey ), (t2, ev))
A Ezxz(((z1,ex), (z2, ev)), ((u1, v ), (u2, ev)))

5 Ez((ti,ev), (ta,ey)) = Ex(ti,t2).

10122 = X
(xl,yl) o (3"27 y2) = (3’7 y)<=>
Y102y2 = Y

tamimlarn altinda

poy(T1, 22,2101 23) = ps((z1,ev), (22, ev), (%1 01 T2, 7))
= /“5((3"17 eY)) (xZaeY)a (mlaeY) o (.7,‘2, eY)) =1

olacagindan &y, X tizerinde bir bulamk ikili iglemdir. Ayrica, 6; ’in X tzerinde

bulanik birlegme 6zelligine sahip olacag: agiktir ve

/—‘51(37, eX,w) = pa((m,ey),(ex,ey),(x,ey))
= ps((z,ev),(ex,ey),(z 01 ex, ey 0z ey))
= /,1,5((3}’, ey), (BX,BY)a (3), eY) o (6)(, ey))

= 1=ps(ex,z,z)

pei(z, 27 ex) = ps((@,ev),(z7, ex), (ex, er))
= ps((z,ev), (z,e¥) ™, (ex, ey))
= 1= psy(at,7,ex)
oldugundan < X, 6y, Exxx, Ex > bir bulanik gruptur. <Y, 62, Eyxy, Ey > 'nin de
bir bulanik grup oldugu benzer gekilde gosterilebilir. O

Asagida tanimlanacak olan 8., islemi, (Demirci 2002) ’deki Teorem 3.11
geregince, birinci girdide gegigli bir bulanik ikili iglemdir (bir perfect belirtisiz
fonksiyondur). Bu nedenle, agagidaki 6nerme, bir bulamik gruptan yararlamlarak
bir perfect belirtisiz fonksiyon elde etme hakkinda bilgi vermektedir:

Onerme 2.1.19 (Demirci 2000, 2002) < G, > bir bulanik grup ve 3, G itizerinde

ikinci ve tgiincii girdide gegigli olsun. Eger, ps,...(%1,22,y) = Eg(z1 0 z2,y)
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olacak bicimde tamimlamirsa, < G, 08maz, Fexg, E¢ > bir bulamk grup olur. Bu
sekilde tanimlanan 6,,,, bulanik ikili iglemi, hem Fgy«e ’ye gore hem de Eg ’ye gore

genigleyebilirdir.

Klasik bir gruptan hareketle bulanik bir grubun nasil elde edilebilecegi konusunda

agagidaki 6nerme yol gosterici olacaktir:

Onerme 2.1.20 (Demirci 2002 , 2003-b) < G, 0 > bir grup olmak iizere, eger Eq

ve Egxg, sirasiyla, G ve G x G tizerinde her a,b,¢,d € G igin

Eg(a,b) < A\ Eg(aou,bou)AEg(uca,uob),

u€G
ve
EGXG((aa b)a (ca d)) < EG(a ob,co d)
ozelligini saglayan belirtisiz egitlikler ise, ws(a,b,¢) := Eg(a o b,c) olarak

tamimlanmak tizere < G, 0, Egxa, /g > bir bulamik gruptur. Ayrica, 6 hem FEg
"ye gore hem de Egyg ’ye gore genigleyebilirdir.
Onerme 2.1.21 < G, 3 > bir bulamk grup ve a € G igin
a: GX G~ G, ay(z,y,2) =\ psa,z,2)Aus(z’,y, 2)
z'eG
olmak iizere, eger 6 tginci girdide gegisli ise, a,,(z,y,2) = ps(ao z,y, z) *dir.
ispat: ' =aoxigin
au, (%,y,2) > psla,z,a 0 x)Aps(ao z,y,2) = ps(ao z,y, z)
oldugundan, a,,(z,y,2) > ps(a o z,y,2) elde edilir. Diger yandan, her z' € G igin
ps(a,z, ") Aps(e',y, 2) < Eglao z,z")Aps(z',y, 2) < ps(a o z,y, 2)
oldugundan,

a%(:c,y, Z) = v (I‘S(a? 37,37')/\#6(3?'7 y,z)) < f“'a(a o :c,y,z)
z'eG

dolayisiyla a,,(z,y,2) = ps{a o z,y,2) dir. 0O
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Sonug 2.1.22 < G, > bir bulanik grup ve ¢ € G igin
a4 : GX G~ G, au(z,y,2) =\ ws(z,az)Aus(2,y, 2)
z'eG

olmak tzere, eger & iiglinci girdide gegisli ise, a,,(z,y, 2) = ps(z 0 a,y, z) dir.
ispat: Bunun ispati, Onerme 2.1.21 ’in ispatina benzer gekilde yapilabilir. O

Onerme 2.1.28 < G, 5 > bir bulanik grup ve b € G icin

& :GxG~ G, p(zy,2) =\ pa(y,by)Aus(z,y, z)
y'eGq

olmak tizere, eger & ikinci girdide gegigli ise, us*(z,y, z) = ps(z,y o b, z) dir.
ispat: y' =yobign
#s" (2,9, 2) 2 ps(y, b,y 0 b)Aps(x,y 0 b, 2) = ps(w,y 0 b, 2)
oldugundan, us®(z,y,z) > ps(z,y o b, z) elde edilir. Diger yandan, her ' € G igin
ps(4, 6,4 )A\us(z, Y, 2) < Ea(y 0 b,y ) Aus(e,y', 2) < pa(z,y 0 b, 2)
oldugundan,

pst(z,y,2) = \ (ps(y, b,y )Aps(z,y',2)) < ps(z,y0b,2),
y'e@d

dolayisiyla ps*(z,y, z) = ps(z,y 0 b,2) *dir. O

Sonug 2.1.24 < 7,6 > bir bulanik grup, b € G i¢in

F:GxG~G, p(2,y,2) =\ psby,v)Aus(z,y,2)
y'eqd

olmak tizere, eger & liclincii girdide gegisli ise, usb(z,y, 2) = ps(z,bo y, z) dir.

ispat: Bunun ispat, Onerme 2.1.23 ’in ispatina benzer gekilde yapilabilir. O
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2.2. Bulanik Altgruplar

< G,5 > bir bulanik grup ve § # A C G olmak iizere bundan sonraki
gosterimlerimizde; her a,b,¢c,d € A i¢in

Es: Ax A—0,1] ve Eaxa:(Ax A) x (A x A)—[0,1]
belirtisiz egitlikleri, sirasiyla,
E4(a,b) := Eg(a,b) ve Eaxa((a,b),(c,d)) := Egxa((a,b),(c,d))

Ve 5] 45 axa (@ by €) := ps(a, b, c) olarak kabul edilecektir (eger herhangi bir karigikliga,

neden olmayacaksa da, s, ,, , 80sterimi yerine kisaca ps gosterimi kullanmlacaktar).

Bu bilgilerin 15181 altinda, agagida bulamk altgrup tanimina ve bu tanimin

sagladig bazi 6nemli 6zelliklere yer verilmektedir.

Tamm 2.2.1 (Demirci 1999-b) < G, 8 > bir bulanik grup, § # A C G dyle ki A, &
bulanik ikili iglemine gére bulanik kapali ve < A,8|4x4x4 > bir bulanik grup ise, A
’ya G ’nin bir bulanik altgrubudur denir.

Onerme 2.2.2 < G,5 > bir bulanik grup, ® # A C G olsun. Bu durumda
agagidakiler denktir:
(1) 8|axaxa, A tzerinde bir bulanik ikili iglemdir.

(ii) A, & iglemine gore bulanik kapalidir.

Ispat (i)== (ii) : a,b € Ave c € G icin ys(a,b,c) = 1 olsun. 8|sxaxa, A lizerinde
bir bulanik ikili iglem oldugu igin 6yle bir d € A vardir ki,

ualeAxA(a7 ba d) =1= [.ts(a, b,d),

Diger yandan; 8, G iizerinde bir bulanik ikili iglem ve ps(a,b,¢) = 1 = ps(a,b, d)
oldugu icin, (F-2) 6zelligi geregince, ¢ = d, yani ¢ € A olmalidir.

(ii)=> (i) : (F-2) ozelligi her z,y,2,4,b,c € G igin saglandigindan, z,y, 2,
a,b,¢c € A icin de saglanir. Ayrica, < G,0 > bir bulanik grup oldugundan her
a,b € A icin 6yle bir ¢ € G vardir ki, ps(a,b,¢) = 1 'dir. Bulanik kapalilik 6zelligi
geregince de, ¢ € A olmalidir. Bu nedenle, 8|4x4x4, A tizerinde bir bulanik ikili

iglemdir. O
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Teorem 2.2.3 (Demirci 1999-b) < G,8 > bir bulanik grup, @ # A C G olsun. Bu
takdirde, agagidakiler denktir:

(1) A4, G ’nin bir bulanik altgrubudur,

(ii) Va,b € A,Vc € G igin ps(a, b7 ,c) =1 = c € A ’dir.
Teorem 2.2.4 (Demirci 1999-b) < G,3 > bir bulanik grup, # # A C G olsun. Bu
takdirde, agagidakiler denktir:

(i) A, G ’nin bir bulanik altgrubudur.

(ii) A, & islemine gore bulanik kapali ve her ¢ € A icin a™! € A ’dir.

Sonug 2.2.5 < G, 3 > bir bulanik grup, @ # A C G ise, agagidakiler denktir:
(i) A, G ’nin bir bulanik altgrubudur.
(ii) 3, A iizerinde bir bulanik ikili iglem ve her a € A i¢in ™! € A ’dur.

ispat: Bunun ispati, Onerme 2.2.2 ve Teorem 2.2.4 yardimiyla kolayca elde
edilebilir. O

Sonug 2.2.6 (Demirci 1999-b) < G,8 > bir bulanik grup ve {A; : j € J} ailesi

G ’nin bulanik altgruplarinin bog olmayan bir ailesiyse, [} A; de G ’nin bir bulanik
ied

altgrubudur.

Tamm 2.2.7 (Demirci 1999-b) < G, 5 > bir bulamk grup, § # A C G ve {4;

J € J} de A ’y1igeren G ’nin biitiin bulanik altgruplarinin ailesi olsun. Bu durumda,
ﬂJ A; ’ye G icinde A 'nin trettigi bulamik altgrup denir ve < A > ile gosterilir.

J€

Tanim 2.2.8 (Demirci 1999-b) < G,8 > ve < H,%* > iki bulanik yarigrup ve
® : G — H bir fonksiyon olsun. Eger

(,5,) < ps((a), 8(8), 8(c)), VYa,bc € G
ise, ®, < GG,6 >’dan < H,* > ’ya bir bulamik homomorfizmdir denir.
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Onerme 2.2.9 (Demirci 2002). < G,6 > ve < H,* > bulamk gruplar ve ®, <
G, 5 >’dan < H,* > ’ya bir bulamik homomorfizm ise, ¢, < G,0 >’dan < H,* > ’a

bir homomorfizmdir.

Asagidaki ornek, Onerme 2.2.9 daki ifadenin tersinin her zaman icin dogru ol-

mayabilecegini géstermektedir:

Ornek 2.2.10 < G,5 >, Ornek 2.1.4 de tammlandi1 gibi (¢ > 0 alinarak);
< G, % > da, Ornek 2.1.4 ’de o yerine & alinarak elde edilen bulamk gruplar ve
® : G— @G birim fonksiyon olacak gekilde tanimlansin. Bu durumda, ® bir klasik
homomorfizm olur, fakat uygun a,b,¢ € G i¢in

o = ps(a,b,0) € ui(®(a), B(8), 8(c)) = psla,b0) = 5

olacagindan, ® bir bulanik homomorfizm olamaz.

Onerme 2.2.9 *daki ifadenin tersinin hangi kogullar altinda saglanacag (Demirci
2002) ’de verilmigtir.

Onerme 2.2.11 (Demirci 1999-b) < G,6 > ve < H,* > iki bulamk grup ve @ :
G — H bir bulanik homomorfizm olsun. Bu takdirde,

(i) e ve ey swrasiyla < G,6 > ve < H,% > ’'nin birim elemanlar1 olmak tizere
@(6(;) = €H "dir.

(ii) Her a € G icin ®(a)™! = ®(a™') ’dir.

Tamim 2.2.12 (Demirci 1999-b) < G,3 > ve < H,* > iki bulamk grup olsun.

(i) ® : G — H bir bulamk homomorfizm olmak iizere {g € G : ®(g) = ey }
klasik kiimesine ® ’nin bulank cekirdegi denir ve Cek,® ile gosterilir.

(ii) f : G — H bir fonksiyon olmak tizere, eger her a,b € G icin Eg(f(a), (b)) <
Eq¢(a,b) ise f fonksiyonu, Eg ve Ep ’ye gore, bulanik bire-bir (vague injective)

fonksiyondur denir.
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Klasik durumda bir bulanik bire-bir fonksiyonun bir bire-bir fonksiyon oldugu

kolayca gorilebilir.

Onerme 2.2.13 (Demirci 1999-b) < G, 6 >, < H,* > bulanik gruplar, ® : G - H

bir bulanmik homomorfizm ve e de < G, 6 > 'nin birim eleman: olsun. Bu takdirde,
(i) © bire-bir <= Cek,® = {eq}.

(i1) & bulanik ikili iglemi birinci girdide gecigli, ® bulak bire-bir ve érten bir
fonksiyon ise, ®~! : H — G bir bulanik homomorfizmdir.

Tanim 2.2.14 < G, 6 > ve < H,% > bulanik yarigruplar ve ® : G — H bir bulamik
homomorfizm olsun. Eger, ® bulanik bire-bir, orten ve ' : H — G de bir bulanik

homomorfizm ise, ® : G — H bir bulanik izomorfizmdir denir.

Tamm geregi, ® : G — H bir bulanik izomorfizm ise, Onerme 2.2.9 ’dan & bir
homomorfizmdir. Ayrica, Tanim 2.2.12 geregince @ bir bire-bir fonksiyondur, ® 'nin

orten oldugu verildigine gore de @ : G — H bir izomorfizmdir.

Asagidaki 6nerme ile, klasik bir izomorfizmin hangi kogullar altinda bir bulanik

izomorfizm olacagl incelenmektedir:

Onerme 2.2.15 < G,5 > ve < H,* > bulamk gruplar, 6 ve %, sirasiyla G ve H
tizerinde birinci gegiglilik 6zelligine sahip olsun. Eger, ® : G — H , her a,b € G i¢in
Eg(a,b) = Eg(®(a), (b)) olan orten bir homomorfizm ise, ® : G — H bir bulamk

izomorfizmdir.

ispat: Verilen ozellikler geregi, ®, < G,0 > ’dan < H,* > 'a; ®~! de < H,» >
’dan < G,0 > ’ya klasik izomorfizmdir. Dolayisiyla, (Demirci 2002) ’deki Teorem
5.13 geregi ® ve ®~! bulamik homomorfizmlerdir. Diger yandan, her a,b € G icin
Eq(a,b) = Eg(®(a), (b)) ve ® orten oldugundan, ®, bir bulanik izomorfizmdir.
O
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Sonug 2.2.16 < ,3 > ve < H,* > bulanik gruplar, ® : G — H bulanik bire-bir,
orten bir bulanik homomorfizm ve 8 bulanik ikili iglemi birinci girdide gegisgli ise, ®

bir bulanik izomorfizmdir.
Ispat: Tanim 2.2.14 ve Onerme 2.2.13.(ii) geregince ispat agiktir. O

Tanmim 2.2.17 < G,6 > bir bulanik grup, her a,z,y € G igin
M(sa.,.,.) :G~ G ’ M(iz,.,.)('”? y) = ﬂa(“, T, y)

M(a.,ar) G~ G M(‘?’a")(x,y) = ps(z,a,y)

olmak tizere; M(aam.) ve M(ia”), G tzerinde kuvvethi belirtisiz fonksiyonlardir. Bu-
rada; M&,.,-) ’ya < (,6 > 'nin bir sol doniigimi, M(‘.",a") 'yva da < G,6 > ’min bir

sag donligimi denir. Ayrica,
LT(G,8) := {M&W) : a € G} kiimesi G ’nin sol dontigiimler uzay: ,
RT(G,0) := {M(‘ia”) : a € G} kiimesi G ’nin sag doniglimler uzay:

olarak adlandirilir.

Onerme 2.2.18 Tamm 2.2.17 *deki gosterimler kullanilmak iizere; eger
o: LT(G7 6) X LT(Gv 6) ~ LT(Ga 6) ’ l‘i(M(iz,.,.)’ M(ab,.,.)a M(i,.,.)) = I‘a(aa ba C)
Epres) : LT(G,8) x LT(G,8)—0,1], Epres) (M, .y, MG, y) = Ea(a,b)

Epreayxir@s) (MG, MG, 3), (MC. 3, M ) == Egyc((a,b), (¢, d))

ise, < LT(G,5),® > bir bulanik gruptur. Ayrica, < G,8 > abelyen bulanik grup
ise, < LT(G, 5), > da abelyendir.

ispat:
R:= 1‘5(M(c~;,.,.)7 M(ab,.,.)v M(sc,.,.)) = “5(07 b, c),

S = [L;(M&.’_’_), M(aym.), Mé””)) = ﬂ8($7 Y, 2)7
T = ELT(G,5)XLT(G,5)((M(aa,,.,.)) Mé’.’.)), (M(ax’.’.), (6%.’.))) = EGXG((a) b), (‘1:3 y))
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olarak tamimlandiginda; < G,% > bir bulanik grup oldugu igin,
RASAT < Eg(c,2) = Epres) (M) M(,.,))
dir. Ayrica, her M(aaw), M&.,~) € LT(G, 8) i¢in dyle bir ¢ € G vardir ki,
l‘s(aa b, c) =1= “3(M(6a,.,.)7 M&,.,.)) Mgc,.,.))

oldugundan; &, LT(@G,8) tizerinde bir bulamk ikili iglemdir. < G,6 > bir bu-
lanik grup oldugu i¢in @ 'nin bulanik birlegme 6zelligine sahip oldugu agiktir ve e,

< G, 8 > 'mn birim elemani olmak iizere,
”3(M(E;,.,.)7 M(i,.,.)’ M(aa,.,.)) = ﬂa(a, ¢, a) =1= /‘5(‘3’ a,a) = ﬂi(M(i,.,.)a M(%z,.,.)? M(aa,.,.))

“3(M(i,.,.)a M(aa.—l,.,.)7 M(i,.,.)) = ps(a, ”fl, e)=1= ”5(M(6a—1,.,.)a M&,.,.)v M(ae,.,.))

oldugundan < LT(@G,5),8 > bir bulanik gruptur. Eger, < G,5 > bir abelyen

bulanik grup ise,

us(Mf’a,.,.),M&.,.),M(i,.,.)) A l‘i(Mé,.,.)aM&,.,.)’M(adm-)) = p(a, b, )\ s (b, a, d)
S EG(C’ d) = ELT(G’S)(M(&;C"V)’ M(ad”"))

egitsizligi saglanacagindan < LT(G,8),# > bir abelyen bulanik gruptur. O
Bu bilgilerin 15181 altinda agagidaki 6nerme kolayca ispatlanabilir.

Onerme 2.2.19 f :< G,5 > — < LT(G,3),s > dyle ki, f(a) == M, |

doniigimi bir bulanik izomorfizmdir.

Ispat: Her a,b,c € G icin

ps(a,b,¢) = pa(Mg, ), M, 3 Mi,...)) = ps(f(a), £(B), F(e))

'dir.  Aynca, Eprgg’mn tammi geregince Epras(Mg, ), MG, ) = Ec(e,b)
oldugundan; f, bulanik bire-bir bir doniigimdiir ve f ’'nin 6rten oldugu agiktar.

Bu nedenle,

“3(M(6a,.,.)3 M(ab,.,.)’ M(i,.,.)) = ps(a,b,c) = /“5(f_1(M(§z,.,.))7 f—l(Mga,.,.))a f_l(M(ac,.,.))
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olacagindan, f bir bulanik izomorfizmdir. 0O

Yukarida sol doniigiimler uzay: i¢in elde edilen 6nerme ve sonuglarin benzerleri

sag doniiglimler uzay1 icin de elde edilebilir. Bu nedenle,
f i< LT(G,8),8 > — < RT(G,8),% >, f(M{, )):=M_, )

doniigiimiintin  bir bulamk izomorfizm oldugu kolayca gorilebilir (burada; +*,
RT(G, 8) tizerinde ,u;(M(‘uf’a”), M(s.,b,_), M(‘icv)) = p3(a, b, ¢) biciminde tanimlanan bu-
lanuk ikili iglemdir).

Teorem 2.2.20 (Demirci 1999-b) < G,8 > ve < H,% > iki bulanik grup ve @ :
G — H bir bulanik homomorfizm olsun. Bu durumda,

(1) Geky® kiimesi G ’'nin bir bulanik altgrubudur.
(ii) A, G ’nin bir bulanik altgrubu ise, ®(A) da H ’nin bir bulanik altgrubudur.

(iii) B , H ’nin bir bulanik altgrubu ise, ®~*(B) de G ’nin bir bulanik alt-
grubudur.

Agagida, Tanim 2.2.1 ’in bir genellemesi olan ve bundan sonraki tanimlarda taban

tegkil edecek olan, ikinci bir bulamk altgrup tanimina yer verilmektedir:

Tanim 2.2.21 < G,3 > bir bulanik grup , # # A C G ve ®, A iizerinde bir
bulanik ikili iglem olsun. Eger her a,b,c € A i¢in pg(e,b,c) < ps(a,b,c) ve
< A,®,Eaxa,E4 > bir bulanik grup ise, < A,® > ’ya, < G,8 > 'min bir bu-
lanik altgrubudur denir, < A, > L <G5> ile gosterilir.

Tamim 2.2.1 ’e gore eger, A, < G,6 > ’nin bir bulanik altgrubu ise, < A,8 >
g < G, 8 > olacagindan; Tanim 2.2.21 ’in Tanim 2.2.1 ’in bir bir genellemesi oldugu
elde edilir.

< G,3 > bir bulanik grup ve < A,&0 > vﬁa < G, > ise, < A,0 >=<
A,o > ve dolayisiyla < A,® > ’min < G,0 > ’nun bir klasik altgrubu, yani
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< A,® ><< G,o > olacagh agiktir. Bu nedenle, bulamk altgruplar klasik gru-
plara indirgendiginde, bulanik altgrup kavramuyla klasik altgrup kavraminin bir-
birine kargilik geldigi gorilmektedir.

v.a

< @, > bir bulamik grup ve < A,& > < < G,8 > ise, ey4, eg sirasiyla,
< A,® > ve < (,5 > ’nin birim elemanlar: olmak iizere e4 = eg ’dir. Ayrica,
z € Aigin 2 ve zg' sirasiyla z ’in < A & > ve < G,5 > icindeki tersleri olmak

iizere z;' = zg' 'dir.
Ornek 2.2.22 G:=2, A:=2Z,a,8,vye Ricn0<vy< < a< 1,

U =v

L,
Ez :Z x Z—(0,1] , Ez(u,v) :=
a , uFv

EZXZ = E;xz 3
Esz : 24 x 22—[0,1] , Eaz(m,n) := Eg(m,n),

Enzxaz = Ejzyqy > her z,y,2 € Z icin

1 , z4+y=2
p5($7yaz)::
B, z+y#z
Vz,y,2z € 2Z igin
1 , z4+y==2
po(T,y,2) =
v, THYFz

olsun. 2Z C Z ve her a,b, ¢ € 2Z igin pg(a,b,¢) < ps(a,b, ¢) oldugundan, < 2Z,5 >
%a < Z.3 > olmasi icin < 2Z,® > ve < Z,3 > 'min birer bulanik grup oldugunu
gostermek yeterlidir.

z,y,2,u,v,t € Z olmak tizere; Ezy.z((z,y),(u,v)) = 1 ve z # ¢ icin ya
us(z,y,2) # 1 ya da ps(z,y,t) # 1 *dir. Bu nedenle;

/‘8(3;7 y7z)/\ﬂ5(u3vat)/\EZxZ(($7 y)7 (uy 'U)) <p<a< EZ(Zat)

ve ps(z,y,z +y) = 1 oldugundan 6, Z lizerinde bir bulamk ikili iglemdir. Ayrica;
her a,b,c,d,m,q,w € Ziginm # wise,b+c=d,a+d=m,a+b=¢q,g+c=w

egitliklerden en az birisi saglanmayacagindan
Ke (ba ¢, d)A#S(aa d7 m)A/-l'S(a7 b7 Q)Al-l'a(% c, 'w) < ﬁ a< EZ(m7 w)
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olmalidir. Dolayisiyla, < Z,6 > bir bulanik yarigruptur.

Her z € Z i¢in ps(z,0,2) = 1 = p3s(0,z,2) ve ps(z, —z,0) = 1 = ps(—=z,z,0)
oldugu icin < Z,6 > bir bulanik gruptur.

Benzer gekilde < 2Z,® > min bir bulanik grup oldugu goriilebilir. Bu nedenle,
<2Z,5 > v_<~a < Z,5 > olmahdir.

Onerme 2.2.23 < @,5 > bir bulanik grup, < A,® > 2 < G,6>ve< B, >
%a < A,® > olsun. Bu durumda, < B, & > ?}Sa < (,8 > ’dir.

ispat: < A,®>< <Go>ve<Bo>< <A >ie, BCACG, her
t,y,2 € Bicin ps(z,y,2) < pg(e,y,2) < ps(z,y,z) 'dir. Ayrica, < B,& > bir
bulank grup oldugu icin de, < B,% > < < G,5 > olmahdir. O

Onerme 2.2.24 < G,5 > bir bulamk grup, < A,0 > 2 <G,0>,< B,s> 2

< (,06 > ve %, AUB iizerinde bir bulamk ikili iglem olsun. Bu durumda,

< AUB,%* > 2 <G,0><<= (i) ps(a,b,c) < ps(a,b,c), Va,b,c € AUB
(ii) AC Bveya B C A.

ispat (=): < AUB,%* > € < G,5 > oldugundan her z,y,z € AUB igin
pi(a,b,¢) < ps(a,b,c) 'dir. Aynica, < 4,0 ><<G,0>,<B,e><<G,0>ve
< AUB,* > < < (G,0 > oldugundan, klasik cebirden, A C B veya B C A olmahdir
(Karakag 1998).

(<): Genelligi kaybetmeden, B C A oldugunu kabul edebiliriz. Bu durumda
*, A tizerinde bir bulanik ikili iglem olur &yle ki, her z,y,2z € A i¢in pz(z,y,2) <
ps(,y, z) *dir. Bu nedenle birlegme 6zelligi saglanir. Ayrica, < A, > 2 <G, 5>
oldugu icin e € A ve her z € A i¢in z~! € A oldugundan

v.a
< AUB % >=< A,*> < < (G,0>
olmalidir. O

34



Sonug 2.2.25 < G, > bir bulanik grup, < 4,0 > 2 < @G,

< @G, 5 > olsun. Bu durumda,

o2
\%
A

)
*:
\Y%
IA

<AUB,5>< <G,5>+3>ACBveya BC A

dir.

ispat: ispat, Onerme 2.2.24 ten kolayca elde edilebilir. O

Agagidaki Onerme 2.2.26, Sonug 2.2.27 ve Onerme 2.2.28 ’den; Tanim 2.2.1 ’in
Tanim 2.2.21 ’in bir 6zel durumu oldugu elde edilmektedir:

Onerme 2.2.26 < G, > bir bulamk grup, § # A C G olsun. Bu durumda &, A
tizerinde bir bulanik ikili iglem olmak tlizere agagidaki denklik saglanir:

<AGO> U_<a <G, 8> (1) ps(e,bl,¢c)=1=c€ A, Va,bc A, VceG,
(i) 1(asb,¢) < ps(a,b,0) , Ya,b,c € A.

Ispat (=): a,b€ A vec € G igin ps(a,b7,¢c) = Lolsun. b€ Aicinb™ € Ave®,
A iizerinde bir bulanik ikili iglem oldugundan oyle bir s € A vardir ki, ps(a, b7, s) =
1 ’dir. Bu durumda, (F-2) 6zelliginden

1 = ps(a,b7', 8)Aus(a, b7, e)AEgxa((a,b71),(a,07")) < Eg(s,¢),

yani ¢ = s € A ’dir. Diger yandan, < 4,5 > Qi<,a < G, 3 > oldugundan (ii) ozelliginin

saglanacag1 agiktir.

(<==): < A,® > 'nin bir bulanik grup oldugunu gostermek ispat1 bitirir. Bulanik
birlegme 6zelligi G ’nin tim elemanlar icin saglandigindan A 'min elemanlar: icin
de saglanir. a € A ve ¢, < ,8 > ’nin birim elemani olmak iizere, us(a,a™*,e) =1
oldugundan e € A ve ps(e,a™,a7') = 1 oldugu igin de, a=! € A ’dir. Bu nedenle,
< A,® > bir bulanik grup, dolayisiyla < A, & > v_<j <G, 5>’dir. O

Sonug 2.2.27 < G,3 > bir bulanik grup, @ # A C G olsun. Bu durumda,
< A,d> vSa <G5> <> Hera,be A, c€ Gigin ps(a,b™',¢c) = lise, c € A dur.
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ispat: Bunun ispati Onerme 2.2.26 ’dan kolayca goriilebilir. O

Onerme 2.2.28 < G, > bir bulanik grup, # # A C G olsun. Bu durumda; &, A

tizerinde bir bulanik ikili iglem olmak tizere agagidaki denklik saglanir:
<A,®>2<G,6> < (i) VreAiginzt€A
(ii) pg(a,b,c) < ps(a,b,c), Ya,b,c € A.
ispat (=) : ispatm bu yont, Tanim 2.2.21 geregi, agikar.

(<=) : Tanim 2.2.21 geregi < A,® > 'nin bir bulanik altgrup, hipotez geregi de
e € A oldugunu gostermek ispat1 bitirir. £ € A igin 27! € A oldugundan, Syle bir
s € A vardir ki, pi(z,z7%,8) = 1 < ps(z,z71,s) 'dir. Bu da, (F-2) ozelligi geregi,

s =e, yani e € A demektir. O

Sonug 2.2.29 < G, 5 > bir bulanik grup, @ # A C G ve 8, A tizerinde bir bulanmik
ikili iglem ise agagidaki denklik saglanir:

<AS><<GE> e=>VreAicnz € A
Ispat: Onerme 2.2.28 ’den kolayca goriilebilir. O

Sonug 2.2.30 < G, 6 > bir bulamk grup; e, G ’nin birim elemam ve &, G tizerinde
her a,b,¢ € G igin ps(a,b,c) < ps(a,b,c) kogulunu saglayan bir bulamk ikili iglem
olsun. Bu durumda, < {e},6 > 2 <Go>ve<G,é> vS'_z < G,56 > ’dir.

Ispat : ¢! = e € {e} ve her z € G igin z~! € G oldugundan, Onerme 2.2.28 geregi
<{e},6>§z<G,6>ve<G,3>v§a<G,6> ‘dir. O

Sonug 2.2.31 < G,5 > bir bulanik grup, her j € J i¢in < A;,8; > 2 < G,6 >
olsun. Eger % , (| A; iizerinde, her z,y,2 € () A; i¢in pz(z,y,2) < A ps;(z,y,2)
JES jed jedJ

kogulunu saglayan bir bulamk ikili iglem ise, < [ A;,% > v_<a < A;,8; > ’dir.
jed
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Ispat: Onerme 2.2.28 *deki (2) ve (i1) kogullarinin saglandigini gostermek yeterlidir:

() = € () A;ise, o € A;(¥] € J) *dir ve < 4;,3; > < <G, > oldugu igin de
J

z7t € A; , dolayisiyla, z71 € (] A; ’dir.
jed

(ii) % 'm tammm geregi, her z,y,2 € | A4; icin pz(x,y,2) < ps;(2,y,2) dir. O
jeJ

Sonug 2.2.32 < G, 3 > bir bulanik grup, < 4,0 > vsa < G,6 >, < B,e > li<_a
< G, > ve %, ANB {izerinde bir bulanik ikili iglem olsun. Eger, her z,y,2 €
ANB icin pz(z,y,2z) < pa(z,y,2)Apg(e,y, 2) ise, < ANB,%* > 2 < A0 > ve
< ANB,* > v_<m < B,# > ’dir.

ispat: Bunun ispat1 Sonug 2.2.31 ’in 6zel bir durumudur. O

Sonug 2.2.33 < G,5 > bir bulanmik grup; A, G ’nin bog kiimeden farkli sonlu
elemanli bir altkiimesi ve @, A tizerinde bir bulanik ikili iglem olsun. Bu durumda

agagidaki denklik saglanir:

<A,6> 2 < G,8> <= hera,b,c€ Aicin pg(a,b,c) < ps(a,b,c).

Ispat (=): Asikar.

(<=): ©, A iizerinde bir bulamk ikili iglem oldugundan, her z,y € A icin
zoy € A’dir. Bu nedenle, < 4,0 ><< G,0 > 'dur (Karakag 1998). Dolayisiyla,
her z € Aigin z~! € A olacagindan, Onerme 2.2.28 geregince, < A,® > v_<f <G5>
olmahdir. O

Onerme 2.2.34 < G, > bir bulanik grup ve < A,0 > "5“ < G,06 > olsun. Eger
ACBCG,herze€ Biginz™! € B ve

,u(:)(:v,y,z) ’ QI,y,ZGA

*:BxB~ B , p(z,y,z):=
ps(z,y,2) , aksi durumda

. v.a . . .
bir bulanik ikili iglem ise, < 4,0 > < < B,¥> < < G,5 > *dur.
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Ayrica,

ué(xvi‘hz) sy T,Y,2 € A

*¥:Bx B~ B , pi(z,y,z):=
Eg(z ®y,z) , aksi durumda

bir bulamk ikili iglem ise, yine < A,® > v_<a < B,*x> 2 < G,5 > dir.
ispat: Bunun ispata, Onerme 2.2.28 geregince, agikardir. O

Onerme 2.2.35 < G, > bir bulanik grup, < G,% > 2 < G0 >ve< G, x>
%a < (,8 > olsun. Bu takdirde; < G, #V* > bulanik grubu < G,6 > 'nin

- v.a o~ o~ v.a ~
<G, 8> < <G evi>< <G5>
ve
~ v.a - ~ v.a ~
<G *>< <G, ovx>< <G5>
dzelligine sahip bir bulanik altgrubudur. Ayrica, < G,® > bu ozellige sahip bir
v.a = ~ ~ ~
bulanik altgrup ise < G,8Vx > < < G,© > ’dir, yani < G,8V%x >, < G,6 > 'nin

istenen Ozellige sahip en kiiglik bulanik altgrubudur. (Burada, her a,b,¢ € G i¢in
pavi(a, b, ¢) == (uaVps)(a, b, ¢) = ps(a, b, c)Vuz(a, b, ¢) olarak tanimlanmaktadir.)

Ispat: Her a,b,¢,z,y,7 € G icin

A (#Viz)(z, 9, 2)AEGxa((a,b), (2, 9))
S /-‘6(‘17 b> C)/\[La(.’l), Y, z)AEGxG((aa b)7 (.’L‘,y))
< EG(C, Z)

(1sVpsz)(e, b, ¢)

"dir. Ayrica, a,b € G igin ps(a,b,c) = ps(a,b,c) = ps(a,b,c) = 1 olacak gekilde
¢ € G vardir. Bu nedenle, pz(a,b, c)Vus(a,b,c) = 1 olacagindan, *¥V&, G iizerinde
bir bulanik ikili iglemdir. Bu nedenle, Onerme 2.2.28 ’den

v.a v.a
<G*>< <G *Ne>< <G5>

ve



*dir. Kabul edelim ki, bir < G, ® > bulanik altgrubu igin < G, % > v_<a <G,o> v_<fe
<G,53>ve< G o> Uﬁa <G5> 1i<_a < G, 5 > olsun. Bu durumda, her a,b,c € G
i¢in pz(a,b,¢) < pgla,b,c) ve ps(a,b,c) < pg(a,bd,c) olacagindan pzvi(a,b,c) <
pela,b,c), yani < G, %Vé > << G, ® > olmalidir. Bu da, istenen 6zellige sahip en
kiigiik bulanik altgrubun < G,*Vé > oldugunu kanitlar. DO

Onerme 2.2.36 < G, 6 > bir bulanik grup veher 7 € Jicin < H;,5; > USG <G, 6>
olsun. Bu durumda, < G,0 > iginde | H; ’nin drettigi altgrup H =< U H; >

JjEJ JEF
olmak tizere

ﬂaj(x’yaz) y T,Y,2 € Hj

6;:HxH~H, ps;(z,y,2):=
Et(zoy,z) , aksi durumda
ise,
<H;,5;><<H\ #><<H?5>
jeJ
olur. Ayrica, < H,6 > ’mn, her j € J i¢in < H;,5; > ’leri bulanik altgrup olarak
kabul eden, en kii¢iik bulanik altgrubu < H, V &; > ’dir. (Bu grup, < H;,3; >
jed

lerin < G, 6 > i¢inde iirettigi bulamk altgrup olarak adlandirilir.)

Ispat: Onerme 2.2.28 ’den < H;,5; > vsa < H,s; > v_<:l < H,6 > ’dir. Ayrica,

V ﬂij(aab7c) V ll'ij($7ya z)AEGxG((a7b)a (37, y))
JjedJ JjeJ

A
< ﬂs(a, b,c)/\ua(:c, y7z)AEGXG((a’7 b)? (m7 y))
< EG(C7 z)

ve a,b € H igin V p;;(a,b,a 0 b) = 1 oldugundan, V 3;, H iizerinde bir bulanik
jed jeJ

ikili iglemdir. Onerme 2.2.28 gereffince de,

~ v.a ~ v.Q ~
<H;,5;><<H\8%><<Hds>
jed
oldugu gorilir.
Kabul edelim ki, < H,* > bir bulanik grup ve
- v.a ~ V.G ~
< H;,8; >< < H*><<H5>
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olsun. Bu durumda, a,b,c € H igin, eger a,b,c € H; olacak gekilde bir j € J
varsa, ps;(a,b,¢) < ps;(a,b,c) < pz(a,b, c) ve dolayisiyla, ng pa;(a,b,c) < pz(a,b,c)
olacaktir. Eger a 0b = cise, 1 = ps;(a,b,¢) < pz(a,b,c) = 1 ve son olarak, eger
aob# cisede, 0= p;,(a,b,c) < pz(a,b,c) olacagindan, < H, V &; > v_<a < H*>

ied
elde edilir. Bu da ispati bitirir. O

Sonug 2.2.37 < G,6 > bir bulanik grup, j € J icin H;, H ve &; Onerme 2.2.36
"daki gibi olsun. Bu takdirde,

51T 2 T z € H.
*it HX H~ H, pzj@,y,2) = #5;(2:9,2) ,y., i
ps(z,y,2) , aksi durumda

olmak tizere,

~ v.a - v.a ~ Y. ~ .0 ~
<H;,6;><<H\$><<H\*%><<H?’5><<G5>
i€d jed

"dir.
ispat: Bunun ispati, Onerme 2.2.36 kullanilarak, kolayca elde edilebilir. 0O

Onerme 2.2.38 < @, > bir bulanik grup ve
Scaos> = {< A 8> :<Ae> << G,5 >}

olmak tizere, S<gs> kiimesi bulanik altgrup olma bagintisina gore kismi sirali bir

kitmedir ve bu kiime bir tam latistir.

. v.a
Ispat: Her < A, >€ Scgp> icin < A, 8> < < A8 >,

- .« . ~ v.a ~ ~ v.a ~
<A 8>, <B*>€ES8gs>icin< A, 8> < <Bix>ve<B,x><<Aé>
ise, < A, 8 >=< B,% >,

~ - v.a ~ ~
<A®8><Bx><C,0>€ 8> icin < A8 > < < B,x>ve< B, %>
v.Q ~ pad o ~
< < C,® > ise Onerme 2.2.23 geregince < A, ® > 2 < C,® > olacagindan S¢g s>
kiimesi, bulanik altgrup olma bagintisina gore, kismi sirali bir kiimedir.
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7 € J igin < Aj,8; >€ Sc¢as> olsun. Bu durumda, A := ﬂJA ve
i€

$:AXA~ A, pi(a,bc)= /\ [l,aj(a,b,C)
jeJ
olarak tanimlandiginda; < A,8 >€ S¢gs> ve her j € J icin < A,8 > 2 < A;,0; >
"dir ve tanumi geregi bu o6zellige sahip en biliyik bulamk altgrup < A, > ’dir.

Dolayisiyla, S<¢ s> 'nin keyfi bir altkiimesinin infimumu S<gs> ’ya aittir.

Diger yandan, Her j € J i¢in < A;,06; >€ Scag;s> olsun. Bu durumda, A :=<
U A; > ve
JeJ
s:(a,b,c a,b,c€ A;
o, :AXxA~A, ﬂij(a;bac) p== iu.?( ,b,0) > g
Ex(aob,c) , aksi durumda
olmak tizere, her j € J i¢in < A;,5; > ”<f < A, V o > < < G,3 > dir ve Onerme
2.2.36 geregince, istenen ozellige sahip en kuguk bulamk altgrup < A, V &, > ’dir.

Buradan, S<gs> 'nin keyfi bir altkiimesinin supremumunun Scgss> ’ ya a.1t oldugu
gorilir. ( Sc<gs> 'min en kiiglik ve en biiyiik elemaninin sirasiyla, < {e},8 > ve

< G, 5 > oldugu agiktar.) O

Tanmm 2.2.39 < G, > bir bulanik grup, S C G, H :=< § >; %, S iizerinde her
a,b,c € S i¢in pz(a,b, c) < ps(a,b,c) ozelligine sahip bir belirtisiz fonksiyon ve

T:={<HO> Sa < G,0>: px(z,y,2) < pglz,y,2) , Vz,y,2 € S}

olarak tanimlanmak tizere, & : H x H ~» H belirtisiz fonksiyonu gdyle tanimlansin:

her z,y,2z € H igin

pa(2,y,2) == NMps(e,y,2) : < H,O >e T}.

Bu durumda, < H,# > bulanik altgrubu (S, %) 'min < G,3 > iginde trettigi bulamk
altgrup olarak adlandirilir ve < (S,%) >=< H, & > ile gosterilir.

< G,8 > bir bulanik grup ve z € G igin ps(z,z,z) = o olsun. 0 < 8 < a olmak
uzere

*:{z} x {z} ~ {z}, ps(z,z,2) =0
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icin ({z},%) 'mn < G,5 > icinde direttigi bulamk altgrup belirlenmek istenirse;
Tanim 2.2.39 ’in gosterimleriyle, {1 H=<z>vee#: <> X<z >uw<z>
{=}CH<G

oyle ki, her a,b,c €< z > i¢in

1, wps(a,bec)=1

pi(a,b,c) =4 B , ps(a,bc)<lvea=b=c==z

0 , aksi durumda

olmak tizere,
<{zh*)>=<<z>,8>

oldugu elde edilir. Burada, 8 = 0 olmasi durumunda ({z},%) "in drettigi bulanik
altgrubun; < G,6 > ’nin indirgenmis klasik grubu iginde, {z} ’in {irettigi klasik
altgruba kargilik gelen bulanik altgrup oldugu gorilmektedir.

Onerme 2.2.40 < G, 6 > bir bulanik grup, S C G, H :=< S >; *, S lzerinde her
a,b,c € S icin pz(a,b, c) < ps(a, b, c) ozelligini saglayan bir belirtisiz fonksiyon ve

1 , #s(e,bc) =1
6:HxH~ H, ps(a,bc):=14 pz(a,bc) , a,b,ceS ve ps(a,bc) <1
0 , aksi durumda

olsun. Bu durumda; (S,%*) 'nin < G, > icinde trettigi bulanik altgrup < H,® >
*dir.

ispat: Bunun ispati, Tamim 2.2.39 geregince, agikardir. O
Teorem 2.2.20, Tanim 2.2.21 ’e gore agagidaki gibi genellegtirilebilir:

Onerme 2.2.41 < G,56 >, < H,* > bulanik gruplar ve ® : G— H bir bulanik

homomorfizm olsun.

(a) Cek,® iizerinde tanimlanan ® bulamk ikili iglemi i¢in

pa(z,y,2) < ps(z,y,2) , VYz,y,2 € Ceky®
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kosulu saglamyorsa, < Ceky®, O > 2 < G, 6 > dir.

(b) < 4,6 > vsa < G,6 > ve 8, ®(A) iizerinde bir bulanik ikili iglem 6yle ki,
her z,y,z € ®(A) icin ps(z,y,2) < pz(z,y,2) olsun. Bu durumda, < ®(A4),s > 2
< H,% > ’dir.

(¢) < B,é > < < H,% > ve &, ®'(B) iizerinde bir bulanik ikili iglem
oyle ki, her z,y,z € ®7'(B) i¢in pg(z,y,2) < ps(z,y,2) olsun. Bu durumda,
<®YB),0> < <G5> du.

ispat: Ispaty yapmak i¢in Onerme 2.2.28 deki iki kogulun saglandigini gostermek
yeterlidir.
(a) (i) z € Ceks@=>¥(z) = eg=P(z™?!) = (®(2))"! = eg=>z"! € Cek;®
(ii) Hipotez geregi, her z,y, 2 € Ceky® iin pg(z,y,2) < ps(z,y, z) 'dir.
Bu nedenle, < Ceky®, ® > 2 < G, 8 > dir.
(b) )z d(A)=Tac A>P(a)=zvea ' € A=0(a!) =z € B(A).
(ii) Hipotez geregi, her z,y, z € ®(A) icin u;3(z,y, z) < ps(z,y, z) 'dir.
Bu nedenle, < ®(4),& > < < H,% > ’dir.
(c)(i))z€d(B)=>Ja€B>%(z)=avealeB
=®(z7!) = (®(z)) " =a™' € B=>z"' € 7!(B).
(ii) Hipotez geregi, her z,y,z € ®~1(B) i¢in pg(z,y, 2) < ps(z,y, z) 'dir.
Bu nedenle, < ®71(B),5 > v_<a < G,6 > dir. O

Onerme 2.2.41 "deki (b) ve (¢) siklarimin tersleri her zaman igin dogru olmayabilir,
agagidaki 6rnek bunu kamtlamaktadir:

Ornek 2.2.42 G = Z, ;o.8,y € Rveld <y <8 < a<1olsun. Ayrica;
Ez, : Z4 x Z4 — [0,1] Syle ki;
1 , u=vw
Ez,(u,v) := {

a , uFv
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Ez,x2s = E3,xz, 0 : Lq X 4 ~ Z4 Syle ki

1 , z4+y=2z(mod4)

N6($,yvz) ={ﬁ , $+y;—éz(m0d4)

H:=1273 ; Ez,(u,v) := FEz,(u,v) , Ez,xz, = EZ,«7, , % : Lz X Lz ~» Ly dyle ki

1, z4+y==z(mod?2)

/L;(:c,y,z) =
{ v , z+y#z(mod?2).

® : Z4—Z, fonksiyonu her z € Z4 i¢in ®(z) = 0 olarak tanimlansin ve A :=
{0,1} olsun. Bu durumda, her z,y,z € Z, i¢in ps(z,y, 2) < pz(®(z), @(y), ®(2)) =
1 oldugundan @ bir bulanik homomorfizmdir. Ayrica, ®(A) = {0} C Z; ve <
P(A),* > vSa < Zg, % > dir. Fakat, < 4,0 > vSa < Z4,6 > olacak gekilde A tizerinde
hi¢ bir @ bulanik ikili iglemi tamimlanamaz. Aksi durumda; dyle bir s € {0,1} vardir
ki, 1 = pg(1,1,s) < ps(1,1,8) < ps(1,1,2) = 1 geligkisi elde edilir. Bu da, Teorem

2.2.41 ’deki (b) sikkinin tersinin her zaman icin dogru olmadigim gosterir.

G: =12y, H:=12Z4 ve o,0,7, Fz,, Ez,x2,, Ez,, Ez,x7, yukarida tanimlandig:

gibi olmak tzere; 6 : Zy X Zg ~ Zy Oyle ki;

1 , z+y=z(mod?2)

ps(z,y, ) =={
B , z+y#z (mod?2)

*: 2y X Zg ~» L4 Oyle ki;

1, z4+y==z(mod4)

i(z,y,2) =
Hal2:3:7) {7 , ¢+y#z(mod4)

® : Zy—Z,4 fonksiyonu her z € Z; i¢in ®(z) = 0 olarak tamimlansin ve B := {0,1}
olsun. Bu takdirde, ® bir bulamik homomorfizmdir. Ayrica, ®~'(B) = {0,1} = Z,
ve < 81(B),5 >=< Z3,8 > < < Z3,6 > 'dir. Fakat, < B,& > < < Zs, % > olacak
sekilde B tizerinde hi¢ bir 8 bulanik ikili iglemi tanimlanamaz. Aksi durumda; oyle
bir s € {0,1} vardir ki, 1 = p5(1,1,8) < px(1,1,8) < pz(1,1,2) = 1 geligkisi elde
edilir. Bu da, Teorem 2.2.41 ’in (¢) sikkinin tersinin her zaman igin dogru olmadigini

gosterir.



Tamim 2.2.43 < G, 5 > bir bulamk grup ve r € [0, 1] olmak iizere
S,- = {($7y7z) : ua(mayaz) 2> 7’}

kiimesi, G X G x G ’nin r-diizey altkimesi olarak adlandirilir.

Tamim 2.2.44 < G,5 > bir bulamik grup ve her r € [0, 1] icin

Ns(a,b,C) ? (aab7c) GS?'

, aksi durumda

8, :Gx G~ G, psfa,bc):= {

olmak tiizere < (7,8, > g < G,6 > ’dir. Bu grup, < G,0 > ’nin bulanik r-dizey
altgrubu olarak adlandirilir.

Asgagidaki O6nerme sayesinde, klasik gruptan farkh bir bulamk altgruptan,
sayilabilir sonsuz sayida bulanik altgrup elde edilebilecegi gorilmektedir:

Onerme 2.2.45 < G,5 > bir bulanik grup, < 4,0 > < < G,5 > ven € IN*t

olsun. Bu durumda,

1 3 ﬂ@(«'ff, Y, Z) =1
Heple) , aksi durumda

n

*i AX A~ A, pi(z,y,2) = {
olarak tamimlanmak tizere, < A,%, > 'i<f < A,® > dir.

Ispat: Va,b,c,z,y,2 € A igin

y';n(a" b, C)/\It;n(ﬂ?a Y, Z) A EAXA((“7 b)? (a:’ y))
pe(a, b, c)Aus(z,y, 2)AEexa((a,b), (2, y))
< Egle,z) = E4{c, 2)

IA

ve %, ’nin tanim geregi her a,b € A igin pz,(a,b,¢) = 1 olacak gekilde ¢ € G
bulunabilmesi nedeniyle; *,, A izerinde bir bulanik ikili iglemdir. Bu nedenle,

Onerme 2.2.28 geregi < A, %, > 1i<_a < A,® > olmalidir. O
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2.3. Bulamik Normal Altgruplar
Tanim 2.3.1 < G, > bir bulanik grup ve < N, & > v_<i1 < G,6 > olsun. Eger her
z € Gvehern € N igin
(1,5 s (7,2, 8) < B(s,8) , Vs,t € G
olacak gekilde z ve n ’ye bagli bir @ € N varsa; < N, >, < G, 6 > ’min bir bulanik
normal altgrubudur denir ve < N, ® > %1 < G,0 > ile gosterilir.
Eger, Eg := Ef, Egxe := Efyq, her z,y,2 € G igin ps(z,y,2) € {0,1} ve
<N,s>< <G5> ise, NG dir. CGinkii, z € G, n € N igin
ps(z,n, s)Aps(@, z,t) < Eg(s,t), Vs,te @G
olacak gekilde® € N vardir. s=zon ,t=7ocz ign
1 = ps(z,n,z 0o n)Aus(R,z,Rnoz) < Eg(zon,Roz)—>zon="noz

olmalidir. Bu da, N < G oldugunu gosterir. Yani, bu 6zel secimle bulanik normal
altgrup kavrami klasik cebirde bilinen normal altgrup kavramina kargilik gelmekte-
dir.

Onerme 2.3.2 < G,5 > bir bulank grup, < N,s > 9 < G, > ise, < N, e ><<
G, 0 > olur.

Ispat: < N,s > ’%’ < (G,6 > oldugundan her z € GG ve her n € N igin 6yle bir
7 € N vardir ki,

(2, 8) s (7, 2,8) < Fig(s,1) Vs,t € G
'dir. s=zon,t=nRoziginzon =Noz, yanizonoz ! =m € N olacagindan,

< N,e ><< G,0 > olmahdir. O

Onerme 2.3.3 < G,5 > bir bulanik grup; e, < G,6 > ’nin birim elemam, @ :
G x G ~» G bir bulamk ikili iglem 6yle ki, her z,y, z € G i¢in ps(z,y, 2) < ps(z,y, 2)
olsun. Bu durumda, agagidaki ozellikler saglanir:

(a) <{e},6>2§z<G,6> (b) <G,8>1§Z<G,6>
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Ispat: (a) Sonug 2.2.30 ’dan < {e},5 > << G, 6 > ’dir. Diger yandan, z € G ve

7 = e € {e} olmak tizere,
ps(z, e,8)Aus(e, z,t) < Eg(z, s)AEg(z,t) < Eg(s,t), Vs,t € G

V.0
oldugundan, < {e},& > < < G, > ’dir.

(b) Onerme 2.2.30 ’dan < G, > 2 <G8>’dir. z;neGiginm=zonoz™?

olmak lizere, her s,f € (G igin

/‘5("3) n, 3)/\“5(%) T, t) = :“5(537 n, 3)/\“5(‘7: ono x—la T, t)
Ec(zon,s)AEg(z on,t)
< EG(sat)

IA

v.n
oldugundan, < G, > < < G,6 > ’dir. O

Sonug 2.3.4 Tanim 2.2.43 ’teki gosterimler kullanilmak itizere, < G,0, > vﬂn
< @G, > ’dir.

ispat: Bunun ispati, Onerme 2.3.3.(b) geregince agiktir. O

Onerme 2.3.5 < G, 5 > bir abelyen bulanik grup ve < N,& > 2 < G,5 > ise,
<N, > %L < G,5 > 'dir.
ispat: z € G ,n € N igin 7o := n olarak tanimlanmak lizere,

ps(z,n, s)Aps(@, z,t) = ps(z,n, s)Aps(n, z,t) < Eg(s,t) , Vs,t € G
oldugundan, < N, > 9 < G, > olmahdir. O

Onerme 2.3.6 < G,5 > bir bulamk grup, < G,o0 > 'nun merkezi M(G) olmak
fizere, egger < M(G),s > < < G, > ise, < M(G), > 4 < G, > olur.
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Ispat: z € Gvene M (G) igin z o n = n o z oldugu gozoniine alinacak olursa;

7 :=n ve her s,t € G igin
ﬂa(x’nas)/\ua(ﬁvw7t) = ﬂ5($7n’5)/\/‘5(nawat) < EG(:l:on,s)/\Eg(no;c,t) < EG(Sa t)v
yani < M(G), & > v<_711 <@G,3>olur. O

Asgagidaki onerme, bir bulanik normal altgruplar ailesinin kesigiminin yine bir

bulanik normal altgrup oldugunu ifade etmektedir:

Onerme 2.3.7 < G,6 > bir bulanik grup, 7 € J i¢in < N;,6; > 4 < G,

o >
olsun. Bu durumda; %, [\ N; tzerinde her a,b,c € N N; igin pz(a,b,¢) <
jeJ jed

é\J ps;(a, b, c) 6zelligini saglayan bir bulanik ikili iglem ise, < ’QJ Nj, %> vﬁ? <G5>
j j
"dur.

Ispat: N := N; i¢in, Sonug 2.2.31 ’den < N, @ > 2 < G,8 > dir. Bu durumda,
jeJ

z € G,n € N=dm; € N; 3 ps(z,n, s)Aus(T;,z,t) < Eq(s,t) ,Vs,t € G.

Ozelolarak,S:xon,t:ﬁjomigina:on:ﬁjom,(‘v’jeJ),yaniﬁjzxonox“l

oldugundan 7@ := @; olarak tanimlandiginda,
pa(z,n, s)Aps(@,z,t) < Eg(s,t), Vs,t €G
elde edilir. Bu nedenle, < N N;,% > 1i<_ln < G,6 > olmahdir. O
JeJ
Onerme 2.3.8 < G, 6 > bir bulanik grup, & tglinci girdide gegigli ve < N, & >

%a < (,6 > olsun. Bu durumda, < N, ¢ > Q}S"l_z < (,6 > olmas igin gerek ve yeter
kogul her z € G , her n € N igin z ve n ’ye bagh Oyle bir @ € N vardir ki,

ps(z,n, 8)Aus(s,z71,t) < Eq(t,m), Vs,t€G

olmasidir.
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Ispat (=):z€G,neNiinzon="moz, yani# = zonoz " olacak gekilde
7 € N vardir. Bu nedenle, her s, € G i¢in

“5(37’77'75)/\/"5(3755_1’t) < EG(xon73)/\P‘5(3937—17t)

IA

ps(zon,z71,t)

IA

Eg(zonoz™,t)

Eg(ﬁ, t).

(<):z€G neNves:=zon,t:=zonozlicgmA=t=zonoz ' €N,

yani z o n = 7 o z olacak gekilde @ € N vardir. Bu nedenle, her s,t € G i¢in,

ps(z,n, 8)Aus(@,z,t) < Eg(z on,s)AEg(Ro z,t) < Eg(s,t)
oldugundan, < N,& > < < G,6 > ’dir. O
Onerme 2.3.9 < G,5 > , < H,% > bulanik gruplar, f : G—H bir bulanik
homomorfizm olsun. Bu durumda; 8, Cek(f) lizerinde bir bulanik ikili iglem ve her
2,9,2 € Qek(f) igin 1s(2,, ) < s(@,,2) ise, < Cek(f),8 > 3 < G,5 > “aur.
Ispat: n € Cek(f) ,z € Gigin zon ozt € Cek(f) ’dir. Ciinkii,
fleonoz™) = f(z)* f(n)* f(z™") = f(z)* fz™") = flzoz™") = flea) = en .
m:=gonoz !ign

ps(z,n, )Aps(W, z,t) = ps(z,n,s)Aps(zonoz™t z,t)
1

IA

Eg(zon,s)AEg(zonozx~

< Eg(s,t), Vs,te@

oz,t)

oldugundan, < Cek(f),6 > 4 < G,3 > ’dir. O

Agagidaki onerme ile, bir bulanik normal grubun bulanik homomorfizm altindaki

goriintiisiintin yine bir bulanik normal altgrup oldugu gérilmektedir:

Onerme 2.3.10 < G,6 >, < H,x > bulanik gruplar, f : G—H bir bulanik
homomorfizm ve < N, & > 21& < G,5 > olsun. Bu durumda; 8, f(N) lizerinde bir
bulanik ikili iglem ve her z,y, 2z € f(N) icin ps(=,y, 2) < pz(z,y, 2) ise, < f(N), >
d< F(G), % > dir.
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Ispat: z € f(N) igin dyle bir n € N vardir ki, f(n) = z ve n™! € N ’dir. f(n™!) =
27! € f(N) olacagindan, Onerme 2.2.28 geregince, < f(N),s > 2 < f(G@),* >
olmalidir. Diger yandan, 2’ € f(G) igin 6yle bir z € G vardir ki f(z) = 2/, n’ € f(N)
icin dyle bir n € N vardir ki f(n) = n' egitlikleri saglanir. < N,8 > < < G,8 >
oldugu i¢in de, yle bir @ € N vardir ki,

ps(z,n, s)Aus(@, z,t) < Eq(s,t), Vs,t € G

ve dolayisiyla, zon = @oz ’dir. Burada, @' := f(%) € f(N) olmak lizere, f(zon) =
f(®oz) ve buradan z’' * n’ = 7' % 2’ olacagindan,

pa(e’,n', s )Aps(@, 2, t") < Eg(a'*n',s)AEg(®W x ', t")
< Eg(s,t), V¢t e f(G)

oldugu elde edilir, bu da ispat1 bitirir. 0O

Onerme 2.3.11 < G, > bir bulamik grup; M(G), < G, 0 > ’nun merkezi ve
M3(G) :={a :Vz,y,2,w € G; ps(a™, 27", y)Aus(y, a, 2)Aps(z, z,w) < E(w,e)}

olmak tizere M3(G) € M(G) ’dir. Eger & iglincii girdide gegigli ise, M(G) =
M;(G) dir. (Burada tamimlanan M3(G) kiimesine < G,8 > ’min bulanik merkezi

ad1 verilir.)

-1 1

ispat: a € M3(G)ise,y:=aloz!,z:=yoa=alozloavew:=zoz =

alozloaoxzign

1

1= ps(a™, 27", y)Aus(y, @, 2)Aus(z, 2,w) < Eg(w,e)=>w = e=>zxo0a=aox

olacagindan « € M(G) cikar.

Eger, 6 tgiincii girdide gegigli ise, « € M(G) igina oz oaoz =¢,(Vz € G)

olacagindan
sla, 2 5) s (0,0, Vs (5, 2,) < Bo(y, a0 2™ Aus(y, & 2)Apis (2, 2, )
< pslatoz a,z)Aus(z, z,w)
< Eg(z,a' ozl oa)Aus(z,z,w)
< wpslatoztoa,z,w)
< Eg(w,alozloaox)

Eg(w,e)=>a € M3(G)



olmahdir. Bu nedenle, M(G) = M5(G) ’dir. O

Asgagidaki ornekle, & 'nin icinci girdide gecigli olmamas: durumunda M(G) #
M5(G) olabilecegi goriilmektedir:

Ornek 2.3.12 G=Rt, o € [0,1) ve her z,y,u,v € G igin

1 , T=Y
Eg(z,y) == aV(i/\%) , z#y,z,y>1
0 , akst durumda
1 , (2y) = (v,v)
Eexa((z,y), (u,v)) := av(x%/\glgl\;%/\;%) , (z,9) # (u,v),z,y,u,v > 1
0 , aksi durumda
ve
1 , Z=2.9
8:GxG~ G, ps(z,y,2) = a.(%/\%/\%) , 242y z,y,2>1
0 , aksi durumda

olmak iizere < G,6 > bir bulanik gruptur (Demirci ve Coker 2002). Burada,
ps(4, %,Z)AEG(él, 5) £ 1s(5, 3,2) oldugundan; &, G iizerinde igiincii girdide gegisli
degildir. Ayrica, ; € M(G) = R* olmasina ragmen 1 ¢ M;(G) 'dir. Ciinki,

1 13

3
#5(2,4,6)Aus(6, 5 3)Aus(3, 7 4—) > Eg( 7 1)

"dir.

Onerme 2.3.13 < G, 6 > bir bulanik grup, < H,* > 2 < @G,0 >,
M(H,):={a€G:Yhe€ Hyaoh =hoa},

M(H;) :={a € G:VYh € H,Vs,t € G igin ps(a, h, s)Aus(s, a“l,t) < Eg(h,t)}

olsun. Bu durumda, M(H;) C M(H,) ’dir. Eger 6 iigiinci girdide gegisli ise,
M(H,) = M(H;) ’dir.
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Ispat: ¢ € M(Hs) ve her & € H icin

1= ps(e,z,a0z)Aps(aoz,alaozoa™) < Eg(z,a0zo0a™")

1

= a0xr0a =X—>a0xr==zx0a

oldugundan, a € M(H,) olmalidur.

Simdi ii¢lincii girdide gegiglilik oldugunu varsayalim. ¢ € M(H,) ise, her z € H

icinaoz oa™! =z ve 5 liglincii girdide gecisgli oldugundan;

”5(6’7 T, S)Aﬂs(sa 6—13 t) < E(,‘(S, ao 37)/\[15(8, a——l’ t) < ﬂs(a o, a—la t)
< Eg(t,aozoa™') = Eg(tz)

— a < M(Hg)

bulunur. Sonugta, M(H,) = M(H;) elde edilir. O

Onerme 2.3.14 < G, 5 > bir bulanik grup, < H,* > 2 < G,0 >,
N(H,):={a€ G:Yhe€ Hyaohoa" € H},

N(H;):={a € G:Vh e H,3h € H,Vs,t € H ; ps(a,h,s)Aus(h,a,t) < Eg(s,t)}
olsun. Bu takdirde, N(H,) = N(H3) ’dur.

Ispat: a € N(H;) olsun. Her h € H igin dyle bir A € H vardir ki, s := a o h,

t:=hoa igin,
1 = us(a,h,s)Aus(h,a,t) < Eg(s,t) => s=t=aoh="hoa
= h=aohoa e H

olur. Boylece, N(H;) C N(H,) elde edilir.

Diger yandan, a € N(H,) ve h € H igin dyle bir o € H vardir ki, h = aohoa™?
"dir.
a € N(H.)=ps(a,h,s)Aus(Fra,t) < Falaoh, s)\Ea(h o a,1)
< Eg(aoh,s)AEg{aohoatoa,t)
< EG(S, t)

5
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olur. Bdylece, N(H,) C N(Hj;) bulunur. Bu nedenle, N(H;) = N(H,) *dir. O

Yukarida tamimlanan N(H,) kimesi; klasik cebirde bilinen H altgrubunun G
icindeki normallestiricisinden bagka bir gsey degildir. Bu nedenle, N(H,) < G ’dir
ve tanimu geregi H ’yi kapsayan en biliyik normal altgrup N(H,) ’dir. Dolaysiyla,
N(H;) < G dir ve

k2813 v.a
< H*> << N(H),6>< <G5>

olacag aciktir, bu bulanik altgruba < H,* > 'min < G,6 > icindeki bulanik nor-

malleyicisi denir. Ayrica, burada
v v.Q
<H*>d<K,5;,>< <G,6>=KC N(H;)

"dir ve 6zel olarak, < H,* > U<_"1‘ < G, 6 > olmast icin gerek ve yeter gartin N(H;) = G

olacag agiktir.

Onerme 2.3.15 < G,5 > bir bulanik grup, < H,% > < < 0,5 >,
N(H,):={a€G:VYh€ Hyaohoa™" € H},

N'(H5) :={a € G:Yh € H,Th € H,Vs,t € G; ps(a,hk,s)Aus(s,a*,t) < Ea(t,h)}

olsun. Bu takdirde, N'(H5) C N(H,) 'dur. Eger,  ’nin ti¢iincii girdiye gore gegislilik

ozelligi varsa da, N(H,) = N'(H;) *dur.

Ispat: a« € N'(H;) ve h € H icin s := aoh, t := soa™ = aohoa! olarak
tanimlandiginda 6yle bir & € H vardir ki
1 = ps(a, h,s)Aps(s,a™,t) < Eg(t,h)=>h =t =aohoa™ c H
¢ikar. Buradan, N'(H;) C N(H,) elde edilir.
Diger yandan, 6 'min tiglincii girdiye gore geciglilik 6zelligi varsa da,

a € N(Ho)=>ps(a,h, s)As(s,a71,8) < Fglao by s)Aus(s,a=,t)

< ps(aoh,at)
< Eglaohoa™,t)
= FEg(h,t)

=> a € N'(H;)

elde edilir. Boylece, N(H,) C N'(H;) ¢ikar. Bu durumda, N(H,) = N'(H;) esitligi
elde edilir. O
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Onerme 2.3.16 < G, > bir bulanik grup, < N,& > ?i<_a < G,86 > olsun. Eger,
< N,e > abelyen ve < G, 0 > abelyen degil ise, < N,® > abelyen fakat < G,6 >

abelyen olmayan bir bulanik gruptur.

Ispat: < G,0 > abelyen olmadig i¢in, (Demirci 2002) ’deki Teorem 5.10 geregi,
< (G,5 > abelyen olamaz. Diger yandan, her z,y,s,t € N igin zoy = yox

oldugundan
“3($7y7t)Aﬂ3(y7 Ly 3) < EN(-’” oY, t)AEN(y or, 3) < EN(37 t)

egitsizligi saglanir. Bu da, < N, @ > ’nin bir abelyen bulanik grup oldugunu gosterir.

O

Onerme 2.3.17 < G,5 > bir bulamk grup ve < N,0 >< < (G,0 > olsun. Bu
durumda, g € G igin

goN:={gon: neN}, G/N:={goN: ge(G}
ve 0 < a < B < v <1 olmak iizere;

1, b*e N
Eg : G/N x G/N—3[0,1] , Eg/n(ao N,bo N) := { G

v , aksi durumda
Egivxav : (G/N x G/N) x (GIN x G[N)—[0,1] ,

1 , aoz™!,boyteN

B , aksi durumda

Eg/nxeyn((ao N,bo N),(zo N,yo N)) := {
%:G/N x QN ~ G/N byle ki,

1 , aobocleN
ps(ao N,bo N,co N) :=

a , aksi durumda

ise, < G/N,* > bir bulanik gruptur. Ayrica, < G, 3 > bir abelyen bulanik grup ise,
< G/N,* > da bir abelyen bulanik gruptur.
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ispat: Her ao Nbo N € G/N igin, 0 < o < f < v < Eg/n{ao N,bo N)
oldugundan, (F-2) 6zelligi i¢in pz(z o N,y o N,z0 N) = pz(ao N,bo N,co N) =
Egnxein((z o Nyyo N),(ao N,bo N)) = 1 durumunu incelemek yeterlidir. Bu

durumda,
zoN=(zoy)oN=(zoN)o(yoN)=(aoN)o(boN)=(aob)oN=coN
olacagindan,

l=ypz(xoN,yoN,zoN) A pz(aoN,boN,coN)
A Eginxen((z o N,yo N),(ao N,bo N))
< Egmn(zoN,coN)=1

esitsizligi saglanir. Ayrica, her zoN,yoN € G/N igin pz(zoN,yoN,(zoy)oN) =1
oldugundan; %, G/N iizerinde bir bulanik ikili iglemdir. Birlegme ozelligi igin
pz(boN,coN,doN) = pz(aoN,doN,moN)
= pz(ao N,bo N,go N)
= pz{(goN,coN,woN)=1

durumunu incelemek yeterlidir. Bu durumda, (boc)oN = doN ve (aod)oN = moN

egitlikleri saglanacagindan,
moN =(ao(boc))oN=((aob)oc)oN=wo N
elde edilir. Bu nedenle,

1 =ypz(boN,coN,doN) A pz(aoN,do N,moN)
A pz(ao N,bo N,go N)Apz(qo N,co N,wo N)
< Egn(moN,woN)=1

oldugundan birlegme ozelligi saglanir. Diger yandan, a o N € G/N ve e, < G,3 >

‘nin birim elemani olmak tizere,
pi(aoN,eoN,aoN)=1=pz(eoN,ao N,ao N)

ve
pz(ao N,a™'o N;eo N)=1=pz(a™* o N,ao N,eo N)
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egitlikleri saglandigindan < G/N,* > bir bulanik grup olmalidur.

< G, 8 > bir abelyen bulanik grup ve ao N,bo N,so N,to N € G/N olsun. Bu
durumda,
pz(ao N,boN,so N) = puz(boN,aoN,toN)=1

ise,so N =(aob)oN = (boa)o N =to N olacagindan,
1=pz(aoN,boN,soN)Auz(boN,aoN,toN) < Egn(soN,toN)=1

olmahidir. Bu da, < G/N,* > bulanik grubunun abelyen oldugunu gésterir. O
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3. BULANIK HALKALAR VE BULANIK CISIMLER

3.1. Bulanik Halkalar

Bundan sonraki gosterimlerimizde, < #,0,®, Eyxu, By > sirali beglisi ile, H
’nin bir kiime oldugu, 6 ve 8 'nin da, H tlzerinde Fyxy ve Ey belirtisiz egitliklerine
gore bulanik ikili iglemler oldugu, ifade edilecektir. Agagidaki Tanim 3.1.1 ve Tanim
3.1.2, sirasiyla, Demirci (2002) *deki Tanim 7.1 ve Tanim 7.12 ’nin 6zel bir durumuna

kargilik gelmektedir.
Tanim 3.1.1 < H, 0,8, Eyxu, Ey > bulanik cebirsel yapisi verilmig olsun. Eger
her z,y, z, ¢, a, b, ¢, d € H i¢in
N3($7 Y, a)/\P“(wa Z, b)/\“?)(aa b, C)/\ﬂa(y, Z, d)/\”i(“"? d, t)~ < E'H(ta C)
ise, < ‘H,5,® > sirah tglisiiniin sol dagilma 6zelligi vardir, denir. Eger
HS(»’C, 2y a)/\ﬂi(yv 2y b)/\llf')(a'a b, C)/\]la(&?, Y, d)/\[,t;(d, 2, t) < E’H(ta C)
ise, < H, 0,8 > sirali liglistinin sag dagilma 6zelligi vardir, denir.
Tanim 3.1.2 < H, 0,8, Eyxu, Py > bulamk cebirsel yapisi icin, eger agagidaki g

ozellik saglaniyorsa < H, 3,8 >, Eyxy ve Ey belirtisiz egitliklerine gore, bir bulanik
halkadir, denir:

(BH 1) < #H,3 > bir abelyen bulanik grup,
(BH 2) < H,# > bir bulanik yarigrup,
(BH 3) < #,5,% > 'min sol ve sag dagilma ozelligi var.
Eger, < H,5,® > bir bulanik halka ve
(BH 4) Vz € H igin ps(z, €5,2) = 1 = ps(es, z, )
olacak gekilde e; € H varsa < H,0,® > ’ya birimli bulanik halka,
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(BH 5) Vz,y,s,t € H icin ps(z,y, s)Aus(y, z,t) < Eul(s,t)

ise de, < H,5,® > ’ya degigmeli bulanik halka denir.

Bundan sonraki gosterimlerde, < H, 5,8 > bir bulanik halka ise, < #,6 > 'nin
birim elemani 0y veya 0 ile, < H, ® > 'nin birim elemani da 1y veya 1 ile sembolize
edilecektir. Ayrica, x € H igin —z ile z ’in < H,3 > ’daki tersi; z7! ile de z ’in

< H,® > ’daki tersi (eger varsa) temsil edilecektir.

Onerme 3.1.3 (Demirci 2002 , 2003) < H,3,® > bir (birimli , degigmeli) bulanik
halka ise < H,0,® > bir (birimli, degigmeli) halkadir.

Tanim 3.1.4 < H,6,8 > bir bulanik halka olsun. A C H ve her a,b,c € A i¢in
p(a,b,¢) < ps(a,b,c) ve pg(a,b,¢) < ps(a,b,c) ve < A,®,O > bir bulanik halka

~ o~ o~ v.h
ise < A,5,® >, < H,5,8 > 'nin bir bulanik althalkasidir denir, < 4,8, > <

< H,5,® > ile gosterilir.

Bir altkiimenin bir bulanik althalka olup olmadigimi aragtirirken tanimdaki tim
kogullara bakmaga gerek olmadig agiktir. Agagidaki onerme, hangi kogullara bakila-
caginm belirtmektedir:

Onerme 3.1.5 < H, 5, > bir bulanik halka, A C H ve & , ® A iizerinde bulamk
ikili iglemler olsun. Bu takdirde, agagidaki denklik saglanir:

-~ o~ w.h - v.a
<AB,0>< <H,pa>= (i) <A,d><<H,5>
(ii) ”@(07 b7 C) S ,u;(a, ba C) ’ Va’b7c € A.

ispat (=): ispa,tm bu yonii, Tamim 3.1.4 geregi, agikar.

(<=): (i) ve (ii) ’den her a,b,c € A i¢in pg(a,b,c) < ps(a,b,c) ve pg(a,bd,c) <
ps(a,b,¢) dir. Ayrica, yine (i) ’den dolay: (BH1) kogulu saglanir. Diger yandan,
her a,b,c € A igin pg(a,bd,c) < ps(a,b,c) ve < H,® > bir bulamk yarigrup oldugu
i¢in, < A,® > bir bulanik yarigrup olacagindan (BH2) kogulu saglanir. Son olarak,
< H,5,8 > 'nin sol ve sag dagilma ozelligi oldugundan, < A,&,O > icin (BH3)
kogulu da saglamir. Bu nedenle, < A, &, ® > v_<h <H,5,8>’dir. O
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Sonug 3.1.6 < #,5,& > bir bulanik halka ve 7 € J = {1,2,...,n} i¢in <
~ o~ v.h ~ ~
A;,®;,0; > < <H,5,8 > olsun. Bu durumda, A := ) A;, ® ve ®, A iizerinde
JjeJ
her a,b,c € A i¢in

pela,b,c) < A #a;(a,b,¢) ve pg(a,be) < A He;(a,b,c)
jeJ jeJ

~ o~ v.h
olacak gekilde bulanik ikili iglemler ise, < A,®,® > < < H, 5,8 > ’dir.
. - v.h w -
Ispat: < A;,®;,0; > < < H,5,8 > oldugundan Onerme 3.1.5 ’ten < A;,®; >

v.a ~

< < H,6 > dolaysiyla, Sonug 2.2.31 ’den < A, & > vS‘.l < H,6 > ’dir. Diger
yandan; (3 ’nin tanimi geregi her a,b,¢ € A igin pg5(a, b, ¢) < pz(a,b,c) oldugundan,
- . o~ u.h

Onerme 3.1.5 geregi, < A,0,0 > < < H,6,8 > ’dir. O

Sonug 3.1.7 < H,3,# > bir bulanik halka, & ve &, # lizerinde bulanik ikili iglemler
oyle ki, her z,y,z € H igin pg(z,y,2z) < ps(z,y,2) , pe(z,y,2) < ps(z,y, z) olsun.
Bu durumda agagidaki ozellikler saglanir:

(a) <{0},6,6>%h<7{,6,6> (b) <’H,é9,©>?<%,6,6>

Ispat: (a) Sonug 2.2.30 ’dan < {0},5 > USQ < H,8 > oldugundan, Onerme 3.1.5
v.h

geregi, < {0},5,8 > < < H,5,& > ’dur.

(b) Sonug 2.2.30 ’dan < H, & > 2 < H,5 > ve her a,b,c € G icin, pg(a,b,¢) <

v “ o~ v.h

ti(a,b, ¢) oldugundan, Onerme 3.1.5 ’den, < H,D,® > < < H,5,8 > dir. O
Onerme 3.1.8 < H,6, > bir bulamk halka olsun. Bu durumda, her
z,Y,2,M,n,w € H igin,

(1) ps(z,0,m)Aus(0,2,n) < Ey(m,n).

( 2 ) ”5('7:7 —y,m)/\u;(—-:c, Y, n) < E?-l(m7n)'

Ayrica, 6 ikinci girdide gegigli ise,

l“(xa -Y m)/\ﬂi(xa Y, n) < E’H(ma _n)’
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ui(—‘t) Y, m)/\[.t;(.'l)‘, Y, n) S E’H(m7 "'n)

olur.
(3) pa(—z,—y,m)Aps(z,y,n) < Ey(m,n).
(4 ) 35, ikinci ve tiglincii girdide gegisli olsun.
(1) Eger @ iglemi iigiincii girdide gegisli ise,
ps(z, —y, w)Aps(u, z,m)Aps(z, 2, v)Aps(y, z,t) Aps (v, —t, n) < Ey(m,n).
(ii) Eger @ bulanik ikili iglemi ikinci girdide gecisli ise,
ps(y, —z, u)Aps(z, u, m)Aps(z,y, v)Aps(z, 2, t) Aps(v, —t,n) < Ey(m,n).

(5) < H,8,& > bir birimli bulanik halka ise, ys(—1,a,—a) = 1 = p3(—1,-1,1)
"dir.

Ispat (1 ): < #,5,% > bir bulanik halka oldugu icin < H, 0, > bir halkadir. Bu
nedenle, her ¢ € H igin 0 @ x = z ¢ 0 = 0 ’dir. Dolayisiyla, her m,n € H ig¢in,

ﬂi(xa 0, m)/\ﬂi(oa T, n) < E‘H(x.oa m)AEH(O.xv n) < E’H(O7 m)AE'H(Oa n) < E’H(ma n)
bulunur.

(2) < H,o,e> bir halka olacagindan, her z,y € Hicinz e (—y) = (—z)oy =
—(z o y) ’dir. Dolayisiyla; her m,n € H igin,

”3(377 =Y, m)/\u;(—x, Y, n) S E’H(w L4 (_y)7 m)/\Eu((—II}) ey, n) S E’H(ma n)

olur. Simdi 6 ’nin ikinci girdide gegigli oldugunu varsayalim. Ayrica, Teorem 2.1.9
geregince Ey(z e y,n) = Ey(—(z o y), —n) olacagindan,

“5(37’ —-Y, m)/\lu5(w7 Y, n) < E'H(m i (_y)vm)/\EH(x *y, n)
= Eu(—(z 0 y),m)AEy(—(z 0 y), —n)
S Eu(m, —-n)
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pa(—z,y,m)Aus(z,y,n) < Ey((—z)ey,m)AEy(zey,n)
Ey(—(z o y),m)AEy(—(z0y),—n)
S E‘H(ma —n)

I

olmalidir.

(3 ) ws(—=z,—y,m)Aus(z,9,n) < En((—z) e (—y),m)AEu(zey,n)
= Ey(zey,m)AEy(zey,n)
< Eu(m,n).
(4) (1) & ikinci ve tigiincii girdide gegigli, ® da girdide gegigli ise, Teorem 2.1.9
gerefince her z,y,2,t € H igin Ey(y o z,t) = Ey(—(y ® 2), —t) ve Ey((z o (~y))
z,m) = Ey((z @ 2) o (—(y @ 2)),m) ’dir.

@ i= #6(:57 —-Y, u)/\ﬂi(ua Zy m)/\ﬂi(xa Z, v)/\,u;(y, 2, t)/\ﬂa(’v, —ta n)

olarak tamimlanmak tizere,

R
IA

Ey(z o (—y), u)Aps(u, z, m)AEy(z @ z,0)AEy(y @ z,t)Aps(v, —t,n)
Ey(z o (—y), u)Aps(u, z, m)AEy(z @ z, v)AEy(—(y ® 2), —)Aps(v, —t,n)
pa((z o (—y)), 2, m)ANEy(z o z, v)AEy(—(y ® 2), —t)Aus(v, —t,n)

Ey((z o (—y)) ® (2),m)AEy(z  z,v)Aps(v, —(y ® z),n)

Ey((z o (—y)) e z,m)Aps(z ® z,—(y ® 2),n)

Ey((z o (—y)) e z,m)AEy((z @ z) o (—(y ®2)),n)

Ey(m,n)

IA A CIA A IA A

oldugu elde edilir.

(ii) 8, ikinci ve ligiinci girdide gegigli,  da ikinci girdide gegigli ise, Teorem
2.1.9 geregince her z,y,z,t € H icin Ey(x e 2,t) = Ey(—(z  2),—t) ve ayrica
Ey(z o (yo(—z)),m) = Ey((z ey)o(—(z ®2)),m) olacagindan;

B = H5(y7 —Z, u)/\”’5($7 u, m)/\ﬂi($7 Y, ’l))/\ﬂ.;(iﬂ, z, t)A"‘S(v7 —t, n)
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olarak tanimlanmak tizere,

B

IA

Ey(y o (—2),u)Aps(z,u,m)AEy(z o y,v)AEy(z 0 z,t)Aps(v, —t,n)
pa(z,y o (—2z),m)ANEy(z e y,v)AEy(x ® z,t)Aus(v, —t,n)
Ey(ze(yo(—2)),m)AEy(z e y,v)Aus(v,—(z ® z),n)
Ey(ze(yo(—z)),m)Aus(z ey, —(z ez),n)

Ey(z o (yo(—2)),m)AEx((z ey) o (—(z ®2)),n)

Ey(m,n)

INIA TN A

IN

olmalidir.

(5) < #,3,8 > bir birimli bulanik halka ise, < H,0,e > bir birimli halka
olacagindan, her ¢ € H icin —1 @ ¢ = —a ’dir. Bu da, p;(—1,a,—a) = 1 oldugunu

gosterir. Burada, a = —1 i¢in de, gz(—1,—1,1) = 1 esitligi elde edilir. 0O

3.2. Bulanik Idealler
o~ vh
Tanim 3.2.1 < H,6,8 > bir bulanik halka ve < A,8,® > < < H, 5,8 > olsun.
Eger her a € A ve her h,t,s € H igin
us(a, h,t)=1=tc A

ve

pi(h,a,8) =1=s€ A

<
©

IAZ.

ise; < A,8,0 >, < H,58,8 > nmn bir bulanik idealidir denir, < A,&,5 >
< H,5,# > ile gosterilir.

Onerme 3.2.2 < #,5,% > bir bulanik halka, 4 C H, & ve &, A iizerinde bulanik
ikili iglemler olsun. Bu takdirde,

<A®,6 >v§'é<’H,6,5> = (i) <A,€B>v§a<?{,6>
(i1) pg(a,b,c) < ps(a,b,c),Va,b,c € A
(iii) ps(a,h,t) =1=t € A
(iv) gs(h,a,8) = 1=>s € A,Va € A,Vs,t € H
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Ispat (=) Ispatin bu yoni, bulanik idealin tanim geregi, agiktir.

o - o~ v.h
(<): Onerme 3.1.5 ten < A,8,0 > < < H,5,8 > ’dir. Ayrica, (iii) ve
(iv) ozellikleri nedeniyle, bulamk ideal tammindaki kogullar saglanir. Bu da, <
A,B,6 > 1_)<_2 < H,5,® > oldugunu ispatlar. O

e
o

INE,

Onerme 3.2.3 < #,35,% > bir bulanik halka olmak {izere, eger < A,&,® >
H, 0,8 > ise; < A,0,0 >, < H,o0,e8 > "mn bir idealidir.

<

ispat: < A,H,6 > sz < H,0,8 > ise, < A, H,© >, < H,0, > 'nmin bir alt-
halkasidir. Diger yandan, her A € H ve a € A igin p(h,a,ho0a) =1 = psz(a,h,ao0
h) oldugundan bulanik idealin tanimi geregi h 0 a¢,a 0 h € A olmalidir. Bu da,
< A,H,®>"mn < H,o,e > "min bir ideali oldugunu gosterir. 0O

Onerme 3.2.4 < H,8,8 > bir bulanik ideal olmak iizere; < {0},56,8 > vsz
< H,5,8 >ve < H,H,0 > sz < H,5,8 > ’dir. (Burada, & ve &, H iizerinde
bulanik ikili iglemlerdir 6yle ki, her a,b,¢ € H igin pg(a,b,c) < ps(a,b,c) ve
psla,b,c) < ps(a,b,c) 'dir.)

. v.h

Ispat: Sonug 3.1.7 'den < {0},5,8 > < < H, 5,8 > 'dir ve ayrica, her h,s,t € H
icin 5(0,h,s) =1 ise, s =00 h =0 € {0} ; ps(h,0,t) =1 ise,t =he0 =0 ¢ {0}
oldugu icin < {0},5,8 > < < H,5,& > *du.

~ o~ v.h
Yine Sonug 3.1.7 ’den < H, 8,0 > < < H,0,8 > ’dir, ayrica her a,h,s,t € H
icin ps(a, h,s) =1ise, s =aoh € H ve ps(h,a,t) = 1iset = hea € H oldugundan
<H,5,0>< <#,5,8> olmaldir. O
Onerme 3.2.5 < #,5,8 > bir bulamk halka, j € J icin < A;,&;,®; > < <
H,3,& > olsun. Bu durumda, her j € J icin < ) A;,®;, O; > << H,5,8 > dir.
Jjed

Ayrica, @ ve @, [ A; iizerinde bulanik ikili iglemler Syle ki, her a,b,¢ € [ A icin
ieJ ieJ

”é(a,bac) <A ﬂ6j(aab$c) ve l‘@(a’bvc) <A ﬂij(aab)c) ise, < A:b é7® > g <
jeJ JjeJ e

H,0,8 > olur.
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. ~ o v.h . ~ o~ v.h
Ispat: Sonug 3.1.6 'dan < N A4;,8;,©0; > < <H,5,8 > ve < ﬂJAj,EB,G) > <<
jed J€
‘H,5,8 > ’dir. Diger yandan, a € (| A; ve h,s,t € H igin
jeJ

pi(a,h,t) =1=t € A;, jeJ=t¢€ ﬂ Aj,
JeJ

p;(h,a,s)-—-l:}seAj, je€J=s€ ﬂA]
j€J
oldugu icin < () A;,&;,0; > € < H, 8,6 > ve < N 4;,5,0 > € < H,5,8 >
jed

jeJ
olmalidir. O

Tamm 3.2.6 < H,5,8 > bir bulanik halka ve < A,&,0 > < < H, 5, > olsun.
Eger & bulanik ikili iglemi 7 \ A iizerinde de bir bulanik ikili iglem ise, < A, &, ® >,
< H,6,8 > ’nin bir bulanik asal idealidir denir.

Eger, < A,&,® > ideali < #,3, ® > 'nin bir bulanik asal ideali ise < 4,®,® >,
< H,o0,e > 'mn bir asal idealidir.

Onerme 3.2.7 < H, 5, > bir bulamk halka ve < A,&,® > < < #,5,% > olsun.
Bu takdirde agagidakiler denktir:

(i) <A,8,6>,<H,5,8> nm bir bulamk asal idealidir,

(ii) her z € A ve her z,y € H\ A i¢in ps(z,y,2) < 1 ’dir.

Ispat (i) = (ii): Kabul edelim ki, uygun bir z € Avez,y € H\Ai¢in p;(z,y,2) =
1 olsun. Bu durumda, bulamk asal ideal tanimi geregince 8, H \ A iizerinde bir
bulanik ikili iglem oldugu igin Gyle bir t € H \ A vardur ki, g;s(z,y,t) = 1 ’dir. Bu
da, belirtisiz fonksiyonun tanumi geregi z = ¢, yani z € H \ A ¢eligkisini verir.

(ii) = (i): 8, H izerinde bir bulanik ikili iglem oldugundan, a,b € H \ A i¢in
dyle bir ¢ € H vardir ki, ps(a,b,¢) = 1 ’dir. (ii) kogulu geregince ¢ € A olama-
yacagindan, ¢ € H \ A olmahidir. O

64



Tamm 3.2.8 < H,5,& > bir bulanik halka, M C Hve < M,®,0 > < <H,5,% >
olsun. Eger N C H olmak uzere,

<M,5,0>C< N,O,*>C< H,5,8 >

olacak gekilde < #,5,8 > 'mn < N,S,% > bulanik ideali yoksa, < M, ®,® > ’ya
< H,3,8 > 'mn bir maksimal bulanik idealidir denir. (Burada, < M,®,5 >C<
N,5,% > gosterimi; M C N (M # N) , pg(e,b,c) < pg(a,b,c) , pgla,b,c) <
vx(a,b,¢), (a,b,c € M) ozelliklerinden en az birisinin saglandigi anlaminda kul-

lamilrmugtar.)

Onerme 3.2.9 < M,®,® >, < #,5,8 > ’nm bir maksimal bulamk ideali ise,
< M,®,® > da < H,o0,e > 'min bir maksimal idealidir.

Ispat: Onerme 3.2.3 ’ten < M, &, > S<H,5,8>ise < M,®,0>, < H,o,8 >
'nin bir idealidir. Kabul edelimki; < M,®,® >, < H, 0,e > 'nin bir maksimal ideali
olmasin. Bu durumda, M C N C H olacak gekilde N ideali vardir ve dolayisiyla

~i . X N
<M,$,6>C< N,5,8>< <H,5,8 >

olmasim gerektirir ki, bu da < M, ®,® > 'min bir maksimal ideal olmasiyla gelisir.
O

Onerme 3.2.10 < H,5,% > ’nin maksimal bulanik idealleri; M, < H,0,e > 'nin
bir maksimal ideali olmak tizere, < M, 5,® > ideallerinden ibarettir.

ispat: M, < H,o,e > 'nin bir maksimal ideali olmak {izere, Onerme 3.2.9 'dan,
< M,5,8 >, < H,5,8 > 'min bir maksimal bulanik idealidir. Eger, < N,&,% >,
< H,5,8 > ’nin bir maksimal bulamk ideali ise, Onerme 3.2.9 geregince, N, <
‘H, o0, > 'min bir maksimal ideali olacagindan ve her zaman igin

< N,5, %> << N,5, >< <H,5,8>
saglanacagindan; < H,5,8 > 'min maksimal bulanik ideallerinin, M, < H,0,0 >

nin bir maksimal ideali olmak tlizere < M, 5,8 > ’dan ibaret oldugu gorilir. O
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3.3. Bulanik Cisimler

Asagidaki Tanim 3.3.1, Demirci (2003) ’deki Tanim 2.23 *iin 6zel bir durumuna
kargilik gelmektedir.

Tanim 3.3.1 < F,5, > birimli, degigmeli bir bulanik halka; 0 ve 1 sirasiyla &
ve @& bulanik ikili iglemlerine gore birim elemanlar olsun. Bu durumda, eger her
a € F\ {0} i¢in g5(a,b,1) = 1 = p3(b, a, 1) olacak gekilde b € F varsa, < F,5,& >

bir bulamk cisimdir denir.

Onerme 3.3.2 (Demirci 2003) < F,5,8 > bir bulanik cisim ise, < F,0,8 > bir

cisimdir.

Bilindigi tizere; klasik cebirde bir F cisminin idealleri {0} ve F ’den ibarettir.
Yani herhangi bir cismin idealleri yalnizca iki tanedir. Bulanik cisimler igin bu
durum biraz daha farklidir:

Ornek 3.3.3 a,bc,z,y,0,8,7, 1, Royleki, 0 <n<y<p8<ax<xl

1 , a=b

Er: R x R—[0,1] , Eg(a,bd):=
a , a#b

1, (a,b)=(z,y)

Egpxr({e,b),(z,y)) :=
ron((0:0) (2:9) {ﬂ , (@b) # (@)

~ 1, a+b=c
6:RxR~ R, ps(a,b,c) =
Y, atb#e
. 1, ab=c
$:RxR~ R, ps(a,b,c) :=
n , ab#c

olmak iizere, < IR, 5,8 > bir bulanik cisimdir. Bu durumda, v, € R, 0 < v < v ve
0 < § < 5 olmak fizere,

1, a+b=c

&:RxR~R, pg(a,b,c) =
v , at+b#ec
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1, ab=c

O:R xR~ R, psla,bc) =
© § , abtec

~ o~ v I . . .
olarak tanimlamrsa, < R, ®,® > < < IR,5,8 > olur. Bu da, bir bulanik cismin

bulanik ideallerinin sayisinin sonlu olmas: gerekmedigini ifade eder.

Tanim 3.3.4 < 7,5,& > birimli, degigmeli bir bulanik halka; 0 ve 1 sirasiyla &
ve & bulanik ikili iglemlerine gore birim elemanlar olsunlar. Bu durumda, eger her
a,b € T\ {0} icin us(a,b,0) # 1 ise, < T, 8,8 > bir bulanik tamlik bolgesidir denir.

Onerme 3.3.5 < 7,6,8 > bir bulanik tamlik bolgesi ise, < T,0,8 > bir tamhk
bélgesidir.

ispat: < T,5,8 > bir bulanik tamlik bolgesi olsun. Bu durumda, Onerme 3.1.3
geregiince < 7,0, > ayn zamanda bir birimli degigmeli halka ve a,b € 7 \ {0} i¢in
p5(a,b,0) # 1 oldugundan a e b # 0 olmalidir. Bu da, < 7,0, > 'nun bir tamhk
bolgesi oldugunu gosterir. O

Onerme 3.3.6 < F,5,8 > bir bulanik cisim ise, < F,3, > bir bulanik tamlik
bolgesidir.

ispat: < F,5,% > bir bulanik cisim ise < F,0,® > bir cisim, dolayistyla bir tamlik
bolgesidir (Karakag 1998). Bu nedenle, her a,b € F \ {0} icin ¢ @ b # 0 ’dir. Bu da,
us(a,b,0) # 1 oldugunu gosterir. O

Onerme 3.3.7 < 7,3, % > sonlu elemanli bir bulanik tamlik bolgesi ise, < 7,6, >

bir bulanik cisimdir.

Ispat: < 7,5,8 > sonlu elemanli bir bulanik tamlik bélgesi ise, Onerme 3.3.5
geregince < 7,0, > sonlu elemanl bir tamhk bolgesidir. Klasik cebirden bilindigi
{izere, her sonlu tamhk bélgesi bir cisim oldugu icin (Karakag 1998), < 7,0, >
ayni zamanda bir cisimdir. Bu nedenle, her @ € T \ {0} igin 6yle bir b € 7 vardir ki,
aeb=1=beq dir. Dolayisiyla, us(a,b,1) = 1 = ps(b,a,1) olacak gekilde b € T
vardir. Bu da, < 7,3, & > 'min bir bulanik cisim oldugunu gosterir. O

67



4. BULANIK GRUPLAR KATEGORISI

4.1. Kategorilerle Ilgili Baz1 Temel Tammlar

Bulanik gruplarin kategorisini incelemeden 6nce, agagida Wong (1976) ’da yer
alan, kategori, altkategori, fonktor ve kategorilerin izomorfizmi gibi kategorilerle ilgili

baz1 temel kavramlarin tanimlarina yer verilmektedir.

Tanim 4.1.1 Elemanlan X, Y, Z, ... ile gosterilen ve nesneler diye adlandirilan bir
C toplulugu; her (X,Y) € C x C i¢in elemanlarina morfizmler denilen ve M(X,Y)
ile gosterilen ayrik kiimeler verilmis olsun. Eger f € M(X,Y) bir morfizm ise,

f : X—=Y ile gosterilsin. Ayrica, her X, Y, Z € C igin bir
o: MY, Z) x M(X,Y)—M(X, Z)

doniglimi verilsin (burada, o(f,g) := f o g ile gosterilir ve bu doniigim f ve g
morfizmlerinin bilegke fonksiyonu olarak adlandirilir). Eger, bu verilenler agagidaki
iki kogulu saglarsa, C nesneler topluluguna bu morfizmler ve bilegke fonksiyonu ile

birlikte bir kategori denir:
(Ki) Her X,Y,Z,T € C ve f € M(Z,T),g € M(Y,Z),h € M(X,Y) iin
fo(goh)=(fog)oh.

(K2) Her X € C igin 6yle bir 1x € M(X, X) vardir ki, her f € M(X,Y) ve her
geEM(Y,X)igin foly =f,1x0g=g dir.

C bir kategori ise, yukarida tanimlanan 1x morfizmi tek tiirli belirlidir. Ciinkd,
eger verilen 6zellikleri saglayan bir 1% morfizmi varsa, (K3) 'den 1% = 1xo01% = 1x
elde edilir. Bu da, 1x ’in tek oldugunu gosterir. Bu nedenle, 1x ’e X ’in birim

morfizmi ada verilir.
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Tanim 4.1.2 C bir kategori, M, C ’nin tim morfizmler kiimesi; § de, C 'nin baz
nesnelerinden ve bazi morfizmlerinin bir toplulugu olsun. Bu durumda, Mg, S ’deki

morfizmler kiimesi olmak tizere,
(1) X € S ise, 1x € Mg,
(ii) f : X—Y morfizmi Mg ’ye ait ise, X,Y € S,
(iii) f : X—Y ve g : Y—Z morfizmleri Mg ’ye ait ise, go f € Mg
kogullar: saglaniyorsa, S ’ye C ’nin bir altkategorisidir denir.
Altkategori tanimindan anlagilacag izere, bir altkategori ayn zamanda bir kate-

goridir. Asgagida, kategoriler arasinda iligki kurmada onemli bir yere sahip olan

fonktor tamimina yer verilmektedir:

Tanim 4.1.3 C ve K kategoriler, Mg ve Mg sirasiyla, C ve K 'min morfizmler

kiimesi olsunlar. Eger
(F1) her X € C icin X' = F(X) olacak gekilde bir tek X’ € K var,

(Fz) M¢ ’nin her f : X—Y morfizmi i¢in yle bir F(f) € Mg vardir ki,
F(f): F(X)—F(Y) ve

(a) F(lx) = 17x) (b) F(fog)=F(f)o F(g)

ise, F ’ye C ’den K ’ya bir fonktordiir denir ve F : C—K ile gosterilir.

Tanim 4.1.4 Tamm 4.1.3 ’in gosterimleriyle, F : C—K bir fonktor olsun.

(1) Eger her X,Y € C veher f,g: X—Y € M¢ i¢in F(X) = F(Y) oldugunda
X =Y ve F(f) = F(g) oldugunda f = g ise, F bire-bir bir fonktordiir denir.

(2) Eger
(i) her X' € K i¢in 6yle bir X € C vardir ki, X' = F(X),

(ii) her X,Y € C ve Mg 'nin her f' : F(X)—F(Y) morfizmi i¢in dyle bir
f: X—Y € M vardir ki, f' = F(f) ise, F : C—K orten bir fonktordiir denir.
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(8) Eger, F : C—K bire-bir ve orten bir fonktor ise, F fonktori bir izomor-

fizmdir ve bu durumda C ve K kategorileri izomorftur denir, C = K ile gosterilir.

4.2. Bulanmik Gruplar Kategorisi

G nesneleri klasik gruplar, morfizmleri grup homomorfizmleri ve bilegke iglemi
fonksiyon bilegke iglemi olan bir kiime ise, G kiimesi bu morfizmler ve bilegke iglemiyle
birlikte bir kategoridir ve bu kategori gruplar kategorisi olarak adlandirihr (Hunger-
ford 1989).

Bu béliimde 6ncelikle; “nesneleri bulanik monoidler (gruplar), morfizmleri bu-
lanik homomorfizmler ve bilegke iglemi fonksiyon bilegke iglemi olan bir B kiimesi
acaba bir kategori midir?” sorusu cevaplandirilacaktir. Daha sonra da, “bulamk
gruplar kategorisi ile gruplar kategorisi arasinda ne gibi bir iligki vardir? Acaba bu

kategoriler birbirine izomorf mudur?” sorulart cevaplandirilacaktir.

Ornek 4.2.1 B, :={ < @, 5, Egxg, Eq > bir bulamk monoid},
< G, 67 EGXG7 EG >, < G,7 ;7 EG’XG", EG' > € Bm igin,

M (G,G") = { f |f : G—G' bulanik homomorfizm}

My :={f] < G,8, Egxa, Eg >,< G, %, Egrxer, By >€ By, f : G—G' bul. hom.}

olarak tammlansm. Ayrica, G,G',G" € B, icin
01 Mm(G',G") x Mpn(G, GY—Mn(G,G"), o(f.g):=fog
olmak iizere,
(K1) G, G, G",G" € By, f € Mu(G",G™), g € Mu(G',G") ve h € Mu(G, G')

ise, f,g,h bulanik homomorfizmleri klasik fonksiyonlar oldugundan bilegke iglemi,
yani fo(goh)=(fog)oh saglanr.

(K2) < G,6,Egxa, Eg >€ By, i¢in 1 : G—G birim doniigimii G ’den G ’ye
bir bulantk homomorfizm oldugundan her f € M,.(G,G") ve her g € M, (G, G)
icin folg = f ve lg o g = g esitlikleri saglanir. Bu nedenle, B,, bir kategoridir, bu

kategoriye bulanik monoidler kategorisi adi verilir.
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Ornek 4.2.2 B := {< G, 8, Egxg,E¢ > | < G,8,Egxg,Eg > bir bulanik grup},
< G,8,Egxe, Fg >, < G',8, Egxer, Ev > € B igin,

M(G,G) :={ f |f : G—G' bulanik homomorfizm}
M :={f| < G,8,Egxa, Eq >,< G',8, Egrxgr, Ee» >€ B, f : G—G" bul. hom.}
G,G,G" € Bveo: M(G,G") x M(G,G")—M(G,G") igin o(f,g) := fog olarak

tanimlansin. Bu durumda,

(K1) f € M(G",G"), g € M(G,G") ve h € M(G,G) ise f,g,h bu-
lanik homomorfizmleri klasik fonksiyonlar oldugundan bilegke iglemi saglanir, yani
fo(goh)=(fog)oh dir.

(Kz2) < G,8,Egxq, B¢ >€ B igin 1¢ : G—G birim déniligim G ’den G ’ye
bir bulanik homomorfizm oldugundan her f € M(G,G’) ve her g € M(G',G)
icin folg = f ve 1g 0 g = g esitlikleri saglanir. Bu nedenle, B kiimesi yukarda
tanimlanan morfizmler ve bilegke iglemiyle birlikte, bir kategoridir, bu kategoriye
bulantk gruplar kategorisi denir.

Ornek 4.2.3 B, :={ < G, 3, Egxa, Ec > bir abelyen bulanik grup }
< G,5,Egxg, Eqg >, < G',8, Egixar, Eqr > € By igin,

M(G,G") :={ f |f : G—G" bulanik homomorfizm}
My = {fl < G,5, EGX(;',EG >, < G’,s, Egyer, Egr >€ BA,f : G—G’ bul. hom.}
olmak tizere;

(i) < G,5, Egxg, Fq >€ By ise 1g, G ’den G ’ye bulanik birim homomorfizmi
M 4 ya aittir,

(i) f : G—G' € M, ise, M4 'nin tanim geregi, G ve G bulanik abel gruplan

olacag i¢in bu gruplar B, ’ya aittir,

(iii) f : '—G" ve ¢ : G— @G morfizmleri M4 ’ya ait ise, fog : G—G"
bilegke fonksiyonu da bir bulanik homomorfizm oldugundan fog € M, ’dir.

Bu nedenle; B4, B ’nin bir altkategorisidir, bu kategoriye de abelyen bulamk
gruplar kategorisi adi verilir.
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Ornek 4.2.4 B* :={< G,8,Efyq,E% > | < G, 3, Eyg, E% > bir bulanik grup},

Mpe :={f :< G,5, B}y, Bt >, < G',8, Efuy iy Elr >€ Nps,
f : G—G' bulanik homomorfizm}

olmak iizere (burada, E& e ve Eg klasik belirtisiz esitliklerdir),

(i) < G, 8, E%yq, B >€ B* ise, 1g, G ’den G ’ye bulanik birim homomorfizmi
MB- ‘a a.ittir,

(ii) f : G—G' € Mg« ise, Mp: 'nin tanimi geregi, bu gruplar B* ’a aittir,

(iii) f : G'—G" ve g : G—G’ morfizmleri Mp+ ’a ait ise, f o g : G—G”
bilegke fonksiyonu da bir bulanik homomorfizm oldugundan f o g € Mg« ’dir.

Bu nedenle; B*, B ’nin bir altkategorisidir bu kategoriye de B ’nin indirgenmig

kategorisi ad1 verilir.

Ornek 4.2.5 Ornek 4.2.2 *deki B bulanik gruplar kategorisi, Ornek 4.2.1 *deki B,,

bulanik monoidler kategorisinin bir altkategorisidir.

Simdi, gruplar kategorisi G ’den bulamik gruplar kategorisi B ’ye bir fonktor

bulalim: Mg ve Mp sirasiyla G ve B 'nin morfizmleri kiimesi olmak tizere,
F:G6—B; <G,0>€G, fe Mg igin,

1, zoy==2

0 , zoy#z

olmak tizere, F(< G,o0 >) =< G,5,E&q, E& > ve F(f) := f olarak

tanimlandiginda,

“6(377 Y, Z) = {

(F1) < G,0>€ G i¢in F(< G,0 >) :=< G, 8, B}y i, BE >€ B ’dir,
(F2) f:< G,0 > — < G, e > bir grup homomorfizmi ise,

F(f): F(< G0 >)—F(< G0 >)

(a) F(lcgo>) = lcco> = lr(<gon)
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(b) F(fog) = fog= F(f)oF(g) oldugundan yukarida tanimlanan F : G—B

bir fonktordiir.
Simdi de, F ’nin bire-bir ve ortenligini aragtiralim:

Bire-birlik: < G,0 >, < G',e > G ve f,g :< G,0 > — < ,® > homomor-

fizmler olsun. Eger
F(<Go>)=F(<GF,0>)=G=G, ps;=ps=> < G,0>=<G e >.

Ayrica
F(f)=F(@g): F(< G,0 >)—F(< G,e >)

ise,

f =g =< G, 6, EEXG’ EE; > — < G,, i, EéIXGI, EZ;I >

olacagimdan, F bire-bir bir fonktordiir.

Ortenlik:

(i) < G, 8, Egxa, Ea >€ B igin eger Eg # Ef, ise, her < G,0 >€ G i¢in

F(< G,0>) #< G, 8, Egxa, Ea >

olacagindan, F bir orten fonktor degildir.

JF orten olacak gekilde B ’nin bir altkategorisi agagidaki gibi olugturulabilir:

B*, Ornek 4.2.4 *teki gibi tammlanmak iizere,

F:G—B" icin F(< G,0>)=<G,5,Eg,q, Ec >€ B”

olacagindan,

(i) < G,8, Egy ¢, EE >€ B* igin 6yle bir < G,0 >€ G vardir ki, F(< G,0 >) =
< G,0,Eg, ¢, E& > dir.

(i) < G,0 >, < G',e >€ G ve f' : F(< G,0 >)—F(< G';e >) bir bulanik
homomorfizm olsun. Bu durumda, f’ aymi zamanda bir homomorfizm olacagindan

f = f' biciminde tanimlandiginda f' = f = F(f) egitligi saglanmig olur. Bu da,
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F ’nin ortenligini, dolayisiyla F : G—B* ’in bir izomorfizm, yani G & B* C B
oldugunu ifade eder.

Bulanik gruplar kategorisi B ’den gruplar kategorisi G ’ye bir fonktor, agagidaki
gibi bulunabilir:

F:B—G, <G,8,Egxg, b >€ B, f e Mpigin
0:G@ x G—G, ofz,y) =z oyle ki ps(z,y,2) =1

olmak tizere; F(< G, 8, Egxa, Eq >) :=< G,0 > ve F(f) := f olarak tanimlansin.

Bu durumda,
(F1) < G,8, Egxa, Eg >€ B icin F(< G, 8, Egxa, Eg >) =< G,0 >€ G ’dir.

(F2) f :< G,8,Egxq, Ee > — < G',8, Egixer, Egr > bir bulanik homomorfizm

ise,
(a) Fl<epEoxe.Bo>) = 1<63,EaxcBa> = 17(<6 Baxaba>)
(b) F(fog) = fog=F(f)o Flg) olur.

Bu nedenle, yukarida tanimlanan F : B—+G bir fonktordiir.
F ’nin bire-bir ve ortenligini aragtiralim:

Bire-birlik: < G, 6, Egxqg, Fg >, < G', 8, Egyq, Eqr >€ B, f(( G, 0, Egxa, Fa >)
= F(< G,8, Eqrxer, Ew >) ise, < G,0 >=< G',8 > olabilir, ama bu her zaman
igin
< G,06, Egxa, Eg >=< G’, o, Egixg, Egr >
esitligini gerektirmedigi i¢in ( Ornek 2.1.4 ), F bire-bir bir fonktor degildir.
Ortenlik: (i) < G, 0 >€ ¢ igin dyle bir < G, 3, Egxg, Bg >€ B vardir ki
.7:(< G, 6, EGxGaEG >) =< G, o>
olur.
(li) < G,a, Egxa, Eg >, < G',‘,Eg:xgi,EGi >€ B ve

[+ F(< G,8,Egxa, B¢ >)—F(< G, 8, Egixer, Er >),
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yani f’ :< G,0 > — < (', >, G ’nin bir morfizmi olsun. Bu durumda, Ornek
2.1.4 geregince, her f' homomorfizmi bir bulamik homomorfizm olamayacag icin
f'= F(f) = f eitligi saglanmaz. Bu nedenle, F orten degildir. Fakat; B*, Ornek
4.2.4 ’teki gibi tanimlanmak tzere, F ’nin B* ’dan G ’ye bir izomorfizm olacag:

agiktir.
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SONUC

Bu ¢aligmanin ilk kisminda belirtisiz egitliklerle ilgili cesitli 6zellikler belirlenmig
ve bulamik yarigruplarda genellesmig birlegme O6zelligiyle ilgili bazi sonuglar elde
edilmigtir. Ayrica, bir bulanik grubun sol déniigiimler uzaymin (sag donigiimler
uzaymin) uygun bir bulanik ikili iglemle beraber bir bulanik grup olugturdugu ve bu

iki grubun birbirine bulanik izomorf oldugu gorilmigtir.

Daha sonra, Demirci ’nin (1999-b) tanimladigi bulanik altgrubun bir genelles-
tirilmigi olan yeni bir bulanik altgrup tanimi verilmig ve sagladigi ozellikler ince-
lenmigtir. Bu 6zelliklere gore, Demirci’nin (1999-b) bulanik altgruplarla ilgili olarak
ifade ettigi teorem, 6nerme ve sonuglarin genellegtirilmig bigimdeki ifadelerinin elde

edilebildigi belirlenmistir.

Ayrica, bir bulanik grubun tim bulamk altgruplarindan olugan kiimenin bir
tam latis oldugu ve bir bulanik grubun en azindan sayilabilir sonsuz sayida bulanik

altgruba sahip oldugu elde edilmigtir.

Bulanik gruplarla ilgili olarak bugiine kadar yapilan ¢aligmalarda, bulanik nor-
mal altgrup, bulanmk normallegtirici, bulanik ideal (asal, maksimal), bulamk cisim
ve bulanik tamlik bolgesi kavramlar: ele ahnmamgtir. Bu galigmada, sozi edilen
kavramlar tammlanmig; bu tammlarin klasikte saglanan bazi 6zelliklere sahip olup
olmadig: aragtirilmig ve bu konuda olumlu sonuglar gbzlenmisgtir. Son olarak da,
bulanik gruplar kategorisi incelenmis ve klasik gruplar kategorisinin bulanik gruplar

kategorisinin bir altkategorisine izomorf oldugu elde edilmigtir.

Klasik cebir oldukga genig bir alana sahip oldugu icin; dogaldir ki, bir tez
caligmasinda, tim cebirsel yapilarin tek tek bulamik cebirdeki kargihgimin ifade
edilmesi ve bunlarin sagladigy ozelliklerin belirlenmesi miimkiin degildir. Bu ne-
denle, burada ancak klasik cebirdeki grup, altgrup, normal altgrup, halka, ideal,
cisim, tamlik bolgesi v.b. gibi temel kavramlarin tanim ve 6zellikleri bulanik cebire

taginmak istenmig, sahip oldugu bazi 6nemli ozellikler incelenmigtir.

Bundan sonraki ¢caligmalarda da, diger cebirsel kavramlar (permutasyon gruplari,
Sylow gruplari, modiiller v.b.) tamimlanip sahip oldugu &zellikler aragtirilacaktur.
Hatta, burada elde edilen sonuglarin benzerleri, 6zel bir integral degigmeli cl-monoid
olan ([0,1], <, A) yerine, genel bir integral degigmeli cl-monoid (Demirci 2002, 2003,

2003-b) izerinde incelenecektir.

76



KAYNAKLAR

AKGﬁL, M. 1988. Some properties of fuzzy groups. JMAA, 133, 93-100.

ANTHONY, J. M. and SHERWOOD, H. 1979. Fuzzy groups redefined.
JMAA, 69, 124-130.

BHATTACHARYA, P. 1987. Fuzzy subgroups: Some characterizations.
JMAA, 128, 241-252.

DAS, P.S. 1981. Fuzzy groups and level subgroups. JMAA, 84, 264-269.

DEMiRCi, M. 1999-a. Fuzzy functions and their fundamental properties. FSS,
106, 239-246.

DEMIRCI, M. 1999-b. Vague groups. JMAA, 230, 142-156.

DEMiRCi, M. 2000. Fuzzy functions and their applications. JMAA, 252, 495-
517.

DEMIRCI, M. and COKER, D. 2002. Remarks on vague groups. J. Fuzzy
Math., vol. 10, issue 3, pp. 657-668.

DEMiRCi, M. 2002. Fundamentals of M-vague algebra and M-vague arithmetic
operations, Int. J. Uncertainty , Fuzziness and knowledge-Based Systems, 10,
25-75.

DEMiRCi, M. 2003. Foundations of fuzzy functions and vague algebra based on
many-valued equivalence relations, Part II: Vague Algebraic Notions, Int. J.
General Systems (To appear).

DEMiRCi, M. 2003-b. Foundations of fuzzy functions and vague algebra based
on many-valued equivalence relations, Part III: Constructions of Vague Alge-

braic Notions and vague arithmetic operations, Int. J. General Systems (To

appear).
DEMIREL, O. 1999. Bulanik Mantik. Bilim ve Teknik, 385, 78-80.

7



DOBOIS, D. and PRADE, H. 1980. Fuzzy Sets and Systems. Academic
Press, 393 pp, New York.

HUNGERFORD, T. W. 1989. Algebra. Springer-Verlag, 502 pp, New York.

KARAKAS, H.I. 1998. Soyut Cebire Girig. Matematik Vakfi Yayim, 175 s,
Ankara.

KIM, J.G. 1997. Some characterizations of fuzzy subgroups. FSS, 87, 243-249.
RAY, S. 1992. Analysis of the level subgroups of a fuzzy group. FSS, 51, 323-331.
ROSENFELD, A. 1971. Fuzzy groups. JMAA, 35, 512-517.

SHERWOOD, H. 1983. Products of fuzzy subgroups. FSS, 11, 79-89.

SEZER, S. 2002. Bulanik Cebirsel Yapilar Uzerine. XV. Ulusal Matematik Sem-

pozyumu, 66, Mersin.

WONG, C.K. 1976. Categories of fuzzy sets and fuzzy topological spaces.
JMAA, 53, 704-714.

ZADEH, L.A. 1968. Fuzzy sets, Information and Conirol, 8, 338-353.

ZHANG, Y. 2001. Some properties of fuzzy subgroups. FSS, 119, 427-438.

78



OZGECMIS

Sevda SEZER, Bitlis’te dogdu. Ik, orta ve lise dgrenimini Antalya’da tamam-
ladi. 1990 yilinda girdigi Akdeniz Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik
Bolimii'nden 1994 yilinda Matematikgi olarak mezun oldu. Eylil 1994-Ocak 1997
yillar: arasinda, Akdeniz Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Anabilim
Dali’nda Yiiksek Lisans 6grenimini tamamladi. Ocak 1997 tarihinde aym enstitiide
Doktora ogrenimine bagladi. Halen, Akdeniz Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Bolimi’nde Aragtirma Gorevlisi olarak gorev yapmaktadir.



