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Cok Amach Lineer Kesirli Tagima Probleminin Pareto-optimal ¢éziimler kiimesi

Cok Amaclh Lineer Kesirli Tagima Probleminin zayif Pareto-optimal ¢oziimler
kiimesi

i. kaynak noktasinin arz miktari

Jj. talep noktasinin talep miktari

i. kaynak noktasindan j. varis noktasina bir birim malin tasima maliyeti

i. kaynak noktasindan j. varig noktasina tasinacak mal miktarini gosteren karar
degiskeni

i kaynak noktasindan j. varis noktasina taginacak bir birim mal icin elde edilen kar

Kar matrisi

i kaynak noktasindan j. varis noktasina taginacak bir birim iiriin i¢in tagima maliyeti
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Bicim parametre degeri
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BULANIK COK AMACLI LINEER KESIiRLI TASIMA PROBLEMINE COZUM
ONERIiSI

Nurdan CETIN
Matematik Boliimii, Doktora Tezi

Tasima problemleri ve gelistirilen ¢6ziim yontemleri lojistikte, tedarik zinciri yonetiminde
maliyetlerin azaltilmasi ve servis hizmetlerini iyilestirmede 6nemli bir rol oynamaktadir.
Kisitlt kapasiteye sahip iiretim merkezlerinden talepleri belli olan tiiketim merkezlerine
tasima yapilirken aymi anda birden fazla kriter optimize edilmeye c¢alisilabilir. Ornegin,
maliyetin minimizasyonu, oncelikli miisterilere ortalama dagitim zamaninin minimizasyonu,
yakit tliketiminin minimizasyonu gibi. Bu kriterlerden bazilar1 kar/maliyet, kar/isgiicii
ihtiyaci, kar/risk orani ya da karlilik oraninin maksimizasyonu gibi kesirli yapida olabilir.
Boyle tasima problemlerini Cok Amaclh Lineer Kesirli Tasima Problemi (CALKTP) olarak
adlandirmaktayiz.

Bu ¢alismada amaclari iki lineer fonksiyonun orani ve kisitlar1 tasima problemi kisitlari olan
¢ok amacli lineer kesirli tasima problemi ele alinmis ve bu probleme bulanik ¢6zliim 6nerileri
gelistirilmistir.

Calismamiz bes boliimden olusmaktadir.

Giris baghigini1 verdigimiz birinci boliimde ¢alismamizda ele aldigimiz konular ana hatlariyla
anlatilmaktadir.

Ikinci boliimde bulanik kiime teorisi ve bulanik karar verme, iiciincii boliimde lineer kesirli
programlama (LKP), dordiincii boliimde de tasima problemleri bagsligi altinda klasik tagima
problemi, cok amagli tasima problemi ve lineer kesirli tasima problemi ele alinmaktadir.

Calismamizin orijinal kismi olan besinci boliimde ise, CALKTP nin formiilasyonu; problemin
¢oziilebilirligi icin temel teoremler; Pareto-optimal, zayif Pareto-optimal ve uzlasik ¢6ziim
kavramlari; probleme bulanik yaklasimla ¢oziim onerilerimiz yer almaktadir. Onerdigimiz
bulanik yaklagimlar, tiyelik fonksiyonlarinin yapilarina gore lineer ve non-lineer (hiperbolik,
iistel ve pargali lineer) iiyelik fonksiyonlarinin kullanildigi yaklasimlar olmak iizere iki ana
baslik altinda gruplanmakta olup her bir yaklasimin isleyisi ayni temel 6rnek problem
tizerinde agiklanmaktadir.

Anahtar Kelimeler: Tagima problemi, lineer kesirli programlama problemi, ¢ok amagl
lineer programlama, bulanik matematik programlama.
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SOLUTION PROPOSAL to FUZZY MULTIOBJECTIVE LINEAR FRACTIiONAL
TRANSPORTATION PROBLEM

Nurdan CETIN
Mathematics Department, Ph.D. Thesis

Transportation problems and their solution techniques play an important role in logistics and
supply chain management for reducing cost and improving service. While having a
transportation process from supply points with limited capacity to demand points or
consumption centers with definite demands, more than one criteria can be optimized at the
same time. The minimization of the cost, fuel consumption and average distribution time to
the customers with high priority can be given as examples of such criteria. In addition some of
those criteria can be in a fractional structure such as profit/cost or profit/time or the
maximization of profitability ratio. We called those type of transportation problems as Multi-
Objective Linear Fractional Transportation Problems (MLFTP).

In this study the MLFTP whose objectives are the ratios of two linear functions and whose
constraints are the transportation problem's constraints is dealt with and fuzzy solution
proposals for this problem are proposed.

This study consists of five sections.

In the first section we called it as introduction, we outlined the subjects to be deal with in this
thesis.

In the second section, fuzzy set theory and fuzzy decision making; in the third section, linear
fractional programming (LFP); in the fourth section, the classical transportation problem, the
multiobjective transportation problem and the linear fractional transportation problem that are
subtitles of the transportation problems, were studied.

In the fifth section, which is the original part of our study, we gave the MLFTP formulization
and basic theorems about the solvability of the problem. Defining Pareto-optimal, weak
Pareto-optimal and compromise solution concepts for this problem, we offered fuzzy solution
proposals using fuzzy approaches.

Our fuzzy approaches are groupped under two basic topics according to the structure of their
membership functions: approaches using lineer membership functions and approaches using
non-lineer membership functions. The execution for each approach is displayed on the same
basic sample problem.

Keywords: Multi-objective transportation problem, multi-objective lineer fractional
programming, fuzzy mathematical programming.
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1. GIRIS

Zadeh’in 1965’de “Information and Control” adli dergide “Fuzzy sets” adli makalesiyle
ortaya attig1 bulanik kiime teorisinin amaci, belirsizlik iceren kavramlar tiyelik dereceleriyle
belirli hale getirmektir. Dolayisiyla klasik matematik programlama ile c¢ozemedigimiz
belirsizlik i¢eren gesitli problemler bulanik kiime teorisi yardimiyla ¢oziilebilmektedir. Bu
teori yoneylem arastirmasi, yapay zeka, sinir aglari, oyun teorisi, yonetim bilimi, kontrol
teorisi, isletme, ekonomi, istatistik v.s. gibi bir¢ok alana uygulanmaktadir. Ayrica bulanik
kiime teorisinin karar problemlerine uygulanmasi 1970 yilinda Bellman ve Zadeh tarafindan
yapilmistir. Bulanik karar verme yaklasimi ger¢cek yasam problemlerinin modellenmesi ve

¢cozlimiinde 6nemli bir yere sahiptir.

Tasima problemi de gercek yasamda sikg¢a rastlanan o6zel tipte bir lineer programlama (LP)
problemidir ve personel atama, lojistik, tedarik zinciri yonetimi gibi bir¢ok alanda uygulama
bulmaktadir. Bilindigi gibi klasik tasima probleminde amag, maliyet minimizasyonu ya da kar
maksimizasyonudur. Oysa bu amaglarin yanisira tasima sisteminde yakit tiiketiminin
minimizasyonu, belirli bir proseste yapilan iiretimin maksimizasyonu, miisterilere ortalama
dagitim zamaninin minimizasyonu gibi birden fazla ve genellikle birbiriyle ¢elisen amaglar da
aynt anda optimize (maksimize ya da minimize) edilmeye calisilmaktadir. Amag
fonksiyonlarmin yapist iki lineer fonksiyonun orani olarak lineer kesirli yapida iseler,
ornegin: kar/risk, kar/maliyet, kar/zaman gibi, CALKTP ortaya ¢ikmaktadir. Bu ¢aligmada
calismamizin esas konusu olan CALKTP’ne bulanik yaklagimla ¢o6ziim Onerileri

gelistirilmektedir.

Girig’ten sonraki boliimde, Zadeh’in bulanik kiime teorisi; Bellman ve Zadeh'in 1970’de
onerdigi "bulanmik karar" tanimi, bulanik lineer programlama problemi; ¢ok amagli lineer
programlama probleminin tanimi, temel kavramlart ve ¢0zliimil i¢in temel yaklasimlari;
bulanik ¢ok amagli lineer programlama konusu, ¢esitli tipte (lineer, listel, hiperbolik ve parcali

lineer) tiyelik fonksiyonlar1 ve ¢6ziim yontemleri ana hatlariyla verilmektedir.

Ucgiincii béliimde, lineer kesirli programlama problemi tek amagli ve cok amagl olarak iki alt
kisimda incelenmektedir. Problemlerin tanimlari, oOzellikleri, 6rnek problem ve ¢ozliim

yontemleri genel ¢ergevede ele alinmaktadir.

Dordiincii boliim tasima problemlerine ayrilmis olup, klasik tasima probleminin bilindigi
diisiincesiyle sadece model tanimi yapilmis, tablo ile ¢6ziim yontemlerine yer verilmemistir.

Cok amacli tagima problemi i¢in tanim ve yaklasimlarin simiflandirilmas: yapilmistir. Ayrica



lineer kesirli tasima problemi tanitilmig, Bajalinov’un (Bajalinov, 2003) tablo yontemi disinda

¢ozlim yaklagimlarina literatiirde rastlanmadig1 vurgulanarak bu tablo yontemi anlatilmistir.

Calismamizin orijinal kismini olusturan besinci boliimde ise oOncelikle, CALKTP nin
formiilasyonu, problemin ¢oziilebilirligi i¢in temel teoremler, Pareto-optimal, zayif Pareto-
optimal ve uzlagik ¢oziim kavramlart verilmektedir. Daha sonra, lineer kesirli amag
fonksiyonlarma karsilik gelen tiyelik fonksiyonlar1 (lineer ya da non-lineer) kurulmaktadir.
Zimmermann’in minimum operatorii kullanilarak bulanik yaklagimla (Bulanik Matematik
Programlama yoluyla) CALKTP i¢in uzlasik Pareto-optimal ¢oziim elde etmek iizere
verdigimiz ¢oziim Onerileri: “Lineer {iyelik fonksiyonlarinin kullanildigi yaklagimlar” ve
“Non-lineer iiyelik fonksiyonlarin kullanildig1 yaklasimlar” olarak iki ana baslik altinda

gruplanmaktadir.

“Lineer iiyelik fonksiyonlarinin kullanildigi yaklasimlar’da “Genellestirilmis Dinkelbach
Algoritmas1”, “Ikiye Bélme Yontemi” ve “Hedef Programlama Yaklasimi” ile, “Non-lineer
iiyelik fonksiyonlarinin kullanildig1 yaklasimlar’da da “Hiperbolik Uyelik Fonksiyonlar1”,
“Ustel Uyelik Fonksiyonlar” ve “Pargali Lineer Uyelik Fonksiyonlar:” kullanilarak
CALKTP’nin Pareto-optimal ¢oziimii bulunmaktadir. Céziim yaklasimlarinin isleyisleri bir

temel 6rnek problem iizerinde ayrintilartyla agiklanmaktadir.

Sonug¢ kisminda, ¢alismamizda nelerin yapildigi ve elde edildigi ifade edilmektedir. Ayrica
lineer kesirli programlama, tagima karlhilik oranlarmin optimizasyonu ve bunlar1 bulanik
cercevede incelemenin Onemi vurgulanmakta; gelecekte yapilabilecek g¢aligsmalar hakkinda

arastirmacilar yonlendirilmektedir.



2. BULANIK COK AMACLI LINEER PROGRAMLAMA ICIN ALTYAPI

2.1 Bulanik Kiime Teorisi

Klasik mantikta 6nermeler ya "dogru" ya da "yanlis" tir. Fakat gilinliik hayatimizda hemen
hemen higbir sey kesinlikle dogru ya da kesinlikle yanlis degildir, yani 6nermeler kismen
dogru olabilir. Iste klasik mantigin yeterli olmadig1 bdyle durumlarda bulanik mantiga ihtiyag

duyulmaktadir. Bulamk mantikta dnermelerin dogruluk degeri, [0,1] aralifina ait bir reel

sayidir. Benzer sekilde, klasik kiime teorisinin genisletilmis sekli olan bulanik kiime
teorisinde bir elemanin bir kiimeye ait olma (iiyelik) derecesi vardir, yani bir eleman bir
kiimeye belli derecede aittir. Bulanik kiime kavrami ilk olarak Liitfi A. Zadeh tarafindan
1965°de ortaya atilmistir. Bulanik kiime teorisinin amaci, belirsizlik igeren kavramlari tiyelik

dereceleriyle belirli hale getirmektir.
2.1.1 Bulanik Kiimeler

Temel Tanimlar
Uyelik Fonksiyonu (Karakteristik fonksiyon): U evrensel kiimesindeki bir x elemanimnin,

A alt kiimesine ait olma derecesini veren fonksiyona tiyelik fonksiyonu denir ve H;(x) ile

gosterilen tiyelik fonksiyonu z;(x):U — [O,l] seklinde tanimlidir.

Bulanik Kiime: U evrensel kiime ve ;(x):U —[0,1] iiyelik fonksiyonu olmak iizere,

A={(x, 4;(x)): xeU} ile tanimlanan A kiimesi bulanik kiime adin alir.

Bulanik kiimeler genelde A, B, C sembolleri ile gosterilmesine ragmen basitlik acisindan

bazen A, B,C ile de yazilabilir.
U= {xl 3 Xy xn} sonlu evrensel kiimesi iizerinde tanimli A bulamk kiimesi,
A= { (xp yon (xl))a (xz N (xz ))7 ceey (Xn N ()C” ))}

seklinde gosterilebilir. Bu ifadede basitlik agisindan {iyelik derecesi sifir olan elemanlara ait

ikililer yazilmayabilir (Sakawa, 1993).

Ayrica A bulanik kiimesi, eger U evrensel kiimesi sayilabilir veya kesikli ise,

Al 1000) ) | ) ()
X = X

X X, X3

n L



ve eger U evrensel kiimesi sayilamaz (sonsuz elemanli) ve siirekli ise

YAC))
A==

biciminde gosterilebilir (Ogiitlii, 2002).

Ornek 2.1: U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9} olsun. “yaklasik olarak 5’e esit olan tamsayilar” bulanik

kiimesi A= {(3,0.4), (4,0.8), (5,1),(6,0.8),(7,0.4)} veya A= %+%+%+%+%

seklinde gosterilir (Sakawa, 1993).

Ornek 2.2: 40 yas iizerindeki bir kisinin yasl olarak nitelendirildigi ve x apsisinin kisinin
yasini belirttigi kabul edilirse, Sekil 2.1°de verilen iiyelik fonksiyonu ile bir kiginin ne derece

vasli oldugu belirlenebilir.
Hyash(x)4
1

0.8
0.6
0.4

0.2

»

> x (yas)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 50 100

Sekil 2.1 Yagsl kiimesinin liyelik fonksiyonu.

Ornek 2.3: Bir otomobilin otoyol iizerinde yapabilecegi hiz, 0 ile 120 km/saat arasinda olsun.
Sekil 2.2°de verilen otomobil i¢in hiz uzayi: Yavas (0 ile 40 km/saat), Normal Hizda (60 ile
80 km/saat) ve Hizli (100 ile 120 Km/saat) olmak iizere ii¢ kiimeye ayrilsin. Bu otoyolda 70
km/saat hizinda giden bir otomobil, Normal kiimesine; 90 km/saat hizinda giden bir otomobil
ise belli bir tiyelik derecesinde Normal ve belli bir {liyelik derecesinde Hizli kiimesine girer.

Bu ornege gore otomobil, ,,(90)=0.5 ve u,,...(90)=0.5 iyelik degerlerinde, her iki

kiimenin de tiyesidir (Topuz vd., 2002).
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Sekil 2.2 Bir otomobilin hiz uzaymin bulaniklastirilmasi (Topuz vd., 2002).

Bulanik Kiimenin Destegi

U evrensel kiimesindeki bir A bulanik kiimesinin destegi, iiyelik derecesi pozitif olan

noktalarin olusturdugu kesin (crisp) kiimedir ve S(A) seklinde gosterilir.

S(A)z{xeX | yA(x)>O}.

Bulanik Kiimenin Alfa Keseni
U evrensel kiimesindeki A bulanik kiimesinin o« —keseni, bu kiimenin igerisinde iiyelik

derecesi a € [0,1] sayisindan biiyiik veya esit olan elemanlarin olusturdugu kesin kiimedir ve

A, ={xeX | /,tA(x)Za}

seklinde gosterilir (Zimmermann, 1993).

Ornek 2.4: Omek 2.1°de verilen A:{(3,0.4),(4,0.8),(5,1),(6,0.8),(7,0.4)} bulanik

kiimesinin bazi « -kesenleri su sekildedir:

Ay, ={3,4,5,6,7}
Ays =14.5.6}

Ay =14.5.6}

A ={5}.

Konveks Bulanik Kiime

U evrensel kimesindeki A bulanik kiimesinin tim o —kesenleri konveks ise bulanik

kiimeye konveks bulanik kiime denir. Baska bir ifadeyle, bir A bulanik kiimesinin konveks



olmas1 icin gerek ve yeter sart Vx,x,eU, Ae [0, 1]

M (Ax, +(1=A)x,) 2 min (g, (x,), 11,(x,)) esitsizliginin saglanmasidir.

ﬂ A
1.0
0 > X
Sekil 2.3 Konveks bulanik kiime.
ﬂ A
1.0
0 > X

Sekil 2.4 Konveks olmayan bulanik kiime.

Bulanik Kiimenin Yiiksekligi

igin

U evrensel kiimesindeki bir A bulanik kiimesinin yiiksekligi, z,(x) tlyelik fonksiyonlarinin

en kiiciik st stniridir ve  yiikseklik (A) seklinde gosterilir:

yiikseklik (A) = sup 2, (x).
xeU

Normal Bulanik Kiime

M, (x)=1 esitligini saglayan en az bir xeU elemam varsa, A bulanik kiimesi normal

bulanik kiimedir. Normal olmayan bulanik kiime de alt normal (subnormal) bulanik kiimedir.



Herhangi bir A alt normal bulanik kiimesi igerisindeki tiim gz, (x) tlyelik degerleri, kiimenin

yiiksekligine boliinerek kiime normalize edilebilir (Sakawa,1993).

Bulanik Kiimenin Kardinalitesi
U evrensel kiimesindeki sonlu A bulanik kiimesinin kardinalitesi, kiimeye ait olan

elemanlarin lyelik derecelerinin toplamina esittir ve |A|= Z u,(x) seklinde gosterilir.

xevu
Al
Ayrica A bulanik kiimesinin goreceli kardinalitesi ||A|| =-— ile tanimlanir.

U]
Eger U evrensel kiimesi sonlu degilse A ’nin kardinalitesi,
A= [ a1, (x)dlx

seklinde tanimlanir ve bu durumda kardinalite daima var olmayabilir (Zimmermann, 1993).

Bulanik Kiimelerde Temel Kiime Teorisi Islemleri

Temel kiime teorisi islemleri bulanik kiimelerin iiyelik fonksiyonlar1 araciligiyla tanimlanar.
Zadeh tarafindan 6nerilen temel kiime teorisi islemleri asagidadir (Sakawa, 1993).

Bir U evrensel kiimesinde bos kiimeden farkli iki bulanik kiime A ve B olsun.

Esitlik (Equality): A ve B kiimelerinin esit olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart U evrensel

kiimesindeki tiim noktalar i¢in bu bulanik kiimelerin iiyelik derecelerinin esit olmasidir.
A=B < u,(x)=u,(x), VxelU .

Altkiime (Containment): A bulanik kiimesinin, B nin altkiimesi olmasi i¢in gerek ve yeter
sart A daki elemanlara karsilik gelen tiim iiyelik derecelerinin, bu elemanlarin B deki tiyelik

derecelerinden kii¢iik veya esit olmasidir.
AcB<S u,(x)< up(x), VxeU .
Tiimleyen (Complementation): A bulanik kiimesinin tiimleyeni A ile gosterilir ve

Hi(x)=1-p,(x), VxeU

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir.

Ornek 2.5: Ornek 2.1°deki A={(3,0.4),(4,0.8),(5,1),(6,0.8),(7,().4)} bulanik kiimesinin

tiimleyeni A = {(1, 1),(2,1),(3,0.6),(4,0.2),(6,0.2),(7,0.6),(8,1), (9, 1)} dir.



Kesisme (Intersection): A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi AN B ile gosterilir ve

Hinp (x)= min{,uA (x), tg(¥)}, VxeU
seklinde tanimlanir. Bulanik kiimeler arasi kesigim, "A" isareti ile gdsterilen “mantiksal ve”

baglacina karsilik gelmektedir.

Birlesme (Union): A ve B bulanik kiimelerinin birlesimi AU B ile gosterilir ve

My op(x)=max{g, (x), uz(x)}, VxeU

" "

seklinde tanimlanir. Bulanik kiimeler arasi birlesim, "v" isareti ile goOsterilen “mantiksal

veya” baglacina karsilik gelmektedir.

Ornek 2.6: U :{1,2,3,4,5,6} evrensel kiimesi, A:¥+O—;+%+i+05;7+0—63 ve

B=—+ +—4+—"—+ " bulanik kiimeleri verilsin.

01 07 04 01 05 08
12 4
8

AuB:%+O;7+ +O—+%
1 2 5 6

0.5

2

107

4

0.1 05 03
_+_
5

AmB:%+—+

6

0.8
3
04
3

seklindedir.

Sekil 2.5 Iki bulanik kiimenin kesigimi.
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Sekil 2.6 iki bulanik kiimenin birlesimi.

=

"X

Sekil 2.7 Bulanik kiimenin tiimleyeni (Sakawa, 1993).

Sekil 2.5 ve Sekil 2.6’da A ve B bulanik kiimeleri konveks ve normal olmasina ragmen

AUB kiimesi konveks olmayan kiime, ANB kiimesi de normal olmayan kiimedir.

Sekil 2.7°de A nin tiimleyeni A sadece konvekslik 6zelligini kaybetmistir.

Ornek 2.7: “A=10’dan cok biiyiik reel sayilar” ve B=“11’e yaklasik sayilar” bulanik

kiimelerine karsilik gelen tiyelik fonksiyonlar sirasiyla,

) 0, x<10
x =
Ha A+ (x—10)2)", x>10

ve

1y () =1+ (x=11)""
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olsun. Bu durumda iki bulanik kiimenin kesisim ve birlesim kiimelerinin tiyelik fonksiyonlar

sirasiyla,

min[(l+(x—10)*2)*1,(1+(x—11)4)*‘}, x>10
Mg np(X) =
Ane 0, x<10

Hyop () =max| (1+(x=10)") ", A+ (x-1D)"], xeU

olarak tanimlanir. iki bulanik kiimenin kesisiminin {iyelik fonksiyonu Sekil 2.8 ile verilmistir

(Zimmermann, 1993).

>

# 4

1.0

10 11 T X

Sekil 2.8 A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi (Ornek 2.7).

Bulanik Kiimelerin Ozellikleri (Sakawa, 1993)

U evrensel kuimesi tizerinde tanimli iki bulanik kime A ve B olsun. Klasik kiime

teorisindeki degisme, birlesme, dagilma v.s. gibi asagida verilen 6zellikler bulanik kiime

teorisinde de gegerlidir.
1. Degisme Ozelligi (Commutativity Laws):

AUB=BUA
ANB=BnNA

2. Birlesme Ozelligi (Associativity Laws):
AuBUC)=(AuB)LUC
AN(BNC)=(ANnB)NC

3. Dagilma Ozelligi (Distributivity Laws):
AUBNC)=(AUB)N(AUCO)
AN(BUC)=(ANB)U(ANC)



11

4. De Morgan Kurallari (De Morgan’s Laws):

(AUB)=ANB

(ANB)=AUB
5. Esgiigliiliik (Idempotence):

AUA=A
ANA=A

6. Sogurma (Absorption):

AUANB)=A
AN(AUB)=A
AU =U
AND =0

7. Ozdeslik (Identity):
AV =A
ANU=A

8. Cift Degilleme (Involution):

A=A
Burada belirtilmelidir ki, klasik kiimelerden farkli olarak bulanik kiimeler icin gegerli olan

yegane kural AUA=U ve AnA#= ozellikleridir. Bu 6zellikler klasik ile bulanik kiime

teorileri arasinda ayirt edici rol oynarlar.

Bulanik Kiimelerde Cebirsel islemler
Klasik kiime islemlerine ek olarak, bulanik kiimeler {izerinde cebirsel islemleri kullanmak da

yararlidir.

Cebirsel Carpim (Algebraic product): A ve B bulanik kiimelerinin cebirsel ¢arpimi olan

bulanik kiime A B ile gosterilir ve {liyelik fonksiyonu

My (X) = g, (X) - ()
olarak tanimlanir.
Cebirsel Toplam (Algebraic sum): A ve B bulanik kiimelerinin cebirsel toplami olan

bulanik kiime A + B ile gosterilir ve iiyelik fonksiyonu

Harp (x)= Hy (x)+ Hp (x)— Hy ()C)/JB (x)
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olarak tanimlanir.
Stnirlt Carpim (Bounded product): A ve B bulanik kiimelerinin sinirli ¢arpimi olan bulanik

kiime A O B ile gosterilir ve iiyelik fonksiyonu

Hpop(X) =max O, 2, (x)+ 1, (x)=1) =0V (1, (x) + pz(x) 1)
olarak tanimlanir.
Stnirlt Toplam (Bounded sum): A ve B bulanik kiimelerinin sinirlt toplami olan bulanik

kiime A @ B ile gosterilir ve iliyelik fonksiyonu
Hpp(0) = min (1, 42, (0)+ £2,()) = LA (2, () + p1,(x))
olarak tanimlanir.

Sinirli Fark (Bounded difference): A ve B bulanik kiimelerinin siirli farki olan bulanik

kiime A OB ile gosterilir ve tiyelik fonksiyonu
Hpep(x) =max (0, 1,(x) = p,(x)) =0V (g1, (x) — p15(x))

olarak tanimlanir.

Ornek 2.8: U ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,10} evrensel kiimesi, A=%+%+O;66 ve

B= 0—7 + l + 0—65 bulanik kiimeleri verilsin.

4

0705 0.8

ANB +—, AUB=—+ 0.6
3 6 3

1,1,06

45 6°

- 1 1 02 1 04 1 1 1
A=—F—F—+—F+—+—+— —,
1 2 3 4 6 7 8 10
094

AB:'_JF?’ A+ B - 0.8 05 01

+—, AOB=—"24+-—"—
6 36

b

1
9
1
—+
4
1 0.1

A@B:1+l+l+—,A®B:—+
34 5 6 3

1
5
1 01
5 6

2.1.2 Zadeh’in Genisleme Prensibi (Sakawa, 1993)

Klasik kiimeler arasinda tanimlanan fonksiyon kavraminin, bulanik kiimeler iizerinde

tanimlanmasina genisleme prensibi denir. Bagka bir ifadeyle f, I kiimesinden J kiimesine

bir fonksiyon f:I —J olsun. Genisleme prensibi; I iizerinde bulanik A kiimesi ve f
fonksiyonu araciligiyla Y kiimesi {izerinde B:{(y, ,uB(y))| y=f(x), xel } bulanik

kiimesinin



13

sup g4, (x), JCEI%
IuB(y) =Jy=f(x)
0, =9

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanmasina imkan saglar (Sekil 2.9). Burada f~'(y), y ’nin ters

gorintiisiidir.

et

A
Haly, )= “"(Yz)f?':

e t

¥
A l'l'-’\

Ha(x,)=a,

- Halx,)=a,

Sekil 2.9 Genisleme prensibinin agiklamasi.

Ornek 2.9: A= 0—'23 + O—f +0—(')8 + % + 0—; bir bulanik kiime ve f(x)=x> bir fonksiyon
olmak tizere, genisleme prensibi ile
0.8 1 04
=— -+ —
0 1 4

B

bulanik kiimesi tanimlanir. Ornek 2.9’a uygulanan genisleme prensibi Sekil 2.10 ile

gosterilmistir.
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4
3
pi 2
1 I
/)
, //
-2
S(A) S(B)

Sekil 2.10 Genisleme prensibinin gosterimi (Ornek 2.9).

Tammm 2.1 (Kartezyen Carpim) (Sakawa, 1993): [, I,,....,I, ilizerinde tanimli bulanik
kiimeler sirasiyla A, A4,...., A, karsihk gelen tyelik fonksiyonlart da s, (x,),... 4, (x,)
olsun. A, A,,..,A, bulanik kiimelerinin kartezyen ¢arpimi, I, xI,x..x[  lzerinde

A, x A, x..x A, ile gosterilen bir bulanik kiimedir ve iiyelik fonksiyonu da

Hopscayxa, (Ko Xpseens X,) =0 (L (X)), 05 fy (X)) (2.1

olarak ifade edilir.

Ornek 2.10: 1, =1, ={3,5,7} olsun. /, lizerinde A, ve I, lzerinde A, bulanik kiimeleri:

j 051,06 A 1,06
3 5 7 3 5

olarak verilsin. Bu durumda kartezyen ¢arpim kiimesi;

0.5 1 06 05 06 06
A, = + + + + +
B3 53 (73 GBS G5 (79

1

olur.
Dikkat edilirse A, A,,..., A, bulanik kiimeler olmadiginda, (2.1) kartezyen carpimi kesin

kiimelerdeki klasik tanimina indirgenir. Bulanik kiimelerdeki kartezyen ¢arpim tanimindan,

genisleme prensibi asagidaki gibi genellestirilebilir.
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Tanim 2.2 (Kartezyen Uzayda Genisleme Prensibi):

filx..xI —J olmak iizere genisleme prensibi; [, xI,x..xI ~ lizerinde bulanik

A xA,x..xA, kimesive f fonksiyonu aracilifiyla J kiimesi iizerinde

B= {(y, ,uB(y))| y=f(x,...x,), (x,....x ) el xI, x...xln} bulanik kiimesinin

su Xy X)), ()2 D
xl""sxn)E)p(lx...XXn ILlAlxxAn 1 f y

Hp(y) = G ) (2.2)
0, (=9

iiyelik fonksiyonu ile tanimlanmasina imkan saglar. Burada f~'(y), y ’nin ters goriintiisiidiir.

1978'de H.T. Nguyen alfa seviye kiimesi kavramini kullanarak, (2.2) genisleme prensibinin
asagidaki ifadeye esdeger oldugunu gostermistir.
Teorem 2.1 (Nguyen): Herhangi bir yeJ i¢in, u,(y)=u Ay (x,...,x,) olacak sekilde

X,,..., X, "ler mevcutsa, yani baz1 x,,..., x, i¢in (2.2)’nin supremumuna ulasilirsa,

[f(A],...,AW)]a =f(AyAng)
esitligi gegerlidir.
2.1.3 Bulanik Sayilar

Tamm 2.3: Uyelik fonksiyonu pargali siirekli olan, R reel ekseninde tanimli, konveks ve

normalize edilmis bulanik kiimeye bulanik say1 denir (Sakawa, 1993).

Tamim 2.4: Bir M bulanik sayisi, tiim negatif (pozitif) x degerleri i¢in sifir liyelik degerini

aliyorsa bu bulanik say1 pozitiftir (negatiftir) denir. Yani,
M bulanik sayisi pozitiftir (negatiftir). <<>Vx <0 (Vx>0) igin g, (x)=0dr.

Ornek 2.11: Yaklagik olarak m civarinda bir M bulanik sayist icin iiyelik fonksiyon

ornekleri olarak tiggensel tiyelik fonksiyonu,

11, (x) = max (0, P i N
a

ve ¢an sekilli iiyelik fonksiyonu,

ty () =P g
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yaygin sekilde kullanilmaktadir (Sekil 2.11).

ﬂ 'y ﬂ A
1.0 o[~ T TTTTTYANY T T
0.5 0.5
0 0 .

Sekil 2.11 Bulanik say1 6rnekleri.

Bir Bulanik Sayinin Giiven Aralig (Confidence Interval) (Sakawa, 1993, sayfa 23)
Uyelik derecesi a (a € [0, 1]) sayisindan biiyiik veya esit olan tiim reel sayilarin olusturdugu
araliga giiven aralig1 (@ —keseni) denir.

A, ={xeR| g0z 0} =[a".q] ]

Bir bulanik A sayisinin ao—keseni A, Sekil 2.12°de gosterilmistir.

H

1.0

F' Y

Sekil 2.12 Bulanik A sayisinin oo—keseni.
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Bulanik Sayilarda Temel Aritmetik islemler

Bulanik kiime teorisinde genisleme prensibinin ana uygulamalarindan biri, klasik kiime
teorisinde “+7, “—=7, “x” ve “+” cebirsel iglemlerinin bulanik sayilara genisletilmesidir.
Boyle bir genisleme, Zadeh’in genigleme prensibi ile yapilabilir.

M ve N bulanik sayilarinin {yelik fonksiyonlari sirastyla g, (x) ve u,(x) olmak iizere

R deki “+7,“~>, “x” ve “=+> ikili islemleri M ve N bulanik sayilarinin “®”, “®”, “®”
ve “@” ikili islemlerine genisleme prensibi ile asagidaki gibi genisletilebilir (Sakawa, 1993).
1. Genisletilmis Toplama: M ©® N

Hyen(2)= sup min (4, (x), 2y (y))

z=x+y

= sup min (4, (x), gty (2 — ).

xeR
2. Genigsletilmis Ctkarma: M ON
Uyey(2) = sup min (1, (x), ty(y))

z=x—y

= sup min (g, (x), ty (x—2)).

xeR

3. Genigletilmis Carpma: M ® N
Hyen(2)= sup min (L, (x), ty(y))

Z=XxXYy

sup min (£, (x), ty(z/ x)), z#0

xeR

max{sug min (£, (x),uN(O)),sug min (£, (0), 1y (y)},  z=0.
xe ye

4. Genisletilmis Bolme: MON

My (2)= Sug) min (£, (x), 4y ()
z=xly

= sup min (L, (x), iy (x/ 2))

x eR

= sup mln(ﬂM(Zy)’/JN(y))
v eS(N)
0eS(N)

2.1.4 Ozel Bulamk Sayilar

Ozel bulanik sayilar hesaplama ugrasisini azaltmak icin onerilmislerdir. Literatiirde simdiye
kadar Ttg¢gensel, yamuksal ve bunlarin L—R tipli olanlar1 farkli karar modellerine
uygulanmistir (Chen ve Hwang, 1992). Sekil 2.13 ve Sekil 2.14 bazi 6zel bulanik sayilari

vermektedir.



18

mn

Sekil 2.13 L—R tipli bulanik sayilar.
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Sekil 2.14 Uggensel ve yamuksal bulanik sayilar.

Tamim 2.5 L - R tipli bulanik sayilar (Sakawa, 1993):

M bulanik sayisinin L—R tipli bir bulanik say1 olmasi igin gerek ve yeter sart,
1. L(x)=L(—x)

2. L(0O)=1

3. L(x), [O,oo) araliginda artmayan sol bi¢im fonksiyonu

olmak tizere

L(m—x

), x<m, a>0

Hn ()= x—m

R
( B

), x=2m, [>0
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olmasidir. Burada m, M bulanik sayisinin orta degeri, o ve [ sirasiyla sol ve sag
yayitlmlardir. o ve f yayillimlan sifir oldugunda M bulanik sayist m kesin sayisina
indirgenir.

R(-) sag yayilim fonksiyonu da L(-) ya benzer sekilde tanimlanabilir. M bulanik sayisi, orta

deger, sag ve sol yayilimlar ve bi¢cim fonksiyonlari kullanilarak bir L — R tipli bulanik say1
M =(m,a, B),,

ile sembolik sekilde gosterilebilir.

# Y
B
L( r'l‘gt)( ) R mléx ]
0.5
0

v
[

m
Sekil 2.15 L—R tipli bulanik sayisinin agiklamasi.
Sol bi¢im fonksiyonlarina 6rnek olarak asagidaki fonksiyonlar verilebilir:
L(x)=max (0,1-|x]"), p>0
L(x)=exp (-]x]"), p>0
L(x)=1/1-|x"), p>0

Tepe noktas1 tek degil ise L—R tipli M bulanik sayisinin diiz bir tepe bolgesi vardir ve
M'=(m,,m,,a, ), olarak yazilabilir (Sekil 2.13).

Ucgensel (veya yamuksal) bulanik say1 (Chen ve Hwang, 1992)

x,l,mu R olmaklizere M iicgensel bulanik sayisi

0, x <!
x—h [<x<m
m—1
/JM()C): U= x
, m<x=<u
u—m
0, x>u
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olarak tanimlanir. Sekil 2.14°deki M = (I,m,u) bulanik sayisinin alt sinir1 / ve {ist sinir1 da u
dur.
Sekil 2.14’deki M' yamuksal bulanik sayisinin bir¢ok tepe noktasi vardir ve M' = (a,b,c,d)

seklinde gosterilir. M' bulanik sayisi igin [b,c] aralig1 en olas1 degerleri, a degerinin altinda

ve d degerinin iistiindeki yerler ise tamamen imkansiz olan degerleri gosterir. b den a ya ve ¢
den d ye iiyelik degeri derece derece (veya lineer olarak) azalir.

Ucgensel (veya yamuksal) bulanik say1 L—R tipli bulanik sayidan daha kisitlayici formdadir.
Tiim bacaklar lineer olmahdir. Ustelik a=m—I ve f=u-m oldugunda
M =(,mu)=(m,a, )

olur. Benzer sekilde &« =b—a ve ff=d—c oldugunda ise

M'=(a,b,c,d)=(b,c,a, )

olur. M ve M' bulanik sayilarinin karakteristikleri ayni kalir.

Bulanik sayilarin dort farkli tipini elde ettik. Her birinin kendine ait cebirsel islem
formulasyonu vardir. Cizelge 2.1 ve Cizelge 2.2 sirasiyla L—R tipli liggensel ve yamuksal

bulanik sayilar i¢in cebirsel islemleri, Cizelge 2.3 ve Cizelge 2.4 ise sirasiyla iliggensel ve

yamuksal bulanik sayilar i¢in cebirsel islemleri 6zetlemektedir.

a - kesenleri Yardimyla Ucgensel Bulanik Sayilar icin Cebirsel islemler:
Bir M = (I,m,u) tiggensel bulanik sayis1 a -kesenleri yardimiyla

Vae[01] igin M, =['",u"")=[(m-Da+1,~(u—m)a +u]

olarak tanimlanir (Kaufmann ve Gupta, 1988). Boylece M =(l,m,u) ve N =(a,b,c)
ticgensel bulanik sayilar1 arasindaki cebirsel islemler asagidaki gibidir:
Skaler ile Carpma:

k>0 olmak tizere k-M =k-M, =[kI'”, ku']

Toplama:

M(+)N =M, ()N, =[1,u'1+[a",c 1 =[1") +a', u'“ + ¢ |
Cikarma:

M (=N = M, (_)Na _ [l("‘),u(“)] —[a(“),c(“)] _ [Z("‘) —c(“), 0@ —a("‘)]
Carpma:

Sadece pozitif reel sayilar i¢in tanimli olan ¢arpim islemi:

M_ (N, =[I-a' u'® ¢

olarak tanimlanir. Daha agik bir sekilde:
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M, ()N, =[(m-Da+!l, —(u—m)a+ul)[(b-a)a+a, —(c-b)a+c]
=[((m-Da+1D)-(b—a)a+a), ((u—m)a+u)-(—(c—b)a+c)]
= [la +a(lb—2la+am)+a*(m—-1)(b-a), uc + o(ub—2uc +cm)+ o’ (u—m)(c —b)]
olarak da yazilabilir.
M =(l,m,u) ve N =(a,b,c) bulanik sayilarinin dogrudan ¢arpim islemi M >0, N >0 i¢in
M (-) N =(la, mb,uc) (Cizelge 2.3) olup M - N 'nin a—keseni

(M -N), =[(mb~-la)a +la, —(uc —mb)a +uc]
seklindedir.

Dogrudan carpim ile giiven araliklar1 ile yapilan ¢arpim karsilastirildiginda, dogrudan
carpimin giiven araliklar ile yapilan carpimdan belli miktarda saptigi goriilmektedir. Bu
sapma miktar1 kabul edilebilir oldugunda, islemde kolaylik agisindan dogrudan ¢arpim tercih

edilmektedir.

Bolme:
Sadece pozitif reel sayilar i¢in tanimli olan bdlme islemi, a“ >0 ve ¢“ >0 olmak {izere her
ae [0,1] i¢in

oy [ e ] [1em-na —(u-maru
Ma(-)N“{ . “}{-(c-b)mc’ at(b-a)a

seklinde tanimlanir (Aksoy vd., 2003).

M =(,mu) ve N =(a,b,c) bulanik sayilarmin dogrudan bolimii M >0, N >0 ig¢in

M) N :(1, %,Z) (Cizelge 2.3) olup dogrudan ve giiven araliklar1 ile yapilan bdlme
c a

islemi sonuglari, carpma islemine benzer sekilde karsilastirilabilir.

Ters Alma:

I 1

a u(a) ’ l(a)

M, =[1"u"1=>M) :{ } (Aksoy vd., 2003).

Ornek 2.12: iki bulanik say1 M =(=3,2,4) ve N =(—1,0,5) olsun. Va € [0,1] 1¢in:

M, =[1'""u?)=[(m-Da+l,~(u-—m)a+u] =[5a—3,-2a +4],
N, =[a",c“1=[(b-a)a+a,~(c-b)a+c]=[a—1,-5a+5]

olur. Buradan
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M, (+)N, =[5a-3+a—1,-2a+4—5a +5]=[6a —4,~Ta +9]

M, ()N, =[5a-3—-(-5a+35),2a+4—(a-1)]=[10a -8,-3ca +3]

elde edilir.

a=0 i¢in M ,(+)N, =[-4,9] ve a=1i¢cin M (+)N, =[2,2]=2
a=0 i¢in M ,(-)N, =[-8,5] ve a=11i¢in M (-)N, =[2,2]=2
dir.

Ornek 2.13: Iki iiggensel bulanik say1 M =(2,3,5) ve N =(1,4,8) olsun. Ve €[0,1] igin:

M, =[la+2,-2a+5] ve N, =[3a+1,—4a+8] olup

M, ()N, =[la+2,-2a+5]¢)[3a +1,-4a +8§]
=[(x+2)Ba+1),(2a+5)(—4a +8)]
=[3a* +7a+2, 8a* —36a +40]

a+2 —2a+5}

M, ()N, = ,
—4a+8 3a+1

elde edilir.

a=0=M,()N,=[2,40] ve a=1=M,()N,=[1212]

olur (Kaufmann ve Gupta, 1988).



Cizelge 2.1 M =(m,a, ), N =(n,y,5) igin Cebirsel islemler
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Cizelge 2.2 M =(a,b,a, ), N =(c,d,y,d) igin Bulanik Islemler

N ’nin goriintiisii: — N = (-n, 3, )

N ’nin gorlintiisi: N : =N = (—d,—c, 0, y)

N ’nintersi: N ' =", dn, ;/n_z)

o ¥ )
"d(d+8) clc—-y)

N 'nintersi: N' = (l, 1
a c

Toplama: M (+) N =(m+n, a+y, f+0)

Toplama: M (+) N=(a+c,b+d, a+y, f+0)

Cikarma: M (=) N=(m—n, a+0, f+y)

Cikarma: M(—-) N=(a—d,b—c,a+0, f+)

Carpma

Carpma :

M >0, N>0: M(-) N=(mn, my+na,moé+n f3)

M >0, N>0: M() N=(ac, bd, ay +ca—ay, bo +df+ [O)

M <0, N>0: M () N=(mn, na —mo,n f—my)

M <0, N>0: M(-) N=(ad, bc, daa—ad +ad, —by+cf—Fy)

M <0, N<O: M(-) N=(mn,—n f—md,—na—ny,)

M <0, N<O: M() N=(bd,ac, —bo—df— 6, —ay —ca+ay)

Skaler Carpim

k>0, keR: k () M = (km, ke, kB)

k<0, keR: k () M =(km,—kpf,—ka)

Bolme

Bolme

M>0, N>0: M) N=(", motne my+np,
n n n

a b ad+da by+cf
d ¢’ dd+6) clc—y)

M>0, N>0: M()N=(

m na—my n f—mo
S 2 2 2 )
n n n

M<0, N>0: M()N=(

M<0, N>0: M()N=( b cazar df=bo
c d c(c—y) d(d+9)

M <0, N<0: M@y N =2 P e, M<0, N<0: M()N =2, & Zbr=cph —ao-da,
n n n c d clc—y) d(d+9)




Cizelge 2.3 M =(,m,u), N = (a,b,¢) i¢in Bulanik islemler
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Cizelge 2.4 M =(a,,b,,c,,d,),N = (a,,b,,c,,d,) i¢in Bulanik Islemler

N ’nin goriintlisi: — N = (—c, —b, —a)

N ’nin goriintiisii: N : =N = (-d,,—c,,—b,,—a,)

N ’nin tersi: N = (l, l,l)
c b a

) . 1 1
N ’nintersi: N ' = (—, —, —
d, ¢, b, a,

Toplama: M (+) N=(+a, m+b, u+c)

Toplama: M (+) N =(a, +a,, b, +b,,c, +c,,d, +d,)

Cikarma: M (-) N=(—-c, m—b, u—a)

Cikarma: M (=) N =(a, —d,, b, —c,, ¢, —b,, d, —a,)

Skaler Carpim

Skaler Carpim

Vk>0, keR: k () M =(kl, km,ku)

Vk>0, keR: k () M = (ka,. kb, .k,  kd,)

Vk<0, keR: k () M =(ku,km,kl)

Vk<0, keR: k () M = (kd,, ke,, kb, ka,)

Carpma

Carpma

M>0, N>0: M) N=(a, mb,uc)

M >0, N>0: M(-) N =(ab,, a,b,, a;b;, a,b,)

M <0, N>0: M(-) N=(c, mb,ua)

M <0, N>0: M () N =(a,d,, byc,, c,b,, d,a,)

M <0, N<O: M(-) N =(uc,mb,la)

M <0, N<O: M() N=(dd,,cc,, bb,, a,a,)

Bolme Bo6lme
I mu a, b ¢ d,
M>0, N>0: MG.)N=(—, —,—) M>0, N> 0. M()N=(—, —,—,—)
c b a d, ¢, b, a,
u ml d ¢ b a
M<0, N>0: MGC)N=(—, —,—) M<0O, N>O: MGO)N=(—, —,—,—)
c b a d, ¢, b, a,
u ml d ¢ b a
M<0, N<O: MC)N=(—,—,-) M<0, N<O: M(OON=(—, —,—,—)
a b c a, b, ¢, d,
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a - kesenleri Yardimiyla Yamuksal Bulamk Sayilar icin Cebirsel Islemler:

Bir yamuksal M bulanik sayis1 « -kesenleri yardimiyla,
Vae[0,1] igin M, =[a/”,d{"1=[(b, —a)a+a,,—(d, —c)a+d,]
olarak tanimlanir. Boylece M =(q,,b,,c,,d,) ve N =(a,,b,,c,,d,) yamuksal bulanik

sayilar1 arasindaki cebirsel islemler asagidaki gibidir:

Toplama:

M(+)N =M, ()N, =[a”.d{"1+[a”.d\" =] a + a5, d* +dy |

Cikarma:

M ()N =M, ()N, =[a* ,d\"1-[a",dy"1=] a*’ —d\”, d|*’ —a}" |

Carpma:

Sadece pozitif reel sayilar ve dogal sayilar i¢in tanimli yamuksal bulanik sayilarda ¢arpma
islemi

M >0, N>0 igin M, ()N, =[a* -a\*, d|* -d\"']

olarak tanimlanur.

Bolme:

Pozitif reel sayilar kiimesinde tanimli yamuksal bulanik sayilarda bolme islemi a; >0 ve

d? >0 olmak iizere her « €[0,1] igin
M,()N, = [“—'d—l}

dy a,
seklinde tanimlanir (Aksoy vd., 2003).

Ters Alma:

Pozitif reel sayilar kiimesinde tanimli olan M yamuksal bulanik sayisinin tersi

1 1
Ml = — —
]

olarak tanimlanir.

Ornek 2.14: ki yamuksal bulanik say1 M =(-3,-1,2,7) ve N =(-1,5,6,8) olsun.
Va €[0,1] i¢in
M, =[a”,d"1=[2a-3,-5a+7], N, =[a)",d,"’]1=[6a—1,—2a+8]

olur. Buradan,

M, (+)N, =[8a —4,~Ta +15]
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elde edilir.

a=0 i¢cin M ,(+)N, =[-4,15] ve a=1 i¢gin M (+)N, =[4,8]

bulunur.

Ornek 2.15: Pozitif iki yamuksal bulanik say1 M = (4,6,9,12) ve N =(1,3,7,10) olsun.
Yo E[O,l] icin
M, =[200+4,-3a+12] ve N, =[2a+1,-3a+10]

olur. Buradan,

M_ ()N, =[Qa+4)-a+1),(-3a+12)-(-3a+10)] =[4a’ +10a +4, 9o’ —66a +120]

M.ON, { 20+4 —3a+12}

Ba+10" 2a+1
elde edilir.
a=0=M,(- )N, =[4,120] ve a=1=M ()N, =[18,63]

bulunur (Kaufmann ve Gupta, 1988).

Cebirsel islemlerdeki Basitlik-Hassasiyet trade-off (degis-tokus)’u

Bulanik kiimeler, insan diinyasindaki kesin olmayan veya belirsiz kavramlari matematiksel
olarak modellemede kullanilirlar. Bulanik kiime teorisi islemleri yardimiyla, farkli bulanik
kiimeler kombine edilebilir ve klasik matematik modeller kullanilarak ¢6ziilemeyen

problemlere bazi 6zel cevaplar elde edilebilir.

Bir bulanik say1 elemanlar1 reel eksende olan bir bulamik kiimedir. Klasik matematik
kavramlarla bulanik miktarlar1 Zadeh’in genisleme prensibini kullanarak birlestirmek dogal
bir yoldur. Fakat bu yolu alfa-kesen yontemi yardimi ile bile olsa cebirsel islemlere
uygulamak oldukca zordur. Boylece normallik ve konvekslik gibi bazi kisitlayic1 6zellikleri
olan yeni bir tiir bulanik sayilar ¢esitli arastirmacilar tarafindan tanimlanmistir. Genellikle bu
0zel bulanik sayilar karar problemlerini modellemede ihtiyaclarimizi karsilamaktadir. Bu 6zel
bulanik sayilarin her bir tipi icin ¢cok sayida cebirsel islem formiilleri verilmistir. Bu cebirsel
formiiller cogu durumda sadece yaklasik sonuglar iiretirler. Boylece bu formiiller orijinal
probleme daha fazla belirsizlik ya da bulaniklik katarlar. Basitlik ile hassasiyet arasindaki
trade-off sorusu, kolay cevaplanacak bir soru degildir. KV hassasiyet (yani, genisleme
prensibi ve diizgiin (regiiler) bulanik sayilar kullanma) ve basitlik (yani, 6zel bulanik say1 ve
yaklasim formiilleri kullanma) arasinda se¢cim yapmalidir. Bununla birlikte, pratik bakis

acisindan, basitligin daha agirlikli olmasi gerektigi hissedilir. Ciinkii ger¢ek yasam
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problemlerinin ¢ogu biiyiik boyutludur ve karmasik hesaplama prosediirleri onlart makul bir

maliyette ele alamaz (Chen ve Hwang, 1992).

2.2 Bulanik Karar Verme
Bellman ve Zadeh (1970) bulanik hedef, bulanik kisit ve bulanik karar olmak iizere ii¢ temel
kavrami tanimlamis ve bunlarin bulaniklik altinda karar siire¢lerine uygulamalari ile ilgili
bircok ¢alisma yapmuislardir.

X alternatifler uzay1 iizerinde bir bulanik hedef;

Mo X — [0,1]
tiyelik fonksiyonu ile; bir bulanik kisit ise

te X —[0,1]

iyelik fonksiyonu ile tanimlanan bir bulanik kiimedir.

Bellman ve Zadeh (1970)’in Onerdigi bulanik karar taniminda, bulanik hedef ile bulanik
kisitin ayni1 anda saglanmasi istenir. Boylece Bellman ve Zadeh bulanik karar D ’yi; bulanik
hedef G ve bulanik kisit C’nin kesisimi ile tanimlamaktadir. Daha agik¢a, X kiimesi
tizerinde taniml1 bulanik karar kiimesi;

D=GnNC

ile tanimlanir ve bu kiime

1y () = g = min {1, (1), 1 (1)} 2.3)
iyelik fonksiyonu ile belirlenir. Bu tanimdan, maksimize edici karar

max £4,(x) = max min (4 (x), (X))

xeX
olur.

Daha genel olarak, & tane bulanik hedef G,,G,,...,G,, m tane bulanik kisit C,,C,,...,C,,
olmak {izere, bulanik karar;
D=G nNG,Nn..nG NC,NnC,n..NnC,

ve bulanik kararin tiyelik fonksiyonu da
Mp =min {ﬂq s My seees Mg s Moy s Moy seos e, } =min {ﬂci e, } = min {4, |
seklindedir. Ayrica maksimize edici karar ise

Max 4, (x) = max min (K, (0, g, (), e (0,0 M, ()

olarak tanimlanir. Ancak, karara etkisi acisindan bulanik hedef ve bulanik kisit arasinda bir
fark olmadigi, her ikisinin de esit onem agirligiyla karara katkida bulundugu unutulmamalidir.

Bazi durumlarda hedef ve bulanik kisitlar1 farkli agirliklarla bir araya getiren birlestirici
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modeller kullanilabilir. Bellman ve Zadeh (1970), bulanik hedef ve kisitlarin esit dnem

agirligina sahip olmadigi bu durumlar i¢in konveks bulanik karar tanimini vermislerdir. Bu

tanima gore bulanik karar

. m
/ngveks (.X) — ZailuGi (X) +Z ﬂj:qu ()C)
j=1

i=1

tiyelik fonksiyonu ile tanimlanir. Burada  ve strastyla hedeflerin ve kisitlarin goreceli
Oonemlerini yansitan agirlik katsayilaridir. Ayrica ¢arpim islemiyle de bulanik kararin iiyelik

fonksiyonu
& m
,ngzrplm (x) — (E ’LlGi (X)] . (}:{1 /JC]' (x)j

olarak tamimlanabilir. x* optimal secenegi de konveks ve ¢arpim bulanik kararin maksimize

edilmesiyle bulunur.

k m
/JI/;anveks (X*) — m%(x {Z ailuGi (x) +Z ,Bj/JCj (X)}
e i=1 Jj=1

carpim konveks

Bu ii¢ bulanik kararin iiyelik fonksiyonlar: arasinda ;""" (x) < g1, (x) < """ (x) bagintisi

vardir (Sakawa,1993).

Ornek 2.16: “x, 10’dan oldukea biiyiik olmali” amag fonksiyonu

0, x<10

#o () ={(l+(x—1())2)1, x>10

tiyelik fonksiyonu ile, “ x, 11 civarinda olmali” kisitt
e (0) =1+ (x—1D"H"
tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilsin.

Buradan kararin iiyelik fonksiyonu,
Hp ()C) = Hg ()C) N He ()C)

min{(1+ (x=10)2) ", (1+(x—1 1)4)—‘}, x>10
Hp (X) =

0, x<10

olur. Bulanik karar Sekil 2.16 ile gosterilmistir (Zimmermannn, 1993).
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¥ Amac

Kisit Fonksiyonu

Maksimize
Edici Karar

10 11 11.75

Sekil 2.16 Bulanik karar.

2.3 Bulanik Lineer Programlama (BLP)

Ik kez H.-J. Zimmermann 1976 yilinda geleneksel LP problemlerinde bulanik kiime teorisini
kullanmistir. Calismasinda bir bulanik hedefi ve bulanik kisitlar1 olan LP problemlerini goz
onitine almistir. Lineer iiyelik fonksiyonlariyla birlikte Bellman ve Zadeh’in 6nerdigi bulanik
karar1 izleyerek bir esdeger LP probleminin mevcut oldugunu ispatlamistir. O zamandan beri
bulanik LP, bir¢ok basarili uygulamada farkli yonlerde gelismektedir. Gilinlimiizde bulanik
programlama, bulaniklik altinda ¢ok amagli optimizasyonun en 6nemli alam olarak dikkate
alinmaktadir (Sakawa, 1993).

LP modelleri, karar modelinin 6zel bir sekli olarak diisiiniilebilir. Karar uzay1 kisitlarla, hedef

(fayda fonksiyonu) ise amag fonksiyonu ile tanimlanir. LP problemlerinin klasik modeli:

Amag: max f(x)=c¢'x
Kisitlar: Ax<b
x>0

¢,xeR", beR', AecR™ (2.4)

ile gosterilmistir. Klasik modelde A, b ve c¢’nin tiim bilesenleri kesin sayilardir. “ <™
sembolii ve “ max ” sdzciigii kesinlik ifade etmektedir.

KV amag¢ fonksiyonunu maksimize veya minimize etmek yerine bazi istek seviyelerine
ulagmak yani mevcut durumunu olabildigince iyilestirmek isteyebilir. Buna karsilik kisitlar,
< isaretinin kesin matematiksel anlamini ifade etmeyebilir, kiiciik ihlalleri (sapmalar1) kabul

edebilecek sekilde belirsiz olabilir, bazen de duyulara iligkin gereksinimlerin temsil edilmesi
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durumunda uygun bir kesin kisit kestirilemeyebilir. Ayrica; b,¢ vektorleri ve A matrisinin
bilesenleri de bulanik yapida olabilir. Ciinkii bu parametreler bulanik algilamalardan dolay1
bulanik karakterlerle ifade edilebilirler. (2.4)’de bu gibi olast modifikasyonlar varsa LP

problemine bulanik lineer programlama problemi (BLP) denir (Zimmermann,1993).

BLP’de modellenecek gercek durumun 6zelliklerine ve kabullerine bagli olarak birgok model
tipi mevcuttur. Zimmermann’in karar modellerini simiflandirmasi Cizelge 2.5’de verilmistir.
Cizelge, karar modellerinin durumlarina ve modelleme prosesine bagli olarak ortaya
cikabilecek model tiplerini gostermektedir. Tablodaki simetrik model ifadesi esas olarak
hedeflerin yani1 sira kisitlarin da bulanik kiimeler yoluyla modellenebilecegini kabul
etmektedir. Ayrica ¢Oziimlerin hedeflere ve kisitlara gore tiyelik derecelerinin
karsilastirilabilir oldugu kabulii de mevcuttur. Cizelge 2.5°deki Tip 2 modeli yani kisitlarin

kesin yapida, amag fonksiyonunun bulanik kiime oldugu model, Tip 5’in 6zel bir durumudur.

Bulanik kiime teorisi fayda teorisine de uygulanabilir (Tip 3 ve Tip 6). Ayrik ¢6ziim uzay1
icin iki temel yaklagim smifi vardir. Birincisinde faydalar, genellikle linguistik degiskenler
kullanilarak bulanik kiimeler ile modellenir. Alternatiflere ait bulanik faydalar bulanik
kiimelerdeki siralama metotlar1 ile derecelendirilir, bdylece alternatifler siralanir. Ikinci
yaklagim simifi ise faydalarin amacina, yani olaylarin arzu edilebilirliklerine gore olaylari
siralamaya odaklanir ve boylece bulanik siralama bagintilarini kullanir. Coziim uzayi siirekli
oldugunda ise bu yaklagimlar artik gecerli degildir. Fayda teorisine bulanik kiime teorisini en
sade uygulama sekli fayda fonksiyonunu bir bulanik kiime olarak yorumlamaktir. Fakat bu
yorum, fayda fonksiyonunun bir kesin tliyelik fonksiyonu olarak goriilmesini saglar. Boylece
problem, simetrik bulanik se¢cim modeline indirgenir. Yaklasimda karar vericinin istek
seviyelerini bildigi kabulii vardir. Ancak bu kabul pek gercekci goziikmemektedir.
Dolayisiyla fayda teorisine bulanik kiime teorisini uygulama yolu, fayda fonksiyonunu bir

bulanik fonksiyon olarak ele almaktir (Zimmermann,1987, Sayfa 24).
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Cizelge 2.5 Karar Modelleri (Zimmermann,1987).

HEDEFLER

Bulanik
Kesin Bulanik fonksiyon
kiime

1) Geleneksel se¢im 2) Simetrik | 3) Bulanik fayda

KISITLAR | Kesin modeli (non-simetrik | model non-simetrik model
model)
4) Non-simetrik 5) Simetrik | 6) Bulanik fayda
Bulanik
model model non-simetrik model

2.4 Cok Amach Lineer Programlama (CALP)

Verilen lineer kisitlar altinda birden fazla lineer amaci optimize etmeye ¢alisan problem, Cok
Amach Lineer Programlama (CALP) problemi olarak adlandirilir. Problemin matematiksel

modeli su sekildedir:

Amaglar: max z,(X) =¢Xx

max z,(X) =c¢,X

max z, (X) =¢,X (2.5)
Kisitlar: Ax <b (Lineer esitsizlik kisit1)
x>0 (Nonnegatiflik kisit1)

Burada ¢; =(c;,...,¢;,), 2, i=1,2,..,k amacinin katsayilar vektorii; X =(x;,..., X )Y

n

n—boyutlu karar degiskenleri vektori; A=| ......... mxn—boyutlu teknolojik

katsayilar matrisi; b= (b,,...,b,)" m—boyutlu sag taraf sabitleri vektoriidiir.

2(x) =(z,(X),...,7,(x))" =(¢X,...,¢,x)" k—boyutlu kriter vektori ve C=(c,,c,,...,¢,)
k xn— boyutlu fiyat matrisi olmak iizere CALP problemi kisaca:
Amac: max z(x) = Cx (2.6)

Kisitlar: xeX 2 {X eR"

AXSb,XZO}
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vektor-maksimizasyon problemi olarak da ifade edilebilir. Burada X kiimesine problemin

uygun ¢oziimler bolgesi, karar uzay1 veya alternatifler uzayr da denilebilir.

Tanim 2.6 (Ideal Nokta):
Her bir z,(x) amacmin optimal degeri zj = max {zi(x)| Ax<b,x>0}, i=1,2,....k olmak

lizere 7, =(z,,2,5...,2,) Noktasina ideal nokta denir.

Tamm 2.7 (Tam-optimal ¢6ziim) (Complete optimal solution):
X € X noktasimin tam-optimal ¢éziim olmasi icin  gerek ve yeter sart Vxe X icin

7,(x)<z.(x), i=1,2,....k olacak sekilde x € X noktasinin mevcut olmasidir.

Ancak genelde amag fonksiyonlar1 birbirleri ile ¢elistiginden amag fonksiyonlarinin timiinii
aynt anda maksimum yapan bir tam optimal ¢6ziim daima mevcut degildir. Boylece tam
optimal ¢oziim kavraminin yanisira X karar uzayi’'nda pareto-optimalite (etkinlik), zayif-
Pareto optimalite (zayif-etkinlik), Z kriter uzayi’nda da basilamazilik (nondominated) gibi

yeni kavramlar gelistirilmistir.

Tamm 2.8 (Basilamaz Kriter vektor):
Z= {z eR" | z=Cx,xeX } kriter uzayinda uygun bolge olmak lizere Z € Z olsun. Znin

basilamaz olmasi i¢in gerek ve yeter sart z>Z ve z#Z olacak sekilde bir baska z € Z nin

mevcut olmamasidir. Aksi halde z, basilan bir kriter vektordiir.

Tanim 2.9 (Pareto-optimal ¢6ziim):

x € X noktasiin Pareto-optimal ¢oziim (etkin ¢oziim) olmasi igin gerek ve yeter sart Vi
i¢in z,(x)>z(x) ve 3 igin Z,(x) # z; (x') olacak sekilde bir baska xe X noktasmin
mevcut olmamasidir.

Pareto-optimallige ek olarak asagidaki zayif pareto-optimalite kavrami, pareto-optimaliteden
biraz daha zayif bir ¢oziim kavrami olarak tanimlanir. Bu nedenle literatiirde etkin ¢oziim ile

kuvvetli etkin (strongly efficient) ¢6ziim tanimlar1 aynidir.

Tanim 2.10 (Zayif Pareto-optimal ¢oziim) (Zayif-etkin ¢oziim):
X € X noktasiin zayif Pareto-optimal ¢éziim olmasi icin gerek ve yeter sart i=1,2,....k

i¢in z,(X) > gz, (x) olacak sekilde bir baska x € X noktasinin mevcut olmamasidir.
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Bu tanimlara gore ¢ok amaglh lineer programlamada X<°, X” ve X"" sirasiyla tam

optimal, pareto-optimal ve zayif pareto-optimal ¢6ziim kiimelerini gostermek tizere

x €0 gXP gXWP

bagintis1 gecerlidir (Sakawa, 1993).

2.4.1 CALP icin Coziim Yontemleri
2.4.1.1 Olcekleme Metodlar1 (Scalarization Methods): CALP’yi olceklemede, farkli

metotlara bagli olarak pareto-optimal ¢ozlimleri ede etmek iizere bircok metot onerilmektedir.
Bu metotlar arasinda en ¢ok bilinenler:

e Agirliklandirma metodu,

e  Kisit metodu

e Agirlikli min-max metodu
olarak sayilabilir.
2.4.1.1.1 Agirhiklandirma Metodu: Bir pareto-optimal ¢éziim elde eden bu metod, orijinal
CALP problemini ¢ézmek i¢in biitliin amag fonksiyonlarin agirlikli toplamini alarak formiilize

edilmis bir agirlikli problem ¢ézmektedir. Model kisaca:

Amag: max wz(x) = i w, Z,(X) 2.7

i=1
Kisitlar: xeX
olarak tanimlanir. Burada w=(w,,w,,...,w,), amag¢ fonksiyonlarma atanmis agirlk
katsayilar vektoridiir ve w = (w,,w,,...,w,) =0 oldugu kabul edilir.

(2.7) agirlikli probleminin optimal ¢oziimii x ile CALP probleminin pareto-optimalite

kavrami arasindaki iligki asagidaki teoremlerle verilmektedir.

Teorem 2.2: x € X, bazi w> 0 i¢in agirlikli problemin bir optimal ¢dziimii ise, X CALP

probleminin bir pareto-optimal ¢oziimiidiir.

Ispat: Agirlikli problemin X optimal ¢dziimii, CALP probleminin bir pareto-optimal ¢dziimii
degilse, baz1 j’ler igin z;(x)> zj(x*) ve i=1L2,..,k, i#j icin z(X)2g, (x') olacak
sekilde xe X mevcuttur. w=(w;,w,,...,w,) >0 oldugundan Ziwi Z,(x) > Z,-Wi 7,(x) dur.

Fakat bu esitsizlik, bazi w >0 igin x ’1n agirlikli problemin optimal ¢dziimii olmasi kabulii

ile ¢elisir. 0
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Bu teoremde w>0 sarti konuldugunda agirliklandirma probleminin ¢6ziimiiniin tekligi

garantilenemez. Bu durumda zay1f pareto-optimallikten sz edilir.

Teorem 2.3: X € X, CALP probleminin bir pareto-optimal ¢oziimii ise; x , baz

w = (W, Ww,,...,w,) 20 icin agirlikli problemin bir optimal ¢6ziimiidiir.

2.4.1.1.2 Kisit metodu: Bir pareto-optimal ¢6ziim elde eden kisit metodunda i. amag
maksimum yapilmak {izere segilir ve diger amaglar ¢, i=1,...,k, i# j alt seviyeleri ile

kisitlara katilir. Matematiksel olarak metot:

Amag: max z;(x) (2.8)
Kisitlar: Z,(X) 2 ¢ i=1...k,i#j
xe X

seklinde LP problemi olarak ifade edilir.

Teorem 2.4: x € X, baz1 ¢, i=1,... .k, i# j icin (2.8) kisit probleminin yegane (unique)
optimal ¢oziimii ise; x , CALP probleminin bir pareto-optimal ¢dziimiidiir.

Ispat: Kisit probleminin yegane optimal ¢dziimii x , CALP probleminin bir pareto-optimal
¢oziimii degilse, baz1 [ igin z,(x)>z,(x) ve i=1,...,k, i#[ igin z,(x)>z(x ) olacak

sekilde x € X mevcuttur. Bu ya

(X)) >z,(X)>¢g, i=l...k,i#], 7;(x)>z,(x),
ya da
(X0 2z,(x) g, i=l..k,izj, z7,(0)=z;(x)

demektir. Dolayisiyla bu da X 'm baz1 &, i=1,....k, i# j ler i¢in kisit probleminin yegane
optimal ¢6ziimii oldugu kabulii ile ¢elisir. 0
Bu teoremin ispatindan anlasilabilecegi gibi, bir ¢6ziimiin tekligi garantilenemezse, sadece

zayif pareto-optimallik garantilenir.

Teorem 2.5: x € X, CALP probleminin bir pareto-optimal ¢oziimii ise; X , bazi &,

i=1,...,k, i # j i¢in kisit probleminin bir optimal ¢ézliimiidiir.
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Ispat: CALP probleminin bir pareto-optimal ¢dziimii X € X , baz1 &, i=1,... .k, i # j icin
kisit probleminin bir optimal ¢éziimii degilse,
z2;(x)> z;(x ), (X)) 27, (x)=¢ , i=l...k, i#],

olacak sekilde x € X mevcuttur. Bu da X ’m CALP probleminin bir pareto-optimal ¢oziimii

olmasi ile gelisir. 0

2.4.1.1.3 Agirhkhh max-min metodu: Pareto-optimal ¢ézlimleri elde eden agirlikli max-min

metodu:
Amag: max 'Tink w, 7,(X) (2.9)
Kisitlar: xeX

veya esdeger olarak

Amag: max v (2.10)
Kisitlar: w, z,(X)=v i=12,...k
xeX

probleminin ¢oézlimiidiir. Genelligi kaybetmeksizin, Vxe X i¢in z,(x)>0 i=12,...k
oldugu kabul edilir. xe X i¢in z;(x) > 0’1 saglamayan amag¢ fonksiyonlar: i¢in, amaglarin

n

bireysel minimumu zl.mj =min__, z,(x) kullanilarak ve Z,(x)=z,(x)— zl.mj“ alinarak Vxe X

icin Z,(x)>0 i=1,2,...,k olur.

Teorem 2.6: X € X , bazt w = (w,,w,,...,w,) >0 icin agirlikli max-min probleminin yegane
optimal ¢oziimii ise; x , CALP’nin bir pareto-optimal ¢oziimiidiir.

Ispat: Bazi w=(w,w,,...,w,) >0 igin agirhkli max-min probleminin yegane optimal
¢dziimil X, bir pareto-optimal ¢dziim degilse, baz1 j ’ler igin z;(x)> z,(x) ve i=12,...k,
i#j i¢in z(X)>z, (x') olacak sekilde xeX mevcuttur. Ww=(w,w,,...,w,)>0
oldugundan, w, z,(x)>w. z.(x ), i=1,2,..,k ve I)gl)? w, 7,(X) > r}gl}? w, z,(x ) olur. Bu da
X ’m w=(w,w,,...,w,) >0 icin agirhkli max-min probleminin yegane optimal ¢dziimii

olmasi ile gelisir. 0
Bu teoremin ispatindan anlagilacag: gibi, bir ¢oziimiin tekligi garantilenemezse, sadece zayif

pareto-optimallik garantilenir.
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Teorem 2.7: X € X, CALP probleminin bir pareto-optimal ¢oziimii ise; x , baz
w = (W, W,,...,w,) >0 icin max-min probleminin bir optimal ¢oziimiidiir.

Ispat: CALP probleminin bir pareto-optimal ¢dziimii x € X igin W =W ,w,,...,w,) >0
segerek w z.(x )=v, i=1,2,..k yi olusturalm. O halde tim xe X igin z,(x)>0,
i=1,2,....k oldugundan w" =(w,,w,,...,w,)>0 olarak elde edilir. Simdi x i max-min
probleminin bir optimal ¢6ziimii olmadig1 kabul edildiginde,

wz(X)>wz,(xX)=v, i=12,..k

olacak sekilde xeX mevcuttur. Bu ifade, w =W ,w,,...,w,)>0 oldugundan,
Z,(X) >z, (x), i=12,...,k olacak sekilde x € X ’in varligin1 gosterir. Bu da X ’in bir pareto-
optimal ¢6ziim olmasi kabulii ile ¢elisir. 0
Teorem 2.4 ve Teorem 2.6’dan odlcekleme problemi icin optimal ¢oziim x ’m tekligi

garantilenemez ise X ’a Pareto-optimallik testi yapmak gerekir.

Pareto—optimallik Testi: x icin bu test, karar degiskenleri x=(x,...,x ) ve

n

£=(g,...,&)" olmak iizere

k
Amag: max Zgl. 2.11)
i=1
Kisitlar: z(X)+¢ =z (x), i=12,....k
xeX, 20

LP problemini ¢ozmektir.

Teorem 2.8: (2.11) pareto-optimallik test probleminin X ve & optimal ¢dziimleri i¢in,

1. Tiim £ =0ise x , CALP probleminin bir pareto-optimal ¢dziimiidiir.

2. En azindan bir £ >0 ise x , CALP probleminin bir pareto-optimal ¢oziimii degildir. x
i yerine X, O0l¢ekleme problemi i¢in bir pareto-optimal ¢oziimdiir.

Ispat:

1. X', CALP probleminin bir pareto-optimal ¢6ziimii degilse baz1 j ’ler i¢in z (X)>z j(x*)
ve i=12,...,k i#j igin z,(X)>z (x') olacak sekilde xe X mevcuttur. Bu da tim &, =0

oldugu kabulii ile ¢elisir.
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2. En azindan bir € >0 ve X, CALP probleminin bir pareto-optimal ¢dziimii degilse, bazi
Jler igin z,(x)>z;(X) ve i=12,..k i#j i¢in z(x)=z(X) olacak sekilde xe X
mevcuttur. Boylece bazi &' >0 igin z(x)+&' = z(X) olacak sekilde x € X mevcuttur. Bu da

& 'nin optimalligi ile ¢elisir (Sakawa, 1993).

2.4.1.2 Lineer Hedef Programlama: Hedef programlama (HP), ¢ok kriterli karar verme
alaninda en eski yaklagimlarindan biridir. Baslangicta tek amacli LP uygulamasi olarak
Charnes ve Cooper tarafindan 1955’de, CALP’yi ele alan c¢alismasinda da 1961°de
kullanilmistir. KV’nin amag fonksiyonlari i¢in hedef veya istek seviyelerini belirledigi kabulii
yapilmistir. 1960 ve 1970’lerde Ijiri, Lee ve Ignizio ile popiiler olmustur. Ayrica arastirma
makaleleri 1977°de Charnes-Cooper ve 1983°de Ignizio tarafindan sunulmustur. Bu yontemde
oncelikle KV’den her bir amag i¢in erisilmesini arzu ettigi bir hedef deger belirlemesi istenir.
Yontemin temel fikri, KV’nin hedef veya istek seviyelerinden sapmalar1t minimize etmektir.
Boylece HP ¢ogu durumda bir optimize edici ¢oziim elde etmeden ziyade bir tatmin edici

¢Ozlim (satisfying solution) verir.

Genel bir HP problemi:

Hedef {cx=z} (z,21)

Hedef {c,x=2z,} (z, <1)

Hedef {c;x=2z,} (z;=t;) (2.12)
Hedef {c,x=2z,} (z e[rti )

Kisitlar: xeX

tiplerinin herhangi kombinasyonlarindan birisi seklinde ifade edilir. Burada ¢, ’ler hedef
seviyeleridir.

HP’nin ¢6ziimii i¢in iki temel yaklasim vardir: “Archimedian yaklasim” ve “Oncelikli
(preemptive) yaklagim”. Literatiirde Archimedian yaklasim “agirlikli hedef programlama”,

oncelikli yaklagim “lexicographic hedef programlama” olarak da anilmaktadir.
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Archimedian HP
(2.12) deki HP probleminin Archimedian modeli;

Amag: min {wl_dl_+w2+d2++w3_d3_+w§d;+w;d;+wzdj}
Kisitlar: cx+d; >t

c,x  —d, <t,

3 X —d; +d; =t,

c, X +d, >t

C,X —-d, <t

xeX

d'.d >0,i=1234

seklinde LP problemidir. Burada w, (i =1,2,3,4)’ler, pozitif “ceza” agirliklar;; d,",d; ’ler ¢t

hedef seviyelerinden sirastyla art1 ve eksi yonde sapma degiskenleridir. Modelde istenmeyen

sapma degiskenleri yer almaktadir.

Oncelikli HP

Oncelikli HP’de hedefler énceliklerine gore gruplandirilarak indislenir. Kiigiik indisli hedef,
bir sonraki hedeften sonsuz derecede daha dnemlidir.

Ornek bir 6ncelikli HP problemi;

Hedef {c¢x=z} P(z, <t)

Hedef {c,x=z,}  Py(z,2>1,) (2.13)
Hedef {c;x=2z;} Pz =1;)

Kisitlar: xeX

olsun. Burada P, j=1,2,3"ler, j.oncelik seviyesindeki hedefleri belirtir. Ayrica

P, >>> P, seklinde olup ¢ok daha biiyiik (6ncelikli) anlamindadir. Bu problem;
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Amag: min {R(d)+Py(dy) + B (d; +d;)}
Kisitlar: cx—d; <t
X  +d; 21
c.X —d;j +d; =1
xeX

d'.d 20,i=123

seklinde yazilabilir. Problemi, LP ile ¢6zmek i¢in {i¢ optimizasyon asamasi gereklidir. Birinci

asamada;
Amag: min {df}
Kisitlar: cx—d <t
xeX
d* >0

LP problemi ¢oziiliir. Alternatif optimal ¢6ziim varsa, ikinci asamada;

Amag: min {d; }
Kisitlar: ¢ X <t +(d)
X +d, =2t
xe X
d, 20

LP problemi ¢oziiliir. Burada (d,")", birinci asamadaki d,” ’nm optimal degeridir. Alternatif

optimal ¢6ziim varsa, li¢lincii asamada;

Amag: min {a’;+ +d;}
Kisitlar: ¢, x < 6+(d)
C,X > t,—(d;)

cx—d; +d, = t,
xeX
d;,d;ZO
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LP problemi ¢oziiliir. Burada (d,), ikinci asamadaki d, 'nin optimal degeridir. Uglincii
asamada bulunan herhangi bir ¢6ziim, dncelikli HP nin ¢6ziimiidiir.

Tek bir ¢oziimli olan optimizasyon asamasina rastlandiginda diger asamalar ¢6ziilmez.
Boylece alt siradaki hedefler, HP’nin bulunan ¢éziimlerini etkileyemez. Her bir asama, daha
onceki asamalardan optimallik bilgisi aldigindan, 6ncelikli HP’yi ¢6zme dinamik bir prosestir

(Steuer,1986, Sayfa 285-294, Tiryaki, 1993).

2.4.1.3 Etkilesimli Cok Amach Lineer Programlama: Etkilesimli yontemler, hesaplama
fazlar1 ve ardarda gelen karar verme fazlari ile tanimlanir. Her iterasyonda karar verici-analist
veya karar verici-bilgisayar diyalogu kurulur. Yontemlerde ilk olarak bir “uzlasik ¢oziim”
bulunur. Bu ¢6ziim, ¢ok kriterli problem ile baglantili olan tek amagli problemin optimal
¢oziimiidiir. KV ile diyalog sayesinde kriterlerdeki istek ya da kabul seviyeleri belirlenir,
kriterler aras1 degis-tokuslar tayin edilir ve belirli ¢oziimler karsilastirilir. Elde edilen

bilgilerle olusturulan yeni tek amagli problemin optimal ¢6ziimii, yeni uzlasik ¢oziimdiir.

Etkilesimli yontemler “uygun boélgenin daraltilmasi”, “agirliklandirma vektorii uzaymin
daraltilmas1”, “kriter konisinin daraltilmas1” ya da “dogrultu arama” (line search) yontemleri
olarak siniflandirilabilir.

Daraltilmis uygun bolge yontemine ornek olarak 1971°de Benayoun, Montgolfier, Tergny ve
Laritchev tarafindan sunulmus “STEM (step) Yontemi” verilebilir. Bu yontem ¢ok amach
sahasinda etkisi olan ilk etkilesimli yontemdir.

Daraltilmis agirliklandirma vektér uzayr yontemine Ornek olarak Zionts ve Wallenius
tarafindan 1976°da sunulmus ve 1983°de gelistirilmis “Z-W Yontemi” verilebilir.

Kriter konisinin daraltilmasi yontemine Ornek olarak Steuer’in 1977°de verdigi “Daralan
Gradyent Koni Yontemi”, dogrultu arama yontemine 6rnek olarak da Geoffrion, Dyer ve
Feinberg tarafindan 1972’de sunulan “GDF Yontemi” verilebilir (Steuer, 1986, sayfa 361-
389, Tiryaki, 1993).

KV i¢in Pareto-optimal ¢oziim kiimesinden tatmin edici bir ¢ézlim iireten bir etkilesimli
algoritma yapis1 su sekilde verebilir. “*” ile isaretli adimlar KV ile -etkilesmeyi
gostermektedir. Bu etkilesimli metot trade-off (degis-tokus) bilgisi iceren bir referans nokta
metodu olarak da yorumlanabilir. Burada trade-off ifadesi, KV’nin fayda fonksiyonu
bilinmediginde kendisinden talep edilen bir bilgidir. Yani, kriterlerin erisilen degerleri

arasinda digerlerinin lehine birinden yapabilecegi fedakarlik miktar1 (veya tersi) bilgisidir.
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Etkilesimli Cok Amach Lineer Programlama Algoritmasi:

Adim 0: Verilen kisitlar altinda her bir amag¢ fonksiyonunun bireysel minimumunu

mi

Z:

1

" =min__, z,(x) ve bireysel maksimumunu z™* =max__, z,(x) hesapla.

Adim 1°: KV’den bireysel minimumu ve bireysel maksimumu dikkate alarak baslangic

referans noktasini se¢mesini iste. KV bdyle bir noktayr tanimlamayr zor ya da imkansiz

bulursa bu amagla ideal nokta z™ =max__, z;(x) kullanilabilir.

Adim 2: KV tarafindan tanimlanmis referans nokta i¢in amag fonksiyonlari arasinda trade-off
bilgisi ile birlikte pareto-optimal ¢6ziim elde etmek icin karsilik gelen max-min problemini

¢oz.

Adim 3°: KV pareto-optimal ¢oziimiin aldigi degerleri tatmin edici bulduysa, DUR. O halde
mevcut pareto-optimal ¢éziim, KV i¢in tatmin edici ¢oziimdiir. Aksi halde, KV’den amag
fonksiyonlar1 arasinda trade-off oranlari ile birlikte amag fonksiyonlarinin simdiki degerlerini

dikkate alarak mevcut referans noktasini giincellemesini iste ve Adim 2’ye geri don.

KV’ye herhangi bir amag fonksiyonundaki bir iyilesme ya da artisin, sadece diger amaglarin
en azmndan birinde bir azalma ile mimkiin olabilecegi kesinlikle anlatilmalidir

(Sakawa,1993).

2.5 Bulanik Cok Amach Lineer Programlama

1978’de H.-J. Zimmermann bulanik lineer programlama yaklagimimmi &k tane lineer

max z;(x)=¢x, i=12,...,k ama¢ fonksiyonuna sahip CALP’ye asagidaki gibi

genisletmistir:
Amaglar: max z(x) = (z,(X), z,(X),..., 7, (X))" (2.14)
Kisitlar: Ax<b, x>0

Burada ¢ =(c,,....c;,), i=12,...k, x=(x,...,x,)", b=(,....,b,)" ve Az[aij]

mxn

olarak tanimlidir. KV’nin her bir max z,(x) =¢x, (i=12,...,k) amaci i¢in ,uiL (z;(x)) lineer

uiyelik fonksiyonu;

O’ Z; (X) < Z[O
L Z; (x)— Z,Q 0 1
/’li (Zl (X)) = 1 0 Zi < ZI(X) < Zi (2. 15)

1, Z;(x) = zil
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olarak tanimlanir. Burada z; ve z; degerleri z,(x) amacinin iiyelik fonksiyonunun sirasiyla 0

ve 1 oldugu degerleri gostermektedir. Lineer iiyelik fonksiyonunun grafigi Sekil 2.17°de

gosterilmistir.

>

ﬂ 4

Sekil 2.17 i. amag fonksiyonu i¢in lineer iiyelik fonksiyonu.

Boyle ,ul.L(Zl- (x)), i=1,2,...,k lineer liyelik fonksiyonlar1 kullanilarak ve Bellman ve Zadeh’

in bulanik karar tanimindan orijinal CALP problemi:

. . L
Amag;: max min {41 (z,(x)}
Kisitlar: Ax<b, x>0 (2.16)

olarak yazilabilir. min { ur(z, (X))} = A yardimc1 degiskeniyle problem,

1

Amag: max A
Kisitlar: A< 1 (7,(x)), i=12,...k
Ax<b, x>0 2.17)

geleneksel LP problemine doniisiir.

1978°’de Zimmermann, max z,(x), i=12,...,k ile tammlanmis bireysel maksimizasyon

problemlerinin x* optimal ¢dziimlerinin varligim kabul ederek, " (z,(x)) lineer iiyelik

fonksiyonunu belirleyen bir yontem 6nermistir. Bireysel maksimum

Zmax =zi(xi”)=max z(x), i=12,...,k (2.18)

1
xeX

ile birlikte
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4 . : 2.19
Z" =min (z,(x'"),.0, 7, (X ), 7, (X)), 2, (X)) i=1,2,.. .,k 19

bularak, ayrica z; =z™ ve z] =z alarak, (2.15) deki gibi lineer iiyelik fonksiyonunu
belirlemistir. Bu tiyelik fonksiyonu i¢in, (2.16) veya (2.17)’nin optimal ¢6ziimii yegane ise,
bu ¢6ziimiin yine CALP’nin de bir pareto optimal ¢6ziimii oldugu kolaylikla gosterilebilir

(Sakawa,1993).

2.5.1 Uyelik fonksiyonlarimin degisik bicimleri

Bulanik yaklasim kullanarak problemlerin ¢oziimiinde iiyelik fonksiyonunun se¢imi 6nemli
bir yere sahiptir. Hesaplamalarda kolaylik sagladigi ve LP direkt olarak uygulanabildigi i¢in
genellikle lineer iiyelik fonksiyonu tercih edilmektedir. Fakat literatiirde lineer tiyelik
fonksiyonlarmin yani sira hiperbolik, iistel, ters hiperbolik, parcali lineer gibi non-lineer
yapida ¢esitli liyelik fonksiyonlari da mevcuttur. Bu non-lineer yapidaki iiyelik fonksiyonlar
¢oziilecek problemi de non-lineer yapilara gotiirmektedir. Ancak gesitli doniigiimler yapilarak
non-lineer yapidaki bu problemler genellikle lineer yapilara indirgenebilmektedir. Her ne
kadar non-lineer iiyelik fonksiyonlarmin kullanildig1 problem ¢6ziimleri zor olsa da uygulama
alanlarinda rastlanan bazi sistemler bdyle non-lineer liyelik fonksiyonlarinin kullanimini
gerektirir. Ciinkii boyle non-lineer fonksiyonlar, sistemleri daha iyi modellemektedir. Boylece
tiyelik fonksiyonunun yapisinin se¢imi ve problemin yapisina uygunlugu, problemin
¢oziimiinii dogrudan etkilemektedir. Ornegin, 1981°de Leberling hiperbolik iiyelik
fonksiyonlarini, 1981°de Hannan ve 1984°de Nakamura pargali lineer iiyelik fonksiyonlarini,

1986°da Carlsson ve Korhonen iistel liyelik fonksiyonlarini kullanmiglardir (Yenilmez, 2001).

Zimmermann 1978’de lineer yapidaki iiyelik fonksiyonlarimi kullanarak, bulanik “min”
operator modelini gelistirmis ve CALP’nin tek amaghh LP problemine indirgenebilecegini
gostermistir. Daha sonra, Leberling 1981°de CALP i¢in non-lineer (hiperbolik) yapili tiyelik
fonksiyonunu kullanmis ve elde edilen bulanik lineer programlama probleminin ¢dziimlerinin
daima etkin oldugunu gostermistir. CALP i¢in Hannan 1981°de pargali lineer iiyelik
fonksiyonunu, Lee ve Li 1991°de {istel iiyelik fonksiyonunu kullanmiglardir. Ayrica Dhingra
ve Moskowitz 1991°de non-lineer iiyelik fonksiyonlarinin diger tiplerini (listel, kuadratik ve
logaritmik iiyelik fonksiyonlar1) tanimlamiglar ve optimal dizayn problemlerine

uygulamiglardir.

Verma ve digerleri 1997°de ¢ok amagh tagima problemini ¢6zmek i¢in 6zel tipteki non-lineer

tiyelik fonksiyonlarmi (hiperbolik ve iistel liyelik fonksiyonlar1) kullanmiglar ve problem i¢in
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optimal uzlasik ¢oziim elde etmislerdir. Elde edilen ¢oziimii, bir lineer {iyelik fonksiyon

kullanarak bulunan ¢6zlim ile karsilagtirmiglardir.

KV’nin her bir z,x), ¢g=1.,0 amag fonksiyonuna karsilik 4, (z,(x)) tiyelik
fonksiyonunun kurulusu soyledir:

Verilen kisitlar altinda amaglarin bireysel maksimum ve minimum Z: ve z, degerleri

hesaplanir. Uyelik fonksiyonundaki tatmin artis orani ile birlikte her bir amag¢ fonksiyonunun
maksimum ve minimum degerleri dikkate alinarak KV’den lineer, iistel, hiperbolik, ters
hiperbolik ve parcali lineer tipte fonksiyonlar arasindan bir {iyelik fonksiyonunu subjektif

tarzda se¢mesi istenir. Asagidaki alt bagliklarda goriilecegi tizere bu iiyelik fonksiyonlarina ait

parametre degerleri KV’den etkilesme yoluyla alinabilir. Ac¢iklamalardaki a E[O,l] olmak
lizere z, ifadesi; ZZ ve z;' arahifinda olacak sekilde z (x)’in degerini, x (z,(x)) *de ona
karsilik gelen tiyelik fonksiyon degerini gdstermektedir (Sakawa, 1993).

1. Lineer Uyelik Fonksiyonu

Her bir amag fonksiyonu i¢in, karsilik gelen lineer tiyelik fonksiyonu

1
L, z,>2,
z (x)-27"
u,(z,(x) =%, z)<z,<z, ¢=L.0 (2.20)
474
0
0, 7, <2,

olarak tanimlanir. Bu iiyelik fonksiyonu z; ve zq araliginda zg ve z; noktalar1 KV’den
istenerek belirlenir. z, ya gore lineer ve monoton artandir. Sekil 2.18, lineer tyelik

fonksiyonunun grafigini gostermektedir.

#Jl

1.0

0.5

Sekil 2.18 g. amag fonksiyonu i¢in lineer iiyelik fonksiyonu.
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2. Ustel Uyelik Fonksiyonu

Her bir amag fonksiyonu i¢in, karsilik gelen iistel iiyelik fonksiyonu:

0, zq<zg
#,(z, N =1a, [1-exp{-a,(z, 0~/ (z) -} ], <z,<2, . g=L.Q (22D
1, zq>z;

ile tanimlanir. Burada parametreler a ,>1, a,>0 veya a, <0, a,<0 dir. KV’den z;" ve
ZZ araliginda ¢ tane (zs, Z;).s ve z;) nokta belirlemesi istenerek {istel iiyelik fonksiyonu
kurulur. «,’ya da bi¢im parametresi (shape parameter) denir. Sekil 2.19, istel tyelik

fonksiyonunun grafigini gostermektedir.

#Jl

1.0

0.5

Sekil 2.19 Ustel iiyelik fonksiyonu.

3. Hiperbolik Uyelik Fonksiyonu
Her bir amag fonksiyonu i¢in karsilik gelen hiperbolik tiyelik fonksiyonu:

0, 2, <2,
1 1

H, (2, (x)) =1~ tanh((z, (X) = b,) - &, ) + w<z,<z, , q=1.0 (2.22)
1, z,> z;

ile tanimlanir. Burada a, >0 ¢ =1,..,Q bicim parametresidir. KV’den z; ve Z:; araliginda

0.25

iki nokta (z,~ ve zf;‘ﬁ) belirlemesi istenerek hiperbolik iiyelik fonksiyonu kurulur. Burada
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z, +7
b, =1 5 L ifadesi biikiim noktasidir. Sekil 2.20, hiperbolik iiyelik fonksiyonunun

q

grafigini gostermektedir.

#Jl

1.0

0.5

0.25

Sekil 2.20 Hiperbolik iiyelik fonksiyonu.

4. Ters Hiperbolik Fonksiyonu

Her bir amag fonksiyonu i¢in, karsilik gelen ters hiperbolik {iyelik fonksiyonu:

0, z, < zg
] 1
#,(z,(0) =1, tanh™(z,(0 =) &)+, <z, <z L q=1.0 (2.23)
1, Z,>72

ile tanimlanmir. Burada parametrelerin a, >0 ve «,<0 ¢g=1..,0 olmasiyla tyelik

fonksiyonunun monoton artanlig1 goriilmektedir. KV’den z;' ve z; araliginda ii¢ nokta (Zg,

0.25

z,” ve zS'S) belirlemesi istenerek ters hiperbolik tyelik fonksiyonu kurulur. Burada «,

7

m
‘1+Z5[

bi¢im parametresi ve b, = ifadesi de biikiim noktasidir. Sekil 2.21, ters hiperbolik

tiyelik fonksiyonunun grafigini géstermektedir.
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Sekil 2.21 Ters hiperbolik tiyelik fonksiyonu.

5. Parcah Lineer Uyelik Fonksiyonu

Her bir amag fonksiyonu i¢in karsilik gelen pargali lineer iiyelik fonksiyonu
u,(z,(x)=t,z,X+s, . &,,5z,X=<g,
ile tanimlanir. Burada 7, ve s, ’ler [g, . ,,g,] aralifinda sirasiyla z (z,(x)) ‘nun egimini

ve u ekseninde kestigi parcasmni gostermektedir. KV’den z;' ve z; araliginda amag
fonksiyonlarmin bir¢ok degerlerine karsilik tiyelik derecelerini belirlemesi istenir. Her bir alt
aralikta lineer tiyelik fonksiyonu kurularak [z;), Z;] aralifinda parcali lineer tiyelik fonksiyonu
olusturulur. N,, [z;”,z;]=[z2,z;] araliginda parcalanma sayisi olmak iizere Sekil 2.22,

pargali lineer tiyelik fonksiyonunun grafigini gostermektedir.

>

/J 4

1.0

Sekil 2.22 Pargal1 lineer tliyelik fonksiyonu.
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Her bir amag¢ fonksiyonu igin iiyelik fonksiyonlar1 belirlendikten sonra ve 1970’de Bellman

ve Zadeh’in 6nerdigi bulanik karar uygulanarak ¢oziilecek problem:

max {qﬂing(uq (z, (X))}

xeX |g=1,2,..,

veya esdeger olarak

Amag: max A

Kisitlar: u,(z,(x)) =4
Ax<b,
x>0, 41>0

yapisindadir. Ancak bes tip iiyelik fonksiyonunun her biri i¢in bu problem, bir non-lineer
programlama problemidir. Bu problemi LP’yi kullanarak ¢6zmek i¢in Sakawa (Sakawa,
1993), bes tip iiyelik fonksiyonunun yer aldigi her bir kisit denkleminde asagidaki

dontisiimleri yapmastir:
L (z,(x)-2))/(z) —z))> A dur. Ciinkii 2z} > z{ oldugundan
zq(x) > ﬁ,(z; — z2)+ zg

elde edilir.

2. a, [1—exp{—aq(zq(x)—z2)/(z;—z;’)}}zl dir. a, >1ve a,>0 durumunda

(a,—A)/a, = exp{-a,(z,(x) - 2))/ (2, — )}

olur. Logaritma alinarak yeniden diizenlenerek,

7,(x) 2 zf; —{(z; —zg)/aq} log{(aq —i)/aq}

elde edilir. Benzer sekilde a, <0 ve «, <0 durumunda da ayni sonuglar bulunur.

3. %tanh((zq (x)-b,)-a,) +% > A dir. “ tanh ” ve *“ tanh ™' fonksiyonlari, kesin monoton
artan oldugundan,

(z,(x)-b)-a,> tanh™' (21 -1)

oldugu goriliir. a, >0 i¢in
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z,(x)2D, + 1 tanh™' (24 -1)
aq
esitsizligi gecerlidir.

4. a, tanh’l((zq (X)—bq)-aq)+% > A dir. “tanh ” ve “ tanh ' fonksiyonlari, kesin monoton

artan oldugundan ve a, >0, «, >0 i¢in

7z (X)=b +Ltanh[(l—1)/a j
q q aq 2 q

oldugu gortiliir.

5. f(g,.)<A<f(g,) i¢in f z (X)+s,>A dir. 7, >0 oldugundan

f(8,, ) S A< f(g,,) isin z,(x)2(A-s,)/1,,

oldugu gortiliir.

Bes tip iyelik fonksiyonu igin her bir z, (z,(x)) >4 kisiti yukarida tamimlanmus formlaria

dontstiiriiliirse asagidaki problem elde edilir:

Amag: max A

Kisitlar: z,(X) 2 Az, —z))+2,
2, (022 ~{(5,~z)/a, | log{(a, - 2)/a, |

¢, (x)2 b, +—tanh™ 24 -1)
a

q

z,(xX)2D, +itanh[(l—1)/aqj
a 2

q

z,®)=2(A-s,)/t,. ., [f(g, )<A<[f(g,) icin
Ax<b, 0<A<I.

Bu modelde A degeri sabit tutuldugunda problemin bir lineer esitsizlikler kiimesine
indirgenebilecegine dikkat edelim. A" optimal ¢dziimiinii elde etme siireci, problemin kisit
denklemlerini saglayan kabul edilebilir bir kiime mevcut olacak sekilde A ’nin maksimum
degerini belirlemeye esdegerdir. 0 <A <1 oldugundan bu problemi ¢6zmek i¢in Sakawa,

ikiye bdlme yontemi ile LP’nin faz 1’ini kombine eden bir yontem Onermistir (Sakawa,

1993).
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3. LINEER KESIRLI PROGRAMLAMA (LKP)

3.1 Tek Amach Lineer Kesirli Programlama Problemi

1960°da Macar matematik¢isi Bela Martos tarafindan “hiperbolik programlama problemi”
formiile edilmis ve bu problem Ingilizce literatiiriinde “lineer kesirli programlama problemi”
olarak anilmistir. 1981°de Schaible tarafindan kesirli programlama ve onun uygulamalariyla
ilgili birgok calisma yaymlanmistir (Schaible, 1981). Bu konu halen popiilerligini
stirdirmektedir. Stancu Minasian 1960°’dan giiniimiize kadar alt1 tane kesirli programlama
bibliyografyasi yaymnlamistir (Stancu Minasian, 1981, 1983, 1985, 1992, 1999, 2006).

Literatiirdeki bazi uygulama alanlar1 ve miimkiin lineer kesirli amaglara 6rnek olarak:

e Kaynak dagitim problemlerinde yatirim kazanci yani kar/sermaye oranini maksimize
etmek, kar/maliyet oranin1 maksimize etmek,

e dretim planlama problemlerinde yatirim fonlar1 ve diger kaynak kisitlar1 altinda
isletme karmin isletme maliyetine oranin1 maksimize etmek,

e optimal kesme problemlerinde mevcut kisitlar altinda artik mallarin (firelerin)
kullanilan hammadde miktarina oranini minimize etmek,

e endiistriyel alanda mamiil verimliligini maksimum yapmak; projelere isgii¢lerinin
atanmas1 probleminde “kar/birim zaman”, “kar/maliyet” gibi oranlar1 maksimize
etmek,

e yatirim se¢imi problemlerinde kazang oranini, karin riske oranin1 maksimum yapmak,

e deniz tasima problemlerinde tasinacak mal miktarlar1 ve gemi tasima kapasitesi
kisitlart altinda kar/maliyet oranini maksimize etmek,

e iirlin karisimi problemlerinde karisimi olusturan bilesenlerden farkli oranlarda
kullanarak ve istenen sartlara uyarak gelir/maliyet oranin1 maksimize etmek,

e {niversite planlama problemlerinde 6grenci/6gretmen, maliyet/68renci gibi oranlari
minimum yapmak,

e pazarlama ve medya se¢cim problemlerinde pazar payr oranini maksimum yapmak,
reklam harcamalari/satislar oranint minimum yapmak,

e hastane planlama problemlerinde maliyet/hasta, hemsire/hasta gibi oranlart minimum

yapmak, faydalanma oranin1 maksimum yapmak

vs. verilebilir.
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3.1.1 Tek Amach LKP Probleminin Formiilasyonu
Genel bir tek amagli LKP problemi:

P(x) p' x+p,

Amac: max z(X)= =
¢ <(x) D(x) d'x+d,

(3.1)

Kisitlar: xeX = {x eR"

Ax<b, x>0, beR’"}

seklindedir. Burada p=(p,,p,, ,p,) ve d=(d,,d,, ,d,)" ler sirasiyla pay ve paydadaki
lineer fonksiyonlarin katsayilar vektorleri, x karar degiskenleri vektorl, p, ile d, sabitler

ve Aj:(alj,azj, a )", j=12,..,n olmak lizere A=(A,A,, ,A ) mxn Kkatsayilar

b mj

matrisidir. Yapilan kabuller:

o JU#xXcR'

e VxeX i¢in D(x)=d" x+d,>0
dir.
z(x), iki lineer fonksiyonun orani olarak lineer olmayan bir yapida olmasina ragmen, keyfi
bir 7 -ylizey egrisi i¢in,

pTX+p0 :E
d'x+d,
(p—zd)TXZdoZ_po

lineer denklemi elde edilir. Bu nedenle tek amacli LKP probleminin optimum ¢6ziimii varsa,

X ’in u¢ noktalarindan en azindan birinde olusur.

3.1.2 Tek Amag¢h LKP Probleminin Coziim Yontemleri

Tek amagli LKP problemlerinin ¢6ziimii i¢in ¢esitli yontemler mevcut olup asagida en temel

olanlar1 verilecektir.

3.1.2.1 Charnes-Cooper Doniisiimii

Charnes ve Cooper tarafindan 1962’de gelistirilmistir. (3.1)’deki tek amag¢hh LKP

probleminde,
B 1
P x+ d,

degisken dontigiimii yapilir. Bu doniisiimle amag fonksiyonu
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z (px.p)+ Py P

i=1

olur. Her i icin y, =x, p doniisiimleri de yapilirsa, tek amagli LKP problemi

Amag: max {pT y+ D, p}
Kisitlar: Ay-bp<0
d'y+d,p=1

0<yeR", 0<peR

seklinde n+1 degiskenli, m+1 kisithi LP problemine doniisiir (Steuer, 1986; Tiryaki, 1993).

Teorem 3.1: Lineer kesirli ama¢ fonksiyonu z(x) maksimum degerini, Ax<b, x>0’
uygun taban ¢ozlimiinde alir.
Ispatinda su yardimci teorem gereklidir.

Yardimci Teorem 3.1:
Ay-bp<0
d'y+Bp=y

p,y=0 (=0, spesifik bir sayidir)

kisitlarini saglayan her y, p c¢oziimlerinde p >0 dir (Tiryaki,1993).

Ornek 3.1:

Amag: max z(X) = P(x) _8x,+9x, +4x,+4
D(x) 2x,+3x,+2x,+7

Kisitlar: X +x,+2x, <3,

2x, +x, +4x, <4
S5x, +3x, +x, <15

x,20, j=12,3

tek amacgli LKP problemini ele alalim. Kisitlarin olusturdugu uygun bolge bos kiimeden farkli

ve bu kiime iizerinde 2x, +3x,+2x;,+7>0 oldugundan p= ! degisken

2x,+3x, +2x,+7

dontistimii yapilir. Boylece problem:
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Amag: max z(x) =8y, +9y, +4y,+4p
Kisitlar: y+y,+2y,-3p<0,

2y, +y,+4y,—4p<0

Sy, +3y,+y,—-15p<0

2y, +3y, +2y, +Tp=1

y,20, j=123, p>0.

seklindeki LP problemine indirgenir. Bu problem ¢oziilerek y, :%, ¥ :3, ¥, :2,

| . 1 2 1 , o
=— bulunur. =(—,—,0,—)" kullanilarak optimal ¢cézim x =y /p =(1,2,0)"
P =13 y (1 1507 5) p ¢ y /p =(,2,0)

olur. P(x)=30, D(x)=15"den de amac degeri z2(x' ) =2 olarak elde edilir (Bajalinov,
2003).

3.1.2.2 Giincellestirilmis (Updated) Amac¢ Fonksiyonu Yontemi

Bitran ve Novaes tarafindan 1973’de verilen bu yontemde, kesirli ama¢ fonksiyonunun X

noktasindaki bolgesel (local) gradyenti

@ x+d,)p-(p’ X+ p,)d

ve(®) = d x+d,)

periyodik olarak yeniden hesaplanir. Bu gradyentler, bir LP probleminin ama¢ fonksiyon
katsayilar1 olarak alinir ve boylece bir dizi LP problemi ¢oziilerek LKP problemi ¢oziiliir.

Y 6ntemin algoritmasi sdyledir:

Adimm 1: i=0 al.

Adim 2: i=i+1 yap.

Adim 3: x" noktasinda amag fonksiyonunun bdlgesel gradyentini hesapla.

(i+1)

Adim 4: max {Vz(xi) X| xe X } problemini ¢ozerek x ug noktasini bul.

Adim 5: x 2 x® jse Adim 2’ye git, aksi halde Adim 6’ya git.
Admm 6: x¥), LKP probleminin optimal ¢6ziimiidiir, DUR.

Bu yontem X ’in sinirsiz bolge olmasi durumunda yakinsamayabilir ( Steuer,1986, Tiryaki,

1993).
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3.1.2.3 Dinkelbach Algoritmasi

Tek amagli LKP probleminin ¢6ziimii i¢in W. Dinkelbach tarafindan gelistirilen parametrik

bir yaklasimdir. Bu metot, yani Dinkelbach Algoritmasi, bir dizi
F(A)=max{P(x)-AD(x)}, AeR (3.2)
xeX

parametrik problemini ¢ézmeye karsilik gelir.
Algoritmay1 vermeden once asagidaki yardimci teoremi verelim. Bu teorem, algoritmanin

teorik temelinin olusmasinda 6nemli bir rol oynamaktadir.

Teorem 3.2: x vektoriiniin, (3.1)’deki tek amagli LKP probleminin optimal ¢ziimii olmasi

icin gerek ve yeter sart

4= P& (3.3)
D(x")
olacak sekilde
F(A") = max {P(x) A D(x)} =0 (3.4)
xeX
olmasidir.

Ispat: x' vektorii, (3.1)’deki tek amagli LKP probleminin optimal ¢dziimii ise

Vxe X igin %S ;g:; =1
demektir. Buradan

vxe X icin P(x)—A D(x)<0
dir. (3.3) ifadesi dikkate alinarak,

r){g(( {P(x) —y D(x)} =0

elde edilir. Tersine olarak, x vektdrii (3.4) probleminin bir optimal ¢dziimii ise,
vxe X icin P(X)—A D(xX)<P(x)—-A D(x)=0

olur. Bu da, x vektoriiniin (3.1)’deki tek amagli LKP probleminin bir optimal ¢dziimii
olmasi demektir.

0
Bu teorem, tek amagli LKP probleminin optimal ¢oziimlerini hesaplamak i¢in bir prosediir

verir. Vxe X i¢in D(x) >0 oldugundan

oA =-D(x)<0
oA
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dir. Boylece F(1), A’ya gére monoton azalandir ve algoritmanin adimlart soyledir:
Dinkelbach Algoritmasu:

P(X(O))
D(x)

Adim 0: x¥ e X al. A = hesapla ve k:=1 al;
Adim 1: x* = arg max {P(x) AW D(x)} belirle;
xeX

Adim 2: Eger F(1*)=0 ise x =x" optimal ¢6ziim; DUR.

(k+1) P(X(k)) .
Adim3: A7 = - hesapla; k:=k+1al; Adim 1 e git.
D(x™)
Ornek 3.2:
Amag: max z(x) = P(x) __ntx +5
D(x) 3x,+2x,+15
Kisitlar: 3x,+x,<6, (3.5)

3x,+4x, <12,
xz20,x,20
tek amagli LKP problemine Dinkelbach Algoritmasini uygulayalim.

Adim 0: x=(0,0)" vektdrii, problemin tiim kisitlarim sagladigindan, x® € X baslangig

noktasi olarak alinsin. Boylece x = (0, 0)" icin,

- D) 15 3
elde edilir.

Adim 1: (3.5)’in kisitlariyla
max {P(X) 20 D(x)} = max {P(x) - % D(x)} = max {% x2}

LP problemi ¢oziilerek,
xV =(0,3)", F(A")=1
elde edilir.

Adim 2: F(A")#0 dir.
Adim 3:

o Px") 1x3+5 8
AT = o= =— ,sonra
D(x"’) 2x3+15 21
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k =k+1=2 alinir ve Adim1’e gidilir.
Adim 1: (3.5)’in kisitlariyla

8 8 8
max { P(x) - A? D(x)} = max {(I—Zx3)xl +H-—x2)x, +(5—Ex15}

1 5 5
=maxy——x, +—x, — =
7 21 7

LP problemi ¢éziilerek optimal ¢oziim x* =(0,3)" ve F(A?)=0 elde edilir.
Adim 2: F(A1?)=0 oldugundan x =x" vektdrii optimal ¢dziimdiir; Algoritma son bulur.

Algoritmaya gore tek amagli LKP probleminin optimal ¢oziimii x = (0,3)" ve optimal amag

degeri de z(x') = % olur (Bajalinov, 2003).

LKP problemine parametrik yaklasgim olan Dinkelbach Algoritmas: literatiirde c¢esitli
alanlarda uygulama bulmustur. Bir finans uygulamasi éregi Ozdemir ve Giresunlu tarafindan
“Portfoy segimi igin bir algoritma oOnerisi” isimli calismada verilmistir (Ozdemir ve
Giresunlu, 1998). Bu c¢alismada, E portfoyiin beklenen getirisi, V portfoyiin riski olmak
lizere, portfoy se¢iminde kullanilan E/V modeli Markowitz’in AE—-V modeline
dontstiiriilmiistiir. Bu islem sirasinda, kesirli programlama probleminin parametrik ¢ézimii
olan Dinkelbach yonteminden esinlenmis ve ikiye bolme yontemi kullanilarak portfoy secimi

icin bir algoritma sunulmustur. Ayrica E/V modeli ile AE-V modelinin ayn1 etkin

¢Oziimlere sahip oldugu da teoremlerle ispatlanmistir.

Simdi LKP probleminin ¢ok amacli versiyonunu kisaca inceleyelim:

3.2 Cok Amach Lineer Kesirli Programlama (CALKP) Problemi

CALKP problemi:
P (x "x+

Amaglar: max z,(x)= ™) = qu Pao , qg=1,.0 (3.6)
D, (x) d S x+d,

Kisitlar: xeX:{Xe]R” Ax<b, x>0, beRm}

seklindedir. Burada X , CALKP probleminin uygun ¢oziimler bdlgesi olmak iizere yapilan
kabuller:

o J# X cR" kapal1 ve siirli bir kiime (Kompakt kiime)
e VxeX ve her g=1..,0 i¢in D,(x)=d," x+d,>0
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dir. Birbiriyle zitlasan ve ayni anda optimize edilemeyen birden fazla lineer kesirli amaca
sahip problemler, deniz tasimaciligi, fabrika planlama, egitim planlama, sebeke akislar1 gibi

alanlarda uygulama bulmaktadir.

Bilindigi gibi tek amacgli programlamadaki optimal ¢6ziim kavraminin yerine, ¢ok kriterli
programlamada etkin (efficient) veya Pareto-optimal ¢6ziim kavramlar1 kullanilmaktadir.
Etkin ¢ozlimiin standart tanimi olan kuvvetli etkinlik (strongly-efficient), CALKP’da yeterli
degildir ve zayif etkinlik (weakly efficient) (zayif Pareto-optimal) kavrami dikkate

alinmaktadir. Teorik olarak, CALKP probleminin kuvvetli-etkin ¢6ziimlerini bulma arzu
edilir. Ancak literatiirdeki ¢dziim algoritmalari, zayif etkin ¢dziimler kiimesi E" y1 bulmaya

calisirlar. Ciinkii E" kiimesi daima kapalidir ve tepeleri baglantili graf olusturmaktadir
(Kornbluth ve Steuer, 1981a,1981b; Benson, 1985; Nykowski ve Zolkiewski, 1985; Tiryaki,
1993).

Bu problemi ¢dzen gesitli yaklasimlardan bazilar1 asagidadir:

Agwrlikli Toplamlar (Weighted sum) Yaklasimi: (3.6)’daki CALKP problemindeki amag

fonksiyonlart KV’nin tercihlerini ifade eden w, >0 agirliklari ile birlestirilerek

0
max z'(x) = z w, z,(X)

amag¢ fonksiyonu (KV’nin tercih fonksiyonu) elde edilir ve x e X iizerinde ¢oziiliir. Burada

W= (W, Wy, W) agirlik vektorii ve X € X de tercih edilen ¢oziimdiir. Ayrica tercih
fonksiyonunun, z, ’larin yapisindan dolayi, yiliksek mertebeden bir non-lineer fonksiyon

olduguna dikkat edilmelidir.

Dilsel (Lexicographic) Yaklasim: z,, q=1,.,0Q lineer kesirli fonksiyonlar: i¢in Oncelik
sirast:

2y, (x) > Zg, x)=..2 24, (x)

seklinde olsun. O halde ardisik olarak ¢oziilecek optimizasyon problemleri soyledir:

(4,): A 2, (x)

() nax Z, (x)

(gp): ,pgg; Zq, (%)
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Burada
X, =X

*
X2={XEX1 qu(x)zqu},

%
X3 ={X€ X2 Zq2(x)=ZQ2} R

k

X,=xe X, . (x) = 2o

ve z; degeri, (g,) i=1,2,...,0—1 probleminin optimal amag¢ degeridir.

Her iki yaklagim, e§er mevcutsa, etkin ¢oziim iiretir ve etkin sinir (efficient frontier) olarak
bilinen biitiin E° etkin noktalar kiimesini iiretmek i¢in problemde yine daha 6nce ifade edilen

kabuller gecerlidir.

CALKP problemleri i¢in birgok arastirmaci tarafindan Onerilen temel yaklasim, orijinal
problemin bir CALP problemine indirgenmesine dayanmaktadir. Ornegin, 1985°de Nykowski

ve Zolkiewski (3.6)’daki orijinal kesirli amag fonksiyonlar: yerine tim x€ X i¢in z (x)>0,
q =1,..,Q yaparak
max F(x) = (R, B, .. Py (X), =D, (%), =D, (%), ... =Dy (%))

cok amacl LP problemini kurmuslardir. Ayrica Luhandjula tarafindan 1984’de, Dutta ve

arkadaslar1 tarafindan 1993’de bulanik yaklagimlar 6nerilmistir.

1997°de Stancu-Minasian, (3.6)’daki orijinal CALKP problemiyle CALP problemi arasinda
asagidaki iliskiyi kurmustur:

x? € X noktasi alarak

h,,=p,, D&x")—d,  Px"), ¢g=1..0, j=12,..,n

katsayilar1 bulunur ve

G,x)=Y h,x,, g=1.,0
j=1

olmak lizere
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Amag: , (3.7
max G(x) =(G,(x),G,(x),..., G,(x)) qg=1.0

Kisitlar: xeX

CALP problemi ¢oziiliir.

Asagidaki teorem, (3.6)’daki orijinal CALKP problemi ile (3.7)’deki CALP problemi

arasindaki temel iligkiyi kurar.

Teorem 3.3: x” e X vektoriiniin (3.6)’daki orijinal CALKP probleminin etkin ¢dziimii

olmasi icin gerek ve yeter sart x'” € X vektoriiniin (3.7)’deki CALP probleminin bir etkin

¢Oziimii olmasidir (Bajalinov, 2003).
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4. TASIMA PROBLEMLERI]

4.1 Klasik Tasima Problemi

Klasik Tagima Problemi ya da sadece Tasima Problemi (TP), tek tip bir iriiniin kisith
kapasiteye sahip liretim merkezlerinden (fabrika, kaynak, arz noktasi, vs) talepleri belli olan
tilketim merkezlerine (depo, pazar, hedef, talep noktasi, vs) maliyeti minimum ya da kar
maksimum yapacak sekilde dagitimin1 yapma problemleridir. Tagima modeli ilk kez Frank L.
Hitchcock tarafindan 1941 yilinda Onerilmistir. Daha sonra 1947°de Koopmans’in “Tasima
sistemlerinden optimum yararlanma” adli makalesinde gelistirdigi tekniklerle, ayrica G. B.
Dantzig’in primal simpleks tagima yontemi adi altinda gelistirdigi simpleks algoritma ile,
1954°’de de Charnes ve Cooper’in TP’nin optimal ¢ézlimiinii bulan atlama tas1 yontemi ile

yayginca kullanilmaya baglanmistir (Taha, 2000).

TP 06zel yapili bir LP problemi olup, kendisine ait ¢oziim yontemleri mevcuttur. TP ve
gelistirilen ¢ozlim yontemleri, lojistikte, tedarik zinciri yonetiminde, maliyetlerin azaltilmasi

ve servis hizmetlerinin iyilestirilmesinde 6nemli bir rol oynamaktadir.

4.1.1 TP Formiilasyonu (Sezginman, 1993)

Kapasiteleri a,,a,,...,a,, olan m tane kaynak noktast ve kapasiteleri b,,b,,...,b, olan n
tane varis noktasi olmak tizere, TP’de agsagidaki varsayimlar gecerlidir:

Varsaymim 1: Her i (i=1,2,...,m) kaynagindan her j ( j=1,2,...,n) varis yerine tek tip
mal taginmaktadir.

Varsayim 2: Varis yerlerinin talepleri tamamen karsilandigi zaman kaynaklardaki toplam mal

miktar1 da tamamen tiikenmis olacaktir. Bu varsayima arz-talep dengesi denir. Eger toplam

arz, toplam talebe esitse, yani

Zm:ai = Zn:bj (Denge Sart1)
i=1 j=1

ise, problem dengeli TP, aksi halde dengesiz TP olarak adlandirilir. Dengesiz TP, hayali

(dummy) kaynak veya hayali talep merkezi eklenerek dengeli hale doniistiiriilebilir.
Varsayim 3: i. kaynaktaki mallarin j. varig yerine dagitimi siirecinde aktarma noktalar
yoktur.

Varsayim 4: i. kaynaktan j. varis yerine tagiacak miktar x;, birim bagina tasima maliyeti

c; (sabit) olmak tizere i. kaynaktan j. varis yerine tasima maliyeti ¢, x,, x; ile orantilidir.
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TP’nin matematiksel modeli:

Ama¢: min z= Z chxy 4.1)
=1 j=1
Kisitlar : Zx,j =a, i=L2,....m, (Arz Kusitlar) “4.2)
j=1
inj =b, j=L2,....n, (Talep Kisitlarr) 4.3)
i=1
xl.jZO i=L2,....m; j=12,...,n
4.4)
yapisindadir.

TP modeli m tane kaynak, n tane talep kisit1 olmak lizere m+n sayida kisit ve mn sayida
karar degiskeni igerdiginden A katsayilar matrisi, (m+n)xmn boyutlu olup 1 ve 0
elemanlarindan olusur. Bu nedenle, simpleks yontemden daha etkin ¢oziim algoritmalari

mevcuttur. Asagidaki ii¢ Ozellik dengeli TP icin ¢éziim yontemlerinin temelini

olusturmaktadir:

Ozellik 1 (Gereksiz Kisit Ozelligi): A Katsayilar matrisinin ranki en fazla m+n—1 dir.

Ispat: A matrisine elemanter satir islemleri uygulandiginda en az bir satirin lineer bagimli ve
bu nedenle matrisin rankinin en ¢ok m+n—1 oldugu goriiliir. O halde, en fazla m+n-1
lineer bagimsiz vektdr bulundugundan lineer denklem sisteminin taban degisken sayis1 da en

¢ok m+n—1 olur. 0

Ozellik 2 (Coziilebilirlik Ozelligi): Her dengeli TP’nin en az bir uygun ¢dziimii olup optimal

¢Oziimii de mevcuttur.

: C C aib J o © e A
Ispat: Zai = ij =a almrsa x; = ” degerleri bir uygun ¢6ziim olusturur. O halde

it =
TP’de uygun ¢dziim bolgesi bos kiimeden farklidir. Ote yandan a, >0 ve b, >0 oldugundan
x; >0 olmak durumundadir ki karar degiskenlerinin toplamlar alttan sifir, tstten de a; ’ler
veya b, ’lerle simirli demektir. ¢; sabit oldugundan amag fonksiyonu z simirhidir. En az bir
uygun ¢6ziim olduguna gore, modelin mutlaka bir optimal ¢6z{imii vardir. 0
Ozellik 3 (Tamsayt Olma Ozelligi): TP’de a, ve b, ’ler tamsay1 ise her uygun taban ¢5ziim ve

buna bagli olarak optimal ¢6zliim de tamsay1 deger alir.
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Ispat: Modelin katsayilar matrisinin elemanlar1 1 veya 0 olduguna gore, simpleks yontemde
bir uygun taban ¢éziimden diger bir uygun taban ¢oziime gegerken, genisletilmis katsayilar
matrisinin satirlar1 arasinda yalnizca toplama ve c¢ikarma islemi yapildigindan, uygun taban

¢oziimler a,’lerle b, ’lerin toplanmasi ya da ¢ikartilmasiyla bulunabilir. O halde, g, ’lerle b,

’ler tamsayr oldugunda uygun taban degiskenlerinin alacagi degerler de tamsayi olur.

Dolayisiyla optimal ¢6ziim de tamsay1 deger alir. 0

TP’nin ¢6ziimiinde tagima tablolarindan yararlanilmaktadir. Kaynaklar satirlari, talep yerleri
stitunlar1 gostermek tizere, kaynak-talep yeri eslemeleri, mxn hiicresi olan Cizelge 4.1°deki

tagima tablosu haline doniisiir ( Kara, 1991) .

Cizelge 4.1 Tasima tablosu.

Varig
Yerleri 1 2 n Arz
Miktarlan
Kaynaklar
1 X1 X2 L a
|Cll tn Cln

2 )| Xn Xon
"en a-
€ €y Can i
m x"’.‘l xM: e x)’l’l am
|le Icml Coy =

Talep b1 bl T b):

Miktarlan

4.1.2 TP’nin Coziim Yontemleri

TP’nin ¢6ziim yontemleri, simpleks yontemin adimlarin1 aynen takip eden algoritmalar olup,
normal simpleks tabloyu kullanmak yerine TP’nin 6zel yapisinin avantajint kullanan daha
etkin ¢oziim algoritmalaridir. Algoritmalarda Oncelikle baglangi¢ uygun taban ¢oziimii
bulunur, daha sonra bulunan ¢oziimiin optimalligi kontrol edilir ve optimal ¢6ziim elde

edilene kadar bir uygun taban ¢éziimden digerine gegilir.
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4.1.2.1 Baslangi¢c Coziimiiniin Belirlenmesi

Baslangi¢ uygun taban ¢oziimiin bulunmasi i¢in gelistirilen yontemlerden bazilar1 sunlardir:

1. Kuzey Bat1 Kosesi Yontemi
2. En Diisiik Maliyetler Yontemi
3. VAM (Vogel Yaklasim) Yontemi (Ceza Maliyeti Y Ontemi)

Bu {i¢ yontem arasinda olusturduklari baslangi¢ taban ¢6ziimiin “kalitesi” agisindan farklilik

vardir.

4.1.2.2 Optimal Coziimiin Belirlenmesi

TP’de elde var olan bir uygun taban ¢éziimiin optimal ¢6ziim olup olmadigin test etmek icin
farkli yontemler gelistirilmistir. Bunlardan biri, her taban dis1 degiskenin tabana alinmasi
halinde, taban degiskenlerde meydana gelecek farklilagmalardan hareketle amag
fonksiyonundaki artma veya azalmayi hesaplamaya dayanan atlama tasi (stepping stone)
yontemidir. Digeri ise, dual modelden hareketle, eldeki uygun taban ¢oziime karsilik gelen
dual degiskenlerin, dual problemin kisitlarini saglayip saglamadigina bakan, kolay ve yaygin
uygulanabilen MODI (Modified Distribution Method) yontemidir. Ayrica literatiirde TP yi
¢ozen bu klasik yontemlerden farkli yontemler de 6rnegin “Dis nokta algoritmalar1 (Exterior

Point Algorithms)” vardir (Papamanthou vd., 2004).

4.1.2.2.1 Atlama Tas1 Yontemi (Taha, 2000 ve Oztiirk, 2001)

Atlama Tas1 YOntemi, bos bir hiicreye atama yapildiginda, toplam maliyetin ne kadar
degisecegini hesaplayarak optimal ¢oziime yaklasan bir yontemdir. Bos bir hiicreye bir

birimlik atama yapildiginda maliyetteki net degisme miktari d; hesaplanmir. Bulunan d

miktari, bos hiicreye ait taban disindaki degiskenin tabana alindiginda amaca birim katkisi

olarak yorumlanabilir.

Bir birimlik mal atanan hiicrenin bulundugu satir ve siitunun arz ve talep miktarlarinin
korunmasi gereklidir. Bu nedenle atama yapilan hiicreden baslayarak bu hiicrenin bulundugu
satir ve slitundaki dolu hiicrelerdeki atamalar: sirasiyla bir birim azaltarak ve artirarak denge
korunmus olur. Dongliye ait her kdse noktasi hesaplamanin yapildigi hiicre haricinde taban
degiskenlere ait hiicrelerdir. Bu hesaplama sadece yatay ve diisey olarak birbirlerine
baglanmis hiicrelerden olusan kapali bir dongii olusturularak yapilir, ¢apraz baglantiya izin

verilmez.
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Amaci minimum maliyet oldugu da goz oniine alinirsa, mutlak degerce en biiyiik negatif net
degisim miktarina sahip olan hiicredeki degiskenin tabana girmesiyle amagcta tasarruf
saglanacak ve ilgili degisken tabana girecektir. Ayrica s6z konusu hiicreye daha ¢ok mal
atama olanag1 bulundugundan, olusan dongiideki taban degiskenlerin degerleri arasindan en
kiigiigii bos hiicreye atanacak miktar olarak belirlenir. Boylece bos hiicre bu degerle tabana
giren degisken, en kiiclik degere sahip taban degisken de tabandan c¢ikan degisken olur.

Iteratif islemler sonucunda, eger tiim bos hiicreler i¢in hesaplanan d; degerleri arasinda
negatif bir deger kalmamugsa, bagka bir ifadeyle d; >0 ise, herhangi bir bos hiicreye

yapilacak atama toplam maliyette bir tasarruf saglamayacaktir ve dolayistyla mevcut ¢oziim

optimal ¢éziimdiir.

4.1.2.2.2 MODI Yéntemi (Oztiirk, 2001)

MODI yontemi, dual problemin ¢6ziimiine dayanir. Dengeli klasik tagima problemini primal

problem olarak alirsak, problemin duali asagidaki sekildedir:

Amag: max g = Zai u, +ij v, 4.5)
i=1 j=1

Kisitlar: u,+v, <c; (4.6)

Ui, v, serbest i=1,2,...m, j=12,...n 4.7

m tane arz kisitina karsilik u, (i=1,2,...,m) dual degiskenleri ve n tane talep kisitina karsilik

v. (j=12,...,n) dual degiskenleri getirildiginden toplam m+n sayida dual degisken

J
vardir. Ayrica primalde m+n—1 tane taban degisken var oldugundan bu degiskenlere

karsilik gelen ¢; —u, —v, simpleks ¢arpanlari sifir degerini alir. Buradan elde edilen m+n—1
denkleme karsilik m+n sayida dual degisken mevcut oldugundan u; ve v, ’lerden birinin

degeri sifir olarak kabul edilip denklem sistemi ¢oziiliir. Ozetle, dolu hiicreler yani taban

degiskenler i¢in —c; +u, +v, =0 kabul edilerek tim u, ve v, degerleri hesaplanir. Atama
yapilmayan bos hiicrelerin yani taban dis1 degiskenlerin ¢; —u, —v, degerleri hesaplanir. Eger

tiim taban dis1 degiskenler icin hesaplanan simpleks ¢arpanlar sifira esit veya sifirdan biiyiik
ise mevcut taban ¢oziim optimaldir. Eger taban dis1 degiskenlerden en az birisi i¢gin simpleks
carpan degeri negatif ise mutlak degerce en biiyiikk degere sahip hiicreye atama yapilarak

toplam maliyet azaltilabilir.
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Tabandan ¢ikan degiskeni belirlemek i¢in atlama tas1 yontemine benzer olarak tabana girecek
degisken i¢in kapali dongii olusturulur. Burada mevcut yontemin atlama tast yonteminden
farki, bu dongiiniin sadece giren degisken i¢in kurulmasidir. Oysa atlama tas1 yonteminde
hangi degiskenin tabana girecegi heniiz belli olmadigindan bu dongii tiim taban dis1
degiskenler i¢in kurulmaktaydi. Ayrica mevcut yontemde ¢ikan degisken bir dnceki yontemde
oldugu gibi dongiideki en kiiclik degere sahip taban degisken olarak seg¢ilir. Sonug olarak, tek
taban dis1 degisken i¢in kurulan dongii ile bu degiskenin hangi degerle tabana girecegi ve
bunun yaninda hangi taban degiskenin tabandan ¢ikacagi da belirlenmis olur. Elde edilen yeni

¢Oziim ile yontemin adimlar1 tekrarlanir.

TP’nin ¢6ziim islemleri sirasinda bozulmus uygun taban ¢oziimle karsilagildiginda, taban
degisken sayisimt m+n—1 yapacak sekilde, tasima tablosunun uygun hiicrelerine yeterince

kiigiik pozitif ¢ kadar dagitim yapilip, islemlere devam edilir ( Kara, 1991).

4.2 Cok Amach Tasima Problemi (CATP)

Gergek yasam problemlerinde tasima yapilirken sadece maliyet minimizasyonu degil bunun
yani sira dagitim gilivenliginin maksimizasyonu, dagitim zamanmin minimizasyonu ya da
yakit tiiketiminin minimizasyonu gibi genellikle birbiriyle ¢elisen birden fazla amag optimize
edilmektedir. TP’nin ¢ok amacgh versiyonu ve ¢oOziim yontemleri asagida genel olarak

verilecektir.

CATP’nin matematiksel modeli:

Amaclar: min z,(x) = z ¢;'x; . q=1.,0 (4.8)
=1 j=1
Kisitlar: inj =a;, (i=12,....m), (Arz Kisitlar1) 4.9)
j=1
Zx,:,. =b; (j=12,...,n), (Talep Kisitlari) (4.10)
i=1
x; 20 =L2,...,m; j=12,...,n) (4.11)

seklindedir. Burada z (x)=(z,(x),z,(X),...,z,(X)), Q tane amag fonksiyonunu igeren bir

vektor ve S =, (4.9)-(4.11) kisitlarinin saglandigi uygun ¢oziimler bolgesi olsun. Ayrica,
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e >0 Vi, b;>0 Vj, ¢/>0 V(,)),

m n
. Sa=3»,
i=1 j=1

kabulleri gecerlidir.
Tamim 4.1 (CATP icin Basillamaz Coziim):

X € S noktasinin basilamaz bir ¢6ziim olmasi icin gerek ve yeter sart Vg, g=1,2,..0 i¢in

n m m

i ZCijqxij SZ Zn:cl.jq)_clj ve dq igin Z Zn:cijqxij # Zm: Zn:c,.jq)_clj esitsizliklerini

=1 j=l =1 j=1 =l j=l =1 j=1

saglayan x €S noktasinin mevcut olmamasidir.

Tanim 4.2 (CATP i¢in Uzlasik Coziim):

S uygun c¢oziimler bolgesi, E etkin ¢oziimler kiimesi, A “minimum” operatoriinii

gostermek lizere;
x eS8 uzlasik ¢coziim’diir. & X € E ve z(x' ) < /\S z(x) olmasidir.

E etkin ¢oziimler kiimesinin biitlin elemanlarin1 belirlemek ve bu elemanlar arasindan
uzlasik ¢6ziim bulmak oldukca zordur. Bu nedenle, kiimenin biitiin elemanlarini belirlemeden
uzlasik ¢o6ziim bulan farkli yaklasimlar gelistirilmistir. Bu yaklasimlar doért grupta
siniflandirilmaktadir (Abd El-Wahed ve Lee, 2006):

(a) Etkilesimli Yaklasimlar, 6rnegin 1987°de Ringuest ve Rinks; 1993’de Climaco, et al.
(Climaco vd., 1993),

(b) Etkilesimli olmayan yaklasimlar, 6rnegin 1979°da Anaje ve Nair, 1979’da Isermann ve
2000’de Kasana (Kasana, 2000),

(c) Hedef Programlama yaklagsimlari, 6rnegin 1973’de Lee ve Moore; 1994’de Aenaida ve
Kwak (Aenaida ve Kwak , 1994),

(d) Bulamik Yaklasimlar: Bit ve digerleri (Bit vd., 1992) cok kriterli TP problemlerinin
¢oziimil i¢in bulanik programlama tekniginin kullanildig1 bir prosediir gelistirmis ve sonra
1993’de CALTP igin toplamli bir bulanik programlama modeli sunmustur. Das ve digerleri
(Das vd., 1999), arz ve talep parametrelerinin, amag¢ fonksiyon maliyet katsayilariin KV’ler
tarafindan aralik olarak verildigi bir CATP’yi ¢6zmek i¢in bir yontem sunmuslardir. Abd El-
Wahed (Abd El-Wahed, 2001), CATP’ye uzlasik bir ¢oziim saglamak i¢in bir bulanik
yaklasim gelistirdi ve CATP modelinin 6zel bir yapisi iizerinde bulanik programlama

kullanmanin etkisini inceledi. Ayrica Li ve Lai (Li ve Lai, 2000) CATP’ye bir uzlasik ¢o6ziim
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elde etmek icin bir bulanik yaklasim gelistirmiglerdir. Ammar ve Youness (Ammar ve
Youness, 2005) bulanik sayilarla (bulanik katsayilar ve/veya bulanik arz miktarlar1 ve/veya
bulanik talep miktarlar1) CATP’nin kararliligin1 ve etkin ¢éziimlerini incelemislerdir. Abd El-
Wahed (Abd El-Wahed, 2006) CATP i¢in tercih edilen uzlasik ¢ozliimleri belirlemek igin bir

etkilesimli bulanik hedef programlama yaklagimi sunmustur.

4.3 Lineer Kesirli Tasima Problemi (LKTP)

LKTP, arz ve talep kisitlar1 altinda kar/maliyet veya kar/zaman olarak ifade edilen karlilik
oranini maksimize eden ya da maliyet/tasinacak mal miktart oranin1 minimize eden bir
problemdir. Bajalinov’un calismast (Bajalinov, 2003) disinda LKTP ile ilgili ¢alismaya
literatiirde rastlanmamaktadir. Bajalinov LKTP’nin genel formiilasyonunu vermis ve TP’ nin
¢Oziim yontemlerinden olan Tasima Simpleks Metodunu yani tagima tablolarint kulllanan

¢oztim teknigini LKTP’ye adapte etmistir.

4.3.1 LKTP’nin formiilasyonu:

Bir LKTP’de genellikle asagidaki bilgiler mevcuttur:

1. Kapasiteleri q,,a,,...,a, olan m tane kaynak noktasi1 (arz noktas1) vardir.
2. Kapasiteleri b,,b,,...,b, olan n tane varig noktasi (talep noktas1) vardir.

3. i kaynak noktasindan j.varig noktasina taginacak bir birim Uriin i¢in elde edilen kar p, ve

kar matrisi P = [ pij] dir.

mxn

4. i. kaynak noktasindan j. varig noktasina taginacak bir birim {iriin i¢in tagima maliyeti d;; ve

maliyet matrisi D=|d, | dir.

mxn

5. p, ve d, da sirastyla sabit kar ve maliyeti gostermektedir.

i kaynak noktasindan j. varis noktasina taginan miktar x; olmak tizere, LKTP’nin

matematiksel modeli su sekildedir:
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Amag: max Q(x) = g E"i EVE (4.12)
X
z diijero
i=1 j=I
Kisitlar: dx;<a, (i=12...m) (4.13)
j=1
Dx;2b, (j=12...n) (4.14)
i=1
x>0 (=12...m; j=12,...n). (4.15)

Burada S#O, (4.13)-(4.15) kisitlarinin saglandigi kapali ve konveks bir kiimedir. Ayrica

kesirli programlama problemi ve tasima problemlerinden gelen asagidaki kabuller:
e Vx=(x;)€S i¢in D(x)>0

. al.>0,bj>0, i=12,....m); (j=12,...,n)

. Z a, 2 Zb ; (Toplam arz miktari, toplam talep miktarindan kiigiik olamaz.) (4.16)
i=1

j=1
gecerlidir.
(4.16) esitsizligi, (4.12)-(4.15) probleminin uygun ¢oziimiiniin varligimi gosteren ifadedir.

Boylece, ele aldigimiz LKTP’nin ¢oziilebilirligi i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem 4.1: LKTP’nin c¢oziilebilir olmasi i¢in gerek ve yeter sart (4.16) esitsizliginin

saglanmasidir.

Ispat: Teoremin ispat1 (Bajalinov, 2003, sayfa 247)’de verilmektedir.

Tanim 4.3 (Dengeli LKTP): (4.12)-(4.15) problemi,

n

Z a;, = Z b, (Denge sart1) (4.17)
i=1 j=1

sartin1 sagliyorsa, yani toplam arz miktar1 toplam talep miktarina esit ise, dengeli LKTP

olarak adlandirilir.

(4.12)-(4.15) probleminin esitlik kisitlarina sahip kanonik formu agagidaki gibi tanimlanir:
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D(x)
z 4% *4
i=l j=I
Kisitlar: X, =a;, i=12,...,m 4.19)

j=1
>ox=b, j=12...n (4.20)
i=1
x;20,i=12,...m; j=12,...,n; (4.21)

burada Vx=(x;)eS§ i¢in D(x)>0 dir.

Teorem 4.2: Kanonik formdaki LKTP’nin ((4.18)-(4.21) probleminin) ¢6ziilebilir olmasi i¢in
gerek ve yeter sart (4.17) deki denge sartinin saglanmasidir.

Ispat: Teoremin ispat1 (Bajalinov, 2003, sayfa 250-251)’de verilmektedir.

4.3.2 LKTP i¢in Tasima Simpleks Yontemi

LKTP’nin tablo yontemi ile ¢6ziimii iki asamadan olusmaktadir.

Adim 1: Baslangi¢ uygun taban ¢6ziimiin bulunmasi.

Adim 2: Mevcut uygun taban ¢6ziimiin, optimallik kriteri saglanana kadar gelistirilmesi.
LKTP i¢in baslangic uygun taban c¢oziim bulma lineer tasima problemi ile aymdir.
Adim 2’nin agiklamas1 asagidadir.

LKTP modelinde de m tanesi kaynak, n tanesi talep kisitt olmak lizere m+n sayida kisit

ve mn sayida karar degiskeni icerdiginden A katsayilar matrisi, (m+n)xmn boyutlu olup

1 ve 0 elemanlarindan olusur. Dolayisiyla TP de oldugu gibi asagidaki ii¢ 6zellik kanonik

formda verilen LKTP i¢in Tasima Simpleks Yonteminin temelini olugturmaktadir:

Ozellik 1 (Gereksiz Kisit Ozelligi): A katsayilar matrisinin ranki en fazla m+n—1 dir.

Ozellik 2 (Coziilebilirlik Ozelligi): Her dengeli kanonik formdaki LK TP nin en az bir uygun

¢Oziimii olup optimal ¢6ziimii de mevcuttur.
Ozellik 3 (Tamsayt Olma Ozelligi): Kanonik formdaki LKTP’de @, ve b, ’ler pozitif tamsay

iseler ve denge sart1 saglaniyorsa, her uygun taban ¢dziim ve buna bagl olarak x optimal

¢ozlimi de tamsay1 deger alir.
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m+n—1 sayidaki A; vektorlerinin olusturdugu bir B sistemi, kanonik formdaki LKTP’nin
bir tabani olsun. A, taban vektorlerine karsilik gelen (ij) indis ciftleri kiimesi J, ile
gosterilsin. Ayrica J kiimesi (i=1,2,...,m), (j=1,2,...,n) olast tim (jj) indis ¢iftlerinin
kimesi olmak tzere, J,=J/J, kiimesi de B tabaninda olmayan yani taban disi A,
vektorlerinin (i) indis kiimesini gosterir.
Tamm 4.4: x=(x;) ¢oziimd,

z Ax, =R, R:(al,az,...,am,bl,b2,...,bn)T ve V(ij) e J, igin x,; =0
(el
sistemini sagliyorsa, kanonik formdaki LKTP’nin bir faban ¢oziimiidiir.

x=(x;) ¢Oziiminde, x;

(((j)eJ,) degiskenlerine taban degisken ve x, ((j)ety)
degiskenlerine de taban dis1 degiskenler denir.

Tamm 4.5: Taban degiskenlerden en azindan biri sifirsa ( 3(ij): (i) € J;, x; = 0), x taban

¢oziimiine dejenere taban ¢oziim denir. V(ij)eJ, i¢in x; #0 ise, x taban ¢oziimiine

dejenere olmamus taban ¢oziim denir.

Tamm 4.6: (ij) € J, olmak lizere butiin x; elemanlari, (4.21)deki non-negatiflik kisitini
sagliyorsa, x=(x;) taban ¢ozimiine, kanonik formdaki LKTP’nin uygun taban ¢oziimii
denir.

Bir LKTP’ne tasima simpleks metodunun nasil adapte edilebilecegini gostermek igin

simpleks carpanlar;, D(x) paydasiyla da u.', v/

oncelikle, P(x) pay1 ile u, , v/ j

i simpleks

carpanlar iliskilendirilsin. (4.19)’daki m tane arz kisitina karsilik gelen elemanlar “,-' ve ul."

"

, i=12,...,m; (4.20)’deki n tane talep kisitina karsilik gelen elemanlar da vj' ve v, ,

j=12,...,n ise asagidaki lineer esitlik sistemleri:

u +vi=p,, (e, (4.22)
ve

u'+vi=d;, ({)el, (4.23)
den u,, v j', u' ve v j" simpleks carpanlari bulunur. A}, ve A% azaltilmis maliyetler olmak

uzere



71

ro_ r_
Al.j—ul.+vj P

"no__..n "
AI:]. =u; +v; dij

} i=12,...m, j=12,..,n (4.24)
seklindedir. Ayrica

U =u-0x)u, i=12,...,m,

V.(x)=v -0V, j=12,...n,

Z,x)=UX+V,(x), i=L2,...m, j=L2,...n

C,x)=p,-0x)d; ., i=12,...m, j=12,...n

degerleri tanimlanarak

AX)=2Z,x-C(x), i=12,...m, j=12,...n

ya da bu ifade
A,(X)=A-0(X)A], i=12,...m, j=12,...,n (4.25)
yazilabilir.

Bu notasyonlar kullanilarak, x uygun taban ¢oziimiiniin optimalligi i¢in asagidaki teorem
verilebilir:

Teorem 4.3 (Optimallik Kriteri):

A;20,i=12,...m, j=12,...,n (4.26)
ise kanonik formdaki LKTP’nin x = (x;) uygun taban ¢6ztimii optimaldir.

Ispat: Kanonik formdaki LKTP’nin bir uygun tabam1 B ve karsilik gelen uygun taban

¢Oziimii de x olsun. Taban dis1 x, ,(rk) € J,, degiskeni tabana girerek sadece bir elemani ile
x den farkli ve x’den elde edilmis bagka bir x’ ¢odziimiiniin var oldugu kabul edilsin.
P(x)=P(x)-0A, ve D(x)=D(x)-0A’,,

Burada €>0, x, yeni taban degiskenleri ile ilgili bir degerdir, A!, ve A’ azaltilmis

maliyetleri (4.24) ile hesaplanir.

O(x") ve Q(x)amag degerleri arasindaki fark hesaplanarak,

P(x) Px) PX-0A, P(X)

Q(X )_ Q(X) = D(X’) D(X) - D(X) _ QA’r’k D(X)
_ oA, D(x)'— OA, P(X) _ O(A, —0(X)A}) _ 4.27)
D(x") D(x) D(x")
_ 982 e,

D(x")
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elde edilir. Vx'e€ S igin D(x') >0 oldugundan (4.27)’deki Q(x')—Q(x) amag degerleri farki
sadece A (x)<0 olan (rk) indisi mevcut oldugunda pozitiftir. Boylece teorem ispatlanmis
olur. 0

LKTP’nin tablosu (Cizelge (4.2)), tasima tablosundakine benzer yapidadir. Problemin verileri

tablo hiicrelerine

i
V(ij)elJ, ise x;
dij
Py Pjj j
V(ij)edJ, ise Al.j (x) veya Aij (x)
d; d; i

gibi yerlestirilebilir.

Tamm 4.8: Tasima simpleks tablosunun en azindan dort farkli hiicreden olusan bir siral

altklimesi,

1. Herhangi iki ardisik hiicre ayni1 satirda (ya da siitunda) bulunursa,

2. Ardisik ii¢ hiicre ayni1 satirda (ya da siitunda) bulunmazsa,

3. Dizideki son hiicre ile ilk hiicre ortak bir satira (ya da siituna) sahipse,

bir dongii olusturur.

Ornegin, dongii olusturan yollar:

1L,D—>1,2)>12,2) >2,4) > 4,4 —>@E1)—>0,D

ve

1,3) > (1,5 —> (2,5 > 2,1) > (4,1) > (4,3) > (1,3)

seklinde olup Cizelge 4.3’de verilmektedir. Dongii olusturmayan yollar ise Cizelge 4.4°de

goriilmektedir.
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Cizelge 4.2 LKTP i¢in simpleks tagima tablosu.

Diikkan 1 Diikkan 2 s Diikkan n Arz

p 11 Py P,

Depol X Xy X, b1
dl 1 dl 2 dln
Py Py Pon

Depo2 X1 RoY) Yon b,
d2l d22 d2n
P ml P m2 Pmn

Depo m Xl Xm2 Fimn bm
d, d Ay

Talep a a, ap

Cizelge 4.3 Dongii olusturan 6rnekler.

1 2 3 4 1 2 3 4

- | 1 -

<~

Bl W N

A W] N

Cizelge 4.4 Dongli olusturmayan 6rnekler.

1 |2 |3 |4 I |2
1 - - 1 - |l
2 1 2
3 3
4 T «—
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4.3.3 Niimerik Ornek

Asagida verilen dengeli LKTP’yi ele alalim:

Amag: max Q(x) = P = (4.29)

X+ X, + x5 +x, <150
Kisitlar: Xy + Xy + Xy + Xy, <250 (4.30)
X3 + X3 + X35 + x5, <200

X+ X, + x5, 2150
Xy + Xy + X, 2250

(4.31)
Xy + X5 + X35 250
Xy + Xy + x5, 2150
x; 20, i=123 j=1234 (4.32)

Burada p, =100 d,=120 ve p,,d,

; strastyla kar ve maliyet katsayilan Cizelge 4.5°de

verilmektedir.

Cizelge 4.5 Kar ve maliyet matrislerinin elemanlari.

p; | 1 2 3 4 d; | 1 2 3 4

1 10 14 8 12 1 15 12 16 8
2 8 12 14 8 2 10 6 13 12
3 9 6 15 9 3 13 15 12 10

Maksimum Kar Metodu kullanilarak, Cizelge 4.6’da gosterilen bir baslangic uygun ¢6ziimii
yani tasima yapilabilecek sadece 5 dolu hiicre: x,, =150, x,, =100, x,, =150, x;, =150,
Xy; =50 bulunur. Bu asamada problem m+n—-1=3+4-1=6 tane taban degisken
icermediginden, uygun ¢6ziim bir baglangi¢ uygun taban ¢éziim degildir. Bu durumda taban
dis1 degisken, Ornegin x,, =0 tabana girer. Bdylece Cizelge 4.6’da gosterilen ¢6ziim,
asagidaki taban indis kiimesi

Jy= {(1,1),(1,2),(2,2),(2,4),(3,1),(3,3)}
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olan dejenere bir ¢ozliimdiir.

Cizelge 4.6 Tagima simpleks metot 6rnegi- Baslangi¢ uygun taban ¢oziim.

1 2 3 4
1 10 14 8 12 150
0 150
15 12 16
2 8 12 14 8 250
100 150
10 6 13 12
3 9 6 15 9 200
150 50
13 15 12 10
150 250 50 150

Bu ¢oziime karsilik,

O(x) = P(X) _ PiXi + PioXip + PopXoy + PosXoy + P3i sy + PiaXas + Py

D(X) dll‘xll + d12x12 + d22‘x22 + d24)€24 + d31'x31 + d33'x33 + d()

0-10+150-14+100-12+150-8+150-9+50-15+100

0(x) =
12-150+6-100+12-150+13-150 +50-12 +120
ox)= LX) _ 070 _ ) 975055
D(x) 6870

amag degeri elde edilir. Bu uygun taban ¢oziim ve (4.22)-(4.23) formiilasyonlar1 kullanilarak

[ [

u, +v, =p,, =10
[ ’

u, +v, =p,=14
’ 1

u, +v, =p,, =12
’ 1A

Uy, +v, =pyy =8
! !

u, +v, = p;,=9
’ !’

U, +v; = py; =15

ve

" 14

u, +v, =d,; =15
14 ”

u, +v, =d,=12
” ”

u, +v, =d,, =6
”n ”

u, +v, =d,, =12
” ”

u, +v, =d; =13
” 14

u, +v, =dy,; =12

lineer esitlik sistemleri kurulur.

(4.33)

(4.34)
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! ”

Bu sistemlerde sirastyla u;, =0 ve wu, =0 alinarak geri kalan bilinmeyenler ¢oziiliirse:
ull =0 ve u2, =-2 u3’ =-1 v1' =10 vzl =14 v3l =16 v4' =10

ve

ul” =0 u2" =—6 u3” =-2 vl” =15 v2” =12 v3" =14 v4" =18

elde edilir. Bu degerler

Iy ={13.04).(21).(23).(32).G4)}

taban dis1 indisleri i¢in A}, ve A;j'. azaltilmis maliyetlerini hesaplamada kullanilirsa:

! ! !

Ay =u +v; —p;=0+16-8=8

! !

Ay, =u +v, —p,=0+10-12=-2

! ! !’

Ay =u, +v, —p, =-2+10-8=0

! ! !

Ay =u, +vy; —pyy =-2+16-14=0

! ’ !

Ay, =uy +v, —py, =-1+14-6=7

! ! !

Ay, =uy +v, —py, =-1+10-9=0

"

A, =u, +v, —d,=0+14-16=-2

” ” "

A, =u, +v, —d,=0+18-8=10

” ” "

Ay =u, +v, —d, =-6+15-10=-1

” ” 14

Ay =1, +v, —dyy=—6+14-13=-5

Ay =u, +v, —dy, =-2+12-15=-5

Ay =u, +v, —d,, =—2+18-10=6

bulunur. Ayrica taban dis1 A); ve A7 degerlerini elde ettikten sonra (4.25) formiilasyonunu

kullanarak taban dis1 degiskenler i¢in A, (x) azaltilmis maliyet degerleri:

A=A, QA

’ ” 653
Ay(X)=A; —0X)A; = 9@

’ " 517
A,X)=A, —0X)A, = —11@
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Ay (x)=A) —0(X)A], = %
A, (x)=AL — QXA = 4%
Ay (x) = AL, —0(X)AT, =1 1%
Ay, (x) = Al —O(X)AT, =-5 %

olur. Biitiin taban dist A;(x) azaltilmis maliyetleri non-negatif olmadigindan, optimallik

kriteri (Teorem 4.3) geregince, mevcut x uygun taban ¢oziimii optimal ¢6ziim degildir. Bu

nedenle negatif azaltilmig maliyet A, (x) ler arasinda mutlak degerce en biyigi ile ilgili
taban dis1 degisken x; segilir ve bu degisken tabana girer. Bu degisken x,, diir. Boylece (1,4)

hiicresine bu asamada degeri bilinmeyen 6 >0 tagima miktar1 girilir ve 6 ’nin degerini
belirlemek icin bir dongii kurulur. Bu asama Cizelge 4.7°de gosterilmektedir. Dongii

kurulduktan sonra @ ’nin degeri:

@ =min {x,,,x,, } =min {150,150} =150

olarak belirlenir. Bu ifadede @ nin minimal degerinin (1,2) ve (2,4) indislerinden elde edildigi
goriiliir. Boylece x,,, x,, degiskenlerinden bir tanesi tabandan ayrilir ve ikincisi dejenere

degisken olarak sifir degeriyle tabanda kalir. Diyelim ki x,, degiskeni tabandan ayrilsin, x,,

de tabanda kalsin. Bu durumda yeni olusan taban indis kiimesi

Ty ={(1,3),(1,4),(2,1),(2,3),(3.2), 3:4)}

iken

J, = {(1, 1,(1,2),(1,4),(2,2),(3,1),(3, 3)}

olur. Gerekli diizenlemeler yapilirsa, Cizelge 4.8’deki veriler elde edilir. Bu tablodan yeni
uygun taban ¢6zim x ; x,=0, x,=0, x,=150, x, =250, x;,, =150, x,, =50 olarak
bulunur. Buna karsilik amag¢ fonksiyon degeri de P(x)=7000 ve D(x)=5370’den

7000
X)=——=1.303538 olur.
o) 5370
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Cizelge 4.7 Tasima simpleks metot 6rnegi-Birinci asama

1 2 4
1 10 14 12 150
0 o
15 12 16
2 8 12 14 250
100+ 6 150-6
10 13 i
3 9 15 9 200
150 50
13 15 12 10
150 250 50 150
Cizelge 4.8 Tasima simpleks metot drnegi-ikinci asama
1 2 3 4
1 10 14 8 12 150
0 0 150
15 12 16
2 8 12 14 250
250
10 13 12
3 9 15 9 200
150 50
13 15 12 10
150 250 50 150

Yeni taban i¢in,

! ’

w +v, =p,; =10
! !

w +v, =p,=14
/ !

w +v, =p, =12
! !

U, +v, =p, =12
! !

uy +v, =py =9
! !

U, +v, = py; =15

ve
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1 "

u, +v, =d, =15
1 n

u, +v, =d,=12
1 n

u, +v, =d,, =8
" 1

u, +v, =d, =6
n ”

u, +v, =d; =13
" "

u, +v; =dy; =12

esitlik sistemleri kurulur. Bu sistemler ¢oziilerek,

! ! ! ! ! ! !

u] =O uz :_2 u3 :_1 V] =10 V2 :14 V3 :16 V4 :12

veE

14 ”n 14 ” ” 14 "

u =0 wu, =6 wu, =2 vy, =15 v, =12 v, =14 vy, =8
elde edilir. Bu degerler A:, A} ve A (x) taban-disi azaltilmig maliyetlerini asagidaki gibi

yeniden hesaplamaya imkan saglar:

! ! !

Ay =u +v; —p;=0+16-8=38

! ! !

Ay =u, +v, —p, =-2+10-8=0

! ! !

Ay =u, +vy —pyy =-2+16-14=0

! ! !’

Ay =uy, +v, —p,y, =—2+12-8=2

! ! !

Ay, =uy +v, —py, =-1+14-6=7

! ! !

Ay =uy +v, —pyy =-1412-9=2

” ” ”

Ay =u +v, —d,;=0+14-16=-2

” ” "

Ay =u, +v, —d, =—6+15-10=—1

” ” 14

Ay =u, +v; —d,;=—6+14-13=-5

" ” ”

Ay =u, +v, —d,, =—6+8—-12=-10

n " 14

Ay, =u; +v, —d;, =-2+12-15=-5

" " "

A34 :u3 +V4 _d34:_2+8_102_4

ve sonugta
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' ” 326
AsX)=A; —0X)A, ZIOE

' " 163
A, (X)=A, —0XA,, = lﬁ

’ ” 278
Ay(X)=A,; —0(X)A,, = 6§

' " 19
A,X)=A,, —OX)A,, = 155

' " 278
A, (xX)=A,, —0(X)A,, = 135

' " 115
Ay (X) =4, —0X)A,, =7 53_7

bulunur. Tim taban-dis1 azaltilmig maliyetler A, 20, (ij)eJ, oldugundan mevecut x
uygun taban ¢6ziimii, LK TP nin bir optimal ¢6ziimiidiir. O halde optimal ¢6ziim
X = (X5 X5 X130 X1 > Xops X > X Xy X Xg s Xz X3, ) = (0,0,0,150,0,250,0,0,150,0, 50, 0)
ve optimal amag fonksiyon degeri de

0(x')=1.304

olarak elde edilir.
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5. COK AMACLI LINEER KESIRLi TASIMA PROBLEMI (CALKTP)’ne BULANIK
YAKLASIMLAR

Calismamizin esas konusu olan CALKTP modeli ve buna ait ¢éziim yontemleri, Tiryaki ve
Cetin (Tiryaki ve Cetin, 2005, 2006)’in ¢alismalarindan bagka literatiirde hemen hemen yok
gibidir.

Tezimizin orijinal kismi1 olan bu béliimde 6ncelikle, CALKTP nin formiilasyonu, problemin
coziilebilirligi icin temel teoremler, problemle ilgili Pareto-optimal, zayif Pareto-optimal ve
uzlasik ¢6ziim kavramlar1 verilecektir. Daha sonra, lineer kesirli amag¢ fonksiyonlarina
karsilik iiyelik fonksiyonlar1 kurulacak ve baglantili olarak ¢6ziim Onerilerimiz ayrintilariyla
aciklanacaktir. Bulanik yaklagimlarimiz, iiyelik fonksiyonlarinin yapilarina gore lineer ve
non-lineer (hiperbolik, iistel ve parcali lineer) iiyelik fonksiyonlarinin kullanildig1 yaklagimlar
olarak iki ana baslik altinda gruplandirilacaktir. Her bir yaklasimin isleyisi ayni temel 6rnek

problem tiizerinde agiklanacaktir.

5.1 CALKTP Formiilasyonu

Tamim 5.1: Bir CALKTP’de genellikle asagidaki bilgiler mevcuttur:

1. Kapasiteleri q,,a,,...,a,, olan m tane kaynak noktasi (arz merkezi, fabrikalar, iiretim

merkezi vs. ) vardir.

2. Kapasiteleri b,,b,,...,b, olan n tane varis noktasi (talep merkezi, pazar, satis noktasi vs.)
vardir.
z,(x), (g =1,..,0Q) amaci i¢in,

3. i. kaynak noktasindan j. varis noktasina tasinacak bir birim {iriin i¢in elde edilen kér p/

ve kar matrisi P = [ pl.j] dir.

mxn

4. i. kaynak noktasindan j. varis noktasina tasinacak bir birim iiriin i¢in tasima maliyeti d

ve maliyet matrisi D = [dl.j] dir.

mxn

S. pd ve d] dasirasiyla sabit kir ve maliyeti gostermektedir.

i. kaynak noktasindan j. varig noktasina taginan miktar x; olmak iizere, esitsizlik kisitlarina

sahip bir CALKTP’nin matematiksel formiilasyonu su sekildedir:
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ZZ P X; +Pg

Amaclar: max z, (x) = p,(x) _ A . g=1.0 (5.1.a)
LN dpw,
i=1 j=1
Kisitlar: Z x;<a;, i=L2,...m (5.1.b)
j=1
D x;2b,, j=12...n (5.1.0)
i=1
x;20,i=12,...,m; j=12,....n. (5.1.d)

Burada z_(x)=(z,(X),z,(X),.... 2, (X)), Q tane amag fonksiyonunu igeren vektor (kriter

vektoril); S#O, (5.1.b)—(5.1.d) kisitlarinin saglandigi kapali ve konveks bir kiimedir.

Ayrica kesirli programlama problemi ve tagima problemlerinden gelen asagidaki kabuller:

° ‘v’x:(xij)eS icin dq(x)>0, q=L..0,

o 4,>0,VYi; b >0, Vj; Vi, jigin pf>0,dl>0, pl>0,d>0,

. z a, > Z b; (Toplam arz miktari, toplam talep miktarindan biiyiik veya esittir) (5.2)

i=1 j=1
gecerlidir.

(5.2) esitsizligi, (5.1) probleminin uygun ¢oziimiiniin varligin1 gésteren ifadedir. Boylece, ele

aldigimiz CALKTP nin ¢oziilebilirligi i¢in asagidaki teoremi verelim.

Teorem 5.1: CALKTP’nin ¢oziilebilir olmast igin gerek ve yeter sart (5.2) esitsizliginin
saglanmasidir.

Ispat: Gereklilik. CALKTP’nin ¢éziilebilir oldugunu varsayalim ve x de bu problemin bir
uygun taban ¢ozliimii olsun. Her i=1,2,...,m icin (5.1.b) arz kisitlarin1 ve her j=1,2,...,n

icin (5.1.c) talep kisitlarini taraf tarafa toplayarak,

m n m n m

ZZXU SZ% ve sztj 2 'lbj
e

i=1 j=1 i=1 j=l i=l

elde edilir. Esitsizliklerin sol taraflar1 ayni oldugundan, toplam talep miktar1 toplam arz

miktarindan kii¢iik ya da esit olur. Boylece (5.2) esitsizligi saglanir.
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Yeterlilik. Simdi (5.2) esitsizliginin saglandigim1 kabul edelim. (5.1) probleminin S uygun

¢oztimler bolgesinin bos kiimeden farkli ve tim z (x), g =1,..,Q amag fonksiyonlarmin §

bolgesi tizerinde sinirlt oldugunu gostermeliyiz.

e Oncelikle

R=>'b,>0
j=1
olmak iizere,

, 40

X, =—,i=12,...m, j=12,...,n
R

i

alahm ve x; nin (5.1) probleminin bir uygun ¢6zimi oldugunu gosterelim.

Gergekten,

n noab. n

Yo=Y TGNy SR i=12,,m

Jj=1 j=1 R R J=1 R

ve

m m b.oa b, m b. & b.

zx;jz J l:_JZaiZ_f bj:_Jsz]., j=12,.,n,
i=1 o R R I R 3 R '

dir. Ayrica, @, >0, Vi; b,>0, Vj oldugundan her i, j i¢in x; >0 saglanir.
Buradan, S uygun ¢dziimler bolgesi bos kiimeden farklidir, yani x'=(x;)eS =Y
dir.

e Simdi de, z,(x), g=1.,0 amag fonksiyonlarimin S bdlgesi iizerinde sinirh

oldugunu gosterelim.

(5.1.b) ve (5.1.d) den,

Ole.]. <a,, i=12,...m, j=L2,..,n

dir. Bu esitsizlik S uygun ¢oziimler bolgesinin sinirli oldugu anlamima gelir. S

simirh uygun ¢dziimler bolgesi tlzerinde p (x) ve d,(x) ¢g=L1.,0 lineer
fonksiyonlar ve d_(x)>0, g=1,..,Q oldugundan, tim z (x) amag fonksiyonlari §
tizerinde sinirhidir.

Dolayistyla CALKTP, ¢oziilebilir bir problemdir. 0
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Tamim 5.2 (Dengeli CALKTP): (5.1) problemi,
Z a, = Z b, (Denge sart1) (5.3)
j=1

sartin1 sagliyorsa, yani toplam arz miktar1 toplam talep miktarina esit ise, dengeli CALKTP

olarak adlandirilir.

Bilindigi gibi bir tasima probleminde toplam arz, toplam talepten kiigiik ise, problem dengesiz
tastma problemi olup uygun ¢oziime sahip degildir. Bu durumda bazi talep merkezlerinin
ihtiyaclar1 karsilanamamaktadir. Karsilanamayan talep miktarina esit iiretim yapan hayali bir
arz noktasi olusturularak ve onunla ilgili bir ceza fiyat1 belirlenerek, problem dengeli hale
getirilebilir. Dolayisiyla, denge sartinin saglanmadigti CALKTP’de de benzer islemler

uygulanarak denge sart1 saglanabilir.

(5.1) probleminin esitlik kisitlarina sahip kanonik formu asagidaki gibi tanimlanir:

m n
22, Pix s

pq (X) i=1 j=1

Amaclar: max z,(X) = y =—— , gqg=L..,0 (5.4.2)
X NN gy dy
i=l j=1
Kisitlar: Z xX;=a;, i=12,...,m (5.4.b)
j=1
D ox;=b,, j=12..n (5.4.0)
i=l1
x; 20,i=L2,...m; j=12,...,n; (5.4.d)

burada Vx=(x;)eS i¢in d (x)>0, g=1,..,Q dir.

Teorem 5.2: Kanonik formdaki CALKTP’nin ((5.4) probleminin) ¢oziilebilir olmasi i¢in

gerek ve yeter kosul (5.3)’deki denge sartinin saglanmasidir.

Ispat: Teorem 5.1 dekine benzer sekilde ispatlanabilir. 0

Asagida CALKTP i¢in Pareto-optimal, zayif Pareto-optimal, uzlasik ¢6ziim gibi temel

tanimlar verilmektedir.
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Tamim 5.3 (CALKTP icin Pareto-optimal ¢6ziim ):
X €S noktasinin Pareto-optimal (strongly efficient or nondominated ) ¢oziim olmasi igin
gerek ve yeter sart Vg, ¢=1.,0 i¢in z (x)=z,(X) ve Jg i¢in z (X)>z, (X) olacak

sekilde bir baska x €S noktasinin mevcut olmamasidir.

Tamm 5.4 (CALKTP icin zayif Pareto-optimal ¢6ziim):
X € § noktasinin zayif Pareto-optimal (weakly efficient) ¢oziim olmasi i¢in gerek ve yeter sart
Vq ,q=12,.,0 i¢in z (x)>z (X) olacak sekilde bir baska xeS§ noktasinin mevcut

olmamasidir.

Bu tanimlara gore, E° ve E" sirasiyla Pareto-optimal ve zayif pareto-optimal ¢dziimler

kiimesini gostermek iizere E° — EV olur.

Tanim 5.5 (CALKTP icin uzlasik (compromise) ¢oziim):
X €S uygun ¢oziimiinlin bir uzlasik ¢oziim (Leberling, 1981; Abd El-Wahed ve Lee, 2006;

Tiryaki, 2006) olmasi icin gerek ve yeter sart Xe E” ve Z(X)2> A _, Z(X) olmasidir.

xe$§

Burada Z(x) = (z,(X),2,(X),..., 2, (X)) dir ve A, “min” operatore karsilik gelir.
Tanim 5.5 e gore:

(1) Uzlasik ¢oziim, bir zayif-etkin ¢oziim olmalidir.
(i1) X uygun ¢ozlim vektorii, S deki diger noktalara nazaran, ideal noktadan minimum
sapmaya sahip olmalidir. Uzlagik ¢6ziim, KV’nin fayda fonksiyonunu maksimum

yapan ideal ¢oziime en yakin olan ¢dziimdiir.

Genellikle CALKTP’de, amag¢ fonksiyonlar1 birbirleriyle c¢elistiginden biitlin amag
fonksiyonlarini ayni1 anda maksimize eden bir optimal ¢6ziim her zaman mevcut degildir.
Belli bir pareto-optimal ¢6ziim secildiginde, diger amag¢ fonksiyonlarindan en az birindeki
kayiba karsilik herhangi bir amagta bir iyilesme saglanabilir. Bdylece CALKTP icin

yukaridaki Tanim 5.3 ile ¢ok amagli programlamadaki pareto-optimallik tanim1 aynidir.

5.2 CALKTP i¢in Bulanik Yaklasimlar

Bu boliimde, Zimmermann’in minimum operatoriinii kullanarak bulanik yaklasimla (Bulanik
Matematik Programlama yoluyla) CALKTP i¢in uzlasik Pareto-optimal ¢oziim elde etmek

lizere ¢oziim Onerilerimiz asagidaki bagliklar altinda verilecektir.
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Lineer tiyelik fonksiyonlarmin kullanildig1 yaklagimlar:

e (CALKTP i¢in Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi,
e CALKTP i¢in ikiye Bélme Yontemi,
e (CALKTP i¢in Hedef Programlama Yaklasimu.

Non-lineer tiyelik fonksiyonlarmin kullanildig1 yaklasimlar:

e Hiperbolik Uyelik Fonksiyonlar ile CALKTP’nin ¢dziimii,
e Ustel Uyelik Fonksiyonlari ile CALKTP’ nin ¢dziimii,
e Parcali Lineer Uyelik Fonksiyonlar1 ile CALKTP’nin ¢oziimii.

5.2.1 Lineer Uyelik Fonksiyonlarinin Kullamldig Yaklagimlar

Bu kisimda, CALKTP ¢oziimii i¢in lineer iiyelik fonksiyonlarini kullanan ii¢ bulanik
programlama yaklasimi yer almaktadir. Oncelikle yaklagimlarm temelini olusturan lineer
tiyelik fonksiyonlar1 kurulacak, daha sonra Zimmermann’in minimum operatori ile probleme
karsilik bir yardimci problem (minimum operator modeli) elde edilecektir. Amag
fonksiyonlarini kesirli olmasindan dolay1 bu yardimci problem nonlineer yapidadir. Ug farkl

yaklagim:

e Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi,

e Ikiye Bolme Yontemi,

e Hedef Programlama Yaklagimi
ile yardimci1 problemimiz lineer yapiya indirgenecektir. Boylece CALKTP i¢in bir zayif etkin
¢ozlim, bu c¢oziime de Pareto-optimallik testi uygulanarak kuvvetli etkin ¢oziim elde
edilecektir. Coziim yaklasimlarinin igleyisleri bir temel 6rnek problem iizerinde ayrintilariyla

acgiklanacaktir.

5.2.1.1 Amaclarin Uyelik Fonksiyonlarinin Olusturulmasi

Literatiirde ¢esitli tiplerde 6rnegin, lineer, hiperbolik, ters hiperbolik, iistel ve parcali lineer
v.s. iiyelik fonksiyonlart mevcuttur (Sakawa, 1993). Bu kisimda, en basit tip olan lineer iiyelik

fonksiyonu kurulacaktir.

CALKTP’nin ¢. ama¢ fonksiyonuna karsilik gelen lineer yapiya sahip g (z,) tyelik

fonksiyonunu,
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0, z,<2
Z _Zm
H,(z,) = zz—z?”’ ) <z,<z7,° g=1..0 (5.5)
q q
L, 7, <2,

olarak tamimlayalim. Burada 111615{1 zq(x)zzg’ ve H)(lgx zq(x)zz; , ¢g=1,..,0 degerleri,
tyelik fonksiyonunu sirasiyla 0 ve 1 yapan z (x) amag fonksiyon degerlerini gosterir. Bu

tiyelik fonksiyonu [z;",zZ] araliginda z, ya gore lineer ve monoton artandir. (5.5)

ifadesindeki liyelik fonksiyonlar1 belirlenirken 2Q tane tek amagli lineer kesirli tagima

problemi ¢oziilmektedir.

Oncelikle CALKTP’yi ¢6zmek i¢in, Zimmermann tarafindan &nerilen bulanik “min” operatdr

modelini (Zimmermann, 1978) kullanarak,

Amacg: max min u,(z,(x)) (5.6)
1<¢<Q

Kisitlar: xes$

yardimci problemini olusturalim. A yardimci degiskeni ile

A=min p,(z,) = 1,(2,)= 2

alinarak, bu yardimc1 problem

Amag: max A
Kisitlar: u,(z,) =4, 5.7
xes

maksimizasyon problemine donustirtlir. x, (z,) tyelik fonksiyonu [Z;”,z;] aralifinda z,
amac fonksiyonuna gére monoton artan oldugundan, ,u;l (A) =inf {z q‘,uq (z,) 2/1} olmak

tizere (5.7) problemi,

Amag: max A
Kisitlar: 2,24, (A),
xeS

seklinde de yazilabilir.
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Amag fonksiyon degeri A°, kar/maliyet veya kar/zaman olarak ifade edilen biitiin lineer
kesirli amaglar arasinda minimum tatmin seviyesini ayni anda maksimize eden bir tatmin
degerini belirtir. Bu deger ayn1 zamanda “en temel tatmin” olarak da yorumlanabilir. Yani,
tasima sisteminde yer alan her bir amag¢ fonksiyonu, en azindan bu A~ degeri kadar tatmin

olmaktadir.

(5.6) daki max-min problemini, esdeger olarak (5.7) deki minimum operatér modelini, ayni
zamanda genellestirilmis lineer kesirli tasima problemi (LKTP) olarak da adlandirabiliriz.
Boylece, non-lineer yapidaki bu problemi Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi ile
lineerlestirerek ve bir dizi lineer programlama problemi ¢oziimiine indirgeyerek iteratif olarak
¢oziilebiliriz (Borde ve Crouzeix, 1987, Katagiri vd., 2001; Bajalinov, 2003). Iterasyon
sonucu bulunan ¢o6ziim, (5.1) problemi icin bir zayif Pareto-optimal ¢oziimdiir. Minimum
operator modeli, dengeleyici olmayan (non-compensatory) bir model (Tiryaki, 2006)
oldugundan, CALKTP i¢in kuvvetli Pareto-optimal ¢oziim elde etmeyi garantilemez.
Dolayisiyla bulunan zayif Pareto-optimal ¢6ziime, Pareto-optimallik testi uygulanarak
kuvvetli Pareto-optimal ¢6ziim arastirilir. Testin nasil uygulanacagi, algoritma verildikten

sonra aciklanacaktir.

5.2.1.2 CALKTP icin Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi

(5.6) daki max-min probleminde biitiin lyelik fonksiyonlar: lineer kesirli fonksiyonlar
oldugundan, bu problem Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi (Borde ve Crouzeix, 1987,
Katagiri vd., 2001; Bajalinov, 2003) ile lineerlestirilerek ¢oziilebilir.

. , z,—72, P(Xx
1,(z,(x)) iiyelik fonksiyonunun [z;',z,] arahigindaki pargasmi g (z (X)) =———-= Dq(( )) ,
24 7% ¢\ X
q =1,..,0 seklinde gosterelim ve (5.6) problemini
. { P,(x) }
max  min
xeS 1£¢<Q Dq (X)
(5.8)
olarak yeniden ifade edelim. Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi bir dizi
F(A)=max min (Pq(x) —/1Dq x)). (5.9

xeS 1=¢<Q

parametrik problemini ¢ézmeye karsilik gelir.
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Algoritmay1 sunmadan Once asagidaki iki yardimeci teoremi verelim. Bu teoremler, F(1)

parametrik amac¢ fonksiyonuna sahip (5.9) problemi ile genellestirilmis LKTP ((5.8)

problemi) dolayisiyla orijinal problem olan (5.1) problemi arasinda bir iliski kurmaktadir.

_ P (x
Yardimei Teorem 5.1 (Bajalinov, 2003) : 4 =max min q( ) olsun. O halde,
xeS 1<g<Q Dq (X)

1. Parametrik fonksiyon F(A)>-—oo dir. Ayrica F(A), alttan yari-siirekli (lower semi-
continuous) ve azalmayan (non-decreasing) dir;

2. 1< A olmasi i¢in gerek ve yeter sart F(A1)>0;

3. F(1)<0;

4. (5.8) problemi ¢oziilebilirse F(1)=0 dir.

5. F(1)=0 ise (5.8) ve (5.9) problemleri ayn1 optimal ¢éziimler kiimesine sahiptir.

Yardimel Teorem 5.2 (Bajalinov, 2003): S uygun ¢6ziimler kiimesi kompakt ise

1. Parametrik fonksiyon F(A)>—oo dir. Ayrica F(A), siirekli ve daima artandir;
2. (5.8) ve (5.9) problemleri daima optimal ¢oziimlere sahiptir;

3. 1 sonlu bir degerdir ve F (A)=0 dir;
4. F(1)=0 olmas1 A=A oldugunu gosterir;

Bu iki yardimeci teorem, Dinkelbach Algoritmasi'nin genellestirilmesi icin gerekli teorik

temeli saglamaktadir.
CALKTP’nin ¢oziimii icin Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasi:

Adim 0: r=0 al.
P (x
Adim 1: Keyfi bir x'(=x")eS uygun ¢oziimiini al ve A” =min { —L—=1 degerini
i=¢=¢ | D (x)
hesapla.
Adim 2:

max ¢

1 .
m [Pq(X)—/l Dq(X)] >t . q =1,...,Q

q

xeS

1

problemini ¢6z ve elde edilen ¢6ziimii X" olarak al.
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Adim 3: Eger t <6 (Burada 6 >0, yaklasma parametresidir.) ise, mevcut ¢éziim x =x""",

(5.8) probleminin optimal ¢6ziimiidiir ve© A’ de onun optimal degeridir, DUR. Aksi halde,

P Xr+1
AU = min {4 ( — ¢ degerini hesapla, r:=r+1 al ve Adim 2 ye don.
1<g<Q Dq (Xr+ )

Adim 2 de F(A") parametrik probleminden iiretilmis {/1’} dizisinin yakinsakligi, dizinin

asagidaki ozellikleri ile garantilenir:

Tim r>0 i¢in, A" = 1mlré u,(z,x")]< A" dir,
<g<

{ﬂf} dizisi monoton artandir,

burada A" =max min u,(z, (X)) dir.
1<g<0

xeS§

5.2.1.2.1 Pareto-optimallik Testi

(5.8) probleminin Adim 3 den elde edilen x  ¢dziimii, (5.1) probleminin zayif Pareto-optimal
(uzlasik) ¢oziimidiir. Eger aynm1 optimal A degerini veren bir alternatif ¢éziim mevcut
degilse, x ¢dziimii aym1 zamanda kuvvetli Pareto-optimal ¢oziimdiir. Eger alternatif optimal
¢Ozlim varsa, bir kuvvetli Pareto-optimal ¢6ziim bulmak icin (Kornbluth ve Steuer, 1981a,

1981b; Steuer, 1986; Sakawa ve Nishizaki, 2002; Ahlat¢ioglu ve Tiryaki, 2007):

Amag: max Z &,
g=1
Kisitlar: 7,(0)-¢g,22,x), ¢g=1.,0
xeS
x>0, 8420, qg=1.,0
problemine esdeger:
0
Amag: max Z g,
g=1
Kisitlar: (Zz p;—zz d; ZZ)-X—§q2d5’~zZ—pg, q=1.,0 (5.10)

i=1 j=1 i=l j=1
xesS

x>0, £ >0, g=1.,0
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pareto LP problemi ¢oziiliir.

0
e Eger max z ¢,=0 ise, x_ kuvvetli Pareto-optimal ¢éziimdiir.
q=1

0
- ~ . o . o e . — * .
e Eger max E g, >0 ise, pareto LP probleminin ¢oziimii X, X 1n yerine konur ve
9=l

0
tekrar (5.10) problemi ¢oziiliir. Bu islem max Z ¢,=0 saglanana kadar siirdiiriiliir.
q=1

Elde edilen son ¢éziim X, dolayisiyla x* , kuvvetli pareto-optimal ¢6ziimdiir.

5.2.1.3 Aciklayier Ornek

Asagidaki CALKTP’yi, Temel Ornek Problem olarak tanimlayalim. Onerecegimiz biitiin

bulanik yaklagimlarin isleyisleri bu problem iizerinde agiklanacaktir.

X, +2x, +8x, +6x, +4

Amaglar: max z,(x) =
X, +3x, + X, +2x,, +2
max z,(x) = 2x,, +4x,+10x,, +8x,, +6
X, +2x, +3x, +x,, +4
max z,(x) = 6x,, +x, +4x, +5x,, +8
) 2x;, +x, +Xx,, +3x,, +5
Kisitlar: (5.11)
Arz ksitlar: X, +x, <150, X5 + Xy <250
Talep kasitlart: X, +x,, 250, X, +x,, 2350

Non-negatiflik kisiti:, X = (x;, X5, X,,,X,,) =0

Ug tane lineer kesirli tasima problemi nonlineer yapidadir. Bu kesirli tasima problemlerinin
maksimum ve minimum c¢o6ziimleri, ya GAMS (Rosenthal, 2007), Gino gibi nonlineer
problemleri direkt olarak ¢ozebilen paket programlar yardimiyla ya da Charnes Cooper
degisken doniisiimii (Charnes ve Cooper, 1962) ile kesirli fonksiyonlar lineerlestirilip wingsb,
LINDO gibi LP ¢6zen paket programlar yardimiyla bulunabilir. Cizelge 5.1°de ii¢ tane lineer
kesirli tasima probleminin ayri1 ayr1 ¢oziilmesiyle elde edilen maksimum ve minimum

¢oziimler ve bu ¢dziimlere karsilik gelen amag fonksiyon degerleri verilmektedir. Ornegin z,
amag fonksiyonu i¢in maksimum ¢dziim X, = (x,,,X,,,%,, Xy, ) = (0,150,50,200) ve karsilik

gelen maksimum amag degeri 7, =2.111; minimum ¢Ozim ise
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X" = (X, X5, %, Xy,) =(50,100,0,250) ve karsilik gelen minimum amag degeri z;" =2.059
dir. Ayrica X, = (X, %,,%,;,X%,) =(0,150,50,200) ¢dziimiine karsihk z, amacinin degeri

4.138, z, amacinin ise 1.687 dir.

Cizelge 5.1 (5.11) probleminde herbir amag i¢in minimum ve maksimum ¢oziimler ve karsilik
gelen amag degerleri

<4 <y 33
E 2.111 4972 1.736
2" 2.059 4.138 1.687
x(0,150,50,200) 2.111 4.138 1.687
x"(50,100,0,250) | 2.059 4.972 1.736
x.(50,100,0,250) 2.059 4.972 1.736
x7(0,150,50,200) | 2.111 4.138 1.687
x.(50,100,0,250) 2.059 4972 1.736
x"(0,150,50,200) | 2.111 4.138 1.687

Boylece, Cizelge 5.1°deki veriler ve (5.5) deki lineer iiyelik fonksiyon yapisi kullanilarak, ti¢

tane amag fonksiyonunun [zgi , z;] g =1,2,3 araligindaki tiyelik fonksiyonlar soyledir:

~20.366x,, —80.328 x,, +114.251x, +36.193 x,, —2.269

Z,(X)) =
# (2 (X)) X, 3%, +x, +2x,, +2

14,(2,(X) = —2.563x,, —5.127 x,, —2.894 x,, +4.631x,, —12.652’ (5.12)
X, +2x, +3x,, +x,, +4

53.591x, —14.02x, +47.204x, —1.245x,, ~8.877
2X,, + X, + Xy + 3%, +5 '

15(25(X)) =

(5.11) i¢in (5.8)’e karsilik gelen min operator modelimiz asagidaki formdadir:
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Amag: max A
Kisitlar: L (ZI(X)) S l— —20.366 x,, —80.328 x,, +114.251 x,, +36.193 x,, —2.269 >
X, +3x, +x,, +2x,, +2
1 (ZZ(X)) > 1= —2.563x,, -5.127 x,, —2.894 x,, +4.631x,, —12.652 S
X, +2x, +3x, +x,, +4
1 (Z3 (x)) S 1= 53.591x,, —14.02 x,, +47.204 x,, —1.245 x,, —8.877 S
2x;, + X, + Xy, +3x, +5
Arz kisitlari:
Xy +xp, <150, Xy, + X, <250
Talep kisitlart:
Xy +xy 250, Xy, Xy =350 (5.13)

Non-negatiflik kisiti:,

X = (X)), X155 Xy, X%5,) 2 0

Temel Ornek Problem I¢in Genellestirilmis Dinkelbach Algoritmasimin Uygulanisi

Adim 0: r=0 al.

Adim 1: max{OTx|XeS}’nin bir uygun ¢oziimi x* =(0,150,50,200)e S olsun. x

¢Ozlimiine karsilik amaclarin tatmin seviyeleri

oy B
(7, (x ))—m

1

(0) (0)
. oy~ B oy P&
qu(ZZ(X )) Dz(X(O)) lu3(Z3(X )) D3(X(0))

(0) (0) (0)
ve amaglarin minimum tatmin seviyesi A0 =min{P](X ) Hx ) A )}:0

D, (X(O)) ’ D, (X(O)) ’ D, (X(O))
olarak bulunur.

Adim 2: Simdi, 1 =0 i¢in asagidaki problem kurulur:
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Amag: max ¢
1 ©
W[PI(X)_& DI(X):IZt
Kisitlar: ;[P x)-19D (x)] >t
D2 (X(O)) 2 2
1 (0)
Arz kisitlar: x;, +x, <150, X5 + Xy <250
Talep kasitlart: X, +x,, 250, X, + X, 2350

Non-negatiflik kisiti: X = (x,,, X5, X,;,X,,) = 0.
Buradan
Amag: max ¢
0.001 (—20.366 x, —80.328 x,, +114.251x,, +36.193 x,, — 2.269) >t

Kisitlar: 0.002 (—2.563x,, —5.127x,, —2.894x, +4.631x,, —12.652) >t
0.001 (53.591x,, —14.02x,, +47.204 x,, —=1.245x,, ~8.877) > ¢

Arz ksitlar: x;, +x, <150, X5 + Xy <250

Talep kasitlar: X, +xy 250, X, + X, 2350

Non-negatiflik kisitt:  x = (x;,, X, %,;,%,,) =0

yazilir ve problem ¢oziilerek x" = (x,,,x,,%,,,%,,) = (24.165, 125.835, 25.835, 224.165) elde

edilir.

Adim 3: Yaklasma parametresi & =0.001 olsun. 7=0.462<3 oldugundan, x" i¢in tatmin

Q) (1)
eleri myy - A& _ iy~ BETD)
seviyeleri g (z,(x")) = =0.527, wu(z,(x))= =0.419,
D,x") D,(x")
A& . . .
w(z(x)) = 0 =0.527 dir ve bunlarin minimum degeri
Dy(x)

mzmm{mX‘”) Re") A"

=, o —¢=0419 dir. r:=r+1 (r=0+1=1) alalim.
D](X()) Dz(X()) Dg(X())

Adim 2: A" =0.419 igin asagidaki problem:



Amag:

Kisitlar:

Arz kusitlart:

Talep kisitlart:

Non-negatiflik kisiti:

yani,

Amag:

Kisitlar:

Arz kusitlart:

Talep kisitlar:

Non-negatiflik kisiti:

kurulur. Bu problem c¢oziilerek

elde edilir.

95

max ¢
) [ Bx)-A"D,(x) |21
b ;m) [Pz(x) - /1“)D2(x)] >t
) (IX(I)) [P0 -2"Dy(x) ]2

x;, +x, <150, X5 + Xy <250

X, +x,, 250, X, +Xx,, 2350

X= (xll’xIZ"XZI’x22) 20

max ¢

0.001 (~20.785x,, —81.585 x,, +113.832x,, +35.355 x,, ~3.107) > 1
0.002 (~2.982x,, —5.965x, —4.151x,, +4.212x,, ~14.328) > 1

0.001 (52.753x,, —14.439 x,, +46.785 x,, —2.502 x,, —10.972) > 1
X, +x, <150, Xy + Xy <250

X, +x,, 250, X, +x,, 2350

X = (%, X35 Xy, %5,) 2 0

X = (x,,, X, Xy, %) = (26.510,123.490, 23.490,226.510)

Algoritmay1 bu tarzda uygulamaya devam ederek, (5.8) probleminin bes iterasyon i¢in elde

edilen sonuglari, Cizelge 5.2°de verilmektedir. Cizelgede iterasyon sayisi r, r.

iterasyondaki ¢oziimler x"), bu ¢oziimler i¢in amaclarin tatmin seviyeleri u,(x7),

g =1,2,3, monoton artan A" dizisi ve yakinsaklik parametresi ¢t goriilmektedir.

r=35 i¢in Adim 2 ’de,

#

t=0.0004 <6 =0.001 dir. Mevcut ¢oziim

x =x" =x" =(26.867,123.133,23.133,226.867),

(5.13) probleminin (min operator modelinin) bir uzlasik ¢oziimidiir. Karsilik gelen tyelik

fonksiyonlarimin degerleri
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w(x)=0472, @,(x)=0472, w,(x¥)=0.581
ve amag fonksiyonlarinin degerleri ise
7,(x)=2.08357, z,(x)=4.53180, z,(x)=1.71545

olur. Boylece

A0 =19 =0.472,

(5.13) probleminin optimal degeridir. Bu deger, tasima sisteminde her bir amacin
ulasabilecegi en temel tatmin seviyesi olarak yorumlanabilir. (5.13) probleminin alternatif
¢Oziimii olmadigindan, Pareto optimallik testi geregi, bu zayif etkin (uzlasik) ¢6ziim aym

zamanda kuvvetli Pareto-optimal bir ¢ozliimdiir.
Not: Bulunan ¢oziimler, GAMS paket programi kullanilarak elde edilmistir.

Cizelge 5.2 (5.13) probleminin bes iterasyon i¢in sonuglari

Iterasyon

. x” w7 | &) | ) | A0 |
r=0 | x =(0,150,50,200) 1 0 0 0 _
r=1 | x =(24.165,125.835,25.835,224.165) | 0.527 0.419 0.527 | 0.419 | 0.462
r=2 | x® =(26.51,123.49,23.49,226.51) 0.48 0.465 0.574 | 0.465 | 0.053
r=3 | x¥ =(26.82,123.18,23.18,226.82) 0.473 0.471 0.58 0.471 | 0.007
r=4 | x*¥ =(26.86,123.14,23.14,226.86) 0.473 0.472 0.58 | 0.472| 0.001
r=5 | x® =(26.867,123.133,23.133,226.867) | 0.472 0.472 0.581 | 0.472 | 0.0004

5.2.1.4 CALKTP i¢in Ikiye Bélme Yéntemi

Bu boliimde Sakawa ve Yumine (1983), Sakawa ve Yano (1988)’nun CALKP problemi i¢in
onerdigi bir etkilesimli bulanik yontemin temelini, yani ikiye bdlme yontemi ile LP
kombinasyonu olan bir algoritmayi, CALKTP’ye uygulayacagiz. Bu yoOntemle tasima
problemini ¢6zmenin zorlugu, iterasyon sayisinin fazla, yani ¢éziime yakinsamanin oldukca

yavag olmasidir.

Non-lineer problem olan (5.7)’de A degeri sabit tutuldugunda, problemin bir lineer
esitsizlikler kiimesine indirgenebilecegine dikkat edelim. Lineerlestirilmis problemin A
optimal ¢6ziimiinii elde etme prosesi, (5.7)’nin kisitlarini saglayan kabul edilebilir bir S’

kiimesi mevcut olacak sekilde A ’nin maksimum degerini bulmaya esdegerdir. x,, g=1...,Q

nun minimum degeri g, olmak tzere A, g, <A<u_. +1 oldugundan, (5.7)
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problemimizi ¢ézmek icin ikiye bolme yontemi ile LP deki simpleks metodun faz 1’ini
kullanan ¢6ziim algoritmamiz soyledir:
Adimm 1: 2=y, =0 al ve simpleks metodun faz 1 yontemini kullanarak (5.7) probleminin

kisitlarini saglayan kabul edilebilir bir S’ kiimesinin mevcut olup olmadigini test et. Eger S’

kiimesi varsa algoritmaya devam et. Aksi takdirde A" =z, DUR.

Adim 2: A=pu_ +1 al ve (5.7) probleminin kisitlarin1 saglayan bir S’ kiimesinin mevcut

olup olmadigini simpleks metodun faz 1 yontemini kullanarak test et. Eger S’ kiimesi

meveut ise, A = +1 al. Aksi takdirde, (5.7) probleminin kisitlarini saglayan A nin

maksimum degeri A°, g, ile g . +1 arasinda oldugundan Adim 3 e gec.

Adim 3: A degeri, baslangic degeri A =g +0.5 alinarak, ikiye bolme metodu ile

asagidaki gibi giincellenir:

A =, + ==, 4, icin uygun ¢dziim bolgesi mevcut ise
A=A e A, i¢in uygun ¢oziim bolgesi mevcut degilse.

Yani, her bir A sabit degeri i¢in, (5.7) probleminin lineer kisitlarini saglayan kabul edilebilir
bir S’ kiimesinin mevcut olup olmadigi simpleks metodun faz 1 yontemi kullanilarak test
edilmis ve bdylece non-lineer (5.7) probleminin kisitlarin1 saglayan maksimum A degeri

belirlenmis olur.

5.2.1.4.1 Aciklayic1 Ornek:
CALKTP’nin ¢6ziimii i¢in 6nerdigimiz ikiye bolme yontemi ile LP birlesimini temel alan
bulanik yaklasimi uygulamak tizere (5.11)’de verilen temel 6rnek problemi yeniden ele

alalim.

(5.13) probleminin ¢6ziimii i¢in LP tabanli ikiye bolme algoritmasini asagidaki gibi
uygulayabiliriz:
Adimm 1: A=y, =0 alalim. (5.7) problemine karsilik kurulan (5.13) max-min probleminin

kisitlarin1 saglayan kabul edilebilir bir S’ kiimesinin mevcut olup olmadigini test edelim.

Bunun i¢in,
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Amag: max 0" x
Kisitlar: 4 (Zl x)20= —20.366.x,, —80.328 x,, +114.251x,, +36.193x,, —2.269 >0
X, 3%, +x,, +2x,, +2
4 (ZQ(X)) 50— —2.563x,, —5.127 x,, —2.894 x,, +4.631x,, —12.652 >0
X, +2x,+3x,, +x,, +4
1 (2,(0)20= 53.591x,, —14.02x,, +47.204 x,, —1.245x,, —8.877 >0
2x,, + X, + X, +3x,, +5
Arz kisitlar:
x;, +x, <150, X,y +xy <250
Talep kisitlart:
X, +x, 250, X, +X5 2350
Non-negatiflik kisiti:
X = (X, X1, Xy, Xp) 2 0
problemini, esdeger olarak
Amag: max 0 x
Kisitlar: yn (z1 (x)) >0=-20.366 x,, —80.328 x,, +114.251x,, +36.193 x,, —2.269 >0

1 (2,(%)) > 0= 2563 x,, —5.127 x,, —2.894 x,, +4.631x,, ~12.652 >0

y7A (Z3(X)) >0=53.591x,, -14.02x,, +47.204 x,, —1.245 x,, —8.877 20
Arz kusitlart:
X, +x, <150, X5 + Xy <250

Talep kisitlart:
X, +x,, 250, X, +Xx,, 2350

Non-negatiflik kisiti:
X = (X, X5 Xy 5 X)) 2 0

LP problemini kuralim. Simpleks yontemin faz 1 problemini ¢6zerek,

X = (X1, X, X1, Xy ) = (0.035,149.965,49.965,200.035)

x € S’ noktasini buluruz. Boylece kabul edilebilir bir & # S’ kiimesi mevcuttur. (S'=O

olmasi durumunda A" =g =0 demektir, yani CALKTP’nin tim amag fonksiyonlarimi
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aynt anda tatmin eden pareto-optimal ¢Oziim bulanik yaklasimla bulunamiyor anlamina

gelmektedir.)

Adim 2: A=p +1=0+1=1 alalim. (5.7) problemine karsilik kurulan (5.13) max-min

probleminin kisitlarini saglayan bir kabul edilebilir S’ kiimesinin mevcut olup olmadigini

test edelim. Bunun igin:

Amag: max 0" x
Kisitlar:

14 (2,(%)) = 1=>—21.366 x,, —83.328 x,, +113.251 x,, +34.193 x,, —4.269 > 0
1 (2, (X)) 21=>-3.563x,, —7.127 x,, —5.894 x,, +3.631 x,, ~16.652>0
14 (2,(%)) 2 1= 51.591x, —15.02 x,, +46.204 x,, —4.245 x,, ~13.877 >0

X, +x, <150, x,, +x,, <250, x,+x, =250, x,+x, 2350
X = (X, X, X5 X)) 2 0
problemi ¢oziilerek S'=< bulunur.

Adim 3: Baslangi¢ degeri A, = . +0.5= O+% :% alinarak,

Amag: max 0" x
Kisitlar:

14 (2,(%))>0.5= -20.7816 x,, —81.5019 x;, +113.318 x,, +35.06513 x,, —3.24904 > 0
1 (2, (%)) 2 0.5 = -3.06123 x,, —6.12245 x,, —4.39097 x,, +4.127846 x,, —14.6483> 0
145 (25(%)) > 0.5 = 52.48269 x,, —14.4919 x,, +46.60794 x,, —2.74236 x,, —11.3595> 0

X, +x, <150, x, +x, <250, x,,+x, =250, x,+x,, =350

X = (X, X5, Xy, X%5,) 20

problemi ¢oziilir ve S'=& bulunur. A degeri, A, icin kabul edilebilir bir S' kiimesi

mevcut olmadigindan 4, =4, — St formiili ile
I 1 I 1
A=A — = =A-—>=2>A4L=—--=4=0.25
n+1 n 2n+1 2’2 22 ﬂ"l 2 4 A‘Z
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olarak giincellenir. A, =025 degeri igin,

Amag: max 0" x

Kisitlar:
y7A (z1 (x)) >0.25=-20.5316x,, —80.7519 x,, +113.568 x,, +35.56513 x,, —2.74904 > 0

1 (2,(%)) > 0.25 = —2.81123 x,, —5.62245 x,, —3.64097 x,, +4.377846 x,, —13.6483>0
145 (25(%)) > 0.25 = 52.98269 x,, —14.2419 x,, + 46.85794 x,, —1.99236.x,, —10.1095 > 0

X, +x, <150, x,, +x, <250, x;;, +x, =250, x,,+x, =350
X = (X)), X35 X5 X)) 20

problemi ¢oziilerek

X = (X2 X0 Xy X5y) = (15.103,134.897,34.897,215.103),

x € S' noktast bulunur. Boylece bir kabul edilebilir &= S" kiimesi mevcuttur. A degeri, 4,

i¢in kabul edilebilir S" kiimesi mevcut oldugundan A, =4, +L formiilii ile

n+l

n=2
/1”+1=/1n+2}+1 = %=%+%:>/13= +1:>23:0.375

1
48

olarak giincellenir. A, =0.375 degeri i¢in,
Amag: max 0" x
Kisitlar:

y7 (z1 (X)) >20.375 = -20.6566 x,, —81.1269 x,, +113.443 x,, + 35.31513x,, —2.99904 = 0
75 (zz(x)) >0.375 = -2.93623 x,, —5.87245 x,, —4.01597 x,, +4.252846 x,, —14.1483 >0
1 (2 (X)) >0.375=52.73269 x,, —14.3669 x,, + 46.73294 x,, —2.36736 x,, —10.7345 >0

X, +x, <150, x,, +x,, <250, x,+x, =250, x,+x, 2350
X:(xu’xlz’le’xzz)zo

problemi ¢oziilerek

X = (X,,, Xy Xy, Xy ) = (21.888,128.112,28.112,221.888),
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x € S’ bulunur. Buradan, A, degeri kullanilarak,

o 1 31
n+1 n 2n+l = /’{’4=ﬁ’j+?:>ﬂf4=§+ﬁz>ﬂ4:04375

elde edilir. Bu sekilde devam edilerek on iterasyon sonra,

n=10 1

A=i+ D A= oy 57 = Aoy = 04716796

n+l n 2n+1

degeri elde edilir. Boylece
Amag: max 0" x

Kisitlar:
7 (z1 (x)) >0.474355 = -20.7533x,, —81.4169 x,, +113.3463 x,, + 35.12177 x,, —3.1924 >0

s (2,(%)) > 0.474355 = —3.03291 x;, — 6.0658 1 x,, —4.30601 x,, +4.156166 x,, —14.535> 0
14 (25(x)) = 0.474355 = 52.53933 x,, —14.4636 x,, + 46.63626 x,, —2.6574 x,, —11.2179>0
X, +x, <150, x, +x, <250, x,+x, =250, x,+x,, 2350

X = (X, X5, X,,,X,) =0

problemi ¢oziilerek

X = (X,, Xpps Xy Xpy) = (26.832,123.168,23.168,226.832) € S

noktasi bulunur. Ardigik iki iterasyon sonunda ayn1 x e S’ noktasi bulundugundan, yani A
degerinde bundan sonra gilincelleme yapilamadigindan, iterasyon sona erer ve

A =0.4716796 bulunur. Bu noktaya karsilik gelen iiyelik fonksiyon degerleri

1 (2, (x)) =0.4732, 1,(z,(x)) =0.471672, wu,(z,(x))=0.579876

ve amag fonksiyon degerleri

7,(x) =2.08361, z,(x)=4.53122, z,(x)=1.71541

olarak elde edilir.
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Cizelge 5.3 Ikiye bolme ydnteminin iterasyonlari ve sonuglart

Iteration r | x A0
r=0 x'” =(0.035,149.965,49.965,200.035) 0
r=1 S" = (uygun ¢dziim yoktur) 1
r=2 S"= (uygun ¢6ziim yoktur) 0.5
r=3 x¥ =(15.103,134.897,34.897,215.103) 0.25
r=4 x =(21.888,128.112,28.112,221.888) 0.375
r=>5 x® =(25.113,124.887,24.887,225.113) 0.4375
r=6 x” =(26.686,123.314,23.314,226.686) 0.46875
r=7 S'=O (uygun ¢6ziim yoktur) 0.484375
r==8 S'=O (uygun ¢6ziim yoktur) 0.476563
r=9 S"= (uygun ¢6ziim yoktur) 0.472656
r=10 x® =(26.784,123.216,23.216,226.784) 0.4707031
r=11 x” =(26.832,123.168,23.168,226.832) 0.4716796

r=12 x” =(26.832,123.168,23.168,226.832) 0.4716796

5.2.1.5 CALKTP i¢in Bulanik Hedef Programlama (HP) Yaklasim

Genellikle birbirleriyle c¢elisen birden fazla amaci igeren ¢ok amacgli karar verme
problemlerinin ¢6ziim yontemlerinden birisi olan HP, KV’ nin her bir amag i¢in istenilen bir
hedef degeri belirlemesine dayanir. Istenilen ¢6ziim bu hedef degerlerden sapmalart minimum
yapan ¢oziimdiir. HP yaklagiminda, amag¢ fonksiyonlar1 sapma degiskenleri ile kisitlara katilir
ve istenmeyen sapma degiskenleri minimum yapilarak ¢6ziim arastirtlir. HP yonteminin
avantaji LP modelini kullanmasidir. HP modelinde, amag fonksiyonlar1 ve amaclara ait hedef
degerleri ve kisitlar deterministiktir. Ancak hedef degerlerini, hedeflerin Onceliklerinin
sirasint ve goreceli agirliklarini kesin olarak belirlemek olduk¢a zordur. Bu veriler ¢ogu
zaman KV’nin tercihlerine gore belirlenir. HP modelindeki bu subjektiflik olgusu bulanik
kiime teorisi ile de ele alinabilir. Bulanik kiime teorisi HP modeline uygulandigi zaman,

amaclarin hedef degerleri ve tercih dncelikleri kesin olmayan ifadelerle ele alinir.

Hedeflerin 6nceligine gore, bulanik HP modeli iki sekilde ele alinabilir. Bunlardan ilki, biitiin
hedeflerin ayni tercih Onceligine sahip oldugu bulanik HP modelidir. Bu modelde, biitiin
hedefleri esanli (the Archimedian fuzzy GP) olarak doyuran bir ¢6ziim belirlenir. ikincisi ise

hedeflerin farkli tercih oOnceliklerinde yer alabildigi tercih Oncelikli bulanmik HP (the




103

preemptive fuzzy GP) modelidir. Bu modelde, KV’nin tercihini dikkate alan bir ¢6ziim

belirlenmeye ¢alisilir (Ozkan, 2003).

Calismamizin bu boliimiinde Pal ve digerleri (Pal vd., 2003) tarafindan bulanik CALKP icin
onerilen HP yaklasimimi CALKTP’yi ¢6zmede kullanacagiz. Amacimiz 6ncelikle
problemimizin amag¢ fonksiyonlarini, yani bu amagclara karsilik gelen iiyelik fonksiyonlarini
kurmak, tiyelik fonksiyonlarina hedef degerler olarak 1’i atamak ve daha sonra belirlenen her
bir liyelik hedefinin istenilen hedef degerinden negatif yonde sapmasiin agirlikli toplamini

minimum yapmaktir.
Simdi Oncelikle (5.5) deki lineer iiyelik fonksiyonlari i¢in hedef degeri olarak 1’1 atayalim. Bu
durumda tiyelik hedef kisitlarini,

1, (z, (N +r —r =1, g=1.,0

seklinde yazabiliriz. r, =0) ve rq+ (=0), g=1,..,Q degiskenleri sirasiyla hedef degerinden
negatif ve pozitif sapma miktarlarmi gostermek lizere r, -7, =0 olur. Amacimiz r, negatif

sapma degisken degerlerinin agirlikli toplamint minimum yapmaktir. Boylece bu yaklasimda

sadece r, degiskenleri minimum yapilir. Bulanik hedeften pozitif sapma miktarlan tyelik

fonksiyon degerinin tam tatmin olmasi anlamia gelmektedir. Bu nedenle 7, degiskenlerinin

minimum yapilmasi aslinda gereksizdir.

Uyelik hedeflerinin Lineerlestirilmesi

z,—7, P(x
H,(z,(x) =~ ?”:Dq( ) , ¢ =1,..,0 oldugundan
247 % q(x)

R =r "D (x) ve R =r'D, (x)
degisken doniistimleri ile,

1, (z,))+17 —r"=1= P(x)+R.-R'=D,, g=1,..,0

lineer denklemleri elde edilir. 7,77 >0 ve D,(x)>0 oldugundan R, R >0 ve

(x)

R, -R; =0 olur. 7, nin minimum yapilmasi oraninin minimumunu bulmaya

q

esdegerdir. Uyelik hedefleri tam tatmin oldugunda negatif sapma degisken r, =0, tyelik
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hedefleri hi¢ tatmin olmadiginda 7, =1 olur. Boylece ¢oziimde r, <1 esitsizliginin

q

D, (x)

bulunmasi, problemin modelinde <1, yani R —D, (x)<0 kisitimin bulunmasini

gerektirir. Burada 7 pozitif sapma degiskeninin minimum yapilmasimin gereksizligi

konusundaki tartigmaya dayanarak, bu degiskene karsilik bdyle bir kisit model

formiilasyonunda yer almaz.

S6z konusu sartlar altinda (5.7) problemimizin HP model formiilasyonu asagidaki gibidir:

0
Amag: min Z w, R,
q=1
Kisitlar: P(x)+R -R =D,
R, —D, (x)< 0

Vx=(x,)eS, R,R >0, g=1...,0.

Burada w, ( 2>0) niimerik agirliklari, sapma degiskenlerinin agirliklaridir ve bulanik

hedeflerin goreceli Onemlerini yansitir. Bu agirliklar KV tarafindan cesitli sekilde

belirlenebilir. Mohamed (Mohamed, 1997) tarafindan Onerilmis agirliklandirma plani

sOyledir:
1 - . . ) )
Ty s [zq ,zq] araliginda lineer ve monoton artan fonksiyon ise
— q q
w, = 1 q=1...,0
s JI [z;“, zq] araliginda lineer ve monoton azalan fonksiyon ise
q

Calismamizda w, ( 20) agirhik degerlerini, toplamlar1 bir olacak sekilde esit agirlikli olarak

belirleyecegiz. Fakat istenirse agirliklar, amaglarin 6nem derecesine gore farkli alinabilir veya

Mohamed tarafindan verilen yaklagimla da belirlenebilir.
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5.2.1.5.1 Acgiklayic1 Ornek:

(5.10) da verilen tiyelik fonksiyonlar1 i¢in {iyelik hedef degerleri olarak 1’1 atayalim.

Lz ()1 —r =12 -20.366 x,, —80.328 x,, +114.251x,, +36.193 x,, —2.269 = =1
X, 3%, + X, +2x,, +2
—2.563x,, —5.127 x,, —2.894 x,, +4.631x,, —12.652  _

+r, —r, =1
X, +2x, +3x,, +x,, +4

w(z,X)+r, - =1=

53.591x,, —14.02 x,, +47.204 x,, —1.245x,, —8.877 et
2x,, + X, +Xx,, +3x,, +5

(X)) +ry =1 =1=

Burada r,, 7720, " r’ =0, ¢g=1,2,3 tiir. Formiilasyonda paydalar esitlenerek ve

R =1 (x,+3x,+x,+2x,+2) ve R =r"(x,+3x,+x,+2x,+2),
R, =r, (x,+2x,+3x, +x,, +4) ve R, =r (x,+2x,+3x,, +x,, +4),
R, =1, 2x,,+x,+x,, +3x,,+5) ve R, =r 2x,+x,+x,, +3x,+5)
degisken doniistimleri yapilarak her bir amag i¢in sirasiyla,

—21.366 x,, —83.328 x,, —113.251x,, +34.193x,, + R, — R =4.269,
—3.563x,, —7.127 x,, —5.894 x,, +3.631x,, + R, — R, =16.652,

51.591x, —15.02x,, +46.204 x,, —4.245x,, + R, — R, =13.877

lineer denklemleri elde edilir. 7,’,7" >0 ve D,(x)>0, g=1,2,3 oldugundan R, R; >0 ve

R, R; =0, ¢g=1,2,3 olur.
<1, r, <1 ve r, <1 esitsizliklerine kargilik sirasiyla,

R —(x;, +3x, +x,, +2x,, +2)<0,

R —(x,,+2x,+3x,, +x,, +4)<0,

R, —(2x,, +x,, +x,, +3x,, +5) <0

kisitlart bulunur.

Uyelik hedeflerinin agirliklar: w,, q=1,2,3 olmak iizere, (5.11) problemi i¢in Archimedian

bulanik HP modeli,
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Amag: min w; R +w, R, +w, R}

Kisitlar: —21.366 x,, —83.328 x,, +113.251x,, +34.193x,, + R, — R’ =4.269
—3.563x,, —7.127 x,, —5.8%4 x,, +3.631x,, + R, — R, =16.652
51.591x,, —15.02x,, +46.204 x,, —4.245x,, + R, —R; =13.877
R —x,-3x,—x,,—2x,<2
R —x,,—2x,-3x,, —x,, <4
Ry —2x,, —x, =X, —3x, <5
X, +x, <150, x,, +x, <250, x,+x, =250, x,+x, =350
X = (X)), X5, X%, %) 20, R, R7 20, ¢=1,2,3

olur. Bu problem 6rnegin w, =w, =w, =1/3 esit agirliklar1 alinarak GAMS paket programi

ile ¢oziildiigiinde, minimum agirlikli toplam sapma miktar1 285.962 degeriyle ¢6ziim takimi

olarak X =(x,,,X,,,X,,,X,,) =(49.717,100.283,0.283,249.717) noktas1 bulunur. Elde edilen

x zayif etkin noktasi, Pareto-optimallik testi geregi, alternatif ¢oziim olmadigindan, ayni

zamanda Pareto-optimal nokta olur. Ayrica z(z,(x))=0, u,(z,(x))=0.993154,
M (2,(x)) =0.997746  iyelik  degerleri ve  z;(x)=0.001173, 7,(x)=0.001981,

23(x) =0.001048 amag¢ fonksiyon degerleri bulunur. Mohamed’in agirliklandirma plani

uygulanirsa

W, =— ! — = ! =19.23076,
z, -z 2.111-2.059

W, = — ! — = ! =1.199040,
2,—2, 4.972-4.138

w; = ! ! =20.408163

Z—z" 1.736-1.687
agirliklart ve normalize edilerek w =(0.470903,0.029360,0.499735) agirlik vektori elde
edilir. Bu agirliklarla bulanik hedef programlama problemi ¢oziildiigiinde az once verilen
¢Oziim takimi de§ismeden kalmasina ragmen, minimum agirlikli toplam sapma miktar
402.518 olmustur. Goriildigi gibi, hedeflere farkli agirliklar atayarak hedef degeri “1” den

oransal olarak negatif yondeki sapmalarin toplam miktarini minimum yapacak sekilde negatif

yondeki sapma miktarlarini bulan ¢éziimler aragtirilmastir.
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5.2.2 Non-Lineer Uyelik Fonksiyonlarinin Kullamldig Yaklagimlar

CALKTP’yi ¢6zmek i¢in, (5.3) ifadesinde verilen lineer iiyelik fonksiyonunu kullanan

bulanik yaklagimlarimiz Kisim 5.2.1°de verilmisti.

Bu kisimda ise non-lineer (hiperbolik,

iistel ve parcall lineer) iiyelik fonksiyonlarini kullanan bulanik ¢6ziim 6nerilerimiz ile (5.1)

problemi ¢oziilecektir.

5.2.2.1 Hiperbolik Uyelik Fonksiyonlari ile CALKTP’nin ¢oziimii

Leberling (1981) tarafindan tanimlanan hiperbolik {iyelik fonksiyonundan faydalanarak,

CALKTP’nin g¢. lineer kesirli amag

fonksiyonuna karsilik ,u: (Zq(X)) hiperbolik {iiyelik

fonksiyonunu:
0, z,<z
1 1 " .
,u:(zq(x))= Etanh(zq(x)—bq)aq+§, z, <z,52,5 q=1..,0 (5.14)
1, z,> 2,
veya esdeger olarak
0, z,<2
(zy(x)- 4 ;quq 2y (%) - 4 ;quq
e —e
1
H *
=< —+4+ = - , " < < 5 = 1, .
1, (z,(x)) 5 e e 2, 22,525 4 o
(zg(X) - =y ~(z(X)- )y
e e
1, Z,>72
ile tamimlayalim. Burada «a,, ¢=1..,0 bi¢im parametresidir. Literatiirde genellikle

3

* m
q

(04
q
44

2

(Leberling, 1981) olarak alinmaktadir. b, ifadesi ise ,uf (z,(x))=0.5 olacak

sekilde z (x) in degerini gosterir ve tiyelik fonksiyonunun biikiim noktast ile ilgili degeridir.

m

q q

Leberling tarafindan b, =

olarak alinmistir (Sakawa, 1993).

(5.14) deki hiperbolik iiyelik fonksiyonu agagidaki 6zelliklere sahiptir:
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,uqH (z,(x))iiyelik fonksiyonu [z;",z;] aralifinda z_ (x) ’e gére kesin monoton artan

bir fonksiyondur.
.t

,u: (Zq (x)) tyelik fonksiyonu [Z;",ZZ] araliginda zq(x)s ise kesin konveks,

m * m

. . +2,
z,(x) 2~ 5 * ise kesin konkav ve z (x)=

q q

ise 1 dir.

2
Tim xeR" ler i¢in 0< ,uf (z,(x)) <1 esitsizligi gegerlidir: Dolayisiyla ,uf (z,(x)
hiperbolik tiiyelik fonksiyonunun alt asimtotik fonksiyonu ,uf (z,(x))=0 ve iist

asimtotik fonksiyonu ise ,uf (zq (x)) =1 dir.

>

ﬂ 4

1.0

0.5

Sekil 5.1 ,uf (z,(x)) Hiperbolik Uyelik Fonksiyonu

Sekil 5.1°de verilen grafikte goriildiigii gibi, hiperbolik tiyelik fonksiyonundaki tatmin artis

orani, lineer iiyelik fonksiyonundaki gibi daima sabit degildir.

(5.7) deki Zimmermann’in min operatdr modeli ve (5.14) deki hiperbolik tiyelik fonksiyonu

kullanilarak,
Amag: max A
G- ey - e,
1
Kisitlar: 1z (X)) ==+ : : >, q=1.,0
o (2g(0 - %4 gy T
q 5 14 2 q
(5.15)

xeS, 1>20
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non-lineer programlama problemi elde edilir.

Teorem 5.3: (1, x ), (5.15) probleminin optimal ¢6ziimii olmak iizere; A°, 0<A <1
esitsizligini saglar.

Ispat: Tim xeR" vetim g=1.,Q i¢in 0<y; (z,(x) <1 dir.

A=ty (2, (X)) =min() (7, N) = (7, () ve  0<p(z,(x) <1 oldugundan
0<A <1 dir. 0

,uqH (z,(x)) tanjant hiperbolik iiyelik fonksiyonlari ve z (x) lineer kesirli fonksiyonlarinin her

ikisi de non-lineer yapida oldugundan, (5.15) formiilasyonunda basitligi saglamak igin

Leberling’in (1981) déniisiimiinii uygulayabiliriz.

A" >0 oldugundan (5.15) problemini yeniden diizenleyerek,

Amag: max A
lar- < 1 1

Kisitlar: ﬂ_ztanh(zq(x)—bq)anrE , q=L1..0
xeS, 120

ya da esdeger olarak,

Amag: max A

Kisitlar: h G s i -1

1sitlar: tanh ((z,(x) — 5 )a)22A-1), ¢q=1.,0

xeS, 120

seklinde yazabiliriz.

“ tanh > tanjant hiperbolik fonksiyonu ve * tanh ' ters tanjant hiperbolik fonksiyonu, x’ e

gore kesin monoton artan oldugundan,

Amag: max A
. - Z +2,
Kisitlar: tanh™ (2A-1) <, (z,(X)— 5 ), ¢g=1.0 (5.16)
xeS, 120

elde ederiz.
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x,., =tanh' (2A-1)

dersek,

1 1
A =—tanh += 5.17
5 tanh (%) +— .17)

olur. tanh(x) fonksiyonu, x’ e gdre kesin monoton artan fonksiyon oldugundan, A nin
maksimizasyonu x,,, ’in maksimizasyonuna esdegerdir. Boylece (5.16) problemini asagidaki

non-lineer programlama problemine doniistiirebiliriz:

Amag: max x,

Kisitlar: s | FtE _ 5.18

1s1tlar: a, zq(x)—xm_aq T , q=1..,0 (5.18)
xeS,1>20.

Bu problemin optimal ¢6ziimii (x: X ) olsun. (5.17) ifadesini kullanarak (5.18) probleminin

+1°

optimal ¢6ziimii,
A x*)—(ltanh(x* )+l X)
4 2 n+l 2’

olur.

(5.15) probleminin optimal ¢dziimiiniin pareto-optimalligi ile ilgili olarak da Leberling’in

CALP i¢in ispatladigi teoremden faydalanarak CALKTP i¢in asagidaki teoremi verebiliriz:

Teorem 5.4:

1. (A", x), (5.15) probleminin bir optimal ¢dziimii ise; X , CALKTP’nin bir zayif Pareto-
optimal ¢oziimiidiir.

2. (A',x)), (5.15) probleminin yegane optimal ¢dziimii ise; X , CALKTP’nin Pareto-optimal
¢cozimiidiir.

Ispat:

1. x, CALKTP’nin bir zayif Pareto-optimal ¢6ziimii olmasin. O halde z, (x)< z, (%),
g=1,..,0 olacak sekilde X(# X)) uygun ¢0ziimili mevcuttur. ,uf (z,(x)), z, (x) e gore
kesin monoton artan oldugundan 4, (z, (x)) < i, (z,X), g=1.,0 elde edilir.

Boylece,
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olurkibuda (1°,x") *m optimalligi ile celisir.

2. x, CALKTP’nin bir Pareto-optimal ¢dziimii olmasin. O halde baz1 j’ler icin
7,(x)<z,(X) ve her g=1.,0 , g#j i¢in z,(x)<z,(X) olacak sekilde X(#x)
uygun ¢0zimii mevcuttur. ,u:' (z,(x)), z,(x)’e gore kesin monoton artan oldugundan
bazi j’ler icin wi(z, () <u!(z;(%) ve her g=1.,0, g=#j i¢in
,uf (z, (x)) < ,uf ((z,(X)) demektir. Boylece,

A= min (2, ()< min g (z,(%) =4
elde ederizkibudaya A" <A yada A =1 olarak (A",x")’mn yegane optimal ¢dziim
olmasiyla celisir.

Teoremin ispat1 boylece tamamlanir. 0

5.2.2.1.1 Agiklayic1 Ornek:

(5.11) problemini ele alalim. Cizelge 5.1°1 gbézoniine alarak, (5.14)’de tanimlanan hiperbolik

tyelik fonksiyon i¢in «,, g =1,2,3 bi¢gim parametre degerlerini

a, = ! =38.46154, o, =— ! =2.398082, a,= =40.81633

* m m * m

474 L% SRR
2 2 2

olarak secelim. (5.18) modeline karsilik kurulan;

Amag: max x,

m + *
Kisztlar: a,z,(X)—x, > {Z‘ 5 “ }a,

NSRS
0,7, (X)—x, = B a,

'+,
a3z3(x)—x42{ : 5 3}053

X, +x, <150, x,, +x,, <250, x,, +x,, 250, x,, +x,, 2350

X = (X, X5, Xy, %5,) 2 0
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non-lineer programlama probleminde elde edilen parametre degerleri yerine yazilip gerekli

diizenlemeler yapilirsa, problem:

Amacg: max A
Kislar: 3846154, 20 ¥8%, H0x, v 1 0y 1093
| X, 3%, +x,, +2x, +2
2308082 | 2Kt 4%, 1100, #80, 76| 16 92306
X, +2x,+3x, +x,, +4
40.81633.| St N T4 T30 #8169 85714
| 2x, X, H X, +3x,+5

X, +x, <150, x,, +x,, <250, x,, +x,, 250, x,, +x,, 2350

X = (X, X35 Xp15%5,) 2 0

sekline doniisiir. Bu non-lineer problem GAMS paket programi ile ¢oziilerek, x, =0 ve
X =(X,, %%, %,) =(27.963, 121.507, 22.037, 227.963) zayif pareto-optimal ¢ozimii,
Pareto-optimallik testi geregi, ayni zamanda pareto-optimal ¢oziimii elde edilir.
x, =tanh'(24—1) doniisiimiinden A" =0.5 bulunur. O halde (5.11) problemi igin optimal

¢Oziim takimi

(A,x)= (% tanh (x:+,)+%,x*) =(0.5, 27.963, 121.507, 22.037, 227.963)

m *

dir. (5.11) problemi i¢in z (x), ¢=1,2,3 amaglarna karsihk [z,,z,] araliginda z (x)ya

gore kesin monoton artan olarak kurulan ,u: (z,(x)) hiperbolik tiyelik fonksiyonlarinin

|1 8461545 (x)-80.19231 _ -38.461545,(x)+80.19231

(2, () = P + ) 38461545, (x)-80.19231 _ ~38.461545 (x)+80.19231

+

1 2.398082z,(x)-10.92326 672.398082z2(x)+10.92326

1 (2,(X) =—+— - =
22 2 " 23980822, (01092326 ~23980823,(x)+10.92326

40.81633z3(x)—69.85714 6740.8 163325(x)+69.85714

ve 2.(X))=—+—
#5(2;(X)) 2 2 H0BI6335(x)-6985714 ~ ~40816335;(x)+69.85714
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“maxima” ¢izim programi' (2008) ile ¢izilen grafikleri sirasiyla Sekil 5.2, Sekil 5.3 ve

Sekil 5.4 de verilmistir.

1

funi

0.9

0.8 -

0.7

0.6

0.5

0.4

0.3

0.2 -

0.1

(o]
1.95 2 2.05 2.1 2.15 2.2

Sekil 5.2 44 (z,(x)) hiperbolik tiyelik fonksiyonu

1

fun

08

08

07 r

06

0s

04

03 r

02

01

o
-0.645560, 0.984234 2 3 4 5 B 7 B

Sekil 5.3 u,(z,(x)) hiperbolik tiyelik fonksiyonu

1
0.9 r
0.8 -
0.7 -
0.6 -
0.5 ¢
0.4+
0.3 r
0.2+
0.1 1

" fun1l ——

0 L L L L L L L
155 16 165 1.7 175 1.8 1.85 1.9 1.95 2

Sekil 5.4 14,(z5(x)) hiperbolik iiyelik fonksiyonu

! http://www.maxima.sourceforge.net
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5.2.2.2 Ustel Uyelik Fonksiyonlar1 ile CALKTP’nin ¢6ziimii

Cok amaclhi LP problemlerinde iistel iiyelik fonksiyonunu kullanmanin iki avantaji vardir.
Birincisi, “carpim” ve diger ¢esitli non-lineer birlestirme operatorleri kullanildiginda elde
edilen non-lineer problemler lineer probleme déniistiiriilebilir. Ikincisi de, bazi pratik
uygulamalarda lineer liyelik fonksiyonlar yerine {istel iiyelik fonksiyonlari kullanma ile
gercek yasam problemleri daha iyi yansitilmaktadir (Li ve Lee, 1991). Ancak lineer kesirli
fonksiyonlarla calisirken iistel {iyelik fonksiyonlar1 kullanma ile elde edilen avantaj, non-
lineer problemin lineer probleme indirgenmesi yerine gercek yasam problemlerinin daha

gercekei temsil edilmesidir.

Li ve Lee (1991) tarafindan tanimlanan iistel {iyelik fonksiyonundan faydalanarak,

CALKTP’nin ¢. lineer kesirli ama¢ fonksiyonuna karsilik ,qu (z,(x)) Tstel iyelik

fonksiyonunu:
eXp ( . * . mq )’ Z, € (_OO7Z ]
H, (z,(x) = z,~ 2, ! ! (5.19)
1, diger durumda

olarak tanimlayalim. Burada a, , qg=1,..,0 , bicim parametresi olarak bir ayarlama

carpanidir. a,, g=1,..,0 Live Lee (1991]) tarafindan a, =3 olarak alimustir.

(5.19) daki tstel iiyelik fonksiyonu asagidaki 6zelliklere sahiptir:

o ,Uf (z,(x)) iiyelik fonksiyonu [Z;",Z:] araliginda z, (x)’e gore kesin monoton artan
fonksiyondur.
o Vg, e(—0,z,] igin 0< 4, (z,(x) <1 ve p; (z,(x)) =1 dir.

oz, > — gittikge 4, (z,(x)) —>Oolur.
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Sekil 5.5. Ustel Uyelik Fonksiyonu

(5.7) deki Zimmermann’in min operatdr modelini ve (5.19)’daki iistel iiyelik fonksiyonunu

kullanarak,

Amag: max A
a,(z,—z,)
Kisitlar: exp (—) >4 ,qg=1.,0 (5.20)
4~ Zq
Ae[01], xeS

non-lineer programlama problemini elde ederiz.

,uf (z,(x)) ustel tyelik fonksiyonlari ve z ,(X) lineer kesirli fonksiyonlar her ikiside non-

lineer yapida oldugundan (5.19) formiilasyonunda basitligi saglamak i¢in Li ve Lee

(1991)’nin doniistimiinii uygulayabiliriz.

Burada A'=-InA alinirsa,

g %q 7%
A Y 4))< InA

Zq—Zq

q_zq
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Zq Zq

elde edilir. O halde (5.20) problemi,

Amag: min A’
aq(z —2). _ .,
Kisitlar: (———) <AV, ¢g=1.0 (5.21)
Z -z,
(aq(z -z ))20
z,- 2,
xeS, A'>0

problemine indirgenir. Bu problem z (x) lineer kesirli amag fonksiyonlar1 ve A’

degiskeninden dolayr hala non-lineer yapidadir. Dolayisiyla, iistel iiyelik fonksiyonlarini
kullanma avantaji non-lineer problemin lineer programlama problemine indirgenmesi degil

gercek yasam problemlerinin bu kullanim yoluyla iyi temsil edilmesidir. (5.21) probleminin
optimal ¢oziimii (A, x*) ise, A'=—InA doniisiimii ile, CALKTP’nin Pareto-optimal ¢6ziimii

(A", x)=(e",x") olur.

5.2.2.2.1 Agiklayic1 Ornek

(5.11) problemini ele alalim. (5.19)’da tanimlanan f{istel iiyelik fonksiyonu igin bi¢im

parametresini a, =2, g=1,2,3 olarak segelim. (5.20) modeline karsilik kurulan;

Amag: max A
Kisitlar: exp (Z(L)mzl)) > 1 exp ( (Zz(x) Zz)) >
1~ <1 2 _Zz
exp (22002, - )
L3748

X, +x, <150, x,, +x,, <250, x;, +x,, =250, x, +x,, 2350
X = (X, X, X, %) 20, A €[0,1]

non-lineer programlama probleminde Cizelge 5.1’i g6zonline alarak ve  A'=—InA

dontigiimiinii yaparak,



Amag: min A’

Kisitlar:

L X, +3x, +X,, +2x,, +2
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X, +3x, +x,, +2x,+2

0.052

X, +2x, +3x,, +x,, +4

) X, +2x, +8x,, +6x,, +4}_2‘111} 2Hxll +2x,, +8x,, +6x,, +4}_2.111}
<A >0

= Py =

0.052

X, +2x,+3x,, +x,, +4

0.854

| [ 23, + 4%, +10x, +8x, +6}_4'972} ZHZXH +4x, +10x,, +8x,, +6}_4.972}
<A

sA, 20
0.854

2“:6)6” +x,, +4x,, +5x,, +8}—1.736} 2H6x“ +x,, +4x,, +5x,, +8}—1.736}
<A

2x,, + X, + X5, +3%,, +5

2x,, + X, +Xx,, +3x,, +5

0.049

sSA, >0
0.049

X, +x, <150, x,, +x,, <250, x,, +x,, 250, x,, +x,, 2350
X = (X5 X5 Xy %) 20, A'>0

problemini elde ederiz. Bu problem GAMS paket programi ile ¢oziilerek, A'=1.055 ve
X = (X, X100 Xy Xy ) = (26.874,123.126,23.126,226.874)

zayif pareto-optimal ¢6zliimii elde edilir. Pareto-optimallik testi yapildiginda, bu ¢6ziimiin

aynt zamanda Pareto-optimal ¢6ziim oldugu gorilir. A'=-InA  donisiimiinden

A" =0.348192427 optimal degeri bulunur.

O halde (5.11) problemi i¢in optimal ¢6zlim takimi1
(A7,x") =(0.348192,26.874,123.126,23.126,226.874)

dir.
(5.11) problemi i¢in z,(X), g=1,2,3 amaglarina karsilik [z;",zj]] araliginda z (x) ya gore
kesin monoton artan olarak kurulan ,qu(zq (x)) tstel liyelik fonksiyonlarinin

227,(x)—4.222

0.052 )

H, (Zl (X)) =eXp (

22,(x)—9.944

0.854 ):

M,y (Zz (X)) =exp (

22,(x)—3.472

0.049 )

1(z5 (X)) = exp (
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“maxima” ¢izim programl2 (2008) ile cizilen grafikleri sirasiyla Sekil 5.6, Sekil 5.7 ve

Sekil 5.8 de verilmistir.

3

19 2307923076923 e 2 x-4. 222)

a0 r

M

a0 ¢

0
1.3058%, 1211685

0 0s 1 1.5 2 28

Sekil 5.6 4, (z,(x)) tstel iiyelik fonksiyonu

0-007,[47096018735363%e(2"x-9.943999995999995)
0.006
0.005 |
0.004 |
0.003 |

0.002

0.001 ¢

0

-1 -0.5 0 0.5 1 1.5 2 2.5
Sekil 5.7 u,(z,(x)) tstel liyelik fonksiyonu

6e+006

20.40816326530612*%eN2*x-3.472) ——

5e+006 -
4e+006
3e+006 -
2e+006

1e+006 |

0

4 4.5 5 5.5 6 6.5 7 7.5 8

Sekil 5.8 u,(z;(x)) istel tiyelik fonksiyonu

g http://www.maxima.sourceforge.net
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5.2.2.3 Parcah Lineer Uyelik Fonksiyonu

Cok kriterli programlama modellerini ele alan bulanik lineer programlama (BLP)
probleminde lineer iiyelik fonksiyonlar1 kullanildiysa problem tek amagli bir LP problemine
doniistiiriilebilir. Boylece donistiiriilmiis model herhangi bir lineer programlama

algoritmasiyla ¢oziilebilir.

Cok genel non-lineer liyelik fonksiyonlarinin kullaniminda doniistiirme prosesi bir hayli
karigiktir. Non-lineer iiyelik fonksiyonlarina parca parca lineer fonksiyonlarla (piecewise
linear approximation) yaklasarak, non-lineer programlama modelleri bir dizi lineer
programlama modellerine indirgenebilir. Cok sayida lineer yaklasim yapmak yani ¢cok sayida
dogru pargasiyla yaklagsmak kabul edilebilir bir hassaslik saglar. Ancak buna karsilik
dontismiis modelde kisit sayisi, dolayisiyla problem ¢oziimiinde yapilan iglem hacmi artar.
Boylece tipik bir bulanik non-lineer tiyelik fonksiyonu sadece konkav, konveks veya S

-bicimli yapida oldugundan lineer yaklagimlarin sayis1 minimal olmalidir.

Asagida parcali lineer iiyelik fonksiyonlarini kullanan Hannnan’in (Hannan, 1981) ve Yang
ve digerleri (Yang vd., 1991)’nin BLP i¢in verdigi yaklasimlar CALKTP’ne uygulanacak ve

yaklagimlarimiz temel 6rnek problem iizerinde aciklanacaktir.

5.2.2.3.1 Hannan’in Yaklasimi (Hannan, 1981)

E.L.Hannan (Hannnan, 1981), Leberling’in hiperbolik iiyelik fonksiyonundan farkli olan ve
parcali lineer {iiyelik fonksiyonunu kullanan bir yaklagim Onermistir. Bu yaklasim,
Zimmermann’in lineer iiyelik fonksiyonunun bir uzantisidir. Yaklasimda KV’nin, CALP

problemindeki z, (x) amag¢ fonksiyonunun gesitli degerleri i¢in tyelik fonksiyonlarinin
derecesini belirledigi varsayillmaktadir.
Hannan’in pargali lineer iiyelik fonksiyonundan faydalanarak, CALKTP’nin ¢. lineer kesirli

amagc fonksiyonuna karsilik ,u; L(zq (x)) pargali lineer tyelik fonksiyonunu:

N,

w00 =2 a, |50, |+ Bz,00+7, (5.22)

J
olarak tanimlayalim. Burada
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Vg = (sq’NqH +s,0/2, g=1..,0; j=L.,N, (N,, par¢alanma noktalarinin sayist)

dir. Her bir g, <z (x)<g,, dogru parcasi i¢in bu pargali lineer iyelik fonksiyonunun
/J;L(Zq(X))Itquq(X)-i-Sqr oldugunu kabul ediyoruz. Burada 7, ve s, ler sirasiyla
(g,,1-8, ] aralifinda ,U;L(Zq(X)) ‘nun  egimini ve u ekseninde kestigi noktayi
gostermektedir. 4" (z,(x)) 'nin degerleri iiyelik derecesini gdsterdiginden tim z, (x),

g=1.,0 ler igin 0< 1) (z,(x)) <1 dir.

"

Sekil 5.9 ,u; L(zq (x)) parcali lineer tiyelik fonksiyonu.

KV’nin bulanik hedeflerine gore kurulan pargali lineer iiyelik fonksiyonu kullanilarak

CALKTP i¢in Zimmermann’in “min” operatdr modeli:

Amag: max A
Kisitlar: ,u:L(zq xN=4 , g=1.,0 (5.23)
xeS,A>20

seklindedir. Bu problemi hedef programlama problemi olarak ifade etmek tizere g degerini,

J. noktada g. lineer kesirli amag fonksiyonu z (x) i¢in hedef degeri olarak; d;j ve d;

degiskenlerini de j. nokta icin sapma degiskenleri olarak tanimlayalim. O halde problem

icin hedef kisitlarini
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Zq(x)—d;, +d, =g,

zq(x)—d;“Nq +dq_Nq = 8yn,

seklinde yazabiliriz. Boylece Hannan’in yaklasimindan faydalanarak ,qu(zq (x)) pargali

lineer tiyelik fonksiyonu,
Nq

et (2, ()= a, (d)+d, )+ Bz, +7, . q=1..0
j=1

olur.

Boylece (5.23) problemi asagidaki hedef tipli kisitlara sahip bir non-lineer programlama

problemine doniisiir:
Amag: max A

Nq
Kisitlar: Hy (2,0 =D, (dy +d )+ B2, +y, 24 . g=1..,0 (5.24)
g=1

z,(X)—d,; +d ; =g,
4=1,.0; j=1..N,
xeS, 120

d} 20,d,, >0

g=1..0; j=L..N,
Ayrica Hannan 1981°deki ¢aligmasinda bulanik karar yerine, herbir parcali lineer iiyelik
fonksiyonu igin 4 (0<g <1), g=1..,0 hedef degerlerini ve hedefler arasinda £,
[ =1,..., L Onceliklerini belirlemistir (Sakawa,1993, sayfa 75). Boylece ¢ok amacli non-lineer

kesirli tagima problemimizi asagidaki genel bulanik non-lineer hedef programlama tagima

problemine doniistiirebiliriz:
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L
Amag: min P ( Z e;)
=1 qEI]
Kisitlar: w2, () —e +e, =4, , g=1.,0 (5.25)

z,(0)—d;+d; =g,
4=1..Q; j=1..N,
xeS, 4120

d;;20,d,>20, g=1,..,0; j=1...N,

e 20,¢ 20, g=1,..,0
Burada 7, #<J, [. oncelik sinifindaki amag fonksiyonlarmin indis kiimesini ve e;, e,
lerde sapma degiskenlerini gostermektedir.
Elde edilen (x,A") ¢oziimiiniin Pareto-optimalligi i¢in Pareto-optimallik testi yapilir ve

herbir amag i¢in g (z,(x)) , ¢ =1,..,Q tatmin seviyeleri bulunur.

Aciklayici Ornek 1:
Kisim 5.2.1.3’de verilen Temel Ornek Problem’i ele alalim. KV tarafindan saglanan z,(x),
Z,(X), z;(x) amag fonksiyon degerleri ve karsilik gelen liyelik fonksiyon dereceleri sirasiyla

Cizelge 5.4, Cizelge 5.5 ve Cizelge 5.6’da verilmistir.
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Cizelge 5.4 1, (z,(x)) pargalt lineer iiyelik fonksiyonunun elde edilmesi

KV’den saglanan bilgiler

Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde edilmesi

,Lll(Zl(X)) Zl(X) /u](zl(x))ztlr 3 (X)+Slr, r:1a273
0 _ _
Su=3'=2059 | 045-0 _ go00,
2.08361-2.059 =
0.45 8 =2.08361 |, (z,(x)=18.28822-z,(x)—37.65544
0.45 =2.08361 80-0.
& g, = 0807045 00065
2.09572-2.08361
51, = 14,(2,(X)) — 1,2, (X) ==59.73017
0.80 812 =2.09572 1)) (7 (x))=28.88265-7,(x)—59.73017
0.80 =2.09572 ~0.
812 =2.095 f=—7980 1300043
2.111-2.09572
513 = 14, (2,(X)) — 1,32, (X) = —26.63807
1 8=2 =2111| (7 (x))=13.09243- ,(x) —26.63807
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Cizelge 5.5 u,(z,(x)) parcali lineer iiyelik fonksiyonunun elde edilmesi

KV’den s

aglanan bilgiler

Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde edilmesi

H,(2,(X))

Z,(X)

,le(Zz(X)):fzr Zz(x)+szr , r=123

gy =20 =4.138

L 0.15-0
' 4.34636-4.138
Sy, = 1, (2, (X)) —1,,2,(X) = =2.97903

=0.71992

0.15 8, =4.34636 | | (7 (x)=0.71992-z,(x)—2.97903
0.15 g,, =4.34636 L - 065-015 ..o

2 4.52878-4.34636

Sy = 1, (2,(X)) —1,,2,(X) = —11.76294
0.65 80 =452878 | | (2 (x))=2.7409-z,(x)—11.76294
0.65 g, = 4.52878 Lo 12065 oo

®4972-452878

Sys = 11, (2,(X)) — 1,32, (X) = —2.92624
1 8y =2, =4.972

10, (2,(X)) = 0.78967 - 7,(X) — 2.92624
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Cizelge 5.6 u,(z;(x)) parcali lineer iiyelik fonksiyonunun elde edilmesi

KV’den saglanan bilgiler Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde edilmesi

/J3(Z3(X)) Z3(X) ,ug(Z3(X))=t3r Z3(X)+S3r’ r=123

0 80=2'=1.687| _  045-0
' 1.71375-1.687
Sy = 14 (25(X)) —1,,2,(X) = —28.38263
0.45 8 =LT1375 | ) (2,(x)) =16.82432- z,(x) — 28.38263

=16.82432

0.45 g, =1.71375 0.60—0.45

t., =
2 1.71541-1.71375
Sy = 1, (25(X)) — 13,2, (X) = —153.75667

=89.98201

0.60 8 = 171541 13, (2,(%)) =89.98201- z,(x) —153.75667
0.60 gn=171541 | 12060 _ o0
B 1736-1.71541 =
Sy = 1 (25(X)) — 15,2, (X) = —32.73158
! 83, =5 =1736 | 1,(z,(x))=19.43068 z,(x) —32.73158

Yukaridaki verilerden yararlanarak herbir amaca ait elde edilen parcali lineer tyelik

fonksiyonlar1 sirasiyla:

0, z(x)<2.059

Hy,(z,(x) =18.28822- 7,(x) —37.65544, 2.059 < z,(x) <2.08361

1, (2,(X)) =9 14,(z,(x) = 28.88265- z,(x) —59.73017, 2.08361 < z,(x) <2.09572 (5.26)
Hy5(z,(x) =13.09243 - 7,(x) —26.63807, 2.09572 < z,(x)<2.111

I, z(x)>2.111

0, z,(x)<4.138

1, (2,(x) =0.71992- 7,(x) —2.97903, 4.138 < z,(x) < 4.34636

11, (2, (X)) =4 1, (2,(X) = 2.7409- 2,(x) —11.76294, 4.34636 < z,(x) <4.52878 (5.27)
f;(2,(X) = 0.78967 - 2, (x) — 2.92624, 4.52878 < z,(x) <4.972

1, 2,(x)>4.972
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0, z3(x)<1.687

15, (2,(x) =16.82432 - z,(x) — 28.38263, 1.687 < z,(x) <1.71375

H(Z5(X)) =< 1, (25(x) =89.98201 - 7,(x) —153.75667, 1.71375 < z,(x) <1.71541 (5.28)
M5 (25(X) =19.43068 - z,(x) —32.73158, 1.71541< z,(x) <1.736

I, z;(x)>1.736

seklinde yazilabilir. Bu tiyelik fonksiyonlar1 sirasiyla Sekil 5.12, Sekil 5.13, Sekil 5.14°de

gosterilmistir.
F 3
1(z(x))

1o-----------=----------2
I
I
080 - ____ !
| I
| I
| I
| I
| I
| |
| |
| |
| |
0450 _ - ______ | |
I | |
I | |
0 1 | |

» 7.(x
2.059 2.08361 2.09572 2.111 '()

Sekil 5.12  z4(z,(x)) parcali lineer liyelik fonksiyonu

to(z(x) T

1.0 f---m e

065 —====-==-=---~

045L - - oo oo - -

P 7.(x
4.138 4346306 452878 4972 2()

Sekil 5.13 1,(z,(x)) parcali lineer iiyelik fonksiyonu
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w(z3(x) T

10 |mmmmmm e

060L - - -

045 - - - - - - - —

P 7.(X
1.687  1.71375 1.71541 1.736 (%)

Sekil 5.14 p,(z,(x)) pargali lineer iiyelik fonksiyonu

Hannan’in yaklagimindan ve Cizelge 5.4, Cizelge 5.5, Cizelge 5.6’daki verilerden
faydalanarak her bir amaca karsilik gelen ,u:L(zq(X)), g=1,2,3 parcali lineer iiyelik

fonksiyonlart:
w(z (X)) =0, (d+d, )+ e, (dlz +d)+ Bz (X)+7,

S13 +S11

+ + +1
yl(zl(x))— 5 i (d +d)+ ‘32 iy (d12+d12)+”T 7, (X)+ 5

14,(z,(x)) =58.297215-(d, +d;;)—7.89511-(d}, +d;,) +15.69033- z,(x) —32.14676

1(2,(X) =y, - (dy +dy) + oy, - (dyy +dp) + B, 2,(X) +7,

Sy + 8y

+1
,u2(zz(x))=sz (d21+d21)+ 5 2o (d22+d22)+TZI'Z2(X)+ >

1, (2,(x)) =1.01049- (d;l +d,,)—0.97562- (al;2 +d,,)+0.7548 - z,(x) —2.95264,
(X)) =0, -(dy, +dy)+ s, - (dy, +dy) + fy - 2,(X) + 7,

+ + +t S:, T8
(2 (0) = 2“ (&5, +di) + 2” (d5, +di) + 220 S

1,(2,(X)) =36.57885- (d?, +d;) —35.27567 - (d3, +d;,) +18.1275- 2,(x) —30.55711

ve hedef kisitlart:
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LX) —d +d, =g, = 7,(X)—d, +d;, =2.08361
2 (X)—dj, +d, = g, = 7,(X)—d, +d;, = 2.09572
5 (X)—d;, +dy = gy = 2,(X) —ds, +dy, = 4.34636
,(X)—d}, +d5, = 8,, = 2,(X)—d5, +d5, =4.52878
7,(X)—d;, +d;, = g, = z,(X)—d;, +d;, =1.71375
7,(X)—d,, +d;, = g, = z,(X)—d5, +d, =1.71541

yazilabilir. Boylece CALKTP i¢in Zimmermann’in “min” operatdr modeli, asagidaki hedef

tipli kisitlara sahip bir non-lineer programlama problemine doniisiir:

Amag: max A

Kisitlar:

1(z,(x) =58.297215-(d,, +d,,)—7.89511-(d}, +d,) +15.69033- z,(x) —32.14676 > 1
1,(2,(x) =1.01049-(d;, +d,,) —0.97562-(d,, +d,,) +0.7548 - z,(x) —2.95264 > 1

14,(z,(x) =36.57885 - (d5, + d;,) —35.27567 - (d;, +ds,) +18.1275- z,(x) —30.55711> 4

2,(x)—d, +d;, =2.08361, 7 (X)—d}, +d, =2.09572
2,(X)—d}, +d;, =4.34636, 2,(X)—d}, +d;, =4.52878 (5.29)
LX) —d, +d;, =1.71375, LX) —di, +d;, =1.71541

X, +x, <150, x,, +x, <250, x,, +x,, 250, x,+x, =350
A20,d;,20,d,,>0, ¢g=1,23; j=1,2
Herbir parcali lineer tyelik fonksiyonu igin hedef degeri 4, =1, g=1,2,3 ve hedefler

arasinda P, [=1,...,L oOncelikleri kullanilarak da ¢ok amacli non-lineer kesirli tasima

problemi asagidaki bulanik non-lineer hedef programlama problemine doniistiiriilebilir:
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Amag: min (e, +e, +e, +e +e, +e3)

Kisitlar:

14,(z,(x))=5.297215-(d,, +d,;)—7.89511-(d, +d,) +15.69033- z,(x) —32.14676—¢, + ¢, = f1, =1
14,(2, () = 1.01049 - (&5 +d5 ) —0.97562 - (d, +d3,) +0.7548 - 2, (x) — 2.95264 — ¢’ +¢; = f1, =1

11,(25(X) =36.57885- (5 +d;) —35.27567 - (d, +d5,) +18.1275- 2,(x) 3055711} +¢; = f1, =1

7,(x)—d’ +d;, =2.08361, 7,(X)—d +d;, =2.09572 (5.30)
2, (X)—d;, +d; =4.34636, 2,(X)—d2, +d;, =4.52878
(X —d; +d; =1.71375, 7 (X)—di, +d, =1.71541

X, +x, <150, x, +x, <250, x,, +x, =250, x,+x, =350

d;;20,d,;>20,e,20,e,20,4=1273; j=12.

Burada e; >0, e, 20 ¢=1,2,3 tiyelik fonksiyonlar ile ilgili, d,; >0, d_; >0, ¢=1,2,3,
Jj =1,2 de amag fonksiyonlari ile ilgili sapma degiskenlerini gostermektedir. (5.30) problemi
GAMS paket programi ile ¢dziiliir. Elde edilen x =(x,,,x,,,%,,,%,,) =(0,150,50,200) zayif

Pareto-optimal noktasi, Pareto-optimallik testi geregi, alternatif ¢oziim olmadigindan, aym

zamanda Pareto-optimal noktadir. Ayrica 6rnek problemin diger sonuglar1 olarak: sapma
degiskenleri ¢ =0, ¢ =0, e, =0, e;=0, e =0, e =0, d;=0.027, d;=0,
d,=0015, d,=0, d,,=0495, d,,=0.704, d,,=0, d,,=0.391, d; =0.014,
d,; =0.040, d;,=0, d,,=0.028; ama¢ fonksiyon degerleri z (x)=2.110865,
Z,(x) =4.137615, Z;(x) =1.686957 ; amaglardan  saglanan  tatmin  dereceleri
1 (z,(x))=0.99828, 1,(z,(x))=0, 1;(z;(x))=0 elde edilmistir. Dolayisiyla (5.29)

problemi i¢in A" =0 dir.

5.2.2.3.2 Yang ve digerleri’nin Yaklasim (Yang vd., 1991)

Yang ve digerleri (1991) bulanik ¢ok amacl lineer programlama problemlerini ¢6zmek igin,
non-lineer iiyelik fonksiyonlarna pargali lineer fonksiyonlarla yaklasan; lineer ve/veya
tamsay1 programlama metotlarinin {iistiinliiglinden yararlanan; Hannan’in yaklagimina gore
daha avantajli olan bir metot 6nermistir. Bu metotta, biitiin {iyelik fonksiyonlarinin tiimii

konkav ise doniismiis model bir LP modeli olur; eger herhangi bir {iyelik fonksiyonu non-
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konkav (yani konveks ya da S -bi¢imli) ise bulanik ¢cok amagh lineer programlama modeli

hem siirekli hem de 6, € {O, 1} binary degiskenlerine sahip bir tamsayillt LP modeline

dontigiir. Bir S -bicimli tiyelik fonksiyonu, konveks ve konkav kisimlarma bdliinebilir.

Konkav ~ kisimlarindaki ~dogru parcalar1  higbir &5,  ayrnik degisken kullanimini

gerektirmediginden, modeldeki binary degiskenlerinin sayist konveks kisimlarini birlestiren

dogru parcalarinin sayisiyla siirhdir.

(i) Konkav Parc¢ah Lineer Uyelik Fonksiyonu
Yang ve digerleri’nin yaklagiminda konkav bir g, uyelik fonksiyonuna N, sayida dogru
pargalarl ile yaklasilmaktadir. Yontemi agiklamak igin Sekil 5.15’deki gibi g, pargali lineer

konkav tiyelik fonksiyonunu g, ve u , gibiiki tane dogru pargasinin birlesimi olarak alalim.

Yani [b, —d

q1?

b,] araliginda konkav tyelik fonksiyonu 4 =, N, = min{ Hyps ,qu}

ifadesi ile olusturulur.

w(z3(x)) T

1.0

0.5-

e

b‘f&_“"fﬁ 'b‘-‘r.l_d”a Iir]"-‘r.l b'-’.l

Sekil 5.15 Pargali lineer konkav tiyelik fonksiyonu

Bir pargali lineer iiyelik fonksiyonu ile bir bulanik hedef, basit lineer iiyelik fonksiyonlart ile

bircok hedefe boliinebilir. Ornegin Sekil 5.15°deki gibi KV’nin ¢. amag¢ fonksiyonuna ait

tiyelik fonksiyonu g (z, (X)) ,
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1, < (X) > qu
b, —z,(x)
1_q2d—’ bqoszq(x)squ
9
by —z,(%)
l—qld—, bql—dq] qu(x)<bq0
il
0, diger durumda

ise, 4 (z,(x)) ’in g, ve u , lineer parcalarina, hedeflerine gore boliinmesi

#y (2,(%) =

Hy, (2,(%) =

seklinde olur

Amag:

Kisitlar:

1, z,(x) > bq]
b —z (x)
q q
1--4 y , bql—dq] qu(x)<bq]
q
0, diger durumda
1, z,(x) > qu
b —z (x)
q q
1— zd i qu— qzﬁzq(x)<bq2
9
0, diger durumda

. Elde edilen formiilasyon Zimmermann yaklagimu ile:

max A

U224, qeKc{l,..0}
Ho2A, geKc{l,..,0}

w(z)2 2, te{l,,0}-K

xeS, 4120

(5.31)

dir. Burada ¢ indisi non-lineer iiyelik fonksiyonlari ile, ¢ indisi de lineer {iyelik fonksiyonlar

ile iliskilidir.

Genellestirirsek, g, ve u,, lineer fonksiyonlari, Hannan’in yaklagiminda ifade edildigi gibi,

1,,ve s, ler sirasiyla

(g, .8, ] araliginda 4 ;(z, (x))’nun egimini ve 4 ekseninde
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kestigi noktayr gostermek lzere u =t .z (X)+s,;, ¢=1.,0, j=1..,N,  formunda da

verilebilir. Bu durumda model s6yle yazilabilir:

Amacg: max A

>A ,qeKc{l,.,0} (5.32)

Kisitlar: Ly =1,2,(X)+s, 2

My =1,2,(X)+5,, >A geKc {1,..,Q}

Hyng =lgn,2q®) + 5y, 22 geK c{l,...0}

q

w(z)= 2, tef{l,.,0}-K

xeS,1>0.

Yang ve digerlerinin bu yaklagiminda (5.32) problemi bir LP problemidir. CALKTP igin
(5.32) modeli ise, z,(x) fonksiyonlar1 lineer kesirli yapida olduklarindan, non-lineer bir
model olur. Non-lineer programlama problemini ¢dzen herhangi bir paket program yardimiyla
bu problem ¢oziilebilir. Elde edilen (x',2") ¢Oziimiiniin Pareto-optimalligi i¢in Pareto-

optimallik testi yapilir ve herbir amag i¢in g, (z,(X)), g =1,..,Q tatmin seviyeleri bulunur.

Aciklayici Ornek:
Kisim 5.2.1.3de verilen Temel Ornek Problem’i tekrar ele alalim. KV tarafindan saglanan
71(X), z,(X), z3(x) amag fonksiyonlarma ait g, i i=1,2,3; j=0,1,2 degerleri ve karsilik

gelen liyelik fonksiyon dereceleri sirasiyla Cizelge 5.7, Cizelge 5.8 ve Cizelge 5.9°da verilmis

olsun.
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Cizelge 5.7 u,(z,(x)) konkav pargali lineer iiyelik fonksiyonunun elde edilmesi

KV’den saglanan bilgiler Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde

edilmesi

w1 (z,(X) | z(x) wu(z(x)=t,z,(x)+s,,, r=12

" 2.09572-2.059
s, = 1y (z,(X)) — 1,2, (X) = —44.85840

=21.7865

0.80 8u=2.09572 |, (z,(x))=21.7865- 7 (x)—44.85840
0.80 g =209572 | 1080  _ o000
22.111-2.09572
* 51, = 14, (2, (X)) —1,,2,(X) = —26.63088
1 8.=2 =211 1 4 (7 (x)) =13.0890- 7, (x) — 26.63088

Cizelge 5.8 u,(z,(x)) lineer liyelik fonksiyonunun elde edilmesi

KV’den saglanan bilgiler Uyelik fonksiyonunun lineer parcasinin elde edilmesi
/Jz(ZZ(X)) ZQ(X) ,uz(zz(x)):tzr < (X)+S2r7 r=1
O p— m == —
go=2 =418 | 170 ;9904
4.972-4.138 =
Sy, = 1, (2,(X)) —1,,2,(x) =—4.96163
1 81 =2=4972 | 1 (z,(x))=1.19904-7,(x) —4.96163




134

Cizelge 5.9 u,(z;(x)) konkav parcali lineer iiyelik fonksiyonunun elde edilmesi

KV’den saglanan bilgiler Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde edilmesi

#((0) | (%) (2 (X)) =1y, () +s5,, r=1,2

0 8y =2 =1.687 0.60—-0

t, = =21.11932
¥ 1.71541-1.687

531 = 15(25(X)) — 15,2, (X) = —35.62829

0.60 8 =LT1541 1) (7,(x)) =21.11932- z,(x) —35.62829
0.60 =1.71541 —0.
% b, =——000 19 45601
1.736-1.71541

Sy = 13(25 (X)) — 1,2, (X) = =32.72512
1 82 =2 =L736 | ;| (7.(x))=19.42691-z,(x)—32.72512

Yukaridaki verilerden yararlanarak elde edilen herbir amaca ait konkav parcali lineer iiyelik

fonksiyonlart:

0, z(x)<2.059

H,(z,(x) =21.7865- z,(x) —44.85840, 2.059 < z,(x) <2.09572
5 (z,(x) =13.0890- z,(x) —26.63088, 2.09572 < z,(x) <2.111
I, z(x)>2.111

H, (Zl (X)) =

0, z,(x)<4.138
14,(2,(X)) =4 14, (2,(x) =1.19904 - z,(x) —4.96163, 4.138 < z,(x) <4.972
L z,(x)>4.972

0, 2z3(x)<1.687
My, (2,(x) =21.11932- 7,(x) —35.62829, 1.687 < z,(x) <1.71541
My, (2,(X) =19.42691- 7, (x) —32.72512, 1.71541< z,(x) <1.736
I, z;(x)>1.736

M5 (25 (X)) =

seklinde yazilabilir. Boylece CALKTP i¢in Zimmermann’in “min” operatdr modeli asagidaki

non-lineer programlama problemine doniisir:
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Amag: max A

Kisitlar: 1,(z,(x)) =21.7865- z,(x) —44.85840 > 4
1y, (z,(x)) =13.0890- z,(x) —26.63088 > A
1, (2,(x)) =1.19904 - z,(x) —4.96163 > 4 (5.33)
My, (25(x)) =21.11932- z,(x) —35.62829 > 1
s, (25,(X)) =19.42691- z,(x) —32.72512 > 4
Arz kisitlar:  x;, +x,, <150, x,, +x,, <250

Talep kisitlart: x;, +x,, =250, x, +x, =350

8,,6,,6, €{0,1}, X =(x,,,%,,, X, %,) 20. 1>0.

(5.33) problemi GAMS paket programi ile ¢oziiliirse,

X = (3,1, Xy, Xy Xy ) = (28.331,121.669,21.669, 228.331)

zay1if Pareto-optimal noktasi bulunur. Pareto-optimallik testi yapildiginda, alternatif ¢oziim
olmadigindan, bu noktanin ayni zamanda Pareto-optimal nokta oldugu goriiliir. Ayrica 6rnek

problemin diger sonuglart olarak: amag¢ fonksiyon degerleri z,(x)=2.082032
Z,(x) =4.55649 , Z,(x) =1.71685 ; amaglardan saglanan tatmin dereceleri

1,(z,(x)) =0.50179, p,(z,(x))=0.50178, 1,(z;(x)) =0.62797 ve Ornekteki tasima sistemi

i¢in en temel tatmin seviyesi A =0.502 olarak bulunmustur.

(ii) Parcal Lineer Non-Konkav f]yelik Fonksiyonu
Yaklasimi aciklamak icin, Ornegin Once konveks ve sonra konkav dogru parcalarinin

birlesiminden olusan S -bi¢imli bir g, iyelik fonksiyonunu ele alalim (Sekil 5.16).

Gorildugi gibi g, non-lineer tyelik fonksiyonuna g, u, ve t,

dogru parcalariyla

yaklagilmaktadir.
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Eag 84, B4, 2q,

Sekil 5.16 S -bigimli g tyelik fonksiyonu

Burada KV’nin ¢g. amag fonksiyonuna ait hedef degerleri g ,,g,, ve g, olsun. g (z (X))
tyelik fonksiyonunun g ,den g ,’e¢ kadar kismi konveks, g  ’den g .’e¢ kadari da
konkavdir. Bu nedenle L, iiyelik fonksiyonu, [gqo,gq3] aralifinda konveks ve konkav

kisimlarinin birlesiminden olusur. O halde S -bigimli pargali lineer z, iyelik fonksiyonunun

birlesim ve kesisim islemleri ile belirlenmesi, bu islemlerinde sirasiyla maksimum ve

minimum operatdrleriyle tanimlanmasi halinde
Hy = 1y Oty O ) = max | g, min(e, . 1,) |

olur. g Tuyelik fonksiyonundaki birlesim isleminin bir “ya - ya da” iligkisi olarak

yorumlanmas1 gerektigi i¢in, asagida ayrik 0-1 degiskenli tamsayili programlama problemi

elde edilir:
Amag: max A
Kisitlar: ,uql(zq(x))JrM(l—éq)Zﬂ,

(,uq2 m,uq3)+M5q >A, g=1.,0

xeS§, 4120, A<1, §,¢{0,1}

veya esdeger olarak,
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Amag: max A

Kisitlar: o (zq (x)) +M(0- 5q) >A, (5.34)
Hy (2,00)+MS, = 4,

ts(2,(0)+ M5, 24, q=1..,0

xeS, 120, 5, ¢{0.1}

yazilabilir. Burada M olduk¢a biyik pozitif bir tamsayr olup u . =tz (x)+s,;,

q9] 79

g=1..0, j=L..,N, denklemi ile tanimlanmaktadir.
Yang ve digerlerinin (Yang vd., 1991) bu yaklasiminda (5.34) problemi siirekli ve binary
degiskenler igeren tamsayili LP problemidir. CAKLTP i¢in (5.34) modeli ise, z (x)

fonksiyonlar1 lineer kesirli yapida olduklarindan, nonlineer karma tamsayili bir modeldir ve

non-lineer programlama problemini ¢6zen herhangi bir paket programi yardimiyla ¢oziilebilir.
Elde edilen (x,A") ¢oziimiiniin Pareto-optimalligi icin Pareto-optimallik testi yapilir ve

herbir amag i¢in g (z,(x)) , g =1,..,Q tatmin seviyeleri bulunur.

Aciklayici Ornek:

Yang ve digerlerinin parcali lineer non-konkav tiyelik fonksiyonlart i¢in 6nerdigi yaklagimi
Aciklayict Ornek 1°deki verileri yani (5.26), (5.27) ve (5.28) lineer iiyelik fonksiyonlarini
kullanarak uygulayalim.

4y, 1, ve u, luyelik fonksiyonlarinin §-bigimli yani Once konveks sonra konkav
kisimlarinin  birlesiminden olustugu sirasiyla Sekil 5.12, Sekil 5.13, Sekil 5.14°den
gorilmektedir. Bu durumda g, =, O (p,, N p5) . q=1,2,3 ifadesi ile amaglarin tiyelik

fonksiyonlar1 olusturulursa, (5.11)’deki temel 6rnek problem (CALKTP) igin:
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Amag: max A

Kisitlar: o (2)+MA=6)2 4, w,(2)+MS 22, p,(z)+Ms 22
o (2)+MA=6)2 A, g1, (2,)+ M, 2 A, p,(2,)+MS, 24
ty (23)+ M(A=6)2 A, 1y, (25)+ M2 A, p15(2,)+ M, 2 A
Arz kisitlar: x;, +x, <150, x,, +x,, <250 (5.35)
Talep kisitlart:  x;, +x,, 250, x,, +x,, 2350
5,,6,,0, € {01}, X = (X, %5, X, X,,) 2 0.

0-1 tamsayili programlama problemi kurulur ve tiyelik fonksiyon verileri yerine yerlestirilirse

tasima modeli:

Amag: max A

Kisitlar: 18.28822238 - (z,(x)—2.059)+ M(1-8,)> 1 ,
28.8826539 - (z,(x)—2.083606)+0.45+ Mo, > 1,
13.09243257 - (z,(x) —2.095724)+ 0.80+ M 6, > A
0.719921672-(z,(x)—4.138)+ M(1-0,) > 1,
2.740897479-(z,(x)—4.346356)+ 0.15+ Mo, > 1,
0.789671992-(z,(x)—4.528778)+0.65+ M o, > 1
16.82431675-(z,(x)—1.687)+ M (1-06,) = 1,
89.9820036- (z,(x)—1.713747)+ 045+ M6, =2 4 ,
19.43068105- (z,(x)—1.715414)+0.60+ M 5, > A
Arz kisitlar:  x;, +x,, <150, x,, +x,, <250 (5.36)
Talep kisitlar:  x;; +x,, 250, x,, +x,, 2350
8,,6,,8, €{0,1}, X = (2, X5, X1, %,,) = 0.
olur. M =100000 almarak (5.36) problemi GAMS paket programui ile ¢oziiliirse, drnekteki
tasima sistemi i¢in en temel tatmin seviyesi A =0.489, §=5,=6,=0 ve

X' = (X, X9 X0 Xy) = (25.553,124.447,24.447,225 553)
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zay1f Pareto-optimal noktasi bulunur. Pareto-optimallik testi yapildiginda, alternatif ¢6ziim
olmadigindan, bu noktanin ayni zamanda Pareto-optimal nokta oldugu goriiliir. Ayrica 6rnek

problemin diger sonuclart olarak: amag¢ fonksiyon degerleri z,(x)=2.084942,
Z,(x) =4.509966 , Z,(x) =1.714175; amaglardan saglanan tatmin dereceleri

1, (2,(x)) =0.48848, 1,(z,(x)) =0.59843, u,(z;(x)) =0.48824 olarak bulunmusgtur.

Aciklayie1 Ornek (Non-konkav (iki konkav) parcali lineer iiyelik fonksiyonu):

Kisim 5.2.1.3°de verilen Temel Ornek Problem’i tekrar ele alalim. KV tarafindan saglanan
7(X), z,(x), z3(x) amag fonksiyonlarina ait g; il =1,2,3; j=0,1,2,3,4 hedef degerleri
ve karsilik gelen tiyelik fonksiyon dereceleri sirastyla Cizelge 5.10, Cizelge 5.11 ve Cizelge

5.12’de verilmis olsun.

Asagidaki verilerden yararlanarak elde edilen herbir amaca ait iki konkav pargali lineer tiyelik

fonksiyonlar1 sirasiyla:

0, z(x)<2.059
24, (z,(x)) =19.42417 - 7, (x) —39.99436, 2.059 < z,(x) < 2.08366
11, (2,(X)) =12.06897 - 7, (x) —24.66863, 2.08366 < z,(x) < 2.08540

1 (z,(x)) = 1,(2,(X)) = 44.77612 - ,(x) —92.87612, 2.08540 < z,(x) < 2.08875
1,,(7,(x)) =15.65996 - 7, (x) —32.05818, 2.08875 < z,(x) <2.111
1, z(x)>2.111
0, z,(x)<4.138
1, (2,(x)) =1.43954 - 7,(x) —5.95682, 4.138 < z,(x) < 4.4506
1y (2,(X)) = —0.62641-7,(x) +3.2379, 4.4506 < z,(x) < 4.53042
#,(2,(X)) = L (2,(X)) =187.5-2,(x) —849.05375, 4.53042 < z,(x) <4.53122
1, (2,(x)) =1.02092- 7,(x) —4.07601, 4.53122 < z,(x) < 4.972
I, z,(x)>4.972
0, z,(x)<1.687
1, (2,(X)) = 23.33475 - 7,(x) —39.36572, 1.687 < z,(x) <1.71057
sy (25(X)) =—6.25- 7,(x) +11.24106, 1.71057 < z,(x) <1.71537
15(25(x)) = 15 (25(X)) =3250- 7,(x) —5574.4325, 1.71537 < z,(x) <1.71541
5 (25(x)) =16.99854 - 7,(x) —28.50947, 1.71541< z,(x) <1.736
I, z;(x)>1.736

seklinde yazilabilir.
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Cizelge 5.10 z4(z,(x)) non-konkav (iki konkav) parcali lineer iiyelik fonksiyonunun elde

edilmesi

KV’den saglanan bilgiler

Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde edilmesi

,U](ZI(X)) Z](X) M(ZI(X)):tlr ZI(X)+S“, 7':1,2,3
O — M _ _
g, = 2" =2.059 = 0479-0  _ 10 1oa17
2.08366 —2.059
0.479 8 =2.08366 |, (z,(x))=19.42417 7 (x)—39.99436
0.479 g, =2.08366 0.50-0.479
" f, = =12.06897
2.08540 —2.08366
8§, = 1, (z,(X)) —1,,7,(X) = —24.66863
0.50 82 =2.08540 | ) (7 (x))=12.06897- 7 (x) - 24.66863
0.50 g,, =2.08540 0.65—0.50
2 h= =44.77612
2.08875—2.08540
813 = 14, (2,(X)) —1,,7,(X) = —92.87612
0.65 8i; =2.08875 | ) (2(x))=44.77612- 7 (x)—92.87612
0.65 =2.08875 0.
83 t, = 17065 _ 565096
2.111-2.08865
s, = 14, (2,(X) — 1,7, (x) =—32.05818
1 8u=7 =2111 | 4, (7(x))=15.65996- z(x)—32.05818
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Cizelge 5.11 p,(z,(x)) non-konkav (iki konkav) parcali lineer iiyelik fonksiyonunun elde
edilmesi

KV’den saglanan bilgiler | Uyelik fonksiyonunun lineer par¢alarimin elde edilmesi

1,(2,(X)) | 2,(X) w(z,(x)=t,, 2,(X)+s,,, r=12,3

0 8y =2, =4.138 0.45-0

f, =—— 143954
4.4506—4.138

Sy, = 1, (2,(X)) —1,,2,(X) = —=5.95682

0.45 82 = 44506 1, (2,(x)) =1.43954 - 7,(x) —5.95682
0.45 =44 45-0.
g, = 4.4506 [ 045-040 ;o
4.53042 —4.4506 =

S,y = 1, (2,(X)) —1,,2,(X) =3.2379

0.40 8 =433042 | (2 (x))=-0.62641-7,(x)+3.2379
0.40 2, =4.53042 0.55-0.40
ty, = =187.5
4.53122-4.53042 =
Sy3 = 11, (2, (X)) — 1,32, (X) = —849.05375
0.55 85 =433122 1)) (2,(x)=187.5-2,(x) —849.05375
0.55 g, =4.53122 1-0.55

=1.02092

t. =
*4972-4.53122
Sy = 10, (2, (X)) — 1,2, (%) = —4.07601

1 8 =% =4972| ;1 (z,(x))=1.02092z,(x)—4.07601
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Cizelge 5.12  u;(z;(x)) non-konkav (iki konkav) parcali lineer tiyelik fonksiyonunun elde

edilmesi

KV’den saglanan bilgiler

Uyelik fonksiyonunun lineer parcalarinin elde edilmesi

H5(25(X))

7,(x)

(X)) =t;, z;(X) +s5,, r=1,2,3

8y =2 =1.687

. __ 055-0
' 1.71057 -1.687
5y = 45(25(X)) —1,,7,(X) = —39.36572

=23.33475

0.55 8, =LT1057 1) (7,(x)) =23.33475- 7,(x) —39.36572
0.55 g, =1.71057 _ 055-052
2 1.71537-1.71057 ‘ =
Sy = 15 (25(X)) — 13,25 (X) =11.24106
0.52 8 =171537 | ) (2,(x)) =—-6.25-7,(x) +11.24106
0.52 g0 =171537 | 065-0.52 .
¥ 1.71541-1.71537 =
S33 = 5 (25(X)) — 13325 (X) = =5574.4325
0.65 83 =171541 | 1 (z,(x)) =3250- z,(x) —5574.4325
0.65 g, =1.71541 1-0.65

gy, =12, =1.736

t, = =16.99854
1.736—1.71541

§30 = 15 (24(X)) — 15,25 (X) = —28.50947
11, (25 (X)) =16.99854-- 7, (x) — 28.50947
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M, W, ve pu, iyelik fonksiyonlarinin iki konkav kisminin birlesiminden olustugu

goriilmektedir, yani g =, OO (N p,), q=1,2,3 yazilabilir.
O halde CALKTP i¢in tasima modeli:
Amag: max A
Kisitlar: (w, ")+ MA-6)24, (u;Np,)+MS, =24,
(U, ")+ M(A=0,)2 A, (Upy D)+ MO, 2,

(U M)+ MA-0,)2 A, (i V) + MO, 24,

xes,

x, 420, A<1, 6,6,,6,€{0,1}

esdeger olarak,

Amag: max A

Kisitlar: Mz

}:
AN
—
"
p——
N
_I_
<
%)
\V4
>
x

S
—~~
™
~
e
p—
N—"
+
=<
>
vV
NS

Hos Zz(X) /1, ,L124(Z2(X))+M5ZZ)L

(=
s
1, (2,0)+M(1=8,)> A, pt, (2,(X))+M(1=5,)>
(
(
(z,(X)+MS, 2 A, gy, (2,(x)+MS, = A

)
)+M

(2,0 +MA=8) = A, py, (2,(x))+ M (1-6,) > A
)

Arz kisitlar:  x;, +x,, <150, x,, +x,, <250 (5.37)
Talep kisitlar:  x,, +x,, 250, x, +x,, 2350
5,,6,,8, €{0,1}, X = (), X5, X,;, X,,) > 0

olur. Cizelge 5.10, Cizelge 5.11 ve Cizelge 5.12 kullanilarak (5.37) problemi asagidaki 0-1

karma tamsayil1 non-lineer probleme doniisiir:
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Amag: max A
Kisitlar:

19.42417 - 7,(x) —=39.99436 + M (1-6,) > A, 12.06897 - z,(x) —24.66863+ M (1-6,) = 1
44.77612-7,(x)—92.87612+ M6, =2 1 , 15.65996 - z,(x) —32.05818 + M o, > A
1.43954-7,(x)—5.95682+ M (1-0,) 2 A, —0.62641-z,(x)+3.2379+M(1-5,)> 1
187.5-2,(x)—849.05375+ Mo, > 4, 1.02092- z,(x)—4.07601+ M o, > A
23.33475-z,(x) =39.36572+ M (1-5,) 2 A, —6.25-z,(x)+11.24106+ M (1-6,) > 4
3250 z,(x)—5574.4325+ M 5, > 4, 16.99854 - z,(x) —28.50947+ M 5, > A
Arz kisitlar:  x;; +x,, <150, x,, +x,, <250 (5.38)
Talep kisitlar:  x,, +x,, 250, x,, +x,, 2350

5,,6,,6, €{0,1}, X =(x,,%,5, X, X,,) 2 0.

M =100000 almarak (5.38) problemi ¢oziiliirse, drnekteki tasima sistemi i¢in en temel

tatmin seviyesi 1°=0.450, 6, =0, 5, =35, =1 ve

X = (X, X0, Xy, X,y) = (21.888,128.112,28.112,221.888) |,

zay1f Pareto-optimal noktas1 bulunur. Pareto-optimallik testi yapildiginda, alternatif ¢6ziim
olmadigindan, bu noktanin ayni zamanda Pareto-optimal nokta oldugu goriiliir. Ayrica 6rnek

problemin diger sonuglar1 olarak: amag¢ fonksiyon degerleri z,(x)=2.088752,
Z,(x) =4.4506 , 7,(x) =1.710566 ; amaglardan saglanan tatmin dereceleri

14,(2,(X)) = 0.65009, 11,(z,(X)) = 0.44999 , 11,(z,(x)) =0.54991 olarak bulunmustur.
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SONUC

“Bulanik Cok Amagl Lineer Kesirli Tasima problemine Coziim Onerisi” isimli tezimizde
oncelikle bulanik karar verme ile CALKP ve tasima problemleri altyapisi hazirlanarak bu ii¢
temel konu arasinda bir bag kurulmustur. Literatiirde tasima problemi ile ilgili ¢ok sayida
calisma olmasina ragmen kesirli yapida amaglara sahip tasima problemlerinin ¢éziimii i¢in
gelistirilmis yontemlere hemen hemen hi¢ rastlanmamaktadir. Bajalinov (Bajalinov, 2003)
tarafindan tek amacli lineer kesirli tasima problemi i¢in tablo ydntemi gelistirilmistir.
Bilindigi gibi bulanik karar verme yaklasimi, belirsizlik i¢eren kavramlar liyelik dereceleriyle
belirli hale getirerek, gergek yasam problemlerini daha iyi modellemektedir. Bu nedenle
tasima sistemlerindeki problemler de bulanik yaklasimlarla ele almabilir. Ustelik kesitli
tasima problemlerinin bulanik yaklasimlarla ¢6ziimiine de literatiirde rastlanmamistir.
Calismamizda o0zel yapida bir vektor-minimum (veya maksimum) problemi olan
CALKTP’nin formiilasyonu yapilarak ¢oziilebilirligi i¢in teoremler verilmis ve bulanik
yaklagimlarla ¢6ziim Onerileri yapilmistir. Dolayisiyla ¢calismamizin, literatiirdeki 6nemli bir

boslugu dolduracagina inanmaktayiz.

Onerdigimiz ¢oziim yontemleri gercek hayat problemlerine uygulandiginda ve bilgisayar
programlar1 yapildiginda daha da etkinlesecektir. Farkli iteratif yontemler (6rnegin altin oran
gibi), dengeleyici operatdrlerin kullanimi, bulanik parametreli ¢ok amagli/gok seviyeli
lineer/non-lineer kesirli tasima problemleri ve bu problemlerin solid tasima problemlerine

genisletilmeleri v.s biitiin bunlar gelecekte arastirmacilara gosterebilecegimiz birer hedeftir.
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