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1. GIRIS

Graf Teorisi Konigsberg’in yedi koprii problemi ile baslamistir. ilk olarak koprii
problemi yakindan incelenerek graf teorisi diger adi ile ¢izgi teorisinin ortaya cikisi

hakkinda temel bilgiler verilecektir.

Rusya’ da Pregel Nehri’nin kiyisinda o zamanki ad1 ile Koingsberg sehri dort boliimden
olusur ve bu boliimler birbirine 7 kdprii ile baglanmaktaydi. Sehir sakinlerinin aklinda,
kopriilerin herbirinden bir defa gecerek hepsinden gecilip gecemeyecegi konusunda

soru isareti olugsmustur.

/ | | ! ] Pl

Sekil 1.1 Konigsberg’in yedi kdprii problemi

Sehirdeki Isvecli matematik¢i Leonhard EULER’in dikkatini ¢eken bu problem, bdyle
bir yiirliylisiin matematiksel olarak miimkiin olamayacaginin ispatlanmis ve bu
problemin ¢oziimiinii “Solitua problematis ad geometriam situs pertinentis” baslikli bir
makale olarak yaymlamistir. Boylece graf teorinin temeli atilmigtir. Bu problemin
¢Oziimilinlin olmadigint gdsteren bazi durumlar Sekil 1.2, Sekil 1.3 ve Sekil 1.4’ te

gosterilmistir.



Sekil 1.2 Durum 1

Sekil 1.3 Durum 2

Sekil 1.4 Durum 3

Graf teorisi, nokta ve kenarlar1 igeren bir¢ok bilim alanindaki var olan gergek
problemleri modellemek i¢in kullanilan matematiksel araclardir. Noktalar arasindaki
iligkiyi veya kurali gostermek igin graf yapilarinin kullnilmasi oldukga elverisli bir

yontem sunmaktadir.

Sekil 1.5°te gosterilen Tramvay duraklarinin bagl oldugu tramvay yollar1 graf yapisi

i¢in giizel bir 6rnektir.
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Sekil 1.5 Istanbul Rayl Sistemler Ag Haritas:

Bulanik kiime kavrami 1965 yilinda Zadeh tarafindan literatiire kazandirilmistir. Bir
bulanik kiime klasik kiimelerin bir genellemesidir. Klasik kiimelerde bir elemanin
kiimeye aitligi karakteristik fonksiyonla belirlenir. Karakteristik fonksiyon evrensel
kiimeden yalnizca 0 ve 1’1 igeren bir kiimeye tanimlanmis bir fonksiyondur. Bir
elemanin evrensel kiimenin bir A altkiimesine aitligi belirlenirken, bu elemanin
karakteristik fonsiyon altindaki goriintiisii 1 ise eleman A kiimesine ait, eger elemanin
karaktersitik fonksiyon altindaki goriintiisii O ise eleman A kiimesine ait degildir denir.
Karaktersitik fonksiyonun deger kiimesi, klasik 6nermelerde bir elemanin dogruluk
deger kiimesi ile iligkilendirilir. Bir klasik kiimede bir eleman kiimeye ya aittir ya da ait
degildir. Fakat bu yaklasim giinliik hayatta kullanilan bircok problem i¢in gecerli bir
durum degildir. Yani bir eleman bir kiimeye biraz ait olabilecegi gibi biraz da ait
olmayabilir. Ozellikle dilsel degiskenleri siklikla kullandigimiz giinliik dilde bu
durumla karsilagiriz. Ornegin; “Bu araba biraz pahali”, “x dgrencisi matematik dersinde
cok basarili” gibi climleler dilsel degiskenleri iceren ve klasik 6nerme olarak kabul

edilmeyen ifadelerdir. Iste drnekteki ifadeleri dnerme olarak kabul ederek ortaya atilan



kiime yapis1 bulanik kiime olarak ifade edilir. Bulanik kiime, karakteristik fonksiyonun
daha genel bir hali olan ve evrensel kiimeden [0,1] kapali araligina tanimlanan tiyelik
fonksiyonu ile karakterize edilir. Uyelik fonksiyonu sayesinde bir eleman bir kiimeye
0.7 derece iiye olabilecegi gibi 0.1 derecede iiye olabilir. Bu ise bir¢ok problemin
modellesine ve karar verme problemlerinin sonuglarinin daha dogru sonuglar vermesini

imkan saglar.

Bir graf yapisi, yukarida bahsedildigi lizere noktalardan ve bu noktalar arasindaki
baglantilar1 gosteren kenarlardan olusan bir yapidir. Bir klasik graf yapisinda noktalara
ve kenarlara genellikle sayisal degerler atanmaz. Atanmasi durumunda ise dogrudan
say1 degerleri géz Oniine alinarak hesaplamalar yapilir. Klasik kiimelerin bulanik
kiimeler karsisinda modellemedeki zayifliklarn klasik graflarda da karsimiza
cikmaktadir. Bu yilizden bulanik graf kavramina ihtiya¢ duyulmustur. Kaufman (1973)
tarafindan bulanik graf yapisi bir bulanik kiime iizerinde tanimli simetrik ve ikili bir
bulanik baginti olarak ilk kez ortaya atilmistir.  Rosenfeld (1975) bulanik graflari
bulanik bagintilara dayanarak ele almistir. Yeh ve Bang (1975) bulanik bagintilarin ve

bulanik graflarin kiimeleme analizindeki uygulamalarini yapmustir.

Bhattacharya (1987) bulanik graflar {izerine bazi agiklamalar ve notlar vermistir.
McAllister (1988) bulanik kesisim graflarinin matris temsillerinden elde edilen teorik ve
hesapsal sonuglari ele aldilar. Bir bulanik grafin matris temsili Chen (1990) tarafindan
verildi. Koczy (1992) iletisim aglarinin optimizasyonu ve degerlendirilmesinde bulanik
graflarin bir uygulamasini yapti. Mordeson and Nair (1996) bulanik graflarin devirliligi
izerine ¢alismiglardir. Mordeson and Nair (1998) bulanik graflarin ve bulanik
hipergraflarin baz1 6zellikleri lizerine ¢aligmalar yapmislardir. Sunitha ve Viyajakumar
(2002) bir grafin tiimleyenini tanimlamiglardir. Bhutani and Battou (2003) M-giiglii
bulanik graflarin bazi yeni kavramlari iizerine ¢alismislardir. Gani ve Radha (2008)
bulanik graflarin " A" bilesimin tanimladirlar.  Gani ve Radha (2008, 2009) diizenli
bulanik graf, tam diizenli bulanik graf, bir noktanin derecesini ve tam derecesi
kavramlarin1 ortaya atmuslardir. Mathew ve Suntiha (2009) bir bulanik graftaki
kenarlarin cesitleri ilizerine calismislardir. Samanta ve dig. (2016) bulanik graflarin

kenarlar ile ilgili bazi1 kisitlamalara dikkat ¢ekerek genellestirilmis bulanik graf yapisim



-----

Sarkar (2018) genellestirilmis bulanik graf ve genellestirilmi yonlii bulanik graflarin
graf yapilarii ve genellestirilmis bulanik graflarin r-kesiti ve (ry, 1y, ..., 1;,)-Kesitlerini

tanimlamislardir.

Bulanik graflardan yeni graflar elde etmenin yollarindan birisi bulanik c¢arpim
islemleridir. 1994 yilinda Mordeson ve Peng (1994) iki bulanik graf arasinda kartezyen
carpim, bilesim ve birlesim islemlerini tanimlamiglardir. Ramaswamy and Poornima
(2009) bulanik graflarin dogrudan carpimini, Radha ve Arugunam (2015) bulanik
graflar arasinda sozliik carpimini, Dogra (2015) bulanik graflar arasinda moduler,
tensor, normal ve homomorfik carpimlarini, Havary and Horani (2016) bulanik graflarin

giicli ve yari-giiglii ¢arpimlarini tanitmiglardir.

Biz bu tezde bulanik kiime ve bagintilarin 6zelliklerini agikladiktan sonra bulanik
carpim islemlerini literatiirdeki kaynaklar 1s1ginda derleyip, Orneklerle agiklayarak
anlasilir kilmay1 amaglamaktayiz. Bu tez bulanik graf islemlerini literatiirde var olan
caligmalar 1s181inda detayli olarak sunan Tiirk¢e bir kaynak olmasi agisindan Onem

arzetmektedir.



2. ONBILGILER

Bu boliimde graf, bulanik kiime, bulanik kiime islemleri ve bulanik bagint1 kavramlari

tanitilacaktir.

Tammm 2.1 (Clark 1991) Bir graf, G = (4, B) seklinde iki kiimeden olusan bir
matematiksel yapidir. Burada A = {a4, a,, ... } kiimesinin elemanlarinin herbirine nokta

ve B = {by,b,, ...} kiimesinin elemanlarmin herbirine ise kenar denir. a;Vve q;
koselerini birlestiren kenar b, olmak lizere a; Ve a; noktalarina kenarmn bitis
noktalar1 denir ve (a;, a;) ya da a;q; ile gosterilir. Bir kenarin (a;, a;) ya da a;a; ile

gosterilen bitis noktalarina komsu noktalar denir.

Grafin tanimindan goriildiigii tizere A X A’nin her bir R alt kiimesi, nokta kiimesi A ve
kenar kiimesi B olan bir graftir. Grafin en yaygin temsili diyagramlardir. Diyagramda,

bir cismin koseleri noktalarla, kenarlar1 ise ¢izgi ya da egrilerle temsil edilir.

Graf yapisini basit bir 6rnekler agiklayalim.

Ornek 2.2 Sosyal medyada kisilerin birbirlerini takip etme durumlari Sekil 2.1’°deki
gibi graf yardimiyla ifade edilebilir.

Ayse

Al Fatma

Sekil 2.1 Graf 6rnegi

Ali, Ayse ve Fatma kose noktalari, koseleri birbirine baglayan ¢izgiler ise kenarlardir.



Bu grafta, Ayse ve Fatma arasindaki kenar ikisinin sosyal medyada birbirini takip
ettigini gostermektedir. Ayni1 durum Ali ve Ayse arasinda da gegerlidir. Fatma ile Ali
arasinda kenar olmamasi ise sosyal medyada birbirlerini takip etmediklerini

gostermektedir.

Ornek 2.3 A= {1,2,3,4,5} noktalar kiimesi ve B = {b;, b,, b3, by, bs, bg, b;} kenarlar
olmak tizere G = (4, B) grafi asagidaki gibi cizilebilir

Sekil 2.2 G = (4, B) grafi

2.1 Bulanik Kiimeler

Tamm 2.4 (Zadeh 1965) X bostan farkli bir kiime olmak tizere, X diizerinde bir bulanik

A kiimesi asagidaki gibi tanimlanan ikililerin bir kiimesidir;

A ={(,pa(x)) 1 xeX }

Burada, pu:X — [0,1] fonksiyonuna A bulanik kiimesinin iyelik fonksiyonu denir.
Uyelik fonksiyonu altinda bir elemanin goriintiisii 4 (x), x elemanin istenilen 6zelligi
hangi olgtide sagladigim ifade eder. pu,(x) € [0,1] degerine x € X elemanimnin tyelik

derecesi denir.

Ua(x) =0 ise x elemaninin A kiimesine ait olmadigini, u,(x) = 1 olmasi ise x

elemanin A bulanik kiimesine tam olarak ait oldugunu ifade eder.



Bulanik kiimelerin farkli gosterim sekilleri bulunmaktadir. Eger X baslangi¢ evreni

sturekli ise A bulanik kiimesi
A= [ mayx
X

seklinde gosterilir. Buradaki integral isareti ve boliim islemi yalnizca gosterim igin

kullanilmaktadir.

Bir klasik kiime ve bulanik kiime arasindaki iligki asagidaki 6rnekte gosterilmistir.

Ornek 2.5
Uyelik degerleri
1 L
| |
| |
| |
051 I I
| |
| | | 1 | I | l
[ [ [ | | | | [Sicakhik“C
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Sekil 2.3 Hava sicakliginin klasik kiime ile gosterimi



Uyelik degerleri

0,51

| | | I I | | |
I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 Sicaklik °C

Sekil 2.4 Hava sicakliginin bulanik kiime ile gosterimi

Sekil 2.3’ te klasik kiime 6rnegi verilmistir. Klasik kiimelerde hava sicak ise 1 soguk ise
0 degeri alinarak grafik olusturulmustur. Fakat ger¢ek hayatta sicaklik kavramini bu
kadar keskin ¢izgilerle ayiramayiz. Sekil 2.4’te goriildiigii iizere hava sicakligi arttikga

tiyelik degerleri de 0 ile 1 arasinda degismistir.

2.2 Bulamk Kiime Islemleri

Bulanik kiimeler lizerinde tanimlanan islemler kapsama, kesisim, birlesim, tiimleme

olmak iizere dort tanedir (Unal 2009).

Tamm 2.6 (Zadeh 1965) Bulanik Kiimelerin Esitligi: V ve W ayn1 X evreni lizerinde
tiyelik fonksiyonlar1 sirasiyla py ve uy, olan iki bulanik kiime olsun. Eger her x € X

icin uy (x) = puy (x) oluyorsa, V ve W bulanik kiimelerine esittir denir.

Tamim 2.7 (Zadeh 1965) Kapsama: V ve W ayni X evreni iizerinde iiyelik fonksiyonlari
sirastyla py ve py, olan iki bulanik kiime olsun. Eger her x € X igin py (x) < py (%)

oluyorsa, V bulanik kiimesine W bulanik kiimesinin bulanik altkiimesi denir.



Tamm 2.8 (Zadeh 1965) Birlesim Islemi: V ve W ayn1 X evreni iizerinde iiyelik
fonksiyonlar1 sirasiyla uy, ve uy, olan iki bulanik kiime olsun. V ve W bulanik
kiimelerinin V U W ile gosterilen birlesim islemi, ikililerin bir kiimesi olarak asagidaki

gibi tanmimlanir;

VUW = {(x, pyyw(x)): Vx € X}

Burada, pyyw (x) = max (uy(x), uy(x)) seklinde tanimlanir.

Bulanik kiimelerin birlesimi Sekil 2.2.1 deki gibi grafikle ifade edilebilir.

0

Sekil 2.5 Bulanik kiimelerin birlesimi

Ornek 2.9 4 = {a, b, c, d} kiimesi lizerinde taniml1 V ve W bulanik kiimeleri agagidaki

gibi verilsin:

V = {(a,0.8), (b,0.6), (c, 1.0), (d, 0.1)}

W = {(a,0.5), (b,0.9), (c,0.7), (d, 0.4)} .

O halde, V UW = {(a,0.8), (b, 0.9), (c, 1.0), (d, 0.4)} dir.

Tamm 2.10 (Zadeh 1965) Kesisim Islemi: V ve W ayni1 X evreni iizerinde iiyelik

fonksiyonlar1 sirasiyla uy, ve uy, olan iki bulanik kiime olsun. V ve W bulanik
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kiimelerinin V N W ile gosterilen kesisim islemi, ikililerin bir kiimesi olarak asagidaki

gibi tanimlanir;

VoW = {(x, pyow(x)): Vx € X}

Burada, puyaw (x) = min (uy(x), uw(x)) seklinde tanimlanir.

Bulanik kiimelerin birlesiminin grafiksel gosterimi Sekil 2.6 de verilmistir.

Py aw (%)

Sekil 2.6 Bulanik kiimelerin kesisimi

Ornek 2.11 A = {a, b, c, d} kiimesi iizerinde taniml1 V' ve W bulanik kiimeleri asagidaki
gibi verilsin:
V ={(a,0.8),(b,0.6),(c,1),(d,0.1)}
W ={(a,0.5),(b,0.9),(c,0.7),(d, 0.4)}.

O halde V N E = {(a,0.5), (b, 0.6), (c, 0.7), (d, 0.1)} dir.

Tamm 2.12 (Zadeh 1965) Tiimleyen islemi: VV, X evreni tizerinde tanimli bir bulanik

kiime olsun. V' ile gosterilen V bulanik kiimesinin tiimleyeni;

V'={(x,1—py(x)):Vx € X}

seklinde tanimlanur.

11



0

Sekil 2.7 V bulanik kiimesinin tiimleyeni

Ornek 2.13 A= {a,b,c,d} kiimesi iizerinde tanimli V bulanik kiimesi V =
{(a, 0.8),(b,0.6),(c,1.0),(d, 0.1)} ile verilsin.

O halde, V' ={(a,0.2), (b,0.4), (c,0.0),(d,0.9)}.

Tammm 2.14 (Tanaka 1996) Kartezyen Carpim: X; X X, X ..X X, X, X5, ...,X,
kiimelerinin kartezyen c¢arpimi ve Aq, A,, ..., A, swasiyla Xq,X,, ..., X, kiimeleri
tizerinde bulanik kiimeler olsun. A4, 45, ..., A, bulanik kiimelerinin kartezyen c¢arpimi

asagidaki gibi tanimlanir:
Al X AZ X . X A'l’l = j min(nuA(xl)' HA(XZ)J r,u'A(xTL))/(xlerJ ey xn)
X1 XXX XXn

Eger bulanik kiimeler sayilabilir sayida ikililerden olusuyorsa yukaridaki formiil

asagidaki gibi 6zellestirilebilir.

Al X AZ X .. X An:{((xlfo' 'xn)'min(:uA(xl)' .uA(xZ)r r.uA(xn)):

(X1, X3y ey Xp) EXy X Xy X X X))

Ornek 2.15 U, = {1,2} ve U, = {x,y, z,t} kiimeleri iizerinde sirasiyla tamimli, V; =
{(1,0.3),(2,0.7)} ve  V, ={(x,0.7),(y,1),(z0.2),(t,0.9)} bulanik kiimelerini g6z

Ontine alalim. O halde;

12



V. x V, = {((1,%),0.3),((1,5),0.3),((1,2),0.2),((1,1),0.3),((2,%),0.7),
((2,9),0.7), ((2,2),0.2),((2,1),0.7)}

dir.

Tamm 2.16 (Sanches 1976) A ve B, E evrensel kiimesinin iki altkiimesi olsun. O halde
AXBCE XE.Adan B’ ye tanimli bir bulanik bagint1 ikililerin kiimesi olarak

asagidaki gibi tanimlanir;

R ={((a,b), uz(a,b) | (a,b) € A X B}

Burada pg:A X B — [0,1] ile tanimlanan bir fonksiyondur. ug(a, b) ise (a,b) sirali

iklisinin R bulanik bagntisina tiyelik derecesini gosterir.

Bulanik bagintilar matris formunda gosterilebilir. Asagidaki drnekte bir bulanik baginti

Ornegi matris formunda gosterilmistir.

Ornek 2.17 Ogrenci ve 6grencinin ilgi duydugu dersleri ifade eden bir bulanik bagint:
ornegi verelim. Ogrencilerin kiimesi 0;, O,, O; ve derslerin kiimesi D, D,, D3, D,
olsun. O halde ilgi duyma bulanik bagintis1 matris formunda asagidaki sekilde ifade

edilir.

D, D, D; D

O 105 09 03 1
R= 0, |08 04 0 08

o, L02 0 04 09

4

Burada O, ’in D, dersine ilgi duyma derecesi 0.5 dgrencinin bu dersi orta diizeyde
sevdigini, ayn1 6grencinin D, dersine olan ilgisi 0.9 dur. Ogrencinin bu derse ¢ok ilgi
duydugu sdylenir. O3’ iin D, dersine olan ilgisi ise 0 derecedir yani 6grencinin bu derse

hig ilgi duymamaktadir.
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Yukaridaki tanimda bulanik baginti, klasik iki kiimenin kartezyen g¢arpimi {izerinde
tanimlanmigstir. Bir bulanik bagint1 bulanik iki kiimenin kartezyen ¢arpimi iizerinde de

tanimlanabilir.

Tamm 2.18 (Tanaka 1996) Bostan farkli X ve Y kiimeleri tizerinde tanimli iki bulanik
kiime sirasiyla A ve B olsun. A ve B bulanik kiimelerinin kartezyen ¢arpiminin her

bulanik altkiimesine bir bulanik bagint1 denir.

Diger bir ifadeyle A = {(x,u4(x)):Vx € X} ve B = {(y,us(y)):Vy €Y} bulanik
kiimelerinin  kartezyen ¢arpmmi A X B = {((x, y),min(yA (%), ug (y)): (x,y) € X X

Y} olmak iizere liyelik fonksiyonu

uz(x,y) < min(u,(x), us())

sartin1 saglayan R € A X B bulanik kiimesine A ve B bulanik kiimeleri {izerinde bir

bulanik bagintidir denir.

Ornek 2.19 X = {a,,a,,as,a,} ve Y = {b;, b,, b3} iki kiime ve bu kiimeler iizerinde
tanimli sirastyla iki bulanik kiime A = {(a4, 0.7), (a,, 1.0), (a3, 0.4), (a4, 0.9)} ve
B = {(b4,0.5), (b,,0.8), (b3,0.3)} olsun. O halde A X B bulanik kartezyen garpim

kiimesi lizerinde iki bagint1 agagidaki gibi yazilabilir.

by by bs by b  bs

a [05 07 0 a [04 0 0.3

Ri= a, (08 06 0.2 R,= a |08 05 0.3
as 02 0 03 as |0 04 0.1

as 104 05 03 as 105 03 0.2

Bulanik bagintilar arasindaki esitlik, kapsama, kesigsim, birlesim islemleri ve bir bulanik
bagintinin tiimleyeni bulanik kiimelerdeki islemlere benzer sekilde iiyelik fonksiyonlari
ile tanimlidir. Bulanik bagintilardaki islemlerde bulanik kiime islemlerine benzer yolla

tanimlanir.
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Tammm 2.20 (Tanaka 1996) R, ve R,, A bulanik kiimesinden B bulanik kiimesine
taniml1 iki bulanik baginti olsun. R; U R,, R; N R,, R ile gosterilen sirasiyla bulanik

bagintilarin birlesim, kesisim ve tiimleyen islemi asagidaki sekilde tanimlanir;

R1UR, = {((x, y), mak (uRl(x, ¥), br, (X, y))) 1(x,y) EAX B},
R; 1R = {((Go),min (s, 63), e, (5, ) () € 4 x B)

RS = {(( 1), 1= g, (63)): () € A x B}

Ornek 2.21 Ornek 2.10° da verilen R, ve R, bulanik bagmntilarin birlesim ve
kesisimleri asagidaki gibi elde edilir.

Birlesim Islemi; R; U R, = max (uRl(x, ¥), iz, (x, y))

by by b3
a [05 07 0.3
R,UR,=a, (08 06 0.3
as |02 04 03

as 05 05 03

Kesisim Islemi; ®; N R, = min(ug, (x,¥), uz, (x,¥))

by b, bs

a 10.4 0 0
RiNRy=a, [0.8 0.5 0.2

as 0 0 0.1
as 10.4 0.3 0.2

Timeleyen: R{ = 1 — pg, (x,¥)
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a; [05 03 1.0
RE=a, (02 04 08

as 10.8 1.0 0.7
as 10.6 0.5 0.7

Tamm 2.22 (Bede 2013) R:A X B = [0,1]ve R,:B X C — [0,1] iki bulanik baginti

olsun. O halde A X B tizerinde tanimli R, o R, ile gosterilen ve

Ry o Ry(a,c) = makpeg(min (R,(a, b), R, (b, c))

ile tanimlana " o " islemine R, Ve R, bulanik bagintilarinin mak — min bileske islemi

denir.

Ornek 2.23 A = {a,,a,}, B = {by, by, b3} ve C = {c;, ¢, c3} kiimeleri verilsin. A X B

tizerinde bir R4 ve B X C lizerinde bir R, bulanik bagintis1 asagidaki gibi verilsin.

C1 C; C3

by b, b b
_ 1 102 08 O
Ri=a [0.4 0 0.2 R, = b, 1 05 0.6
a, 1 07 0.6 04 0 05

R4 o R, mak — min bileskesi asagidaki gibi elde edilir.

C1 (&) C3
RioR,=a; 102 04 0.2
a, 10.7 0.8 0.6

Tamm 2.24 X kiimesi tizerinde bir bulanik bagiti R olsun. O halde;

o Vx€X,uzp(x,x) =1ise R bulanik bagimntisi yansiyan (yansima 6zelligini saglar)
bulanik bagint1 (Zadeh 1971).

e Vx€X, ugp(x,x) = € ise R bulanik bagintis1 &€ —yansimahidir denir (Yeh and
Bang 1975).
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pr(x,y) < pug(x,x)
pr(Y, %) < ugp(x,x)

denir (Yeh and Bang 1975).

Vx,y € X ve { ise R bulanik bagintis1 zayif yansimalidir

R bulanik bagmtisinda pug(x,y) = ugr(y,x) ise R bulanik bagmtisina simetriktir
denir (Kaufmann 1975).

Vx,y €X i¢in x #y oldugunda ya uxr(x,y) # ugr(y,x) ya da uzr(x,y) =
ur(y,x) = 0 ise R ye antisimetrik bulanik bagint1 denir (Kaufmann 1975).

Vx,y €EX ur(y,x) =0ve x #yigin ug(x,y) > 0 ise R bulanik bagmtisina
miikemmel antisimetrik bulanik baginti denir (Zadeh 1971).

R bulanik bagintist R o R € R sartin1 sagliyorsa R bulanik bagintisina gegisme

ozelligini saglar denir.

Ornek 2.25 A = {a,, a,, a3, a,} kiimesi iizerinde tanimli R bulanmik bagmntis1 asagidaki

gibi verilsin.

aq a, az Q4
aq 1 02 0 07
R=a, 0 1 04 0.6].

a 105 09 1 0
1

H:R(apaq) =1, l’[R(aZ'QZ) =1, MR(a3'a3) =1, /’LR(aél-'aél-) =1 Oldugundan

bulanik bagintis1 yansiyandir.

Ornek 2.26 A = {a,,a,,as,a,} ve B = {by, by, b3, b,} kiimeleri iizerinde taniml1 bir

bir R bulanik bagintis1 asagidaki gibi verilsin.
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by b, b by

a; 1 0.5 0.8 0
R(a,b) =a, 0.5 1 0.2 0.9

as 10.8 0.2 1 0

ay 0 0.9 0 1

R(al, bZ) = 0.5 ve R_l(bz, a’l) = 0.5 yanl R(al, bz) = :R,_l(bz, al) d|r Aynl sekllde

tiim iliskiler incelenirse R’ nin bir simetrik bulanik baginti oldugu goriiliir.

Ornek 2.27 A = {a,,a,,a3,a,} kiimesi iizerinde R bulanik bagintis1 asagidaki gibi

verilsin.

aq a, as 27}

a, 0.6 0 0.4 0
R=a, 0 1 0.9 0.1
as 0.7 0.2 0.4 0.7

Ay 0 0.7 0 0

R bulanik bagintis1 antisimetrik bulanik bagintidir.

Eger R bagintis1 asagidaki gibi verilen bir bagint1 ise R bagintis1 bir miikemmel

antisimetrik bulanik bagintidir.

a, a, as Ay

a; 0.8 0 0.2 0
R=a, 0.4 1 0 0.3
as 0 0.9 0.1 0

Ay 0.8 0 0.3 0

Ornek 2.28 A = {a,,a,,a3,a,} kiimesi iizerinde R bulamk bagintis1 asagidaki gibi
verilsin.

R(a,a) a, a, as Ay
a; 0.2 0.1 0.4 0.4
a, 0 0.6 0.3 0.3
as 0 1 0.3 0
Ay 0.1 1 1 0



ur(ay,a3) = 0.4 ve uz(as,a,) =0 - min[0.4;0] =0 , ugr(a,,a,) = 0.4 seklinde

bulunur.

ux(ay, as) = minfug(ay, az); pzr(as, a,)]

04=>0

Bu durum ikililer igin saglandigindan R’de gegisme 6zelligi vardir.
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3. BULANIK GRAFLAR

Bu boliimde bulanik graf kavrami, bulanik graflarla ilgili temel tanimlar ve bulanik graf
islemleri sunulacaktir. ~ Bu bolim boyunca G* = (4,B) klasik graf yapisini

gosterecektir.

Tammm 3.1 (Kauffman 1973, Rosenfeld 1975) G* = (A, B), bir Kklasik graf, Q@ A
tizerinde bir bulanik kiime ve §’ da B € A X A {lizerinde bir bulanik kiime olsun. Yani,

Q: A ->[01]ved: AxA — [0,1] doniisimleridir. Her (a, b) € B igin

8(a,b) < min{ Q(a), QA(b)}

ise G = (4,Q,8) Ugliisiine bir bulanik graf denir. Burada 4(a, b), a ve b kenarlar

arasindaki iiyelik derecesini ve (1 (a)’ da a noktasinin {iyelik derecesini gosterir.

Ornek 3.2 A = {v;, v,, v3, v} kiimesi iizerinde Q = {(v4,0.2), (v, 0.5), (v3,0.6),
(v4,0.3) } bulanik kiimesi ve B = {(vq,v,), (v1,v3), (V2,v3), (V,v,)} lizerinde &
bulanik  kiimesi A ={((v1,v,),0.1), ((v1,13),0.2), (v, 13),0.2), ((v1,v4),0.1)}
seklinde verilmis olsun. O halde G = (4, Q, 8) yapisi bir bulanik graftir. Bu graf Sekil
3.1 deki gibi gosterilir.

(v,,0.2)

(v,,0.5)

(v3,0.6)

Sekil 3.1 G = (4,0, 8) bulanik grafi
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Ornek 3.3 k,t,e,u,w tyelik degerleri sirasiyla 1;1;1;0.8;1 olan noktalar ve
S1,S83,53,(k,e), (e t), (e,w), (u,w),(u,e) tyelik dereceleri sirastyla

1;1;0.7;1;0.5; 0.6; 0.7; 0.8 olan kenarlar olsun.

O halde bu bulanik graf asagidaki gibi gosterilir.

(k, 1)

Sekil 3.2 Bulanik Graf

Burada tiyelik dereceleri 1 olan kenarlar diiz ¢izgi ile 0 ile 1 arasindaki tam iiye

olmayan kenarlar kesikli ¢izgi ile gosterilebilir.

Eger bir bulanik grafin biitiin noktalarinin ve kenarlariin tiyelik dereceleri 1 ise bu graf

klasik graftir.
G=(4,Q48) bulanik grafi verildiginde, QO ={aed: Q(a)>0} ve 4§ =
{(a,b)e AX A: §(a,b) >0} kiimelerinin elemanlar1 gbéz Oniine alimarak G* =

(A, Q" , 8) klasik grafi elde edilebilir.

Tamm 3.4 (Mordeson and Nair 2000) G = (A, Q, 8) ve H = (A4, 7,y) iki graf olsun.

Egerr < Q vey < ise Hgrafina G grafinin kismi bulanik alt grafi denir.
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Ozel olarak A; € A olmak iizere her a € A; icin 7(a) = Q(a) her a,b € A, igin
8(a,b) =y(a,b)ise o halde H bulanik grafina G bulanik grafinin bir bulanik alt grafi

denir.

Ornek 3.5 Asagidaki gibi verilen G = (4, Q, 8) bulanik grafin1 goz 6niine alalim.

(a,0.8)

(b,0.4) (d,0.3)

(c,0.5)

Sekil 3.3.aG = (4, Q, 8) bulanik grafi

O halde sekil 3.3.b> da G = (4, Q, ) bulanik grafinin kismi bulanik alt grafin1 ve sekil
3.3.c’ de verilen bulanik grafi ise G = (4,Q,8)" nin bir bulanik alt grafini

gostermektedir.

(d,0.2)

(c,0.4)

Sekil 3.3.b G = (4, Q, 8) bulanik grafinin kismi bulanik alt grafi
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(a,0.8)

0.3
0.4

(b, 0.4
0.2

(c,0.5)

Sekil 3.3.c G = (4, Q, 4)’ nin bir bulanik alt grafi

Tamim 3.6 (Mordeson and Nair 2000) G = (4,Q,8)’ nin bir bulanik grafi ve H =
(A4, 7,7)’ da G’nin bir kismi bulanik alt grafi olsun. Eger Q = 7 ise H bulanik grafina G
bulanik grafinin gereni denir. Bu durumda H kismi bulanik alt grafina G bulanik

grafinin bir geren bulanik alt grafi denir.

Tanim 3.7 G = (4, Q, §) bir bulanik graf olsun. Eger her (a,b) € A X A igin,
A(a,b) = min{Q(a), A(b)}

ise G = (4,Q,8) grafina giiclii bulanik graf denir.

Ornek 3.8

(b, 0.4 (4.03)

(c,0.5)

Sekil 3.4 Giiglii bulanik graf
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Tanmmm 3.9 (Bhutani 1989) G = (4,Q,8) bir bulanik graf olsun, eger her a,b € A
icin §(a, b) = min{Q(a), Q(b)} ise G = (4,Q,8) bulanik grafina tam bulanik graf

denir ve Xy ile gosterilir

Ornek 3.10 A ={a,b,c,d} noktalar kiimesi ve E = {(a,b),(a,d),(a,c),(b,c),
(b,d),(c,d)} € A X A kenarlarin kiimesi olmak {izere asagidaki gibi verilen bulanik

graf bir tam bulanik graftir.

(b, 0.4

(d,0.3)

Sekil 3.5 Tam bulanik graf
Tammm 3.11 (Nagoorgani 2006) G = (4, Q, 8) bir bulanik graf olsun. A nokta kiimesi
a;,a, € A; ya da aq,a, € A4, icin §(ay,a,) = 0 olacak sekilde bostan farkli iki

kiimeye ayriliyorsa G = (4, Q, §) bulanik grafina ikiparcali bulanik graf denir.

Eger her a; € A; ve a, € A, icin §(ay,a,) = min{Q(a,),Q(a,)} ise G = (4,Q,8)

bulanik grafina tam iki parcali bulanik graf denir. K o ile gosterilir.
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Ornek 3.12 A = {a, b, c,d, e} nokta kiimesi ve E = {(a, ), (a,d), (b, c), (b,d)} kenar

kiimesi iizerinde asagidaki gibi verilen graf yapisi bir iki parcali graftir.

(a,0.5) (b,0.2)

Sekil 3.6 ki pargal1 bulanik graf

Sekil 3.6’da dikkat edilirse A kiimesi iki ayrik alt kiimeye ayrilmis ve bu kiimelerin her

birindeki elemanlar arasindaki kenar iiyelik dereceleri 0° dir.

Ornek 3.13

Sekil 3.7 Tam ikiparcali bulanik graf

Tamim 3.14 (Rosenfeld 1975) G = (4, Q, &) bir bulanik graf olsun. n > 2 olmak iizere
X1 # X icin p(x;, x;) > 0 olacak sekildeki x4, x5, ..., X, ayrik noktalar dizisine bir yol

denir ve P ile gosterilir.
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Ardisik ikililer yolun kenarlaridir. Klasik grafta bir yoldaki kenarlarin sayisina yolun
uzunlugu denir ve P (x4, X5, ..., X,,) ile gosterilir. Eger n > 3 i¢in x; = x,, ise P yoluna
bir devir denir. Yani P = (4,Q,8), G = (4, Q, §) lizerinde bir devir olmasi igin gerek
ve yeter sart G grafinin temel grafi G tizerinde bir devir olmasidir. Eger P = (4, (Q, §)

deviri birden fazla zayif kenar igeriyorsa P = (4, Q, &) bir bulanik devirdir denir.

Bir bulanik grafta P yolunun uzunlugu ise Y;—1, n—1 Q(x;, x;41) seklinde tanimlanir.
Bir bulanik grafin temel grafi géz oniline alindiginda x; noktasi ile x,, noktasi arasinda
birden fazla yol olabilir. Bu yollardan en kisa uzunluga sahip yolun uzunluguna x;

noktasi ile x,, arasindaki yolun uzunlugu denir ve u(x;, x,) ile gosterilir. Diger bir

»

G =(4,0,8) bir bulanik graf ve a € A olsun. O halde a noktasinin dismerkezligi
dism(a) ile gosterilir ve  dism(a) = max u(a,b) ile tammlanir. Ayrica
mak{dism(u):u € A} ya G bulanik grafinin ¢ap1 denir ve ¢ap(G) ile gosterilir. §
bulanik grafinin yarigapi ise min{dism(u): u € A} seklinde tanimlanir ve ygap(G) ile

gosterilir.

Ornek 3.15 Asagida verilen bulanik grafi goz 6niine alalim.

(d, 0.4)

Sekil 3.8 Graf 6rnegi
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Burada u(a,b) = min{0.4,0.9,0.8} = 0.4, u(a, ¢) = min{0.5,0.8,1,1} = 0.5 ve
u(a,d) = min{0.8,0.7,1,1} = 0.7 dir. O halde dism(a) = mak{0.4,0.5,0.7} = 0.7.
Benzer sekilde dism(b) = 0.4, dism(c) = 0.5 ve dism(d) = 0.7.

O halde cap(G) = 0.7 ve ycap(G) = 0.4 oldugu goriiliir.

Tanmmm 3.16 (Rosenfeld 1975) G = (4,Q, 8) grafinda x4, x5, x3, ... x, bir yol olsun.
min{u(x;, x;41):i = 1,2, .....,n — 1} Ye xq,X,X3,...%, Yolunun kuvveti denir ve

P(x1, %5, X3, ... xy,) ile gosterilir.

Tammm 3.17 (Rosenfeld 1975) G = (4,Q, 8) bulanik grafinda x; ve x, noktalar
arasindaki biitlin yollarin kuvvetinin maxsimumuna x; Ve x, noktalar1 arasindaki

baglantililigin  kuvveti denir ve BAGg(xq,x,) Ya da u*(a,b) ile gdsterilir. Eger

P(x1,%3, ..., xn) = BAGg(x1,%,) i€ X1, %3, ..., X, yoluna en kuvvetli yol denir.

Ornek 3.18 G = (4, Q, §)bulanik grafi asagidaki gibi verilsin.

Sekil 3.9G = (4,0, 8)

Sekil 3.9°daki grafta a ile b arasindakia —x—y—b,a—z—b,a—t—v—-—w-—>»

ve a — b olmak iizere dort yol vardir.
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P(a,x,y,b) = min{0.2,0.3,0.5} = 0.2
P(a,z,b) = min{0.5,0.7} = 0.5
P(a,t,v,w,b) = min{0.5,0.6,0.2,0.8} = 0.2

P(a,b) = min{0.1} = 0.1

Burada BAG(a, b) = max{0.2;0.5;0.1; 0.2} = 0.5 ve a ile b arasindaki en kuvvetli yol

a — z — b yoludur.

3.1 Kenarlarin ve Yollarin Cesitleri

Bu boliimdeki tanimlar Bhutani ve Rosenfeld (2003a, 2003b, 2003c) makalelerinden

derlenmistir.

Tamm 3.19 G = (4,Q, 8) bulanik graf olsun. Eger; V(a, b) € A X A i¢in BAG;(a, b) >
0ise G = (4, Q, 8) grafina bulanik baglantili graf denir.

Bir G = (4, Q, 8) bulanik grafta (a, b) kenarna 0 {iyelik derecesi atayarak (a, b) graftan
kaldirilabilir. Bu G — (a, b)olarak gosterilir.

Tanmm 3.20 G = (4,Q,4) bir bulanik graf olsun. Eger; u(a,b) > 0 ve u(a,b) =
BAGg_(qp)(a,b) ise (a, b) kenarma G’ de kuvvetli kenar denir. Eger; her1 <i<n—
1 igin (z;, z;+1) kuvvetli ise z;’ den z,,’e P(z4, Z3, ... ..., Zy) YOIU kuvvetli bir yol diye

isimlendirilir.

Sekil 3.9° da a—2z yolunun iiyelik degerini 0 yaparsak; P(a,x,y,b) =
min{0.2,0.3,0.5} = 0.2, P(a,b,z) =0.1 ve P(t,v,w, b,z) = 0.2 bulunur. Buradan
BAG;_(q)(a,z) = 0.2 dir. pe,) = 0.5 = BAG;_(qp)(a,b) = 0.2 oldugu icin (a,z)

yolu kuvvetlidir.
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Tamm 3.21 G = (4,4, 8) bulanik grafindaki bir a noktasinin derecesi derg(a) ile

gosterilir ve

derg(a) = Z $(a,b)

b+a

G = (4,Q,8) bulanik grafinin minimum derecesi §(G) ve maxsimum derecesi A(G) ile

gosterilir ve

6(G) = min{derg(a): ae€ Jl}

A(G) = max{ders(a):a € A}
olarak tanimlanir.

Ornek 3.22 Sekil 3.10 da verilen G grafin1 goz 6niine alalim.

(a 0.5)

(e, 0.9)

(b,0.7)

¢ 0'2,) 0.5

® (d,0.6)

(c,0.6)

Sekil 3.10G = (4,Q,8) grafi

O halde; derg(a) =03+ 0.5+ 0.4 =12, derg(b) =03+0.4=0.7
derg(c) = 0.5+ 0.2+ 0.5+ 0.4 = 1.6, derg(d) = 0.5, derg(e) =0.4+0.2=10.6
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ders(f) = 0. Ohalde 5(G) = 0, AG) = 1.6 dur.

Tanmm 3.23 G = (4,Q,8) bir bulanik graf olsun. G grafinin mertebesi ve boyutu
sirastyla M (G) ve B(G) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanir.

MG =) @
acA
B@= ) @b
(a,b)EAXA

Ornek 3.24 Ornek 3.10° daki grafi géz dniine alalim ve grafin mertebesini ve boyutunu

bulalim.

M(G) = Q(a) + Q(b) + Q(c) + Q(d) + Q(e) + Q(f)
=054+074+06+09+0.2
= 3.5

B(G) = 8(a,b) + 8(b,c) + A(a,c) +8(c,e) + 8(c,d)
=03+04+05+04+02+05
= 2.3

Tamim 3.25 G = (4, Q, 4) bir bulanik graf olsun. Bir a € A noktasinin toplam derecesi

tdg(a) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanr.

tdg(a) = Z 8(a,b) + Z 3(c,b) — 8(a, b) = derg(a, b) + 8(a, b)

a*b c#d

Tanmm 3.26 G = (4,Q,8), G* = (A, E) grafi {lizerinde bir bulanmik graf olsun. Bir

(a, b) € E kenarinin derecesi derg(a, b) ile gosterilir ve asagidaki gibi tanimlanr.
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dery(a, b) = Z 8(a,b) + 2 8(c, b) — 284(a, b)

c*a Cc*b

Ornek 3.27 Omek 3.10°daki grafin a noktasinin toplam derecesini ve (a, b) kenarmin

derecesini hesaplayalim.

derg(a,b) = 8(a,b) + 8(a,c) + 8(a,e) + 4(c,b) + 4(a,b) — 28(a, b)
= 8(a,c) +8(a,e) + 8(c, b)
=05+04+04
=13
tdg(a) = derg(a,b) + 8(a, b)
=13+0.3
=1.6

Tamim 3.28 (Bulanik Graf Tiimleyeni): G = (4, Q, &) bir bulanik graf olsun. G grafinin
G° = (4,0, 8°) ile gosterilen tiimleyeni asagidaki gibi tanimlanir.

c 0 ,8(a,b) >0
3 _{ min {Q(a),Q(b)} ,diger

Burada Q¢(a) = Q(a), Va € A.
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(x1,0.9) (x2,0.4)

(x1,0.9) 0.3 (x2,0.4)
® ®
0.
0.3
0.7 0.1
o @ (x3,0.8) (x4, 0.3)
(x3,0.8) 0.2 (x4,0.3)
g ¢
Sekil 3.11 G ve G° bulanik graflar
(x1,0.9) 0.4 (x2,0.4)
® : ®
0.8 0.3
o @
(x;,08) 03 (x4, 0.3)

G)°

Sekil 3.12 G bulanik grafinin tiimleyenin tiimleyeni

Bu tanim klasik graflardaki tiimleyen tanimina yakindir. Fakat bu tanim bulanik
graflarin tlimleyenine ait ortak birgok 6zelligi saglamaz. Sekil 3.12°de goriildiigii lizere
(G°)¢ # G. Bu ozelligin gecerli olmasi igin bulanik grafin giiglii graf olmas1 gerekir.
Tiimleyen tanimindaki zayiflifi ortadan kaldirmak i¢in Sunitha ve Vijayakumar
(Sunitha and Vijayakumar) tarafindan tiimleyen tanimi revize edilerek yeniden

tanimladi.
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4. BULANIK GRAF iISLEMLERI

Bu boliimde bulanik graf islemleri tanitilacak ve bazi 6zellikleri sunulacaktir. Ayrica

bulanik graf islemleri ile ilgili 6rnekler sunulacaktir. Bu bdliim, Mordeson and Peng
(1994), Ramaswamy and Poornima (2009), Radha and Arugunam (2015), Dogra (2015)

ve Havary and Haroni (2016) kaynaklarinin bir derlemesidir.

Tanmmm 4.1 (Mordeson and Peng 1994) (Bulamik Graflarin Birlesimi): G’ =
A4',Q,8)ve Gg" =(A",Q",8") iki bulanik graf olsun. G’ ve G" 'niin birlesimi G =
G'ug" =04, uQ”, 8 uglile tanimlanir.

Burada, A = (A" UA") ve E = (E' U E"") olmak tizere;

Q' (w), ueAd —A"
QuaHw) = Q" (w), ueAd”" —A
mak{Q'(u), Q" (u)}, ue A'nA"

ve

8 (u,v), (u,v) EE"'—E"

W' u8)wv) = A'(w,v), (wv)€EE"—-E'
mak{8'(u,v), 8" (w,v)}, (w,v) EE'NE"

Tamm 42 G=G'UG"'=MA4,QUuQ",8Uus8) , G =@49,8) ve G'=

(A",Q",8"") bulanik graflarinin birlesimi olsun. O halde u € A’ nin derecesi,

derglugu(u) = Z (,%/ U A%r/)(u' 17)

(v, u)EE

= ) F@w+ Y g@v+ ) maki§ w8 w)

(wv)EE'-E" (u,v)EE' —E' (u,v)EE'nE"’
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Ornek 43G' = (A4,Q,8)veG" = (4",Q",8") Sekil 4.1’ de verilen iki bulanik graf
olsun. G = G' U G" islemi Sekil 4.1°de verilmistir.

(u,0.5) (1,0.9)
0.5
0.2 0.3 (v,0.8)
0.6
(v,0.7) 0.4 (w,0.4) (x,0.6)
g’ — (A,,QI,AX,) gu — (AII’QII'A%H)

Sekil 4.1 G' ve G"' graflar

QuUaHYW =09 W uUls)Hwv)=05
QuQHw) =08 (8 Us)(uw) =03
QuUaHYw) =04 (K Us)w,w) =04
QuQ)x) =06 (8 U8 )(v,x) =06

(u,0.9) o5 (©,08)
0.3
0.4
0.6
(x,0.6) (w,0.4)

Sekil42G=G'UgG"”

dergrugn(u) =05+03=0.8
dergrugu(v) =05+04+06=15
deT'grUgH(W) =03+04=0.7

dergfugu(x) = 0.6
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Teorem4.4¢G' = (A',Q',8)veG" = (4",Q",§"") iki bulanik graf olsun. O halde,

dergrygr(u) = dergr(u) + dergn(u) — Z min{8'(u, v), 8" (u, v)}
(u,v)EE'NE"

ispat:

de‘l"glugn(u) = z (A%’ U A%”)(u, 7.7)

(vu)eEE

= Z 8 (u,v) + z 8 (w,v) + Z mak{§'(u,v), 4" (u,v)}
(u,v)EE'—E" (u,v)EE'-E' (wv)EE'NE"

= Z & (u,v) + Z 8 (w,v) + z mak{8'(u,v), 8" (u,v)}
(w,v)EE'-E"" (u,v)EE'-E"’ (u,v)EE'nE"’

+ z min{d'(u,v), 8" (u,v)} — Z min{8'(u, v), 8" (u, v)}
(u,v)EE'NE"! (uv)EE'NE"!

= ) S@w+ Y F@w- Y minf8wv),8"wv)
(u,v)€eE’ (uv)ee' (wv)€EE'nE"

= dergr(u) + dergn(u) — Z min{8'(u,v), 4" (u, v)}.

(uwv)EE'NE"

Tamim 4.5 (Mordeson and Peng 1994) (Bulamik GraflarinToplam): G’ = (4’,Q', §")
ve " =(A",Q",8'") iki bulanik graf olsun. G' ve G"’ nin toplam1 G = G' + G" =
4,9 +Q", 8 +48") ile tanimlanir. Burada A = A'UA" ve E =E'UE" UE* da A"
daki noktalarla A”> nin noktalarini birlestiren biitiin kenarlarin kiimesini gosterir. Ayrica

Q + Q" ve §' + §'' asagidaki gibi tanimlanir.
@+ 2w =@ va’)w
ve
" UdH(u,v), (u,v) EE'UE"

(,%/ + A%u)(u, 17) = {min { Q’(u),Q”(u)}, (u’ 17) € E*
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Tanom 46 G=G'+G"=AQ0+Q".8+8") , ¢G=AQ0, 8 ve §G'=
(A", Q",8") nin toplami olsun. O halde u € A> mn "dergr,cv(u)" ile gosterilen

derecesi asagidaki esitlikle bulunur.

deT'gl_I_gu(u) — z (A%’ + @")(u, U) — Z (A%I U /s)u)(u, U)

(v, wWEE (u,v)EE'VE"

DI (OLEYO

(u,v)EE*

Teorem4.7G' = (A',Q',8)veG" = (A4",Q",8") iki bulanik graf olsun.

1. Eger Q' > Q" olursa,

derg/(w) +0(G"), ued

deTgl+gH(u) = {dergu(u) + plﬂ"(u),u e A"
2. Eger Q' < Q" olursa,

dergr(u) + p,Q'(w), u€eA

deTgl+grl(u) = {de’l"gll(u) + O(gl), u€e A

Ispat: Eger Q' > Q" ve u € A’ ise tamimdan,

deT'gl+g//(u) = Z (A%’ + A%")(u, 17)

(vu)EE

= ) @usH@w+ ) min{0/w,0'w)

(u,v)EE'VE' (u,v)EE*

= Z 8" (u,v) + z min {Q'(w), Q" (v)}

(wv)ek’ veA!!

= derg(u) + Z Q" (v)

veA!’

= derg(w) + o(G").

Yine Q' = Q" ve u € A” ise tanimdan,

derg/+gu(u) = Z ('&’ + A%")(u, )

(vu)EE
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= ) @UsH@H+ Y min{@,0" )

(u,v)EE'VE" (u,v)EE*

= ) S@v+ ) min{(QwW,0" W)

(u,v)ee! veA'

= dergn(u) + z Q' (u)

veAd’

= dergr(u) + p1 Q" (w).

Dolayisiyla eger Q' > Q""” dan sonra,

derg/(w) + 0(G"), u€A

derg/+gll (u) = {derg” (u) + pl/%”(u)' u e c/qll

Benzer sekilde Q' < Q" oldugunu ispatlayabiliriz.

y B dergr(w) + p28' (w), u€A
erg/+gu(u) = dergu(u) + O(QI)' u€eA"

Ornek 4.8 G' = (A, Q,8) ve G" = (A",Q",8") asagidaki gibi iki bulanik graf
olsun. E' = {((uyv1), (vyw1), (uy, wy)} ve  E" ={((uyv,)} *dir. G'+G" islemini

gosterelim.

(ul, 04) (uz, 07)

0.3 0.4 0.6

(v4,0.6) 02 (w,05) (v,08)
gl g”
Sekil 4.3 G’ ve G"' graflari
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(ul, 04‘) 0.4 (Wl' 05)

(v,,0.8)

(v,06) 0O (uz,0.7)

Sekil 4.4 G'+G"' grafi

G'+G" seklinde gosterilir. Tiim noktalarin dereceleri;

dergr gn(uy) = 0.4+ 0,4+ 04+ 03 = 1.5
dergr gn(v;) =03 +0.2+0.6+0.6 = 1.7
derg’+g” (Wl) = 04‘ + 02 + 05 + 05 - 16

derg’+g” (uz) = 0.6 + 0.4 + 05 + 0.6 =21

dergr+gu(vz) = 0.5+ 0.4+ 0.6 + 0.6 = 2.1 seklinde gosterilir.

Tamim 4.9 (Mordeson and Peng 1994) (Bulanik Graflarin Bileskesi): ' = (4’,Q', 8")
veG" = (A4",Q",8"") iki bulanik graf olsun. G’ ve G" bulanik graflarinin bileskesi;

G=G'l6"1=(4,0Q" - Q",§ - §")
Seklind  tanimlanir.  Burada A= (4"xXA") ve E = {(al,bl), (az’bz): a; =
a,, (bl = bz) € E” veya b1 = bz, (al, az) € E,} V) {((al’bl), (az, bz) | bl * bz} le‘

Burada;

Q0" (xy) = 2'(x) AQ"(y)
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ve her (a, b;) € A" x A” igin,

min {Q'(ay),8" (b1, by)}, a = ay, (by,by) EE”
(A%’ ° ’%”) ((al' by), (a,, bz)) = { min {§'(ay, a;),Q"(b1)}, by = by, (ar,a;) €EE’
min {§'(a,, a;), min {Q'(b;) A Q" (b;)}}, by # by, (a1,a;) € E’

seklindedir.

Ornek 4.10 G' = (4, Q,8) ve G = (A",Q",8"") iki bulanik grafi 6rnek 4.2, sekil
4.3’teki bulanik graflari goz 6ntine alim. G' o G" bulanik grafi asagidaki gibi elde edilir

0.4

((ul' uz): 04’) . ((Ul; uZ)t0'6) 0.2

((WlﬁuZ)'O'S)

0.4
0.5

((ur, v2),0.4) (W1, v2),0.5)

0.4

Sekil 4.5G' o G" grafi
Tanim 4.11G' = (A',Q',8)veG" = (A",Q",8"") iki bulanik graf olsun. Daha sonra

(a;,b;) €A noktasmin G'[G"”] bulamk grafindaki derecesi derg,[gu](al,bl) ile

gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

derg'[g”](allbl) = Z (8" ° 8")((as, b1), (az,by))

((ay,b1),(az,b2))EE
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= z min {.Q.I(al); AX”(bli bZ)}

a1=a2,(b1,b2)EE”

+ Z min {§' (a4, a,), Q" (b;)}

by=by,(a;,a;) €EE’

£ min(8/(a,a,0'(y), 9" (b))

by#by,(ay,a;)€E’

Teorem 4.12G' = (A, Q',8)ve G" = (A4",Q",8") iki bulanik graf olsun. Eger, Q' >
A" ve Q" = &' olursa, derg’[g”](ap b,) = |A"|derg/(a,) + dergi(by)’ dir.

Ispat: Tanimdan,

deTgr[gu](a1,b1) = Z (AX’ o '%”)((ap b1), (az’ bz))
((ayb1)(azb2))eE

= Z min{ﬂ'(al), /x”(bl' bZ)}

a1=a2,(b1,b2)EE”

+ Z min {§' (a4, a,), Q" (b1)}

by=by,(a;,a;) €EE’
+ Z min{8'(a,,a,), A (by), Q" (b;)}.

blibz,(al,az)EE’

= Z 8 (a,ay) + z &' (ay,ay) + Z 8" (by, by)

by=by,(a;,a;) €E’ by#by,(a,,a2)€E’ (b1,bz)€E"!

47

dergi(a,) + dergi(by).

Buradan, der /(g (ay,by) = A" lderg(ay) + dergr(by) bulunur.

Ornek 4.13 Sekil 4.5’te verilmis G’ o G" seklinde gosterilen grafta tiim noktalarin

dereceleri;
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dergrogn (i, uy) = 0.4 + 0.3 + 0.4 + 0.4 + 0.3 = 2.1
dergrogn (s, v5) = 0.4+ 0.3+ 0.4+ 0.3+ 0.4 =18
dergrogn(vy,1p) = 0.3 + 0.4+ 0.6 + 0.2+ 0.2 = 1.7

dergrogn (vy,v) = 0.3+ 0.3+ 0.6 + 02+ 0.2 = 1.6
derglog”(wl, uZ) =02+04+0.2+ 05=1.3

dergr,g(wy,v3) = 0.2+ 0.2+ 0.5 + 0.4 = 1.3 seklinde gosterilir.

Tammm 4.14 (Ramaswamy and Pornima 2009) (Bulamik Graflarin Dogrudan
Carpm): G' = (A4, Q',8) ve G" =(A",Q",8") iki bulanik graf ve A'NA" =0

olsun. G’ ve G niin garpim1 asagidaki sekilde tanimlanir;
gl r] g’l — (A‘ Q’ r] Q”,/&’ r] A%II)
BUI’adaA = A’ X A”’dlr. E = {(al, bl)’ (az, bz): (al, az) (S (bl = bz) € E” }

Ortaya ¢ikan G’ M G"' grafinin (x, y) noktasinin iiyelik degeri su sekildedir;

Q' ma")xy) =Q'"(x) AQ"(y)

Ve G' N G" grafinda ((al_bl), (az_bz)) bir kenarinin tiyelik degert;

CRIr'D) ((a1,b1): (az,bz)) = min {§'(a,, a,), 8" (by, b2)}

Ornek 415G = (4,0, 8)ve " = (4”,Q",8") iki bulanik graf A’ = {x,y}, A" =
{z,t}, E' = {(x,y)}, E" = {(z,t)} asagidaki gibi verilsin. ' N G"islemi;
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(x,.O ©) (z 0-9) ((x,2),0.6) ((x,1),0.5)
o ®

(»,0.2) (t,0.5) ((r,2),0.2) ((7,1),0.2)
g, g,, gl M gu

Sekil 4.6 G've G" bulanik graflar1 dogrudan garpimi

Teorem 4.16 G've G" bulanik graflan giiclii grafise, G' M G’ da giiglii bulanik graftir.

Ispat: G' = (4',Q,8") ve G" = (A4",Q",8") iki gicli bulanik graf, &'(a;,a,) =
min{Q'(a,), 2'(az)} ve 8" (by, by) = min {Q"(b,), 0" (b2)} her (ay,a;) EE" ve
(b1, b,) € E" igin gegerlidir.

(8' 1 8")((ar, by), (az, by)) = min {§'(as, a;), 8" (by, b))}
= min {min{Q’'(a,), 2’ (a,)}, min {Q" (b;), Q2" (b,)}
= min{min {Q'(a,), 2" (b;)}, min {Q'(a;), 2" (b,)}}
=min {(Q' N Q")(ay, by), Q' N Q")(ay, by)}

Buradan G’ 1 G"' gii¢lii bulanik graf oldugu goriiliir.

Teorem 4.17 G've G" iki bulanik graf olsun. Eger G' N G"' gii¢lii bulanik graf ise G've

G'" den en az biri gii¢lii bulanik graftir.
Ispat: G've G” iki bulamk graf ve her ikiside grafta giiclii bulamk graf olmasm. O

zaman (aj,a;) €E" |, (by,by) EE” 8'(ay, a;) < min {Q'(ay), Q' (az)} ve
8" (b1, b;) < min {Q"(by), Q" (b,)} kosullarini saglayan en bir kenar1 vardir. Simdi;
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(8" 18" ((a1, b1), (az, b)) = min {§' (a1, a;), 8" (by, b,)}
< min {min{Q’(a,), Q' (a,)}, min{Q" (b,), Q" (b,)}}
= min {min{Q’ (a,), 2" (b;)}, min{Q' (a,), 2" (b,)}}
= min {(Q' N Q") (a, by), (Q' N Q")(az, b,)}
Oyleyse,
&' N 8" ((ay, by), (az, b)) < min{(Q' 1 Q") (ay, by), (Q' N Q") (ay, b))}

Bu durum G' N G'"’nin gii¢lii olmadigin1 gosterir. Bu bir ¢eligkidir. O halde ise G'veya

G'" den en az biri gii¢lii bulanik graftir.

Tammm 4.18 (Havary and Haroni 2016) (Bulamk Graflarin Yan Giiclii
Carpimlan): G' = (4, Q,8") ve " = (A",Q",8") iki bulanik graf ve A'NA" =0
olsun. A=A"xA" ~° ve E={(x,by),(x,by) Ix€A',(by=b,) EE"}U
{((ay,by), (ay, by) 1 ((aq,a,) € E' (by,by) € E"} olmak tizere G' ve G'" bulanik

graflarin yar1 giiclii ¢arpimi agagidaki gibi tanimlanir;
G'eG" = (A Q"4 ¢ 8
Burada G’ e G'"’bulanik grafindaki (x, y) noktasinin tiyelik degeri;
(Q"« Q") (x,y) = min {Q'(x), 2" (y)}

ve G’ o G" bulanik grafinindak kenarlarin tiyelik degeri;

{ (8" 8")((x, by), (x, b)) = min {Q'(x), 4" (by, b)}
(8’ 8")((ay, by), (az, b)) = min {8'(ay, az), 8" (b, b)}

ile hesaplanir.
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Ornek 4.19 G’ ve G bulanik graflar1 ve bu graflarin yar giiglii carpimi asagidaki
gibidir.

(xé)b) (23'9) ((x,2),0.6) 06  ((x1),05
0.6 08 0.6 0.6
® ° 0.2
(¥,0.2) (t,0.5) ((,2),0.2) ((.1),0.2)
gl gll gl ° gll

Sekil 4.7 G've G'" bulanik graflarinin yar1 giiglii ¢arpimi

Teorem 4.20 Iki bulanik grafin yari giiclii carpimu giiclii bulanik graftir.

Ispat: Eger ((x,by), (x,b,)) € E,
(8« 8")((x, b1), (x, b)) = min {Q'(x), 4" (by, b))}
= min {Q'(x), min{Q" (b,), Q" (b2)}}
= min {min{Q'(x), Q" (b,)}, min {Q'(x), Q" (b2)}}
= (Q' « Q") (x,by) A (Q « Q") (x, by).
Eger, ((ay, by), (a1, by)) € E, ise
(8' ¢ 8")((as, by), (az, b)) = min {8'(ay, az), 8" (by, b)}
= min {min{Q’'(a,), ' (a;)}, min {Q" (b,), Q" (b,)}
= min {min{Q'(a,), 2" (b))}, min{Q'(az), 2" (b2)}}

= min {(Q" * Q")(ay, b1), (Q" + Q") (az, b)}.

Buradan G' e G""’ de giiclii bulanik oldugu goriiliir.
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Teorem 4.21 Eger G' » G"' giiglii bulanik graf ise G've G"’bulanik graflarindan en az
biri gli¢liidiir.

Tamim 4.22 (Havary and Haroni 2016) (Bulanik Graflarin Giiglii Carpimlar) G’ =
A4,Q,8") ve " =(A4",Q",8") iki bulanik graf ve AN A" =@ olsun. A = A" x
A" cdir. E ={(x,by),(x,by): x € A',(by,by) € E"YU{((ay,y), (az,y)): (ar,a;) €
E',y € E"}u{((ay, by), (az by)): (ay,a;) € E', (b, b)) EE”}  olmak  G've G”

bulanik graflarinin giizlii ¢arpimi asagidaki sekilde tanimlanir:

gl O gll — (A’ QI @ QII,AXI @ A%H)

Burada, G' © G" bulanik grafinda (x,y) noktasinin tyelik degeri asagidaki gibi elde

edilir

(6" © §")(x,y) = min {Q'(x), 2" (y)}

G' © G" bulanik grafindaki kenarlarin tiyelik degeri agsagidaki gibi elde edilir:

(8" © 8")((x,by), (x,b;)) = min {Q'(x), 8" (b, by)}
(8" © 8")((ar,y), (az,y)) = min {§'(a;, a3), Q" ()}
CYO) A%”)((all b1), (az, bz)) = min {A%'(ap az), A" (b, bz)}

Ornek 4.23G' = (4,0,8) ve G" = (4”,Q",8"") iki bulanik graf A’ = {x,y}, A" =

{z,t}, E' = {(x,y)}, E" ={(z,t)} olmak lizere G’ ve G"' bulanik graflar1 ve ' © G"
bulanik grafi asagidaki gibidir.
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(x,.O.6) (30.9) ((x,2),0.6) 06  ((x1),0.5)

0.6
0.6 08 . 0
0.2
® ®
(,0.2) (t,0.5) ((,2),0.2) ((,0),0.2)
g’ gll g’ O gl’

Sekil 4.8 G' ve G" bulanik graflarinin giiglii carpimi

Teorem 4.24 G've G" bulanik graflar1 giglii bulanik graf ise, G' © G"’ da gigli
bulanik graftir.

Ispat: Bulanik graflarin giiglii carpimmin bir bulanik graf oldugunu biliyoruz. Simdi

eger ((x,by),(x,b,)) €EE,

(8' © 8")((x, by, (x, b;)) = min {Q' (x), 8" (by, b2)}
= min {Q'(x), min {Q"(b,), 2" (b,)}}
= min {min{Q' (x), 2" (b,)}, min{Q' (x), Q" (b,)}}
= min {(Q" © Q") (x,b1), (Q O Q")(x,b,)}.
ve
(82" O 82")(Cx, b, (x, b)) = max {Q(x), 8" (by, b2)}
= max{Q}(x), mak{Q (b;), Q5 (b)}}
= max{max{Q} (x), Q4 (b,)}, max{Q (x), 0% (b)}}

= max{(Q; O Q3)(x, b1), (2 O Q7)(x, by)}.

Eger ((al'y), (az,y)) € E,
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(8 © 8")((a1, 7). (az,)) = min {8' (a1, a;), Q" (¥)}
= min{min {Q'(a;), 2'(a2)}, Q" ()}
= min{min {Q'(a,), 2" ()}, min {Q'(a,), 2" ()}
= min{ (' © 0")(a,y), (@' © Q") (az )}
Eger ((ay, by), (az, by)) EE,
(8" © 8")((as, by), (az, by)) = min {§'(ay, a,), 8" (b1, b;)}
= min{min {Q'(a), Q' (a)}, min {Q" (b;), " (b)}}
= min {min{Q'(a;), Q" (b;)}, min{Q' (a2), 2" (b,)}}

= min {(Q' © Q") (ay, by), (" O Q") (az, b2)}.
Boylece, G' © G"islemininde gii¢lii bulanik graf oldugu gorilmiistiir.
Asagidaki teorem yukaridaki sonugtan ¢ikar.

Teorem 4.25G" = (A", Q,8)veG" = (A",Q",8"") iki bulanik graftir. Eger G' © G"

s

giiclii bulanik graf'ise G've G’ den en az biri gii¢lii bulanik graftir.

Tanmim 4.26 (Mordeson and Peng 1994) (Bulanik Graflarin Kartezyen Carpim) G’ =
A,0,8) ve g"=(A",Q",8") iki bulamk graf olsun. A=A"xA" ve E =
{((al, bl)’ (az, bz)): a; = a,, (bl’ bz) € E” veya bl = bz, (al, az) € E,} olmak ﬁzere,

"ve G'"' bulanik graflarinin kartezyen ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir:
Ip g g

gzglx gll — (A,.Q,X Q”,l&’XA%”)

Burada G’ X G" bulanik grafindaki (x, y) noktasinin iiyelik degeri asagidaki gibi elde

edilir.

(@ x Q") (x,y) = min {Q'(x), 2" (y)}
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G’ X G" bulanik grafindaki (a;b,) € A’ X A” kenarinin iiyelik derecesi asagidaki gibi

elde edilir:

min {Q'(a,), 8" (by, by)}, e8er a; = a,, (b, by) € E”
min {A%,(alﬁ aZ)l 'Q”(bl)}l eger bl = b21 (all aZ) € E,

(8 x 8")((@x, b2), (@2,5) = |
Tanmm 4.27 G' = (4,0, 8") ve " = (4",Q",8") iki bulanik grafinin kartezyen
carppmi G =G'X G" = (4,2 " x Q",8 xA8") olsun. G'x G"” bulanik kartezyen
carpimindaki (ay, b;) noktasimin derecesi dergr,¢rv(ay,by) ile gosterilir ve asagidaki

gibi tanimlanir:

deTgrxgn(ap b1) = Z (A%' X "%”)((al' bl), (az,bz))
((a1,b1).(az.by))€EE

= ) mn@@)&"Gub} + ). min(8(a,6,9" ()

ai=ay,(by,b;)EE" by=b;,(ay,a;) €E’

Teorem 428G = (A, Q" , 8 )veG" = (A",Q",8") iki bulanik graf olsun. Eger Q' >
8" ve Q' = 4§ ise, dergryoi(ayby) = dergi(a;) + dergn(b,). Burada a; € A’ ve
b, € A" dir.

Ispat: Tanimdan,

derg’xgll (al, bl) = Z (/&’ X A%l’)((ap bl)' (az,bz))
((a1,b1),(az.by))EE

=) min{@@)8"Gub}+ ) min{8/(a,a,),07 (b))

a,=a,,(bq,b,)EE" by=b,,(aq,a;) €EE’

= z A%”(bl,bz) + Z A%,(al,az) (Ql 2 A%l/ ve QII 2 A9)/)

(blrbZ)EE” (al,az)EE’

= z 8 (a,a;) + Z 8" (b1, by)

(ay,a2)€E’ (b1,by)EE"
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= derg/(a,) + dergr(by) dir,

Tamim 4.29 (Dogra 2015) (Bulamk Graflarin Tensor Carpimi) G've G iki bulanik

graf olsun. A=A xA" ve E= {((al, bl),(az,bz)) I(ay,a,) € E',(by,by) €

E ”}olmak tizere G've G" bulanik graflari arasinda G'® G" ile gosterilen tensor ¢arpimi

asagidaki gibi tanimlanir:
g — gl® gll — (dq' QI@ Q”' AX,®A%”)
Burada, G’ X G"' bulanik grafindaki (x,y) noktasinin tiyelik derecesi asagidaki gibi

(Q'® Q") (x,y) = min {Q'(x), Q" (y)}

((a1,b1)» (azlbz)) kenarinin tiyelik derecesi ise asagidaki gibi elde edilir

(%’@@”)((al, by), (ay, bz)) = min {§'(ay, a,), 8" (by, b)}.

Tanim 4.30 G’ ve G" iki bulanik grafinin tensor carpmi G =G'® G"' =
(4,0'®0",8®48") olsun. G'® G" bulanik grafindaki (a,,b;) € A" X A" noktasinin

dergig gr(aq, by) ile gosterilen derecesi asagidaki sekilde tanimlanir:

derg’@ G (as, by) = z (A%,®A%”)((a1» b1), (az, bz))

((a1,b1).(az.by))EE

= Z min{4'(ay,a,), 8" (b1, b;)}

(allaZ)EE’
Ornek 431 G'=(4,0,8) ve G" =(A",0",8") Sekil 4.9°daki gibi verilen iki
bulanik graf olsun. Sekil 4.9’da E' = {((uq,vy), (v, wy), (ug,wy)} ve E" =

{((uy,vy) ¥ dir. G'QG"" ¢arpimu Sekil 4.10°daki gibi elde edilir.
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(u1,0.4) (112,0.7)

0.3 0.4 0.6

(Ul, 06) 02 (Wl, 04‘) (UZJ 08)
gl gl!

Sekil 4.9 G' ve G"' graflari

((ul,uz), 04) ((vl'uZ)'O-6) ((W1'u2)10'4)

((ullv2)'0'4) ((171, 172),0.6) ((WLUZ)' 04))

Sekil 4.10 G' ve G" bulanik graflarinin tensor ¢arpimi

G'®G" bulanik tensor ¢arpimindaki noktalarin dereceleri asagidaki gibi elde edilir.

dergrgg! (ug,v2) = min{8'(uy, v1), 8" (2, u2)} + min{§' (uy, w) , 8" (v, uz)

=03+04=0.7
dergiggr(ug, up) = 0.7
dergiggr(wy,v,) =02+ 0.4=10.6
derg’®g”(v1, 7.72) =03+02= 0.5
derg’®g”(v1,u2) =02+4+03= 0.5

dergigg(wy,uz) = 0.2 + 0.4 = 0.6 seklinde bulunur.
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Teorem 4.32G' = (A", Q1,8 ) ve G" = (4"”,Q",§"") iki bulanik grafi olsun. Eger 8" >
/\%,ise, derg’®g” (al, bl) = derg’ (al) ve A%’ 2 A%”ISE derg’®g” (al, bl) = derg” (bl)

Ispat: Eger 8" > 4§’ ise,

dergrg g (a,by) = 2 (%’@A%”)((ap b1), (az, bz))

((ap.by).(az,bz))EE

= z min{/%'(al, az): Ay),,(blrbz)}

(ay,az)€E’

_ z A%,(allaz) = dergr(al)

(ay,az)€E’
Dolayisiyla, dergrggr(ay, by) = dergr(a,).

Benzer sekilde, eger ' = 8" ise dergiggr(ay, by) = dergr(by) oldugu goriiliir.

Tanimm 4.33 (Dogra 2015) (Bulamk Graflarin Normal Carpim) G' = (4',Q', ') ve
G" =(A",Q",8") iki bulanik graf olsun A = A’ X A" ve E = {(a4, b,), (ay, b,) la; =
ay, (by,b;) € E" veya by = by, (ay,a,) € E'}U {(((11' by), (ay, bz)) I(ay,a;) €

E’ (by,b,) € E"} olmak iizere G' ve G'' bulanik graflarmin G’ e, G ile gdsterilen

normal ¢arpimi ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir
G=G"*n G"=(A,0", Q" § «, §")

Burada, G' »,, G"' bulanik grafindaki (x,y) noktasinin iiyelik derecesi asagidaki gibi

elde edilir
(Q ¢, Q") (x,¥) = min {Q'(x), Q" ()}

Ayrica G' e G"  bulanik grafindaki ((al, b,), (az,bz)) kenarinin tyelik derecesi
asagidaki gibi elde edilir
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min {Q'(aq),8" (b1, b;)}, ai = ay, (by,by) EE”
(8 e 8") ((a1;b1): (az, bz)) = min {8’ (a,,a;), Q" (b1)}, by = by, (ay,a;) €E'
min {8'(ay,a;), 8" (b1, bz)}, (a1, a;) € E', (by, by) € E”

Tanim 434 G=G' o, G" = (4,0 ¢, Q", 8 ¢, &), G' ve G" bulanik graflarinin
normal carpimi olsun. A’ daki (ay,b;) noktasimin dergr, crv(aq,by) ile gsterile

derecesi asagidaki sekilde tanimlanir:

deTgr.ngu(ap bl) = z ("X, o ’x”)((all bl), (az,bz))
((alvbl)v(az,bz))EE

= Z min{Q'(a;), 8" (b1, b2)} + z min{8'(a,a;), Q" (by)}

a1=a2,(b1,b2)EE” b1=b2,(a1,a2) €E’

By 2 min{§'(a;, a,), 8" (b1, by)}.

(al,az)e(bl,bz)EE”

Ornek 435G = (4, Q0,8 ) ve G = (A",Q",8") Sekil 4.11°deki gibi iki bulanik graf
olsun. E' = {((ul_, vl), (v, wy), (ul,wl)} ve E" ={((uy,vy)}’dir. G' »,, G" bulanmk
grafi Sekil 4.12°deki gibi elde edilir.

(uy,0.4) (u3,0.7)

0.3 0.4 0.6

(v4,0.6) 0.2 (wy,05)  (v3,0.8)
g’ gl!

Sekil 4.11 G' ve G"' graflar
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0.4

((u1,u2),0.4) . ((v1,u,),0.6) 0.2

((wy,u3),0.5)

0.4
0.5

((uy,v,),0.4) ((w1,1,),0.5)

0.4

Sekil 4.12 G' ve G" bulanik graflarinin normal ¢arpimi

Teorem4.36G' = (A',Q,8)veG" = (A",Q",§"") iki bulanik grafi verilsin. Eger
A2 4",0" 2 §ved < 8" isederggina, b)) = A" Iderg(as) + dergn(by),

burada a, € A" ve b; € A""dir.

Ispat: Q' > §”,Q" > §'ve §' < 4", tamimdan

dergr,ng/, (a1, by) = Z (8 on '&”)((ab b,), (a, bZ))

((allbl):(az.bz))EE

= z min {Q'(a,), 8" (b1, b;)}

a1=a2,(b1,b2)EE”

+ Z min {§' (a4, a,), 2" (b1)}

b1=b2,(a1,a2) EE’

+ Z min {§'(ay, a,), 8" (b1, by)}.

(a1,a;)€(by,bz)EE"

= Z 8" (b1, by) + Z 8'(ay,a;) + Z 8'(ay,az)

(bl,bz)EE” b1=b2,(a1,a2) €E'’ (al,az)EE’

&' (a,,az) + Z &' (ay,az) + Z A" (by,b3)

b1=by,(ay,a;) €E’ (ai.az)€E’ (by,bz)eE""
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= |A"|derg(ay) + derygi(by).

Burada.n, derg’.ng” (a'll bl) = IAllldergl(al) + derg” (bl)bU|Unur

Tamim 4.37 (Dogra 2015) (Bulanik Graflarin Modiiler Carpimi) G' = (4',Q',8") ve
G" = (A", Q", 8")iki bulanik grafi verilsin. A = A’ ® A” = {(ay,b,):a, € A’ ve b, €
A"YveE = E' @ E" ={((ay, by), (az by)): (ay,a;) € E',(by, by) €

E" yada (a,,a,) € E', (by,b,) & E”} olmak tizere G' ve G bulanik graflarinin

G' ® G'"ile gosterilen modiiler garpimi asaidaki gibi tanimlanir:
6= §§"=A400 Q2"§ 48"
Burada her (a4, b;) € A igin
Q" ® Q")(ay, by) = min {Q'(a,), Q" (b1)}

veG' © G'"’deki her ((al, b,), (a,, bz)) kenarinin {iyelik derecesi

' " — Jmin {8'(ay, a;), 8" (by, b2)} ,(ay,a;) € E',(by, by) € E
@ © 8@, by). (@ b)) {min Q' (ay), ' (az), Q" (b)), " (by)} , (ay,a3) & E', (by, by) & E”

ile hesaplanir.

Tanom 438 G=G'"® ¢"=4,0 0@ Q".8@48"), ¢ =0A"0,8) ve "=
(A”,Q",8") iki bulanik grafinin modiiler carpimi olmak iizere (a; b;) € A noktasmin

derecesi dergr g (al,bl)ile gosterilir ve asagidaki sekilde tanimlanir:

derg’@g"(ap by) = Z CHO, A%”)((ap b1), (az, bz))

((al'bl);(az,bz))EE
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- z min {§'(as, az), 8" (b1, b,)}

(al,az)EE’,(bl,bz)EE”

+ Z min {Q'(a;), Q' (ay), Q" (by), Q2" (by)}
(ay,a2)¢E’,(by,by)@E"!

Teorem 4.39G' = (A", Q,8)veG" = (A",Q", ") iki tam bulanik graf olsun. Eger
8 < §"ise, dergiggr(as,by) = dergi(ay) olur.

Ispat: Modiiler carpimda bir kose noktasmin derecesi tanimdan;

derg’@g” (a, by) = 2 ¥ © A%”)((ap b1), (az, bz))

((alvbl);(az,bz))EE

_ Z min {§'(ay, ay), 8" (by, by)}

(al,az)EE’,(bl,bz)EE”

+ Z min{Q’(a,), Q' (ay), 2" (by), Q" (b,)}
(a1,a2)2E’,(b1,by)€E"!

= Z min {§' (a4, a,), 8" (b1, b,)} (Her iki bulanik grafta tamdur)
(a1,a2)€E",(b1,b2)EE"

= Z 8'(a;,a,) (8 < 8 oldugundan)
(aliaZ)EEl

= derg/(ay).
Buradan, dergr g (ay, by) = dergi(a,) bulunur.
Ornek 4.40 G' = (A, Q,8) ve G = (A",Q",8") iki bulanik grafi Sekil 4.13° teki

gibi verilsin. G’ ve G'"’nin modiiler ¢arpimin1 Sekil 4.14’teki gibi elde edilir.
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(a;,0.9) (b2,0.3) (b, 0.4)
® ®

0.3 0.1 0.3
® 01 J
(az,0.4) (b1,0.2) (bs3,0.9)
gl gll
Sekil 4.13 G’ ve G bulanik graflari
((a1, b1),0.2) ((az, b1),0.2)

((ay, b,),0.3) ((az, b3),0.3)

0.3
0.3

((all b3 4)

((ay, by),0.4) ((az, by),0.4)

Sekil 4.14 G' ve G'"’nin modiiler ¢arpimi
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Tanmmm 4.41 (Dogra 2015) (Bulamk Graflarin Homomorfik Carpimi) G’ =
A,a',8) ve g"=(4",Q2",8") iki bulanik grafi verilsinn A =A"$a"” =
{(a;, b)) la; € A'veby € A"}  ve  E=EE"={((a,by) (azb)): (ay =
a,), (by,b;) € E"” yada (ay,a,) € E', (by,b,) € E"} olmak iizere G've G” *bulanik

graflarinin G’ ¢ G"' ile gosterilen homomorfik ¢arpimi asagidaki gibi tanimlanir:
G=G'0G"=A0¢0".8¢48")
Burada, G’ ¢ G" homomorfik ¢arpimdaki her (a;, b;) € A noktasinin iiyelik derecesi
Q' ¢ Q")(ay, by) = min {Q'(a,), Q" (b1)}

ile elde edilir. Ayrica, ((al, b,), (a,, bz)) kenarmin tiyelik derecesi asagidaki sekilde

elde edilir.

I A Qr _ min {Q'(a;), 8" (b1, b,)} ,a, = a,,(b;,b,) EE"
&0 (@ bo) (a2 b)) {min (8@ 00,0 (b), (b)) , (@ a2) € E', by, by) & E”

Tanmm 4.42 G' = (A, Q',8") ve " = (A",Q",8") iki bulamik grafi verilsin. G’ ve

G" ’nin homomorfik ¢arpimindaki (a;,b;) € A noktasimn dergrygr(ay,by) ile

gosterilen derecesi asagidaki gibi tanimlnir:

derg’og”(ab b)) = z (8 < A%”)((al' by), (ay, bz))

((ay,b1),(az,by))EE

=X (anay)eE’ (by,byer min {Q'(ay), 8" (b1, b))}

+ > min {§' (a3 b,), 2" (b;), Q" (b,)}

(ay,a2)€E’,(by,b2)€E""
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Teorem 443 ¢G' = (A", Q',8) ve " = (A4",Q",8") iki bulanik graf olsun. Eger G"
tam bulanik graf ve Q' < 8" ise dergrcir(ay, by) = (|A"| — 1)Q'(ay) dir.

Ispat: Homomorfik garpimda bir kose noktasinin derecesi tanimdan yazilabilir,

de'l"g’<>gn(Cl1, bl) = Z (/%r & AX”)((al, bl), (Clz,bz))
((a1,b1).(az,by))EE

_ Z min {Q'(a,), 8" (b, by)}

a1=a2,(b1,b2)EE”

" 2 min{4’(as, by), Q" (b1), " (b,)}
(a1,a2)€E’,(by,by)EE"

= Z Q'(a;) A8 (by,bz) (G" bir tam bulanik graf oldugundan)

a1=a2,(b1,b2)€E”

= Z Q'(a) (@ <4 oldugundan)

= (14" = DQ'(ay).
Buradan, dergr g (aq, b)) = (JA"] — 1DQ'(ay) bulunur.

Ornek 4.44 G' = (A, Q,8) ve G" = (A",Q",8"), Sekil 4.15’teki gibi verilen iki
bulanik graf olsun. G’ ve G” bulanik graflarinin homomorfik ¢arpimmi G’ ¢ G Sekil
4.16’° daki gibi elde edilir.
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(a;,0.9) (b2,0.3) (b, 0.4)
® ®

0.3 0.1 0.3

® 01 o
(az,0.4) (b1,0.2) (bs3,0.9)
g/ gll

Sekil 4.15 G've G’ bulanik graflar

0.2

((ay, b2),0.3) 03 ((a1, by)Y04)

((ay, b1),0.2)

(([12, bl)'OZ) Ol

((az, b2)103) ((az, b3 A ' ((aZI b4 ;04)

0.1

0.2

Sekil 4.16 G've G"' graflarinin homomorfik garpimlari
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tezde bulanik kiime islemleri, bulanik bagmntilar, bulanik graflarla ilgili temel
kavramlar tanmitilmistir. Ayrica bulanik graf islemleri ve bu islemler ilgili bazi sonuglar
literatiirdeki kaynaklar 1s18inda derlenmis ve orneklerle zengislestirilmistir. Bulanik graf
yapilarinin bilimin bir¢ok alaninda uygulamalari mevcuttur. Bu tezde gercek hayattaki
uygulamalara yer verilmemis bulanik graf kavraminin ve islemlerini daha anlasilir
kilmak amaglanmistir. Ayrica Tiirkge literatiirde bulanik graf islemleri ile ilgili bir
kaynak bulunmamaktadir. Bu tezle bulanik graf islemlerinin anlatildigi diizenli bir

Tiirkge kaynak ortaya konulmustur.
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