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ONSOZ

Bulanik Karar Vermede Birlestirme Operatorleri ve Uygulamalar: adli bu ¢alisma alt1 ana
bolimden olusmaktadir. Giris bolimiinlin ardinda yer alan Bulanik Kiimeler—Temel
Tanimlar isimli boliimde, c¢alismada yararlanilan bazi temel bulanik kavramlardan
bahsedilmektedir. Ardindan gelen Bulanik Karar Verme isimli boliimde bulanik karar
kavramina deginilmistir. Daha sonra, ¢alismanin merkezi olan Birlestirme Operatérleri ayni
isimli boliimde anlatilmigtir. Bu boliimde ilk 6nce birlestirme operatorlerinin matematiksel ve
davramigsal Ozellikleri, ardindan mevcut operatorler verilmistir. Sonraki boliimde ise
operatorlerin bazi bulanik karar verme uygulamalari ele alinmistir. Son boliim ise sonuglara
ayrilmstir.

Bu calismanin ortaya ¢ikisindaki ¢cok degerli katkilarindan 6tiirii danismanim sayin Prof. Dr.
Fatma TIRYAKI’ye, saym hocam Prof. Dr. Mehmet AHLATCIOGLU’na, Arastirma
Gorevlisi arkadaslarrm Hale GONCE, Tuba OYLUMLU ve Beyza AHLATCIOGLU’na
minnettarim. Son olarak, beni hep destekledikleri i¢in aileme ve dostlarima tesekkiir ederim.
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OZET

Sonlu sayida aday (alternatif) arasindan, adaylarin bir¢ok niteligine bakilarak en iyisinin
secilmesine Cok Nitelikli Karar Verme denir. Gergek hayat problemleri kararsizdir, belirsizlik
igerir ve ¢ogu zaman bilgi, tam veya kesin degildir. Bu tiir problemleri ¢6zmek i¢in bulanik
kiime teorisi iyi bir aractir. Bulanik kiime teorisinde bir eleman, bir kiimeye belli derecede
aittir. Bir elemanin bir kiimeye iiyeligi ne kadar yiiksekse, bu eleman bu kiimenin
karakteristik 6zelligiyle o kadar eslesir. Alternatifin bir kriteri ne derece iyi sagladigini temsil
eden skorlardan genel bir skor elde edip, karara ulagsmak i¢in bir say1 kiimesini anlamli bir
saylya indirgeyen bir fonksiyon olan birlestirme operatorii kullanilir. Cok nitelikli karar
problemleri i¢in literatiirde bir¢ok birlestirme operatorii mevcuttur. Karar vericiler karar
alirken kotliimser, iyimser ya da ndtr bir davranig sergileyebilirler. Bu davranis sekilleri
sirasiyla t-norm, t-konorm ve ortalama operatorleriyle birlestirme yapilarak karara yansitilir.
Niimerik bilginin birlestirilmesinde en ¢ok bilinen ve yaygin olarak kullanilan birlestirme
operatorii agirlikli aritmetik ortalamadir. Bu operator verilen degerlerin lineer kombinezonunu
hesaplar. Hesaplama yapilirken, degerlerin alindig1 kaynaklarin énemini ya da giivenilirligini
temsil eden agirliklar kullanilir. Ayrica bilgi kaynaklar1 birbirinden bagimsiz oldugunda yani
kaynaklar arasinda etkilesim olmadiginda iyi sonuglar verir. Boyle bir etkilesimin varliginda
ise gereksiz kaynaklarin etkilerinin azaltilmasi i¢in bulanik integraller ile birlestirme daha
uygundur. Hem bir agirlikli aritmetik ortalama operatorii hem de bir bulanik integral olan
OWA operatoriiniin en temel 6zelligi t-norm ve t-konorm operatorleri arasinda bir koprii
kurmasidir. Bdyle 0Orneklendirebilecegimiz birlestirme operatorleri, bu c¢alismamizda
ayrintilariyla ve ¢ok nitelikli karar problemlerine uygulamalariyla ele alinmistir.

Anahtar Kelimeler: Birlestirme Operatorleri, Cok Kriterli Karar Verme, Bulanik Kiime
Teorisi.



ABSTRACT

Multiple Attribute Decision Making refers to select the most desirable option among a finite
number of options (alternatives) using attributes to evaluate the alternatives. Real life
situations are not stable and generally data is uncertain, incomplete or imprecise. Fuzzy set
theory is a good tool to deal with such problems. In fuzzy set theory, an element belongs to a
set with a certain degree of membership. The degree of membership specifies the extent to
which a given element belongs to a set or is related to a concept. Aggregation operators
reduce a set of numbers into a unique, representative or meaningful number. In order to
provide an overall score from scores which represent degrees of satisfaction, aggregation
operators are used. A large number of aggregation operators exist in literature. When making
a decision, decision makers may have a behavior such as pessimistic, optimistic or neutral.
There are different aggregation operators representative of the different behaviors. These
behaviors reflect the decision by aggregating with t-norm, t-conorm and average operators
respectively. The best known and more extensively used aggregation operator is weighted
arithmetic mean which computes a linear combination of values according to the set of
weights which account for the importance or reliability of the information sources. This
function behaves well when the information sources are independent; there are no interactions
between them. When interaction exists, using fuzzy integrals is much appropriate to reduce
the effect of having redundant sources. An OWA operator is both a weighted arithmetic mean
and a fuzzy integral. The main feature of this operator is to give a bridge between t-norm and
t-conorm operators. In this thesis, aggregation operators which we can give such examples,
their properties and applications to multiple attribute decision making problems are given.

Keywords: Aggregation Operators, Multiple Criteria Decision Making, Fuzzy Set Theory.
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1. GIRIS

Karar verme, bir¢ok alternatif arasindan beklenti ve gereksinimleri karsilayan, en uygun
alternatifi segmek i¢in diisiinme, kavrama, analiz etme ve degerlendirme siirecidir. Her karar
verme slireci nihai bir se¢im iiretir. Bu bir eylem ya da bir fikir olabilir. Karar verme
problemleri Pareto, Von Neumann, Morgenstern gibi uygulamali matematik¢i ve
ekonomistler tarafindan 19. yiizyilda modellenmeye baslandi. 11k yaklasimlar tek kriterli (tek
amacli) karar problemleri {izerine gelistirildi. Daha sonralar1 1951°de iki ¢aligma grubu
(Koopmans ve Kuhn-Tucker) tarafindan ¢ok kriterli karar problemleri literatiire kazandirildi.
Bu problemler en iyi alternatifin sec¢ilmesinde, birbiriyle ¢elisen birden fazla kriterin (amacin)
g6z Oniline alindig1 problemlerdir. Cok kriterli karar problemlerinin ¢oziimii genellikle tiim
kriterler i¢in optimal ¢oziim degildir. Karar vericiler bazi amaclarda kazanmak i¢in bazi

amaclardan belli 6l¢iilerde 6diin vermek (¢rade-off) durumundadirlar (Valls, 2003).

Cok kriterli karar verme iki ana alana ayrilir: Cok Amaglh Karar Verme (Multiple Objective
Decision Making) ve Cok Nitelikli Karar Verme (Multiple Attribute Decision Making). Bu
iki alan arasindaki temel fark sudur: Ilk alan siirekli karar uzaylarinda ¢ok amagcli matematik
programlama problemlerine, ikinci alan ise sonlu bir karar uzayinin géz dniine alindig1 karar
problemlerine odaklanir (Zimmermann, 1993; Valls, 2003). Bu c¢alismada ¢ok nitelikli karar

verme problemleri lizerinde durulacaktir.

Geleneksel cok kriterli karar verme, belirlilik (certainty) altinda kararlarla ilgilenir. Yani
gerekli parametre ve degerler kesin bir sekilde bilinir. Daha sonralar1 ¢ok kriterli karar verme
iizerine c¢alisanlar, belirli olmayan bilgiyi ele alabilen metotlar gelistirme ihtiyacinin farkina
vardilar. Boylece risk altinda karari, acik bir sekilde ifade edilememe (vagueness)
anlamindaki belirsizlik (uncertainty) altinda karardan ayirmak gerekir. Risk altinda karar
vermede bilgi eksikligi, durumlarin olusmasiyla ilgilidir. Bu problemler genellikle Stokastik
Programlama veya Bayesian Analizi ile ele aliir, ¢linkii durumlarin olusma olasiliklar
bilinmektedir. Diger taraftan, bilesenleri hakikaten acik bir sekilde ifade edilemeyen, yani
belirsiz diyebilecegimiz durumlar olabilir. Ozellikle belirsizligin yonetimi, alternatiflerin
kriterlere gore degerlendirmesinde ve kriterlerin goreceli 6nemini (agirliklarini) tayin etmede
onem kazanir. Bu tezde, riskli durumlardan ziyade, acik bir sekilde ifade edilememe
(vagueness) olarak belirsizlikle ilgilenilecektir. Bu belirsizlik farkli nedenlerden dolayi ortaya

¢ikabilir. Bunlar:

e Sayisal olmayan bilgi: Baz1 6zellikler sayilarla degil de sozlerle tanimlanabilir. Bir



araba rahathik kriterine gore degerlendirilirken iyi, orta ya da zayif gibi sozel

(linguistik) terimler kullanilir. Kriterlerin bu tipine kalitatif kriter denir.

e Tam olmayan bilgi: Baz1 dlgiimleri kesin sayisal bir degerle ifade etmek giictiir.
Bunun nedeni 6l¢iim aletlerinin yeterince duyarli olmamasidir. Ornek olarak bir aracin

hizin1 6l¢en aletin hassas ¢alismamasi verilebilir.

e Elde edilemeyen bilgi: Bir 6l¢iimde kullanilan metot karmasik olabilir ve bu durumda

degerleri elde etmek ¢ok zaman alir. Boyle durumlarda yaklasik degerler kullanilir.

e Kismen goz ardi etme: Verileri saglayan karar vericiler, tiim alternatifler i¢in tiim
kriterlerin tam detaylarini, her zaman bilemeyebilirler. Bazi kriterler veya bazi
alternatiflerle ilgili bu dogal ihmal, karar prosesinde kesin olmayan bir sonu¢ ortaya

cikarir (Valls, 2003).

Tam veya kesin bilginin olmadig: kararsiz bir durumda karmasik bir problemi modellemek
oldukga giictiir. Zadeh’e gore, gercek diinya problemleri ne kadar yakindan incelenirse ¢6ziim
o kadar bulaniklasir (Ayyildiz, 2003). Bu tiir problemleri ¢ozmek i¢in bulanik kiime teorisi iyi

bir aractir.

Klasik kiime teorisinde, bir x elemani bir A kiimesine ya aittir ya da ait degildir. Buna
karsilik, bulanik kiime teorisinde bir elemanin, bir kiimeye aitlik (iiyelik) derecesi vardir, yani
bir eleman bir kiimeye belli derecede aittir. Bir elemanin bir kiimeye iiyelik derecesi ne kadar
yiiksekse, bu eleman bu kiimenin karakteristik 6zelligiyle o kadar eslesir (Vanegas ve Labib,

2001).

Bulanik kiime teorisini karar verme problemlerine ilk kez 1970°de Bellman ve Zadeh
uygulamigtir. Bunun ardindan, 1978’de Orlovsky, 1980 ve 1984’de Tong ve Bonisonne,
1981°de Yager, 1986’da Kacprzyk, 1990’da Kacprzyk ve Fedrizzi, 1992°de Chen ve Hwang
gibi arastirmacilar karar verme problemlerini bulanik kiime teorisi yardimiyla

modellemislerdir (Huynh ve Nakamori, 2005).

Bulanik ¢ok nitelikli karar verme i¢in skorlama teknikleri kullanildiginda, ¢6ziim birlestirme
operatorleri ile yapilir. Bu tiir problemlerde alternatiflerin birgok kritere gore, uzmanlar
tarafindan yapilmis degerlendirmelerini temsil eden degerler bir skor tablosunda bir araya
getirilir. Mevcut kriterler géz oniine alinarak, her bir alternatif i¢in genel bir skor degeri elde
etme amaciyla birlestirme operatorleri kullanilir. Daha sonra genel skorlar bir karara ulagsmak

iizere degerlendirilir (Marichal, 1999).



Birlestirme operatorii, bir say1 kiimesini tek bir temsilciye veya anlamli bir sayiya indirgeyen
bir fonksiyondur. Birlestirme operatorii, elemanlar1 belli bir kiimeden alinan » bilesenli bir
vektorii, bu kiimeden bir elemana gotiiriir. Elde edilen bu deger bir tiir ortalama degerdir.
Degerler sayisal veya sozel bir skalaya ait olabilir. Cok nitelikli karar verme tekniklerinin
cogunda bir birlestirme adimi vardir. Ancak birlestirilecek degerler (6rnegin skorlar, tatmin

dereceleri veya tercihler) yontemden yonteme farklilik gosterebilir (Marichal, 1999).

Literatiirde birgok birlestirme operatdrii mevcuttur. Ortalama kavrami ve ¢ogu ortalamanin
(medyan, aritmetik ortalama, geometrik ortalama, harmonik ortalama ve kok-kuvvet

ortalamasi) 6zellikleri 19. yiizyilda tanimlanmaya baslandi.

Cauchy 1821°de n bagimsiz degiskenin ortalamasi olarak,

min {x,,x,,....x, } <M(x,,X,,...,x,) Smax {x,,x,,...,x, } (1.1)
esitsizligini  saglayan M(x,,x,,...,x,) fonksiyonunu verdi. Bu fonksiyon literatiirde
dengeleyici (compensatory) fonksiyon olarak bilinir.

Chisini 1929’da ortalama kavramini bir niimerik esitleyici (numeric equalizer) olarak su

sekilde tanimlamistir:  y =g(x,,x,,...,x,), homojen miktarlar1 temsil eden n bagimsiz

degiskenin bir fonksiyonu olsun. Eger her bir degiskenin yerine fonksiyonda bir m sayisi

yazildiginda fonksiyonun degeri degismiyorsa, x,,X,,...,x, sayilarinin g fonksiyonuna gore

ortalamasi m sayisidir, yani g(x,,x,,...,x,) = g(m,m,...,m) =m dir.

Ricei 1915°te dengeleme 6zelligini saglamayan bir 6rnekle, Chisini’nin goriigiine bir elestiri

getirdi.
Soyle ki; g(x,,x,,...,x,) =g(m,m,...,m)=m esitligini saglayan

g(x,%,,..0X,) =x, +(x, —x,)+(x, —x,)+...+(x,—x,,) fonksiyonunda x,x,,....x, <X,
alindiginda,

(X, Xy, X)) =X, +(x, —x)+(x, —X,) +...+(x, —x,_,) > x, =max{x,,X,,...,X,}

olur ve dolayisiyla dengeleme 6zelligi saglanmaz.

1930°da Kolmogoroff ve yine 1930°’da Nagumo, ortalama kavramini1 Cauchy ortalamasindan

ya da Chisini’nin niimerik egitleyici tanimindan ¢ok daha detayli olarak tanimlamiglardir. Bu



calismalarda yazarlar bir ortalama deger kavramini, siirekli, simetrik, her bir degiskenine

gore kuvvetli artan reel fonksiyonlarin sonsuz dizisi

MY (x) =x,M?(x,,x,),...,M" (x,,x,,...,x,) olarak tanimlamistir. Bu dizi Vx ve Vn igin
M (x,x,...,x)=x idempotentlik 6zelligini, ayrica Vk<n tamsayisi icin belli bir tiir

birlesme 6zelligi

(k) _ (n) —NM®™
MY (x,x,,.0x,)=x = M (X, X500 X, X500 X,) = M (6, X000, X, X500 X))

k tane
ni saglamalidir.

Bir baska ortalama tanimi, 1995’te Grabisch tarafindan verildi. Grabisch’e gore bir ortalama
operatorii simetrik, artan ve idempotent bir reel fonksiyondur. Sonug olarak, ortalama deger

birlestirilen degerlerin minimumu ile maksimumu arasinda kalir (Marichal, 1999).

Birlestirme operatorlerinin bir sinift olan Aritmetik benzeri ortalamalar (quasi-arithmetic
means), 1930’da Kolmogoroff ve yine 1930°da Nagumo tarafindan karakterize edildi. Genel

olarak, f stirekli ve monoton bir fonksiyon olmak iizere,

A(X,, %y x,) =7 (lZf(xi))
n g

seklinde tanimlanan operatore aritmetik benzeri ortalama operatorii denir. Aritmetik,

geometrik, harmonik ve kuadratik ortalamalar bu sinifa dahildir (Fodor vd.,1995).

Karar vericiler karar alirken kotlimser (pessimistic), iyimser (optimistic) ya da notr bir
davranig sergileyebilirler. Bu davranis sekilleri sirasiyla bulanik kesisim (tiggensel norm veya
kisaca t-norm), bulanik birlesim (ili¢gensel konorm veya kisaca t-konorm) ve bulanik ortalama
operatorleriyle karara yansitilir.

Ucgensel norm operatorleri, probabilistik metrik uzaylarinda uzakligi modellemek igin,
1942°de Menger tarafindan tanimlandi. Ardindan 1963°de, Schweizer ve Sklar tarafindan bu
operatorlerin aksiyomatik tanimi verildi. 1980’de Alsina, Trillas ve Valverde ¢-norm
operatorleri ve bunlarin dual notasyonu olan #-konorm operatdrlerini bulanik mantiktaki ve ve
veya baglaglarin1 modellemek icin kullandilar. Bundan sonra, bu operatorler oyun teorisi,
bulanik kiime teorisi, karar analizi ve yapay zeka dahil olmak {izere bircok matematiksel

disipline uyguland1 (Jenei, 2001; Bedregal ve Takahashi, 2005).

Niimerik bilginin birlestirilmesinde en ¢ok bilinen ve yaygin olarak kullanilan birlestirme



operatorii agirlikli aritmetik ortalamadir. Agirlikli aritmetik ortalama operatorii ilk kez Aczel
tarafindan 1984 yilinda karakterize edildi. Bu operatorler verilen degerlerin lineer
kombinezonunu hesaplar. Bu hesaplama yapilirken, degerlerin alindig1 kaynaklarin énemini
ya da giivenilirligini temsil eden agirliklar kiimesi kullanilir. Bu operator bilgi kaynaklari
birbirinden bagimsiz oldugunda, yani kaynaklar arasinda etkilesim olmadiginda iyi sonuglar
verir. Boyle bir etkilesimin varliginda, birlestirme isleminde bulanik integralleri kullanmak
daha uygundur (Godo ve Torra, 2000). Choquet ve Sugeno Integralleri, bulanik integrallerin
iki temel sinifidir. Bu siniflarda agirliklar, kaynaklar arasindaki etkilesimi bi¢cimlendirmeye
olanak saglayan bulanik metrikler ile hesaplanir (Marichal, 2004). Bu sayede gereksiz
(redundant) kaynaklarin etkilerinin azaltilmas1 saglanir. Bulanik metrik ve bulanik integral

kavramlar1 1974 yilinda Sugeno tarafindan tanimland1 (Grabisch ve Roubens, 2000).

1988 yilinda yaptig1 calismasiyla R. R. Yager, OWA operatorlerini literatiire kazandirdi.
OWA operatorleri, sirali degerlerin agirlikli aritmetik ortalamasini hesaplar, yani azalan
sirada dizilmis puanlarin bulundugu pozisyonlara agirlik atayarak birlestirme yapar.
Dolayisiyla agirliklar, belirli bir bilesene degil belirli bir pozisyona aittir. Tanimlandig1 yildan
itibaren bu operatorler sinir aglari, bilgi tabanl sistemler, bulanik mantik kontrolorleri ve grup
karar verme gibi birgok alana uygulandi. Bu operatorlerin en temel 6zelligi, -norm ve t-
konorm operatorleri arasinda bir koprii kurarak, karar davranisini sekillendirmesidir. Cok
kriterli karar problemlerinde karar vericiler birlestirme tipinin, ne t-norm ile tam bir ve leme
ne de t-konorm ile tam bir veya lama olmasini ister. Bir¢ok durumda birlestirme operatoriiniin
bu iki sinir durum arasinda bir yerde olmasi istenir. OWA operatorleri, ve’leme veya
veya’lama derecesini ayarlamamiza imkan saglar (Yager, 1988). Dengeleyici olmasi
nedeniyle bir ortalama operatdrii olan OWA operatorii, kriterler arasindaki etkilesimi

bicimlendirme 6zelligiyle ayni1 zamanda da bir bulanik integraldir.

Bazi ¢ok kriterli karar problemlerinde karar vericiler, iyi bir alternatifin saglamasi gereken
kriter sayisin1 ya da oranini belirtir. Kriterlerin saglanma miktarlar1 timii ile en az biri
arasinda en ¢ogu, bir¢ogu, en az yarisi, dortten fazlasi vb. olabilir. Boyle bir durumda
Zadeh’in 1983’te tanimladigt bulanik mantik tabanli dilsel niceleyiciler (linguistic
quantifiers) ile OWA agirliklar1 hesaplanir. Bu sayede risk iistlenen, riskten kacinan ve riske

notr gibi karar davraniglari1 da incelenebilir (Yager, 1988; 2004).

Calismamizin bundan sonraki kisimlarinda literatiirdeki mevcut birlestirme operatorleri,

onlarin 6zellikleri ve ¢ok nitelikli karar problemlerine bazi1 uygulamalar1 ele alinacaktir.



2. BULANIK KUMELER—TEMEL TANIMLAR

Klasik ikili mantiga gore bir insan, ya kisa ya da uzun boyludur. Klasik mantigin bir
genislemesi olan ¢ok degerli bulanik mantiga gore ise insanlar, belli derecede uzun boyludur.
Onermelerin dogruluklart agisindan bakildiginda, klasik mantikta bir énermenin ya dogru ya
da yanlis oldugu kabul edilir. Yani onermelerin dogruluk degeri ya 0 ya da 1°dir. Bulanik
mantikta ise Onermeler dogru, yanlis, yaklasik olarak dogru, yaklasik olarak yanlis vb.

olabilir. Yani 6nermenin dogruluk degeri, [0,1] araligina ait bir reel sayidur.

Bulanik analiz, belirsiz olan veya kesinlik igcermeyen degiskenler, deyimler ve
degerlendirmelerin temsili i¢in matematiksel bir yoldur (Vanegas ve Labib, 2001). Diisiinme
ve akil yliriitme gibi insan algisina dayali siireglerdeki belirsizlikleri korumak i¢in bulanik

mantik iyi bir aragtir (Fullér, 1996).

2.1 Bulanik Kiimeler ve Uyelik Dereceleri

Bulanik kiime kavramu ilk olarak Liitfi A. Zadeh tarafindan 1965°de ortaya atilmistir. Bulanik
kiime kurami, belirsizlik ifade eden kavramlara belirlilik getirme ihtiyacindan dogmustur.
Bulanik kiimeler klasik kiimelerin genellestirilmis seklidir. Klasik kiime teorisinde, bir x
elemani, bir 4 kiimesine ya aittir ya da ait degildir. Buna karsilik, bulanik kiime teorisinde
bir elemanin, bir kiimeye aitlik (iiyelik) derecesi vardir, yani bir eleman bir kiimeye belli
derecede aittir. Bir elemanin bir kiimeye liyelik derecesi ne kadar yiiksekse, bu eleman bu
kiimenin karakteristik 6zelligiyle o kadar eslesir. Eger iiyelik derecesi 0 ise, eleman kiimeye
ait degildir. Benzer sekilde tiyelik derecesi 1 ise, eleman kiimeye aittir (Vanegas ve Labib,

2001).

Bir x elemammn bir A4 kiimesine iiyelik derecesi, z,(x) ile gosterilecektir. [0,1] arahginda
bir deger olan iyelik derecesi, tiyelik fonksiyonu (karakteristik fonksiyon) adi verilen bir

fonksiyon yardimiyla hesaplanir.

0, x¢4 o
Klasik kiimelerin tiyelik fonksiyonlar1, z,(x) = {1 * J seklindedir.
, XE€

Tammm 2.1: X evrensel kime ve u,(x):X —>[0,1] iiyelik fonksiyonu olmak iizere,

A={(x, u 2(x)):x € X} ile tanimlanan A kiimesi bulanik kiime adini alir.



X cR ise A bulanik kiimesine, bulanik ¢okluk (fuzzy quantity) denir (Fullér, 1996).

iefl,2,...,n} i¢in x, elemamnin iyelik derecesi 4 (x,) olmak iizere, sonlu evrensel kiime

X ={x,,X,,...,x,} iizerinde bulanik 4 kiimesi

e ﬂg(xl)_i_ﬂg(xz)_’_m_i_ﬂg(xn)
X, X, X

n

notasyonu ile gosterilebilir. Bu notasyonda verilen toplama ve bolme islemleri adi toplama ve

bolme degildir, sadece gosterilis icin kullanilmistir.

X evrensel kiimesi sonsuz elemanli oldugunda ise bulanik 4 kiimesi,
~ (x
i J‘ H5(x)

Xox

notasyonu ile gosterilebilir.

Ornek 2.1: A= “I’e yvakin tam sayilar” ise A= {(-1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,0.6),(3,0.3)} ile
verilebilir (Fullér, 1996).

Kolaylik agisindan, tiyeligi 0 olan elemanlar gosterilmez.

Ornek 2.2: A= “I’e yakin reel sayilar” bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu Sekil 2.1°deki
egri ile verilebilir (Fullér, 1996).

HAx) .

2
sl
L]

Sekil 2.1 1’e yakin reel sayilar kiimesine ait iiyelik fonksiyonu (Fullér, 1996).

Ornek 2.3: Ucuz bir araba satin almak isteyen bir kisi, 10000 para birimi ve altindaki fiyatlari

ucuz olarak degerlendirmektedir. 10000 para biriminin altindaki fiyatlar, bu kisiye gore ¢ok



farkli degildir. 10000 ve 15000 para birimi arasindaki fiyatlarda, fiyati arttikga arabanin tercih
edilme olasilig1 dogrusal olarak zayifca azalmaktadir. 15000 ve 20000 para birimi arasindaki
fiyatlarda ise arabanin tercih edilme olasilig1 dogrusal olarak kuvvetlice azalmaktadir. 20000
para birimi ve tlzerindeki fiyatlar ise ¢ok yliksektir ve bu fiyatlardaki arabalar tercih
edilmemektedir. O halde, arabalar i¢in bulanik ucuz fiyatlar kiimesinin iiyelik fonksiyonu

Sekil 2.2°deki gibidir.

H (%)
&

™

10000 15000 20000

» x (fivat)

Sekil 2.2 Arabalar i¢in bulanik ucuz fiyatlar kiimesinin iiyelik fonksiyonu.

Ornek 2.4: 40 yas iizerindeki bir kisinin yasli olarak nitelendirildigini kabul edelim. x apsisi
kisinin yagini belirtmek tizere, Sekil 2.3°te verilen iiyelik fonksiyonu ile bir kisinin ne derece

vasl oldugu belirlenebilir.

:H_‘;:;;:(x} 4

1
n.s
06
0.4

0.z

0 10 20 a0 40 50 B0 70 a0 a0 100 > X (yag)

Sekil 2.3 Yasli kiimesinin lyelik fonksiyonu.



Ornek 2.5: Bir otomobilin otoyol iizerinde yapabilecegi hizin, 0 ile 120 km/saat arasinda
olabilecegini varsayalim. Bu hiz uzaymi Yavas (0 ile 40 km/saat), Normal Hizda (60 ile 80
km/saat) ve Hizli (100 ile 120 Km/saat) olarak ii¢ ayr1 kiimeye ayiralim. Bu otoyolda 70
km/saat hizinda giden bir otomobil, Normal kiimesine; 90 km/saat hizinda giden bir otomobil
ise belli bir tiyelik derecesinde Normal ve belli bir iiyelik derecesinde Hizli kiimesine girer.

Bu ornege gore otomobil, 4, ,(90)=0.5 ve u,, . ,(90)=0.5 tyelik degerlerinde, her iki

kiimenin de tiyesidir (Topuz vd., 2002).

Yavag Hormal Hizh
i - e mmm oo |
L _h-“\. o
. ., P
P
1 .
ios | - -
K . \
- - .
L o | H“—‘-r—h
0 KmiSaat 50 Km/Saat 80 KmiSaat 120 KmiSaat

Sekil 2.4 Bir otomobilin hiz uzayinin bulaniklagtirilmasi (Topuz vd., 2002).

2.2 Bulanik Kiimenin Destegi

Bir X evrensel kiimesindeki bir 4 bulanik kiimesinin destegi, 4 kiimesinin iiyelik derecesi

pozitif, bir bagka deyisle iiyelik derecesi 0 olmayan tiim elemanlarini i¢eren kesin (crisp) bir

kiimedir ve supp 4 ile gosterilir (Zimmerman, 1993).
supp;lz{xeX:y;l(x)>0} 2.1

Ornek 2.6: Z evrenselinde A ={(-1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,0.6),(3,0.3)} bulanik kiimesinin

destegi supp 4 ={-1,0,1,2,3} kiimesidir. Ornegin x 2(=2) =0 oldugundan, -2 ¢ supp A'dir,

2.3 Bulanik Kiimenin a-keseni

ac [0,1] olmak tizere, bir X evrensel kiimesindeki bir A bulanik kiimesinin « -keseni, tiyelik

derecesi « sayisindan biiyiik veya esit olan tiim A elemanlarini igeren kesin bir kiimedir ve

gla ile gosterilir (Zimmerman, 1993).

A, =xeX: p(x)2a,0<a<l} (2.2)
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Ornek 2.7: A4={(-1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,0.6),(3,0.3)} bulanik kiimesinin baz1 « -kesenleri

soyledir: 4, ={-1,0,1,2,3}, 4,;={0,1,2}, A4,,=1{0,1,2}, A4,,={1}

2.4 Konveks Bulanik Kiime

x,x,eX ve ae [0,1] olmak iizere, bir X evrensel kiimesindeki bir A bulanik kiimesinin
konveks olabilmesi i¢in sz, (ax, +(1—a)x,) 2 min{u,(x,), #;(x,)} esitsizligi saglanmahdir

(Zimmerman, 1993).

Bagka bir deyisle, tim o -kesen kiimelerinde tiyelik fonksiyonu konveks olan bulanik kiimeye

konveks bulanik kiime denir.

ﬁ{](xj L

Sekil 2.5 Konveks bulanik kiime (Zimmerman, 1993).

1y ()
k

Sekil 2.6 Konveks olmayan bulanik kiime (Zimmerman, 1993).
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2.5 Bulanik Kiimenin Yiiksekligi

Bir X evrensel kiimesindeki bir A4 bulamk kiimesinin yiiksekligi, 4 fonksiyonunun

alabilecegi en biiylik degerdir. Bagka bir deyisle, g, fonksiyonunun st sinirlarinin en

kiigiigiine 4 bulamk kiimesinin yiiksekligi denir. 4 bulanik kiimesinin yiiksekligini hy ile

gosterelim. O halde,
hy =sup, p;(x)
olur.

Ornek 2.8: 4= {(a,0),(b,0.1),(c,0.3),(d,0.7),(e,0.6),(f,0.2)" bulanik kiimesinin yiiksekligi
h; =0.7dir.

2.6 Normal Bulanik Kiime

Bir X evrensel kiimesindeki bir 4 bulamk kiimesinin yiiksekligi 1 ise, A kiimesine normal
bulanik kiime denir. Bir bagka deyisle, x;(x)=1 olacak sekilde en az bir x € X mevcut ise A

kiimesi normaldir. Aksi takdirde, bulanik kiime alt normaldir (subnormal). Bos olmayan alt
normal bulanik kiimeye ait iiyelik dereceleri kiimenin yiiksekligine boliiniirse, kiime

normalize edilmis olur.

2.7 Teorik Bulanik Kiime islemleri (Zimmerman, 1993)

Bos kiimeden farkli bir X evrensel kiimesinde A4 ve B bulanik kiimeleri tanimlanmis olsun.

2.7.1 Bulanik Kiimenin Altkiimesi

A c B olabilmesi i¢in gerek ve yeter kosul Vx € X i¢in
ﬂg(x)g,ug(x) (2.3)

esitsizliginin saglanmasidir.

" Vxe X igin g, (x)=0 ise A bulanik kiimesi bostur.
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Ornek 2.9: X = {x,,x,,x;,x,} olmak lizere,

A= {E+E+£+i} ve B= {£+0;6+0—'3+i} bulanik kiimeleri igin (2.3) esitsizligi

XX, X X, XX, X X,

saglandigindan 4 < B olur.

2.7.2 Bulamk Kiimenin Tiimleyeni

Klasik mantikta degilleme (6nermenin tiimleyenini alma), karsit anlamli olmaya karsilik gelir.
Yani dogru olmayan bir 6nerme yanlistir. Bulanik mantikta ise dogru olmayan bir 6nermenin

tamamiyla yanlis oldugu sdylenemez.

Bulanik A4 kiimesinin tiimleyeni olan bulanik kiime 1 ile gosterilir. x € X olmak iizere,

tiimleyen kiimenin {iyelik fonksiyonu M (x) =1-,(x) seklinde tanimlanir.
Ornek 2.10: Evrensel kiime X = {-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5! olmak iizere,
A=1{(~1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,0.6),(3,0.3)} bulamk kiimesinin tiimleyeni olan kiime,

A= {(=3,1),(=2,1),(=1,0.7),(0,0.4),(2,0.4),(3,0.7),(4,1),(5,1)} bulanik kiimesidir.

2.7.3 iki Bulanik Kiimenin Kesisimi

xe X olmak iizere, A ve B bulanik kiimelerinin kesisimi olan AN B bulanik kiimesinin

tiyelik fonksiyonu u G () = min{z; (x), 5 (x)} = 15 (x) A pz(x) seklinde tanimlanir.

Ornek 2.11: Evrensel kiime X ={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} olmak iizere, bulank AveB

kiimeleri su sekilde verilsin.

A=1{(~1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,0.6),(3,0.3)}
B =1{(-3,0.1),(=2,0.1),(~1,0.4),(0,0.5),(1,0.6),(2,0.7)}

Budurumda AN B= {(-1,0.3),(0,0.5),(1,0.6),(2,0.6)} olur.

Ornek 2.12: X={Ali, Cem, Hasan, Kemal} olmak iizere, A yakisikli erkeklerin kiimesi, B

zeki erkeklerin kiimesi olsun.
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~ 0. 7 0.8 0.3 0.4
A=— + +
li Cem Hasan Kemal

B E 0.3 N 0.7 0.4
i Cem Hasan Kemal

Bu durumda zeki ve yakisikli erkeklerin kiimesi Am§—£+ 0.3 + 0.3 + 04 olur
Ali Cem Hasan Kemal

(Atin, 1999).

2.7.4 iki Bulanik Kiimenin Birlesimi
xe X olmak iizere, 4 ve B bulanik kiimelerinin birlesimi olan AU B bulamk kiimesinin

tiyelik fonksiyonu u B () = max {g;(x), t5(x)} = p;(x) v p3(x) seklinde tanimlanir.

Ornek 2.13: Evrensel kiime X ={-3,-2,-1,0,1,2,3,4,5} olmak iizere, Ornek 2.11’de verilen

bulanik A4 ve B kiimelerini gz 6niine alalim.

1= {(~1,0.3),(0,0.6),(1,1),(2,0.6),(3,0.3)}
B =1{(=3,0.1),(=2,0.1),(~1,0.4),(0,0.5),(1,0.6),(2,0.7)}

Bu durumda AU B = {(=3,0.1),(=2,0.1),(~1,0.4),(0,0.6), (1,1),(2,0.7),(3,0.3)} olur.

Ornek 2.14: Orek 2.12°de verilen bulanik A4 ve B kiimeleri igin, zeki veya yakisikh

erkeklerin kiimesi AU B = 0.7 —+ 08 + 0.7 + 04 olur (Atin, 1999).
Ali Cem Hasan Kemal

Ornek 2.15: iki bulanik kiimenin kesisimi ve birlesimi olan bulanik kiimeler, sirastyla Sekil

2.7 ve Sekil 2.8’de koyu ¢izgiler ile belirtilmistir.
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N 1C8

Sekil 2.7 ki bulanik kiimenin kesisimi (Zimmermann, 1993).

#ap)

Sekil 2.8 Iki bulanik kiimenin birlesimi (Zimmermann, 1993).

2.8 Cebirsel Bulanik Kiime Islemleri (Zimmerman, 1993)

2.8.1 Kartezyen Carpim (Cartesian Product)

acAvebeB olmak iizere, AveB bulanik kiimelerinin kartezyen carpimi olarak
tanimlanan Ax B bulanik kiimesinin iiyelik fonksiyonu u B ((a,0)) = min{u;(a), uz(b)}

seklindedir.
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Ornek 2.16: 4={(3,0.5),(5,1),(7,0.6)} ve B={(3,1),(5,0.6)} olmak iizere, bu kiimelerin
kartezyen carpimi A x B ={[(3,3),0.5],[(3.5),0.5L.[(5.3),11.[(5.5),0.61.[(7.3),0.6].[(7.5),0.6]}
olarak bulunur.

2.8.2 Cebirsel Toplam (Algebraic Sum)

A ve B bulanik kiimelerinin cebirsel toplami olarak tammlanan A+ B bulamk kiimesinin

tiyelik fonksiyonu u In () = p(x) + g3 (x) = p;(x) 15 (x) seklindedir.

Ornek 2.17: 4=1{(3,0.5),(5,1),(7,0.6)} ve B={(3,1),(5,0.6)} kiimelerinin cebirsel toplami

A+ B ={(3,1),(5,1),(7,0.6)} olarak bulunur.

2.8.3 Smrh Toplam (Bounded Sum)
A ve B bulanik kiimelerinin siirli toplami olarak tanimlanan 4@ B bulanik kiimesinin

tyelik fonksiyonu g4 - (x) =min{l, 2, (x)+ z5(x)} seklindedir.

Ornek 2.18: 1:1:{(3,0.5),(5,1),(7,0.6)} ve B={(3,1),(5,0.6)} kiimelerinin siurl toplami

A® B ={(3,1),(5,1),(7,0.6)} olarak bulunur.

2.8.4 Cebirsel Carpim (Algebraic Product)
A ve B bulanik kiimelerinin cebirsel carpimi olarak tanimlanan A-B bulanik kiimesinin

iyelik fonksiyonu u B (X)=p p (x)u 5 (x) seklindedir.

Ornek 2.19: A= {(3,0.5),(5,1),(7,0.6)} ve B={(3,1),(5,0.6)} kiimelerinin cebirsel ¢arpimi

A-B= {(3,0.5),(5,0.6)} olarak bulunur.

2.8.5 Smrh Fark (Bounded Difference)
A ve B bulanik kiimelerinin simrh farki olarak tanimlanan 4®B bulamik kiimesinin iiyelik

fonksiyonu u 108 (x) =max{0, u F (x)+u F (x)—1} seklindedir.

Ornek 2.20: A=1{(3,0.5),(5,1),(7,0.6)} ve B={(3,1),(50.6)} kimelerinin smrh farki

A®B ={(3,0.5),(5,0.6)} olarak bulunur.
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2.9 Bulanik Sayilar

Cogu zaman sayisal verileri kesin olarak belirtmek miimkiin olmayabilir. Ornegin kalabalik
bir konser salonundaki dinleyici sayis1 hakkinda yaklasik 1000 kisi, 750 kisiden fazla, 1500
kisiden az gibi kesin olmayan yorumlar yapilir. Bunlar gibi kesin olmayan sayilara bulanik

saytlar denir.

Tanmm 2.2: Uyelik fonksiyonu parcali siirekli, normal ve konveks olan reel sayilarin bulamk
kiimesine (bulanik ¢okluga) bulanik sayr denir (Zimmerman, 1993, Sayfa 57).

2.9.1 Bir Bulanik Saymin Giiven Arahgi (Confidence Interval)

o€ [O,l] olmak iizere, iiyelik derecesi « sayisindan biiyiik veya esit olan tiim reel sayilarin

olusturdugu araliga giiven araligi (« -keseni) denir.

A, =i p ()2 a) =[a,a’] (2.4)

Ay (x} "

Sekil 2.9 Giiven aralig.

2.9.2 Ucgensel Bulanik Sayilar (Triangular Fuzzy Numbers)

a < b < ¢ olmak lizere,
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z:z, xe[a,b]
uy(x,a,b,c) = E:z, xe[b,c]
0, x¢la,c]

tiyelik fonksiyonu ile verilen bulanik sayiya iicgensel bulanik say: denir. Uggensel bulanik

sayilar kisaca (a,b,c) sirali tigliileri ile gosterilir.

iy (x)

L

Sekil 2.10 Ucgensel bulanik say1.

2.9.3 Yamuksal Bulanik Sayilar (Trapezodial Fuzzy Numbers)

a<b<c<d olmak tizere,

;)C:Z , xe[a,b]
1, xe[b,c]
/uj(xaaabacad) =
d—x
, xe[c,d]
d-b
0, x¢la,d]

tiyelik fonksiyonu ile verilen bulanik sayiya yamuksal bulanik sayr denir. Yamuksal bulanik

sayilar kisaca (a,b,c,d) siral dortliileri ile gosterilir.
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5 (x) f

Sekil 2.11 Yamuksal bulanik say1.

2.9.4 Bulamk Sayilarla Aritmetik Islemler

Bu kisimda bulanik sayilarla yapilan aritmetik islemler verilmistir. Uggensel bulanik
(a,,b,c,) ve (a,,b,,c,) sayilar1 ve yamuksal bulanik (a,,b,c,,d,) ve (a,,b,,c,,d,) sayilar

verilmis olsun. Ucgensel ve yamuksal bulanik sayilar icin asagida verilecek islemler, aralik

aritmetigi kullanilarak giiven araliklar ile de yapilir.

2.9.4.1 Skaler ile Carpma

k bir skaler olmak tizere,

k-(a,,b,¢,) = (ka,, kb, kc,) (2.5)
k'(alablacladl):(kalakblakclakdl) (2.6)
kla',a;1=lka;  ka;] (2.7)

2.9.4.2 Toplama islemi

(a,,b,¢))+(ay,b,,¢,) = (a, + ay,b, + by, ¢, + ¢,) (2.8)
(a,b,¢,d))+(a,,b,,¢,,d,)) =(a, +a,,b,+b,,c, +¢,,d, +d,) (2.9)

[a,"]’,afl]+[af;,a;2]:[aﬁ +a,a +a;”2J (2.10)
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2.9.4.3 Cikarma islemi

(a,b,¢)—(a,,b,,c,)=(a,—c,,b,—b,,c,—a,)
(a,b,,¢,,d))—(a,,b,,c,,d,)=(a,—d,,b—c,,¢, —b,,d, — a,)

o a a [24 _ [24 _ a a _ [24
lay.a,]1-[ap.a,,]= [an sy azz]

X3 3cx<s
2
e 8—x
Ornek 2.21: (3,5,8) = = 5<x<8
0, aksi takdirde

ticgensel bulanik sayisinin « giiven araligi

[2a +3,8 3]
veE
X2 hcx<7
5
(2,7,10) = IO;x, 7<x<10
0, aksi takdirde

ticgensel bulanik sayisinin « giiven araligi

[5a+2,10—3a]

oldugundan, bu iki liggensel bulanik sayinin toplami ve farki, o giiven aralig1 cinsinden

[2a+3,8—3a]+[5a+2,10—3a]= [7a+5,18—6a]

\%

[2a+3,8-3a]-[5a+2,10-3a] = [2a +3,8—3a]+[3a —10,-5a - 2] = [5a - 7,6 — 8]

dir.

(2.11)

(2.12)

(2.13)
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2.9.4.4 Carpma islemi

[ay,a.1x[a).a,,]1= I:mln{allaIZ’allaMZ’aulaIZ’ @y} MAX ) ), Ay oy Ay, iy Gy } (2.14)

2.9.4.5 Bolme Islemi

a a .
a;.a., # 0 olmak iizere,

a; a’ a® a“ a; a& a”* (2.15)
[a”, ul] [alz, ,,2] mln{ 1 i “ul ul} max { 1 Zul ul}

an a, aj auZ a; auZ azz auZ
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3. BULANIK KARAR VERME (Zimmerman, 1993; Sakawa, 1993)

Karar verme, bir¢ok alternatif arasindan beklenti ve gereksinimleri karsilayan, en uygun
alternatifi segmek i¢in diisiinme, kavrama, analiz etme ve degerlendirme siirecidir. Her karar
verme siireci nihai bir se¢im tretir. Bu bir eylem ya da bir fikir olabilir. Klasik karar
teorisinde bir karar, karar secenekleri kiimesi (karar uzayi), durumlar uzayi, karar ve durum
ikililerini bir sonuca gotliren bir baginti ve bu sonuglar istenilirliklerine gore siralayan fayda

fonksiyonu ile karakterize edilir. Karar uzayinin siirlar kisitlarla belirlenir.

Gergek diinyadaki karar problemleri amaclarin, kisitlarin ve mevcut alternatifleri segmenin
sonuglarinin tam olarak bilinmedigi bir ¢evrede yer alir. Bellman ve Zadeh (1970), gercek
hayat problemlerindeki bu belirsizlikleri sayisal yontemlerle ¢ozebilmek i¢in bu bakis
acisindan yola ¢ikarak ii¢ temel kavram tanimlamistir: Bulanik amag, bulanik kisit ve bulanik

karar.

Bulanik karar probleminde X mevcut se¢eneklerin kiimesi olmak tizere, bir bulanik kiime

olarak G amaci ts X —[0,1] tyelik fonksiyonu ve C bulanik kisiti da Uz X —>[0,1]

tiyelik fonksiyonu ile karakterize edilsin. Bu durumda karar uzayi, bu amacin ve bu kisitin

saglandigi, bu iki bulanik kiimenin kesisimi olan bulanik kiimedir.
x € X olmak iizere, bu bulanik kiimenin iiyelik fonksiyonu

My (x) =min{u~(x), p~(x)}

olur.

x optimal secenegi, bulanik kararin maksimizasyonu
5 (x") = max {min {41 (), 1 (1)} }

ile bulunur.

Ornek 3.1: Amag fonksiyonu “x sayis1 10°dan olduk¢a biiyiik olsun.” olarak verilsin. Bu

bulanik amaca ait liyelik fonksiyonu

0, x<10

”G(x):{(n(x—m)-z)-l, x>10

olarak aliabilir.
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Bununla beraber, "x sayisi 11 civarinda olsun." seklinde verilen bir kisit

L (x) = Gl

tiyelik fonksiyonu ile temsil edilebilir.

Bu durumda, bu kisit1 saglayan ve amaci en iyi sekilde gergekleyen x sayist 11.75 olur. Birer

bulanik kiime olan bulanik kisit, bulanik amag ve bulanik karar Sekil 3.1°de gosterilmistir.

H(x)

Kt:s&t '\

Amac fonksivonu

w

[ S

10 11

Sekil 3.1 Bulanik karar (Zimmermann, 1993).

Daha genel olarak, amag ve kisit sayis1 birden fazla ise, yani m amag ve n kisit oldugunda ise

karar uzay1

D=GnG,n---G nC,NC,n--C,
iken, tiyelik fonksiyonu

Hy = min{,u@l sHg oo He s He o He, ""”uén}

olur.

* . .- . .
x optimal segenegi, bulanik kararin maksimizasyonu

() = max {min g (60, 5, (0o g, (0t (50, (v, ()]

ile bulunur.
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Bellman ve Zadeh’in bu yaklagiminda bulanik amaglarla bulanik kisitlar arasinda fark yoktur.
Amaclar ve kisitlar minimum operatoriiyle birlestirilmistir. Amaclarin ve kisitlarin farkl
oneme sahip oldugu durumlarda farkli birlestirme yollar1 gereklidir. Bunun i¢in Bellman ve

Zadeh (1970) konveks bulanik karar ve ¢arpim bulanik karar kavramlarini tanimlamustir.

Zal.+z B; =1 esitligini saglayan, amaglarin ve kisitlarin goreli dnemlerini temsil eden
i=1 j=1

pozitif «,, B, agirlik katsayilari i¢in konveks bulanik kararn iiyelik fonksiyonu,
lukbonveld (x) = le aillléi (X) + Zlﬂ/luéj (.X)

i= Jj=
ile tanimlanirken, buna karsilik carpim bulanik kararn iiyelik fonksiyonu ise

po" (x) = (HuG (x)J(H/JC . (x)j

seklindedir.

Benzer sekilde, x* optimal secenegi kararin maksimize edilmesiyle bulunur.
ﬂ/;onvelcs (x") = max {Z Qs (x)+ Z'BJ"UC]- (x)}
i=1 j=1

" (x7) = max {(lﬂl[ He" (X)] (]_1[ He, & (X)}}

Bu ¢ bulanik kararin tiyelik fonksiyonlar1 arasinda ,uZ”"’”" (x) S ps(x) < ,u';‘mk“ (x)bagmntisi

vardir (Sakawa, 1993).
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4. BIRLESTIRME OPERATORLERI (AGGREGATION OPERATORS)

Birlestirme operatorii, bir say1 kiimesini tek bir temsilciye veya anlamli bir sayiya indirgeyen
bir fonksiyondur. Birlestirme operatorii, bilesenleri belli bir kiimeden alinan »n boyutlu bir
vektort, bu kiimeden bir elemana gotiiriir. Boylelikle, bircok kaynaktan alinan bilgi pargalari

aym anda kullamlnus olur (Detyniecki,2001 ).

Ornegin bir nesnenin agirhigi, genisligi veya uzunlugu gibi 6zellikleri ile ilgili bircok sayisal
degerlendirme yapilmis olsun. Ya da bu nesnenin baska bir nesneden ne kadar daha agur,
genis veya uzun oldugu hakkinda bir¢ok oran verilmis olsun. Bu 6zelliklerinden birisi ile ilgili
ortak veya genel bir goriis elde etmek iizere, bu Ozellige ait sayisal degerlerin aritmetik,
geometrik veya harmonik ortalamasi alinabilir. Bu gibi bir ortalama alma islemine birlestirme

islemi denir.

Karar problemlerinde, karar verici ya da karar vericiler, alternatifleri belirli kriterlere gore
karsilastirarak en ¢ok arzu edilen alternatif ya da alternatifleri bulmay1 amagclarlar. Birlestirme
operatorleri, karar siireclerinde &nemli bir yer tutar. Ornegin karar vericiler, alternatifleri
degerlendirmek icin alternatiflere kriterler ilizerinden puan verebilirler.  Bu puanlar
birlestirildiginde alternatiflerin genel puanlar1 bulunur. Daha sonra bu genel puanlar, bir karara
ulagsmak tiizere degerlendirilir. Cogu karar siirecinde bir birlestirme adimi vardir. Ancak
birlestirilen degerler, yontemden ydnteme farklilik gosterir. Ornegin birlestirilen degerler,
tercih derecesi veya tatmin derecesi olabilir. Tercih derecesi, bir adaymn baska bir adaya ne
derece tercih edilebileceginin goreceli degeridir. Tatmin derecesi ise bir adayin bir kriteri ne

derece sagladiginin kesin degeridir. Tercih veya tatmin derece degerleri [0,1] araligindadir

(Marichal, 1999).

Degerlendirmeler sayisal bir Olgekten oldugu kadar, sayisal olmayan bir olgekten de
secilebilir. {Kotii, Orta, lyi} ve {Uygun Degil, Kabul Edilebilir, Ortalama, Lyi, Miikemmel}
Olcekleri dilsel 6l¢eklere 6rnek olarak verilebilir (Grabisch vd., 1998).

Bos olmayan, sonlu B ={a,b,c,...} kiimesi, karar verici ya da karar vericilerin, aralarindan
birini ya da birkagini se¢gmek zorunda oldugu alternatifler veya eylemler kiimesi olsun. Kriter

kimesi C={C,,C,,...,C,} olmak iizere, a adaymmn C, kriterini saglama derecesinin C;

n

" http://www.spatial.maine.edu/~worboys/SIE565/papers/aggregation%20operators.pdf



25

oldugunu varsayalim. Bu durumda, A bir birlestirme operatorii olmak {izere, @ adaymin genel
puant A(C/,C5,...,C?) ile hesaplanir. Tiim adaylar i¢in genel puanlar hesaplandiktan sonra bu
puanlar, alternatifleri siralamak ya da verilen kriterleri en iyi sekilde saglayan alternatifi

secmek igin kullanilabilir. Ornegin, ¢~ optimal alternatifi
A(CE,CE,..,C" ) =max{A(C!,CL,...C*),A(C!,C,....CP),. }

ile secilebilir.

Cizelge 4.1 Cok kriterli karar probleminin matris temsili (Marichal, 1999).

Alternatifler Kriter 1 | Kriter 2 Kriter n Genel Puan
a C/ C; ... C! A(C!,C,...,C)
b c’ Cs c’ A(C,C,....Ch)

Tamm 4.1: £ ve F herhangi iki reel aralik olmak iizere, A fonksiyonu
A:E" > F, A(x,x,,..,x,) =X
seklinde tanimlaniyorsa birlestirme operatorii adini alir.

Boylece A fonksiyonu, {x,,x,,...,x,} say1 kiimesini tek bir x sayisina doniistiirmiistiir. Eger

anlamli veya tatmin edici bir birlestirme elde etmek isteniliyorsa herhangi bir birlestirme
fonksiyonu kullamlmamalidir. Ornegin bir 6grencinin yilsonu notu, yil iginde aldig1 en
yliksek nottan daha yiiksek veya en diisiik nottan daha diisiik olmamalidir. Ya da oylama
islemlerinde kullanilacak birlestirme operatorii, seciciler isimsiz olduklarindan simetrik
olmalidir. Istenmeyen fonksiyonlar1 elemek igin aksiyomatik bir yaklasim benimsenmelidir,
yani birlestirme fonksiyonunun bazi 6zellikleri tamamen saglamasi gerekmektedir (Marichal,

1999).

Bir sonraki boliimde, bir birlestirme operatoriiniin anlamli sonuglar vermesi i¢in saglamasi
gereken bazi aksiyomatik 6zellikler ele alinmistir. Bu 6zellikler iki ana baglikta incelenmistir.

[k olarak matematiksel 6zellikler, ikinci olarak ise davranissal 6zellikler verilmistir.
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4.1 Birlestirme Operatorlerinin Ozellikleri (Marichal, 1999; Grabisch vd., 1998;
Detyniecki, 2001")

4.1.1 Matematiksel Ozellikler

4.1.1.1 Smmir Kosullar1 (Zayif idempotentlik)

A:[a,b]n —>[a,b] bir birlestirme operatorii olmak {izere, (4.1) esitliklerine sinir kosullari

denir.

A(a,a,...,a) = a (alt sir kosulu)

, (4.1)
A(b,b,...,b) = b (list sin1r kosulu)

Eger aday, karar vericilerin tamamindan en diisiik puan1 almis ise genel puan olarak da en
diisiilk puani almalidir. Benzer sekilde eger aday, karar vericilerin tamamindan en yiiksek
puan1 almis ise genel puan olarak da en yiliksek puani almalidir. Bu nedenle, karar

problemlerinde kullanilacak birlestirme operatorleri sinir kosullarint saglamalidir.

4.1.1.2 Idempotentlik (Oy Birligi, Fikir Birligi)

A E" — F bir birlestirme operatorii olmak tizere, Vx € E igin A(x,x,...,x) =x oluyorsa A
operatorii idempotenttir (yansiyandir).

4.1.1.3 Siireklilik (Continuity) (Saglamhik (Robustness))

X =(x,,x,,....,x,) € E" olmak lizere, A(X) fonksiyonu her bir x, (i €{l,2,...,n}) degiskenine

gore stirekli ise A: E" — F fonksiyonu siireklidir.

4.1.1.4 Monotonluk

A:E" > F bir birlestirme operatérii olmak {iizere, Vie{l,2,...,n} icin x, <y, iken
A(x,%y,...,x,) < A(Y,, ¥,5...,¥,) oluyorsa A operatdrii monotondur.
Bilesenlerden en az bir tanesinin degeri yiikseltildiginde, bilesenlerin birlestirilmis degeri

eskisine gore daha diisiik olmamalidir. Ayni sekilde, bilesenlerden en az bir tanesinin degeri

diisiiriildligiinde, bilesenlerin birlestirilmis degeri eskisine gore daha yliksek olmamalidir. Bu

" http://www.spatial.maine.edu/~worboys/SIE565/papers/aggregation%20operators.pdf
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nedenle, karar problemlerinde kullanilacak birlestirme operatorleri monoton olmalidir.

4.1.1.5 Degisme Ozelligi (Simetri, Isimsizlik (Anonymity))

A:E" — F bir birlestirme operatorii ve {x,,x,,...,x,} kiimesinin herhangi bir permiitasyonu

{X(1)5 X(2)5+2 Xy} OlmMak lizere,
A(xla xZ""’ xn) = A(X(l), X(z),..., x(n))

ise A operatorii degismelidir.

Eger operator degismeli ise, bilesenlerin siralanisi ne sekilde olursa olsun, sonu¢ de§ismez.
Isimsiz karar vericilerden gelen puanlar veya ayni dneme sahip bilgiler birlestirildiginde

degisme 6zelliginin saglanmasi zorunludur.

Onerme 4.1: A:E" — F birlestirme operatdriiniin degismeli olmasi igin gerek ve yeter sart
A(x;, %y, x,) = A(Xy, X0, X)) 4.2)
A(X,%,,.0X,) = A(X,y,...n X, X)) 4.3)

esitliklerinin saglanmasidir (Marichal,1999).

Birlestirme operatorleri, her biri farkli yapida olan ii¢ sinifa ayrilabilir: ve’leyici operatorler,
veya’layici operatorler ve dengeleyici operatérler. Bu smiflara ait operatorlerin tanimlar

sirastyla 4.1.1.6, 4.1.1.7 ve 4.1.1.8 6zelliklerinde verilmektedir.

4.1.1.6 Ve’leyicilik (Conjunctiveness)

A [a,b]n - [a,b] bir birlestirme operatorii olmak tlizere, V(x,,x,,...,x,) € [a,b]n i¢cin

A(x,x,,...,x )< min x,
(%, %55....X, ) iefl 2,

ise A operatorii ve 'leyici bir operatordiir.

Ve’leyici operatdrler, birlestirilecek degerleri klasik mantiktaki ve baglac1 gibi birlestirirler.
Ancak tlim puanlar iyi ise sonug iyidir, yani bir tane dahi kotii puan varsa genel puan kotiidiir.
Kisim 4.2.1°de verilecek t-norm fonksiyonlar1 ve’leyici birlestirme yapmak igin uygun
fonksiyonlardir. Bununla birlikte bu fonksiyonlar ¢ok kriterli birlestirmede siklikla

saglanmasi1 istenen idempotentlik, dengeleme, Olgege gore degismezlik, vb. Ozellikleri
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genellikle saglamazlar. Sekil 4.1’de ve’leyici operatorlerin [a,b] araligindaki yeri

goriilmektedir (Marichal, 1999).

4.1.1.7 Veya’layicilik (Disjunctiveness)

A:[a,b]" —[a,b] bir birlestirme operatérii olmak iizere, V(x,,x,,...,x,) €[a,b]" i¢in

A(x,%y,...,X,) 2 max X,
iefl,2,...,n}

ise A operatdrii veya layict bir operatordiir.

Veya’layict operatorler, birlestirilecek degerleri klasik mantiktaki veya baglaci gibi
birlestirirler. Ancak tiim puanlar kotli ise sonu¢ kotiidiir, yani bir tane dahi iyi puan varsa
genel puan iyidir. Kisim 4.2.1°de verilecek t-konorm fonksiyonlar1 veya’layici birlestirme
yapmak icin uygun fonksiyonlardir. T-norm fonksiyonlarinda oldugu gibi, t-konorm

fonksiyonlar1 da kriterleri birlestirme i¢cin uygun Ozelliklere sahip degildirler. Sekil 4.1°de

veya’layici operatdrlerin [a,b] araligindaki yeri goriilmektedir (Marichal, 1999).

4.1.1.8 Dengeleme (Compensation) Ozelligi

Ve’leyici ve veya’layici operatorler arasinda dengeleyici (compensative) veya uzlasik
(compromise) birlestirme operatorleri adi verilen tiglincii bir sinif mevcuttur. Kisim 4.2.1°de
aciklanacag lizere, bu operatorler t-norm operatorlerine {ist sinir olusturan minimum ile t-
konorm operatdrlerine alt sinir olusturan maksimum operatoriiniin arasinda yer alir.
Dengeleyici operatorler bir kriter igin kotii (iyi) bir puan1 bagka bir kriterdeki iyi (kotii) bir
puanla dengeler, oyle ki, birlestirilmis deger ortalama bir deger olur. Sekil 4.1°’de dengeleyici
operatOrlerin [a,b] araligindaki yeri goriilmektedir. Kisim 4.2.4’te verilecek ortalama
operatorleri ailesi dengeleyicidir. Ancak sinir fonksiyonlari olan minimum ve maksimum

operatorleri genellikle bu aileden harig¢ tutulur (Marichal, 1999, Sayfa 13).

Matematiksel olarak,
A [a,b]n - [a,b] bir birlestirme operatorii olmak tlizere, V(x,,x,,...,x,) € [a,b]n i¢cin
min {x,,%,,....X, } <A(X,,X,,...,x,) S Max {x,,X,,..., X, | 4.4)

esitsizligi saglaniyorsa operator dengeleyicidir.
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Bu 6zellik Pareto 6zelligi olarak da bilinir. Operator dengeleyici ise birlestirmenin sonucu,

puanlarin en diisiigii ile en yiiksegi arasindadir.

Dengeleme 6zelliginin yani sira literatiirde tersine dengeleme (counterbalancement) 6zelligi
kavrami da vardir. Ancak bu iki kavram birbirine karistirtlmamalidir (Detyniecki, 2001). Bazi
bilesenlerdeki artisa karsilik diger bazi bilesenlerdeki azalma ile birlestirilmis deger
degismiyorsa, “birlestirme operatorii, tersine dengeleme 6zelliine sahiptir” denir. Tersine
dengeleme oOzelligi baz1 yazarlar tarafindan yine dengeleme tanimiyla kullanilmaktadir

(Zimmermann, 1993, Sayfa 42).

a 1N X,

e — e

veleyici Dangelayici vy layici

Sekil 4.1 Operatoriin [a,b] arahigindaki yeri (Marichal, 1999, Sayfa 14).

4.1.1.9 Birlesme Ozelligi (Asosiyatiflik)

A: E* — F bir birlestirme operatdrii olmak {izere,
Ya,b,c i¢in A(a,b,c)=A(A(a,b),c)=A(a,A(b,c))
esitligi saglaniyorsa operator birlesmelidir.

Bu ozellik, iki degiskenli fonksiyonlar i¢in tanimlansa da sonlu sayida bilesen ig¢in

genigletilebilir.

AX Xy 5005 X5 X ey Xy X500 X, ) = A, Xy e X5 A(X 0 X )y X 50000 X))

4.1.1.10 Degismezlik (invaryanthk)

f bire-bir orten bir fonksiyon ve A:E" — F bir birlestirme operatorii olmak iizere,

Vx =(x,x,,....,x,) € E" i¢in
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A(f(x)), f(x, ),.... f(x,)) = f(A(x,, x,,..., X,))
esitligi saglaniyorsa A operatdrii invaryanttir.

Bu ozellik gercekleniyorsa, dlgek degistirildiginde alternatiflerin siralanis1 degismez. Karar

problemlerinde kullanilacak birlestirme operatorleri invaryant olmalidir.

Ornek 4.1: [1,5] dlgeginden [0,1] Slgegine gegilmek istendigini varsayalim. [1,5] Slgeginin

alt ve iist siir1 olan 1 ve 5 sayilar sirasiyla, [O,l] Olceginin alt ve iist sinir1 olan 0 ve 1

sayilaria karsilik gelir. (1,0) ve (5,1) noktalarindan gecen bir fonksiyon olarak f{(x) :XT_I

dogrusal fonksiyonu, 6lgek doniistimiinii saglamak iizere alinabilir.

4.1.1.11 Dogrusalhk

A:E" — F bir birlestirme operatorii olmak iizere, Vx = (x,,x,,...,x,) € E" i¢in
A(ax, +b,ax, +b,...,ax, +b) = a A(x,x,,...,x,)+b

esitligi saglaniyorsa operator dogrusaldir.

4.1.1.12 Aynistirilabilirlik (Decomposability)

A:E" — F bir birlestirme operatorii ve x = A(x,,x,,...,x, ) olmak lizere,

A(X] Xy e X Xy ey X,) = A(X X, X, X5 X))

k tane

esitligi saglaniyorsa operatdr ayristirilabilirdir.

4.1.1.13 Etkisiz Eleman (Bos Oy (Neutral Element))
V(x,,%,,....x,) € E" igin

A (X3 Xy ey X155 Xy preren X, ) = AT (X Xy g0y Xy X yy5eees X))

esitligi saglaniyorsa e elemanina, A operatoriiniin etkisiz elemani denir. Buradaki (n) ile

(n—1) ust indisleri, birlestirilecek bilesen sayisin1 gostermektedir.
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4.1.1.14 Yutan Eleman (Absorbent Element)

V(x,,X,,...,x,) € E" i¢in
A(x,,...,a,..,x,)=a

esitligi saglaniyorsa a elemanina, A operatdriiniin yutan elemani denir.

4.1.1.15 Tek Eleman I¢in Birim Fonksiyon Olma

Sadece tek bir eleman birlestirildiginde sonug¢ bu elemanin kendisidir, yani Vx € E igin
A(x)=x

olmalidir.

4.1.1.16 Karsit Olma (Reciprocal) Ozelligi

a,b >0 olmak iizere, Vx €[a,b] i¢in 1 €[a,b] olsun. A :[a,b]" —[a,b] fonksiyonu
X

1 1 1 1
A(—,—,...,—/)

X x, x,  Alx,x,,...x,)

esitligini sagliyorsa karsit (ters) olma 6zelligini saglar.

n, nesnesinin, 7, nesnesinden ne kadar agir oldugu hakkinda bircok degerlendirme
yapildigin1 varsayalim. Eger n, nesnesiyle n, nesnesinin yerleri degistirilirse, bu
degerlendirmeler carpmaya gore tersleri ile yer degistirir. Ornegin, n,’in n,’den iki kat agir
yorumunu yapan bir kisiye gore n,, n,’in yarist kadar agirdir. Karsit olma ozelligi

saglaniyorsa, bu yer degisimi sonucu degerlendirmelerin birlestirilmis degeri yerine de bu

degerin carpmaya gore tersi gelir.
4.1.2 Davramssal Ozellikler

4.1.2.1 Bilesenlere Agirhik Verilmesi

Birlestirme siirecinde, bazi bilesenler (6rnegin kriterler, karar vericiler, vs) digerlerine gore
daha az veya daha ¢ok oneme sahip olabilir. Bu durumda goreceli 6nemler bilesenlere agirlik

verilerek probleme yansitilir.
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4.1.2.2 Karar Davranisi

Karar vericinin davranisinin, dzellikle de egiliminin belirtilmesine imkan saglanir. Ornegin bir
karar verici, bazi kriterlerin alternatifler tarafindan saglanmasini 6zellikle isteyebilir veya
bazilarinin saglanmamasina da miisaade edebilir. Bu kriterlere sirastyla veto kriterleri ve kabul
kriterleri denir. Toleransh bir karar verici i¢in sadece en az bir kriterin alternatifler tarafindan
saglanmasi yeterlidir. Toleranssiz bir karar verici ise tiim kriterlerin alternatifler tarafindan

saglanmasini ister. Bu davranislara sirasiyla veya layict davranig ve ve’leyici davranis denir.
Veto ve Kabul (Favor) Etkisi (Grabisch vd., 1998; Grabisch ve Roubens, 2000)
Bir kriter i¢in alinan diisiik bir puan genel sonucu da diisiiriiyorsa bu kritere veto kriteri denir.

C, veto kriteri ise
A(X,, Xy Xy, X, ) =mind{x,, B(x,, Xy, ..., X;,..., X, ) }

olacak sekilde 3B operatorii bulunabilir. Eger karar verici, bir kriterin (veto kriteri) mutlaka

saglanmasini istiyorsa ve leyici bir davranig sergiler.
Baska bir deyisle, i. kriter veto kriteri ise

A(x), Xy 5000 X5 X, ) S X,

n 1

olur. Yani i. kritere ait skorun yiiksek olmas1 birlestirilmis degeri etkilemez, ancak bu skorun

diisiik olmas1 degerlendirme sonucunu da diistirtir.

Tersine bir durum olarak, bir kriter i¢in alinan yiiksek bir puan genel sonucu da yiikseltiyorsa

bu kritere kabul kriteri denir.

C, kabul kriteri ise

A(x,X,,....X,,..., X, ) = max{x;, B(x, x,,....X,,...x,)}

>n

olacak sekilde IB operatorii bulunabilir. Eger karar verici, bir kriterin (kabul kriteri)
saglanmasini sart kosmuyorsa veya layict bir davranis sergiler.

Bagka bir deyisle, i. kriter kabul kriteri ise

A(X], Xy X ey X)) 2 X,

1

olur. Yani i. kritere ait skorun diislik olmas1 birlestirilmis degeri etkilemez, ancak bu skorun
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ylksek olmasi degerlendirme sonucunu da ytikseltir.

4.1.2.3 Kriterlerin Arasindaki iliski

Karar vericiler kriterleri birbirinden bagimsiz sekilde yapilandiramayabilirler. Bu durumda,
gereksizlik (negatif etkilesim) ve sinerji (pozitif etkilesim) arasinda derecelenen bir
etkilesimden bahsedilebilir. Ornegin iki kriter neredeyse aymi ise bu kriterlerden biri
gereksizdir, yani kriterler birbiri yerine gecebilir. Boyle kriterlere negatif iligkili (tlimleyen
(complementary)) kriterler denir. Tersine, kriterler tek baslarina az 6neme sahipken bir arada
ele alindiklarinda kriterlerin Onemi artiyorsa boyle kriterlere pozitif iliskili (rekabetci
(competitive)) kriterler denir. Aralarinda boyle bir etkilesim olmayan kriterlere bagimsiz
kriterler denir (Grabisch, 1998). Kriterler arasindaki bu iliski Bulanik Integraller baslig

altinda ayrintili aciklanacaktir.
1) Onem({C,,C,})=0nem({C,})+Onem({C,}) ise kriterler bagimsizdir.
2) Onem({C,,C,})>Onem({C,})+Onem({C,}) ise kriterler arasinda pozitif sinerji vardir.

3) Onem({C,,C,}) < Onem({C,})+Onem({C,}) ise kriterler arasinda negatif sinerji vardir.

4.2 Birlestirme Operatérlerine Ornekler

4.2.1 Ucgensel Normlar ve Ucgensel Konormlar

Tanmm 4.2 (Ucgensel Norm, T-norm): T:[O,l]x[O,l]—)[O,l] fonksiyonu degismeli,

monoton, birlesmeli bir operator ve etkisiz elemani 1 ise tiggensel norm (veya kisaca t-norm)

adini alir. Bu 6zellikleri sirasiyla asagidaki aksiyomlarla gosterelim.
Ya,b,c,d e [0,1] igin,

1) T(a,b)=T(b,a)

2) a<cveb<dise T(a,b)<T(c,d)dir.
3) T(T(a,b),c)=T(a,T(b,c))
4) T(a,l)=a (Etkisiz eleman 1’dir.)

Teorem 4.1: T: [0, 1] X [O, 1] - [0, 1] iicgensel norm fonksiyonu alt sinir kosulunu saglar.
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T(0,0) =0

Ispat 4.1: Uggensel norm fonksiyonu monoton oldugundan, Va,be[O,l] igin
T(0,0) < T(a,b)'dir. Bu esitsizliginin tim (a,b) ikilileri i¢in saglanmasi ancak ve ancak

T(0,0) =0 olmasi ile miimkiindiir.

Teorem 4.2: T:[0,1]x[0,1]—[0,1] ii¢gensel norm fonksiyonu iist smir kosulunu saglar.

T(L1) =1

Ispat 4.2: Vae[0,1] icin T(a,1)=a oldugundan a=1 almirsa, T(I,1)=1 oldugu acikca
goriliir.
Teorem 4.1 ve Teorem 4.2, iiggensel norm fonksiyonlarinin sinir kosullarini sagladigini
gosterir.
Teorem 4.3: T:[0,1]x[0,1]—[0,1] bir iiggensel norm fonksiyonu olmak iizere, Vb €[0,1]

icin T(0,b) =0 dir.(Yutan eleman 0’dir.)

Ispat 4.3: Ucgensel norm fonksiyonu alt smir kosulunu sagladigindan ve monoton
oldugundan, Vb €[0,1] i¢in 0=T(0,0) <T(0,b)'dir. Yine T operatdrii monoton oldugundan,
T(0,b) <T(0,1)'dir. Etkisiz eleman 1 oldugundan, T(a,1)=a esitliginde a=0 alinirsa
T(0,1) =0 olur. Bu sonuglar birlestirilirse 0=T(0,0)<T(0,b6)<T(0,1)=0 oldugundan ancak
ve ancak T(0,b0) =0 olabilir.

Teorem 4.3 gosterir ki, birlestirme operatorii t-norm oldugunda bir tane dahi kotii tatmin varsa
genel tatmin kotiidiir, dengeleme yoktur. Ucgensel norm tammindaki dérdiincii aksiyomdan,

yani T(a,1) =a’den dolay1 herhangi bir t-norm operatdrii “#imii” gerektirmesini saglar. Yani

ancak ve ancak T(1,1) =1 olabilir.

Tammm 4.3 (Minimum (Ve) Operatorii): T: [O,l]x[O,l] - [0,1] olmak {izere,
T(a,b) =min {a,b} ile tanimlanan fonksiyon tiggensel normdur. Bu fonksiyona minimum (ve)

operatorii denir.
Bu operatoriin iiggensel norm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1) T(a,b) =min{a,b} = min{b,a} = T(b,a) oldugundan minimum operatdrii degismelidir.
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2) a<c ve b<d ayrica T(a,b)=min{a,b} =a olsun.

Kabullerden T(a,b)=a<b<d ve a<cdir. Yani a sayisi, hem ¢ hem de d sayisindan kii¢iik

oldugundan T(a,b)=a <min{c,d} =T(c,d)'dir. Bdylece minimum operatorii monotondur.

3) T(T(a,b),c)=min{a,b,c} ve T(a,T(b,c))=min{a,b,c} oldugundan ve dolayisiyla

T(T(a,b),c)=T(a,T(b,c)) esitligi gerceklendiginden minimum operatorii birlesmelidir.
4) a <1 oldugundan T(a,1) =min{a,1} =a dir. Dolayisiyla etkisiz eleman 1’dir.

Teorem 4.4: Uggensel norm operatdrlerinin bir {ist sinir1 minimum operatdriidiir, yani T
fonksiyonu bir t-norm olmak iizere, Va,be[0,1] i¢in T(a,b) <min{a,b}dir. Baska bir

deyisle, t-norm operatorleri ve leyicidir.

Ispat 4.4: min{a,b} =qa yania <b olsun. Bu durumda, monoton olma ve etkisiz elemanin
varhg 6zelliklerinden T(a,b) < T(a,1) = a =min{a,b} oldugu kolayca goriiliir.

Birlesme 6zelligi kullanilarak, minimum operatdrii iki elemandan » elemana genisletilebilir.

Tamm 4.4: Vie{l,2,...n} i¢inx, €[0,1] olmak iizere, T(x,x,,..,x,)=min{x,x,,...,x,}

operatorii bir t-normdur.

Tamm 4.5 (Olasiliksal Ve Operatorii): T:[0,1]x[0,1]—[0,1] olmak iizere, T(a,b)=ab ile

tanimlanan fonksiyon ti¢ggensel normdur. Bu fonksiyona olasiliksal ve operatorii denir

(Carlsson vd., 1997).

Bu operatoriin iiggensel norm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1) T(a,b) =ab =ba =T(b,a) oldugundan olasiliksal ve operatdrii degismelidir.
2) a<cveb<d olsun.

T(a,b)=ab < cd =T(c,d) oldugundan olasiliksal ve operatorii monotondur.

3) T(T(a,b),c) =T(ab,c) = (ab)c = a(bc) =T(a,bc) =T(a, T(b,c))

oldugundan olasiliksal ve operatorii birlesmelidir.

4) T(a,1) = al =a oldugundan etkisiz eleman 1°dir.
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Tamm 4.6 (Lucasiewicz Ve Operatirii): T:[0,1]x[0,1]—>[0,1] olmak iizere,
T(a,b) =max{0,a+b—1} ile tanimlanan fonksiyon {iiggensel normdur. Bu fonksiyona

Lucasiewicz ve operatorii denir (Carlsson vd., 1997).
Bu operatoriin liggensel norm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1) T(a,b) =max{0,a+b—1} =max{0,b+a—1} =T(b,a)  oldugundan  Lucasiewicz = ve

operatorii degismelidir.
2) a<cveb<d olsun.
T(a,b) =max{0,a+b—-1} <max{0,c+d —1} =T(c,d) oldugunu gosterelim.

0,a+b<1 . . SR
T(a,b) =max{0,a+b-1} = fonksiyonu ile temsil edilebilir.
a+b-lLa+b>1

a<cveb<d oldugundan a+b <c+d olacaktir.

a+b <1 ise iki durum gergeklesebilir.

Ik olarak a+b<1<c+d ise T(c,d)=c+d —1>0=T(a,b)dir.

Ikinci olarak a+b<c+d <1ise T(c,d)=0=T(a,b) olur.
a+b>lyani1<a+b<c+dise T(c,d)=c+d—-1>2a+b—-1=T(a,b)dir.

Dolayisiyla bu operatdr monotondur.

0,a+b<l1
3) T(a,b) =max{0,a+b—1} = olarak alalim.
a+b-la+b>1
0,T(a,b)+c<1 0,a+b+c<?2
T(T(a,b),c) = = olacaktir.
T(a,b)+c—-1,T(a,b)+c=>21 |a+b+c—-2,a+b+c>2
) 0,b+c<l
Benzer sekilde T(b,c) =max{0,b+c—1} = alinirsa,
b+c-1,b+c>1
0,a+T(b,c)<1 0,a+b+c<?2 5
T(a, T(b,c))= = oldugundan,
a+T(b,c)-1,a+T(b,c)21 |a+b+c—2,a+b+c>2

T(T(a,b),c)=T(a, T(b,c))'dir. Yani birlesme 6zelligi saglanir.
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4) a>0 ve T(a,1)=max{0,a+1-1} =a oldugundan etkisiz eleman 1°dir.

Tanm 4.7 (Uggensel Konorm, T-konorm): S:[O,I]X[O,l]—>[0,l] fonksiyonu degismeli,

monoton, birlesmeli bir operatdr ve etkisiz elemant 0 ise ii¢gensel konorm (veya kisaca t-

konorm) adin1 alir. Bu 6zellikleri sirasiyla asagidaki aksiyomlarla gosterelim.

Va,b,c,d €[0,1] igin,

1)S(a,b) =S(b,a)

2)a<cveb<dise S(a,b)<S(c,d)dir.

3)S(S(a,b),c) =S(a,S(b,c))

4)S(a,0) =a (Etkisiz eleman 0°dir.)

Teorem 4.5: S: [0, 1] X [0,1] - [0,1] ticgensel konorm fonksiyonu alt sinir kosulunu saglar.
S(0,0)=0

Ispat 4.5: Vae[0,1] igin S(a,0)=a oldugundan, ¢ =0 almirsa S(0,0)=0 oldugu agikca

gortlir.
Teorem 4.6: S:[0,1]x[0,1] —>[0,1] tiggensel konorm fonksiyonu iist sinir kosulunu saglar.
Sy =1

Ispat 4.6: Ucggensel konorm fonksiyonu monoton oldugundan, Va,be[O,l] icin
S(a,b) <S(1,1)'dir. Bu esitsizliginin tim (a,b) ikilileri i¢in gerceklenmesi ancak ve ancak

S(1,1) =1 olmas1 ile miimkiindiir.

Teorem 4.5 ve Teorem 4.6, liggensel konorm fonksiyonlarinin sinir kosullarmi sagladigini

gosterir.
Teorem 4.7: S:[O,l]x[O,l]—)[O,l] bir iicgensel konorm fonksiyonu olmak {izere,

Vae [O, 1] icin S(a,1)=1 dir.(Yutan eleman 1°dir.)

Ispat 4.7: Ucggensel konorm fonksiyonu iist smir kosulunu sagladigindan ve monoton

oldugundan Va E[O,l] icin, S(a,1)<S(1,1)=1"dir. Yine S operatorii monoton oldugundan
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S(0,1) <£S(a,l)'dir. Etkisiz eleman 0 oldugundan, S(a,0)=a esitliginde a=1 alinirsa
S(1,0) =1 olur ve operatoriin degismeli olmasindan dolay1 S(1,0) = S(0,1) =1 dir. Bu sonuglar
birlestirilirse 1=-S(0,1) <S(a,1) <S(1,1) =1 oldugundan ancak ve ancak S(a,1)=1 olabilir.

Teorem 4.7 gosterir ki, birlestirme operatdrii t-konorm oldugunda bir tane dahi iyi tatmin
varsa genel tatmin iyidir. Uggensel konorm tanimindaki doérdiincii aksiyomdan, yani

S(a,0) =a’dan dolay1 herhangi bir t-konorm operatorii “en az bir” gerektirmesini saglar.
Yani ancak ve ancak S(0,0) =0 olabilir.

Tamm 4.8 (Maksimum (Veya) Operatirii): S:[0,1]x[0,1]—>[0,1] olmak fiizere,
S(a,b) = max {a,b} ile tanimlanan fonksiyon tiggensel konormdur. Bu fonksiyona maksimum
(veya) operatérii denir.

Bu operatoriin liggensel konorm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1)S(a,b) = max{a,b} = max{b,a} =S(b,a) oldugundan maksimum operatdrii degigsmelidir.

2) a<cveb<d ayrica S(c,d)=max{c,d}=c olsun.

Kabullerden S(c,d)=c>d >b ve ¢ >a'dir. Yani ¢ sayisi, hem a hem de b sayisindan biiyiik

oldugundan S(c,d) = ¢ > max{a,b} =S(a,b)'dir. Bdylece, maksimum operatdrii monotondur.

3) S(S(a,b),c) =max{a,b,c} ve S(a,S(b,c))=max{a,b,c} oldugundan ve dolayisiyla
S(S(a,b),c) =S(a,S(b,c)) esitligi gerceklendiginden maksimum operatdrii birlesmelidir.

4) a =20 oldugundan S(a,0) =max{a,0} = a'dir. Dolayisiyla etkisiz eleman 0’dur.

Birlesme 6zelligi kullanilarak, maksimum operatorii iki elemandan » elemana genisletilebilir.
Tamm 4.9: Vie{l,2,...n} i¢inx, €[0,1] olmak iizere, S(x,,x,,...,x,) =max{x,x,,...,x, }
operatorii bir t-konormdur.

Teorem 4.8: Ucgensel konorm operatdrlerinin bir alt sinirt maksimum operatoriidiir, yani S
fonksiyonu bir t-konorm olmak iizere, Va,be[0,1] i¢in max {a,b} <S(a,b)'dir. Baska bir
deyisle, t-konorm operatorleri veya layicidir.

Ispat 4.8: max{a,b} =a yani b<a olsun. Bu durumda, monotonluk ve etkisiz elemanin

varhg 6zelliklerinden S(a,b) >S(a,0) = a = max {a,b} oldugu kolayca goriiliir.
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Tamm 4.10 (Olasiliksal Veya Operatirii):  S:[0,1]x[0,1]—>[0,1] olmak iizere,

S(a,b)=a+b—ab ile tanimlanan fonksiyon iliggensel konormdur. Bu fonksiyona olasiliksal

veya operatorii denir (Carlsson vd., 1997).
Bu operatoriin tiggensel konorm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1) S(a,b)=a+b—ab=b+a—-ba=S(b,a) oldugundan olasiliksal veya operatorii

degismelidir.
2) &,¢, €[0,1] olmak tizere, a<a+¢ =cveb<b+&, =d olsun.

S(c,d)=S(a+¢,b+e,)=(a+g)+(b+¢g,)—(a+g)b+e,)
=a+b—-ab+s +¢&,—as,—bs —¢¢, :S(a,b)+81(1—b—%)+82(1—61—%)

b b ¢ a a & b d a c
=S(a,b)+(l-——=-D)+e,(1l-—==L)=S(a@,h)+e(1-———)+e&,(1-——=—=
(a,0)+&( 5732 2) 5( 273 2) (a,D)+&( > 2) 5( 5 2)

>0
oldugundan S(c,d) > S(a,b)'dir. Dolayisiyla olasiliksal veya operatorii monotondur.

3) S(S(a,b),c)=S(a+b—ab,c)=a+b—ab+c—(a+b—ab)c=a+b+c—ab—ac—bc+abc
=a+b+c—bc—a(b+c—bc)=S(a,b+c—bc)=S(a,S(b,c))

oldugundan olasiliksal veya operatdrii birlesmelidir.

4) S(a,0)=a+0-a0=a oldugundan etkisiz eleman 0’dur.

Tammm 4.11 (Lucasiewicz Veya Operatorii): S: [0, 1] X [0, 1] - [0, 1] olmak iizere,

S(a,b) =min{l,a+b} 1ile tanimlanan fonksiyon iiggensel konormdur. Bu fonksiyona

Lucasiewicz veya operatorii denir (Carlsson vd., 1997).
Bu operatoriin tiggensel konorm olma sartlarini sagladigini gosterelim.

1) S(a,b)=min{l,a+b} =min{l,b+a}=S(b,a) oldugundan Lucasiewicz veya operatorii

degismelidir.
2) a<cveb<d olsun.

S(a,b) =min{l,a+b} <min{l,c+d} =S(c,d) oldugunu gosterelim.
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) a+b,a+b<l1 ) ) et e
S(a,b) =min{l,a + b} = fonksiyonu ile temsil edilebilir.
La+b2>1

a<cveb<d oldugundan a+b <c+d olacaktir.

a+b <1 ise iki durum gergeklesebilir.

Ik olarak a+b<1<c+d ise S(a,b)=a+b<1=S(c,d)dir.

Ikinci olarak a+b<c+d <lise S(a,b)=a+b<c+d=S(c,d) olur.
a+b>lyani1<a+b<c+d ise S(a,b)=1=S(c,d)'dir.

Dolayisiyla bu operatdr monotondur.

. at+b,a+b<l1
3) S(a,b) =min{l,a+b} = olarak alalim.
La+b>1

S(a,b)+c,S(a,b)+c<1_ a+b+c,a+b+c<l1
1,S(a,b)+c>1 La+b+c>1

S(S(a,b),c) :{

) ) LLb+c=>1
Benzer sekilde S(b,c¢) =min{l,b+c} = alinirsa,
b+ec,b+c<l

a+S(b,c),a+S(b,c)<1 |a+b+c,a+b+c<l1 .
= oldugundan,

S((l,S(b,C)) = -
La+S(b,c)>1 La+b+c>1
S(S(a,b),c) =S(a,S(b,c))'dir. Yani birlesme 6zelligi saglanir.

4) a <1 ve S(a,0) =min{l,a + 0} = a oldugundan etkisiz eleman 0’dir.

Eger T bir t-norm ise S(a,b)=1-T(—-a,1->b) esitligindeki S fonksiyonu bir t-konormdur.

S’ye, T’den tiiretilmistir denir (Fullér, 1996).

Tamm 4.12 (Dogrusal Konveks T-S Operatorii): T bir t-norm, S de bir t-konorm operatorii

ve 4 €[0,1] olmak iizere, Dy, :[0,1]" —[0,1] operatorii
DT’SJ(XI,XZ,...,XW):(1_//ir)T(xl,xz,...,xn)+/,LS(X1,X2,...,XW)

seklinde tanimlaniyorsa dogrusal konveks T-S operatorii adini alir (Pradera vd., 2002).

Dogrusal konveks T-S operatorlerine 6rnek olarak,
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D(x,,x,,...,x,) = (1=A)min(x,, x,,...,x, ) + Amax(x,, x,,...,x, )

ya da
D(x,, ¥prr,) = (1= D] [ 1+ A= [(1=)]

operatorleri verilebilir. 4 € (0,1) oldugunda, bu operatdrler dengeleyicidir.

Tamm 4.13 (Ustel Konveks T-S Operatorii): T bir t-norm, S de bir t-konorm operatdrii ve

A €[0,1] olmak iizere, B g , :[0,1]" —[0,1] operatdrii

B, (6, %5000 %,) = [T(x, 2,00 x,)] IS (2, X000 X,)]
seklinde tanimlaniyorsa iistel konveks T-S operatorii adin alir (Pradera vd., 2002).

Ustel konveks T-S operatdrlerine 6rnek olarak, dengeleyici ve operatdrii
/J(xlsxza-"axn) = [Hxi]lii[l _H(l _xi)]l s Ae (091)
i=1 i=1

verilebilir (Zimmermann, 1993).

Cizelge 4.2 Parametrelenmis ticgensel normlar ve liggensel konormlar (Detyniecki, 2001).

t-norm t-konorm
Hamacher (y > 0) %) xry -y
y+A=y)(x+y-xy) 1-(1=y)xy
+y-1+
Weber-Sugeno (4,,4; >-1) max {0, al yl N %ﬂTxy} min{l, x + y + Axy}
Schweizer-Sklar (g > 0) Lm0 4 (=) — (-2 (- )] [xf 4+ 7 —x7 )]0

(s =D(s" =1

(s"=D(s" =1 1

s—1

1-log [1+ ]

Frank (s > 0,s # 1) log [1+ ]

Yager (p>0) l—min{l,((l—x)” +(1-y)” );} min{l,(xp +y! );}
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4.2.2 Uniform Birlestirme (Uninorm) Operatorleri

T-norm ve t-konorm operatorleri bulanik mantik teorisinde dnemli bir rol oynarlar. Ancak bu
operatorler dengeleme Ozelligine sahip degillerdir. Aslinda, t-norm operatorleri diistik
degerleri yiiksek degerler ile dengelemezler. Benzer sekilde, t-konorm operatorleri de yiiksek
degerleri diisiik degerler ile dengelemezler. Bu nedenle, Yager ve Rybalov 1996 senesinde t-
norm ve t-konorm operatorlerinin genellestirilmis sekli olan uniform birlestirme operatér

(uninorm) ailesini tanimlanmislardir (Detyniecki, 2001).

Tamm 4.14: U:[0,1]x[0,1] - [0,1] fonksiyonu degismeli, monoton, birlesmeli ve etkisiz

elemana sahip ise wuminorm adini alir. Bu oOzellikleri sirasiyla asagidaki aksiyomlarla

gosterelim.

Ya,b,ce [0,1] i¢in,

1)U(a,b) =U(b,a)

2)a<cveb<d ise U(a,b)<U(c,d)dir.
3)U(U(a,b),c) =U(a,U(b,c))

4)U(a,e) = a olacak sekilde e €[0,1] mevcuttur.

e=1 alindiginda t-norm operatorleri, e=0 alindiginda t-konorm operatorleri elde

edildiginden uninorm operatdrleri bu operatorlerin genellestirilmis seklidir.

Ornek 4.2: Uninorm operatorlerine 6rnek olarak

max{a,b}, a,b>e
U.(a,b)=1 . S
min{a,b}, aksi takdirde
ve
. min{a,b}, a,b<e
U (a,b) = N
max{a,b}, aksitakdirde

fonksiyonlar1 verilebilir (Fernandez Salido ve Murakami, 2003).

Dengeleme 6zelligini saglamayan t-norm ve t-konorm operatorlerinin genellestirilmis hali

olan uninorm operatorleri, ancak bazi sartlar eklendiginde dengeleyici olurlar. Bu 6zellik
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Teorem 4.9 ile verilmistir.

Teorem 4.9: U:[0,e)x(e,1]>[0,1] ve V:(e1l]x[0,e)—[0,1] uninorm operatdrleri

dengeleyicidir.

Ispat 4.9: Oncelikle 0<x<e<y<1 olsun. Etkisiz elemanm varligi ve monoton olma

ozelliklerinden

x =min{x, y} = U(min{x, y},e) < Umin{x, y}, y) = U(x, y)
y=max{x, y} = U(e,max{x, y}) > U(x,max{x, y}) = U(x, y) olur.

Bu durumda,

min{x, y} < U(x, y) < max{x, y}

esitsizligi saglanir. Bu da U operatdriiniin dengeleyici oldugunu gosterir.
Simdi ise 0 < y <e < x <1 olsun. Etkisiz elemanin varligi ve monoton olma 6zelliklerinden
y=min{x, y} = V(e,min{x, y}) < V(x,min{x, y}) = V(x, y)

x =max{x, y} = V(max{x, y},e) > V(max{x, y},y) = V(x, y) olur.

Bu durumda,

min{x, y} < V(x, y) < max{x, y}

esitsizligi saglanir. Bu da V operatoriiniin dengeleyici oldugunu gosterir.

Teorem 4.10: Va,b e [0, e] ,ec€ (0,1) ve T bir t-norm operatorii olmak lizere,
Ulab) =eTE )

e e
operatorii bir uninormdur.

Ispat 4.10: U(a,b)zeT(g,é) operatdriiniin uninorm olma aksiyomlarmi saglayip
e e
saglamadig1 kontrol edilmelidir.

T bir t-norm operatorii oldugundan degismelidir, monotondur, birlegsmelidir ve etkisiz eleman1

1°dir.
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1) U(a,b) = eT(g,g) - eT(g,%) = U(b,a)

2) a<cveb<d olsun.

U(a,b) = eT(g,g) < eT(g,g) = U(c,d)

b

eT(2,2)
3) UU(a,b),¢) = UeT(®,2).0) = eT(—e e &)= o(1(%,2), 9
e e e e e e e

1
- eT(g,T(S,E)) - eT(g,;U(b,c)) = U(a, U(b,¢))

4) Uae)=eTE Y =eT@ ) =el=e
e e e

Teorem 4.11: Va,b €[e,1], e€(0,1) ve S bir t-konorm operatdrii olmak iizere,

)

a—e
)

l-e 1-e

—€

U(a,b) = e+(1-e)S( )

operatorii bir uninormdur.

4.2.3 Simetrik Toplamlar

Simetrik toplam operatorii (symmetric summation), ilk kez 1979 yilinda Silvert tarafindan

tanimlanmistir (Grabisch vd, 1998).

Tamm 4.15 (Simetrik toplam operatirii): A :[0,1]x[0,1] —[0,1] fonksiyonu

1) A(0,0)=0

2) A, =1

3) A(x,x,)=1-A(l-x,1-x,)

aksiyomlarini sagliyorsa simetrik toplam operatérii adini alir.

Ornek 4.3: Simetrik toplam operatorlerine drnek olarak

_ max{x, y}

Al(xﬂy)_ 1+|x_y| s
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min{x,
Az(x,y)z;y}’

1+|x—y|

Xy

A(x,y)=——"——
(5.7 l-x—y+2xy
ve

X+y—xy
Axy)=—""—
+(.7) I+x+y—2xy

fonksiyonlar1 verilebilir (Petrou ve Sasikala, 1999).

4.2.4 Aritmetik Benzeri Ortalama Operatorleri (Quasi-arithmetic Mean Operators)

Tanim 4.16 (Ortalama Operatorii): A :E" — F fonksiyonu siirekli, degismeli, monoton ve

idempotent ise ortalama operatérii adin alir.

Teorem 4.12: Ortalama operatorleri dengeleme 6zelligini saglar.

min {x,,x,,....x, } <A, %,,...,X,) < max {x,,x,,...,x, }

Ispat 4.12: A fonksiyonu idempotent ve monoton oldugundan
min{xl,xz,...,xn} = A(min{xl,xz,...,xn},...,min{xl,x2,...,xn }) <A, Xy,.05X,),
max {x,,X,,...,x, } = A(max {x,, X,,..., x, },...,max {x,, x,,.... X, }) = A(x;,X,,....X,)

esitsizlikleri saglanir. Bu iki esitsizlikten, A fonksiyonunun dengeleyici oldugu goriiliir.

Tamm 4.17 (Aritmetik Benzeri Ortalama Operatirii): f:[0,1] > R siirekli ve monoton bir

fonksiyon olmak iizere,
A:[0,1] >[0,1], A(x,x,,.00x,) =1 (lZf(xi)j (4.5)
s

seklinde tanimlanan operatore, aritmetik benzeri ortalama operatorii (quasi-arithmetic mean

operator) denir.

Bu tammdaki f:[0,1] >R fonksiyonuna A birlestirme operatériiniin iireteci denir. o€ R

olmak iizere, f(x) = x” alindiginda,
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1
A(xl,xz,...,xn)=(12xiaja (4.6)
i

elde edilir. Bu operatdre genellestirilmis « —ortalamasi(generalized o —mean) denir. «

parametresine verilen farkli degerlere karsilik, farkli birlestirme operatorleri elde edilir.

4.2.4.1 Aritmetik Ortalama Operatorii

Birlestirme icin en basit ve en ¢ok kullanilan yol aritmetik ortalama almaktir. Bu operatdriin
etkisiz ve yutan elemani yoktur. Davranigsal 6zellikler gdstermez. Ortalama operatorlerinden

sadece aritmetik ortalama operatorii dogrusaldir.

Tanim 4.18 (Aritmetik Ortalama Operatorii): (4.6) esitliginde a=1 yani f(x)=x

alindiginda,
1 n
A(x,x,,....X,) =—in
noig
elde edilir. Bu operatore aritmetik ortalama operatérii denir.

4.2.4.2 Kuadratik Ortalama Operatorii

Tamim 4.19: (4.6) esitliginde o =2 yani f(x) = x* alindiginda,

1 n
A(x,%,,...,x,) = /_inz
nio

elde edilir. Bu operatore kuadratik ortalama operatérii denir.

4.2.4.3 Harmonik Ortalama Operatorii

Tanim 4.20: (4.6) esitliginde o =—1 yani f(x) = 1 alindiginda,
X

A(x,X,,....X,) =

elde edilir. Bu operatore harmonik ortalama operatorii denir.
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Tamm 4.21: (4.5) esitliginde f(x) =logx alindiginda,

A(x,x,,...X,) =

n
! H X;
i=l1

elde edilir. Bu operatore geometrik ortalama operatorii denir.

A(xl,xz,...,xn)zlo{ :

1 n
n =

=1xX,..X, = n/ﬁxi
i=1

*ZIOg(xi) 1

} _ 1On(logx1+1ogx2+...+logxn) _ 10%(10g(x1x2...xn)) _ 10]0g(n/xlx—2mxn)

Cizelge 4.3 Aritmetik benzeri ortalamalara 6rnekler (Marichal, 1999).

4.2.5 Medyan Operatorii

Tanim 4.22:

permiitasyonu (x(l),x(z),...,x(n)) olmak iizere,

fix) | A(x,x,,...,x,) Isim
1 . .
X — Z X, Aritmetik
ni-
5 1S, .
X — z X; Kuadratik
ni-
log x NIE Geometrik
i=1
n
-1 1 Harmonik
X
1
1 & a o
x* —N e Kok-Kuvvet

(X),X,,00,X,)  vektOriniin - x;) 2 x5 2.2 X,

esitsizligini

saglayan bir
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X ntek

n+l 2

2
A(x,x,,...,x,) = X,

+Xx,
<) G+

, ncift
5 ¢

ile tanimlanan operatdre medyan operatérii denir.

4.2.6 Agirhkh Ortalama Operatorleri

Bu operatorler bilesenlere agirlik vermemize imkan saglar. Ancak sirali agirlikli ortalama

(OWA) operatorii disinda bu operatdrlerin degisme 6zellikleri yoktur.
Tanim 4.23 (Agwhkli Ortalama Operatorii): f sirekli ve monoton bir fonksiyon,

Vie{l,2,..,n} i¢in o, E[O,l] ve Za)l. =1 olmak iizere,

i=1

A(X, X5 x, ) =17 (ia)l f(xi)j

seklinde tanimlanan operatore agirlikli ortalama operatorii denir.

4.2.6.1 Agirhkh Aritmetik Ortalama Operatorii

Tamm 4.24: Vie{l,2,..,n} i¢in @, €[0,1] ve Zwl =1 olmak iizere,

i=1

n
A(x,x,,...X,) = Za)[xi

i=1
seklinde tanimlanan operatore agirlikli aritmetik ortalama operatorii denir.

Bilesenler ve agirliklar, tliggensel ya da yamuksal bulanik sayi olarak da almabilir. Bu

durumda operator, bulanik agirlikly aritmetik ortalama operatorii adinmi alir (Xu ve Da, 2003).

4.2.6.2 Agirhkh Kuadratik Ortalama Operatorii

Tamm 4.25: Vie{l,2,..,n} icin o, €[0,1] ve Za)l =1 olmak iizere,

i=1
N 2
A(x,X,,...X,) = Za)l.xl.
i=1
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seklinde tanimlanan operatore agirlikli kuadratik ortalama operatorii denir.

4.2.6.3 Agirhkh Geometrik Ortalama Operatorii

Tamm 4.26: Vi e {1,2,...,n} i¢in o, €[0,1] ve ) @, =1 olmak iizere,

i=1
;
A(x;,xy,.00X,) = Hxi
i=1
seklinde tanimlanan operatore agirlikli geometrik ortalama operatorii denir.

4.2.6.4 Agirhkhh Harmonik Ortalama Operatorii

Tamm 4.27: Vie{l,2,..,n} icin o, €[0,1] ve Za)l =1 olmak iizere,

i=1

A(x,%,,....X,) =

seklinde tanimlanan operatore agirliklt harmonik ortalama operatorii denir.

4.2.6.5 Agirhkh Kok-Kuvvet Ortalama Operatorii

Tamm 4.28: Vie{1,2,...,n} i¢in o, €[0,1], Za)l =1 ve a bir reel say1 olmak iizere,
i=1

n 1
A(xlaxza"'axn) = (z a)ixia)a
i=1

seklinde tanimlanan operatore agirlikli kok-kuvvet ortalama operatorii denir.
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Cizelge 4.4 Agirlikli ortalama operatorlerine 6rnekler (Marichal,1999).

f(x) A(X,,Xy0r X)) Isim
X D ox, Aritmetik
i=1
n 1
X Q. ox’)? Kuadratik
P
log x H X Geometrik
i-1
1
x Z": [2} Harmonik
i=1 xi
n 1
x“ (z @x")" Kok-Kuvvet
i=1

4.2.7 Sirah Agirhkh Ortalama (OWA) Operatorii (Yager, 1988)

Tamm 4.29: W =(0,0,,...0,), Vie{l,2,..n}i¢in o €[0,1] ve Zn:a)l:l olsun.

n
i=1

X =(x,%,,...,x,) €[0,1]" vektoriiniin en biiylik i. elemanina X(i) diyelim.
E, (X)=) ox,
i=1

seklinde tanimlanan F:[0,1]" —>[0,1] operatdriine siwrali agurlikli ortalama (OWA-Ordered

Weighted Averaging) operatorii denir.

Birlestirilecek X =(x;,x,,...,x,) vektoriiniin bilesenlerinin biiylikten kii¢iige (azalan sirada)

siralanmasiyla olusturulan vektore sirali argliman vektori denir.
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X
Yani Vx; € X ve X, =x,, =...2 x,, olmak iizere, sirali argiiman vektorii B = olsun.

Xin)

Bu durumda F, (X) = z w,x;, =W'B olarak vektorlerin i¢ carpim ile hesaplanabilir.
i=1

0.2
.. 0.3 .. ..
Ornek 4.4: WV = 01 ve X =(0.6,1.0,0.3,0.5) i¢in F, (X)) degerini hesaplayalim.
0.4
1.0

Birlestirilecek X =(0.6,1.0,0.3,0.5) vektoriiniin sirali argiiman vektorii, B = 0'5 olur.

0.3

1.0
0.6
E,(0.6,1.0,0.3,0.5)=W'B = [0.2 03 0.1 0.4]. 05| 0.240.18+0.05+0.12=0.55

0.3

bulunur.

Teorem 4.13: E, bir OWA operatorii, 4 ve B sirali argliiman vektorleri olmak {izere,
Vjigina; 2 b, ise F,(4) 2F,(B)'dir.

Ispat 4.13: Vj icgin a,2b, oldugundan F,(A)-F, (B)=WA-WB=W'(A-B)>0 olur.

Dolayisiyla E, (4) >E, (B)'dir.
Teorem 4.14: F,, bir OWA operatdrii olmak tlizere, Vj i¢inc, >d, ise
E,(c,c,,....c,)2E,(d,.d,,...,d,)

esitsizligi saglanir.

ispat 4.14: A=(a,,a,,..,a,) ve B=(b,b,,....,b,) swasiyla (c,c,,...,c,) ve (d,,d,,....d)

vektorlerinin sirali argliman vektorleri ve max{c,c,,...,c,} =¢, ve max{d,,d,,....d, } =d,
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olsun. O halde a, =¢, ve b, =d, dir. max{c,c,,...,c,} =c, oldugundan ¢, >¢, ve teoremin
kabuliinden ¢, >d, olur. O halde ¢, > ¢, > d, ve dolayisiyla a, > b, bulunur. Bu sekilde devam

edilerek Vj i¢ina; 2 b, oldugu gosterilir. Bu durumda Teorem 4.13’den ispat tamamlanur.

Teorem 4.14, OWA operatorlerinin monoton oldugunu gosterir.

Teorem 4.15: F, bir OWA operatorii ve (a,,a,,...,a,) vektoriiniin herhangi bir

. ! ! ! . ! ! !
permiitasyonu (q, ,a, ,...,a, ) ise E,(a,,a,,...,a,)=F,(a, ,a, ,...,a,) olur.

Ispat 4.15: 4 ve A’ vektorleri sirastyla (a,,a,,...,a,) ve (a,,a,,..,a, ) vektorlerinin siral

. . . ! ! !’ o e oo _es se . .
argiiman vektorleri olsun. (q, ,a, ,...,a, ) vektori (a,,a,,...,a,) vektoriiniin bir permiitasyonu

oldugundan 4= A" diir. Dolayisiyla F, (4) =F, (4") olur.

Teorem 4.15, OWA operatorlerinin degigmeli (simetrik) oldugunu gosterir.

OWA operatorleri siralt verilerin agirlikli aritmetik ortalamasini hesaplar, yani azalan sirada
dizilmis verilerin bulundugu pozisyonlara agirlik atayarak birlestirme yapar. Dolayisiyla e,
agirligi x, bilesenine degil, bunun yerine i. en biiyiik bilesene aittir. Bu nedenle OWA
operatorii, agirlikli aritmetik ortalama operatoriinden farklidir. Agirlikli aritmetik ortalama
operatorii degismeli degilken, OWA operatorleri degismelidir.

Ornek 4.5: Agirlikli aritmetik ortalama operatdrii @, +®, =1 olmak iizere, iki bilesen igin
A(a,,a,)=wa +w,a, idi. (@,0,)=(0.7,0.3) olarak alindiginda, A(1,0)=0.7 olurken
A(0,1)=0.3 olur, dolayistyla A(1,0)# A(0,1) elde edilir. Bu da agirlikli aritmetik ortalama

operatoriiniin degismeli olmadigin1 gosterir.
Teorem 4.16: E, bir OWA operatorii olmak iizere, Va e [0,1] icinE, (a,a,...,a)=a dir.
Teorem 4.16, OWA operatorlerinin idempotent oldugunu gdsterir.

Teorem 4.17: B keyfi bir sirali argiiman vektori, W =(o,,,,...,0,) agirhk vektord,

1 0

o, E[O,l] , Za) =1, W =|. |veW= O olmak iizere, (W.)B<W'B< (W) B dir.
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bl
T bZ . o e - e . .
Ispat4.17: B=| | sirali argiman vektorii oldugundan Vj i¢in b, <b, ve b, <b,’dir.
bn
bl
' b2
W.)B=]0 0 1] . |=b,,
b,
bl
(WYB=[1 0 o] =5,
b

Za)i =1 oldugundan,

i=1

WB=bwo +bw,+..+bw,2bw +bw,+..+bw, =b =W.)B,
W'B =bw, +b,w, +...+b o, <bw +bw,+..+bw, =b =W ) B olur.

Buradan (W.)B<WB<(W')B oldugu goriilir. W, ve W agirliklarina sahip OWA
operatorlerine sirasiyla F, ve F~ denilecektir. Bu durumda Teorem 4.17°den 4 = <a1, Ay, an>
olmak iizere, F.(4)<F(A4)<F'(4)’dir yani F, veF operatdrleri, OWA operatorlerine

strastyla alt ve {ist sinir olusturur.

Teorem 4.18: 4= <a1,a2,...,an> ise E.(4) =min(q;) ve F'(4) = max(a;)'dir (Yager, 1988).
J J ’

Bu iki operatdr sirastyla kotiimser ve iyimser karar davranisini temsil eder. Teorem 4.17 ve
Teorem 4.18, OWA operatorlerinin dengeleme 6zelligini sagladigini gosterir. Dengeleme

ozelligi saglandigindan, OWA operatorleri ve (minimum) ile veya (maksimum) operatorleri

arasinda kalir. Sekil 4.2°de OWA operatoriiniin [0,1] araligindaki yeri goriilmektedir.
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_— 1
min x; max x,

Ve operatoril OWA operatorii veya operatoril

Sekil 4.2 x, €[0,1] igin OWA operatoriiniin [0,1] arahgindaki yeri.

Bir OWA operatoriinlin veyalik derecesi (iyimserlik derecesi), onun ne kadar maksimum
(veya) operatorii veya ne kadar minimum (ve) operatdrii gibi davrandiginin ol¢timiidiir. OWA
operatorii, veyalik 1’e yaklastikca veya operatoriine, veyalik 0’a yaklastikga ve operatoriine

yaklasir. Bu sekilde bir 6l¢tim yolu Yager (1988) tarafindan onerilmistir.

Veyalik (Iyimserlik) Derecesi

veyalik(W) = Ll D (n-io,
n J—

i=1

ile hesaplanir.

Ornek 4.6: W =| .| igin, maksimum (veya) operatoriiniin veyalik derecesi:
veyahk(W") = Ll[(n —1).1+(n=2).0+...+ (n—n).0]=1"dir.

n —
Ornek 4.7: W, = : icin, minimum (ve) operatdriiniin veyalik derecesi:

veyalik(W,) = b (n=1).0+(n—-2).0+...4+(n—n).1{=0"dur.
n—1
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1
n
1
Ornek 4.8: W =| n icin, aritmetik ortalama operatoriiniin veyalik derecesi:
n ]
(n—1n
veyalik(py = ——| 2L, nm2, nmEh non) 2 s
n-— n n n n(n—1)

olarak bulunur.

Ik, yani yiiksek skorlarin bulundugu pozisyonlara daha biiyiik agirhklar yerlestirdigimizde
operatoriimiiz veya benzeri; son, yani diisiik skorlarin bulundugu pozisyonlara daha biiyiik
agirliklar yerlestirdigimizde operatoriimiiz ve benzeri olacaktir. Sekil 4.3’de veyalik 6l¢timiine

gore OWA operatdriiniin [0,1] araligindaki yeri goriillmektedir.

i
= = ‘ﬁ‘
I I e
e %)
B = =
¥ ¥ ¥
= " i
¢ o o 3 1
- S
I [ ] 3 I
r T T 1 1
ve operardrii aritmetil VeV operardri

ortalama operaiirvii

e = e

ve benzeri veva benzeri

Sekil 4.3 Veyalik dl¢iimiine gére OWA operatoriiniin [0,1] araligindaki yeri.

Ornek 4.9: Medyan operatériinin OWA agirliklar::

. n+l

n tek ise @, =1~ 2 )
0, aksi takdirde
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. 0.5, i:£,£+
n ciftise o, = 22

0, aksi takdirde

1

oldugundan medyan operatdriiniin veyalik derecesi:

n tek ise
1 _ 1 n+l
Veyahk((a)l,a)z,...,a)”)):—Z(n—z)a)i =——(0+0+...+(n——)+...+0=0.5,
n—1 n—1 2
n cift ise
veyahk((a)l,a)z,...,a)n))=LI(O+0+...+(n—g)o.5+(n—g—1)o.5+...+0):0.5
}/l_
olarak bulunur.

4.2.7.1 OWA Agirhiklarinin Hesabi

OWA agirliklarinin nasil hesaplanacagina dair dogal bir soru ortaya ¢ikmaktadir. Bunun igin
iki yontem kullamlmaktadir. ilk yéntemde, bir veyalik derecesi secilerek bu veyalik

derecesini saglayan bir agirlik vektorii bulunmaya caligilir.

Wl’:[O 010 0] ve W2'=[0.2 02 02 02 0.2] vektorlerinin her ikisi iginde
veyalik derecesi 0.5 olmaktadir. Eger W, vektorii kullanilarak hesaplamalar yapilirsa,

uzmanlarin timiinden gelen puanlarin, genel puana katkisi vardir. Buna karsilik, W, vektori

kullanilarak hesaplamalar yapilirsa sadece {iciincii en yliksek puani veren uzmanin goriisi

dikkate alinmis olur.

Bu bakis agisiyla, karar problemlerinde segilen agirlik vektorii ile ne kadar bilginin
kullanildig1 da 6nemlidir. Ne kadar bilginin kullanildig1, dagi/im (dispersion) fonksiyonu ile

hesaplanabilir.

dagilm(W) = —z @ Inw >0 4.7)

i=l1

Agirliklardan herhangi biri @, =1 i¢in In1=0 ve Vie{l,2,....,k—-Lk+1,...,n} i¢in @, =0
oldugundan, dagilim(#) =0 olur, dolayisiyla en az sayida bilgi kullanilmistir (Yager, 1988).
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O halde, dagilim1 en biiyiikk olacak sekilde, belirli bir « veyalik derecesinde bir agirlik
vektorii matematik programlama teknikleri ile bulunabilir (Yager, 1993). Bu probleme ait

model asagidaki gibidir.

n
max z = —Z o Inw,

i=1

LZ‘,(n—i)w,:oc
n—1%3

Ikinci bir yontem ise niceleyici yollu birlestirmedir.
Dilsel Niceleyiciler (Yager, 1988; Chen ve Chen, 2005)

Klasik ikili mantik sadece iki dilsel niceleyici kullanmamiza imkéan verir, bunlar

d(en az bir) ve V (her) dir. Gergek hayatta kullandigimiz dilde ise bunlarin disinda neredeyse

tiimii, birazi, ¢ogu gibi bir¢ok dilsel niceleyici kullanilir.

Cok kriterli karar problemleri, en iyi alternatifin se¢ilmesinde bir¢ok ¢eligsen kriterin (amacin)
gbz Oniine alindig1r problemlerdir. Bu problemlerin ¢oziimii genellikle tiim kriterler igin
optimal ¢oziim degildir (Valls, 2003). Karar vericiler bazi amacglarda kazanmak ic¢in bazi
amaglardan belli 6l¢iilerde 6diin vermek (trade-off) durumundadirlar. Bu nedenle, karar verici
alternatifler tarafindan kriterlerin ne kadarinin saglanmasini istedigini sozlerle ifade edebilir.
Karar verici, “Tiim kriterler saglanmall.”, “Bir¢ok kriter saglanmali.”, “Kriterlerin en az
varist saglanmali.”, “En az bir kriter saglanmali.”, “Kriterlerin en az %25 i saglanmali.”, vb

ifadelerle alternatiflerin kriterleri hangi oranda saglamasini istedigi bilgisini verir.

Tim kriterlerin saglanmasini isteyen bir karar verici segecegi adayin nitelikleri hakkinda
dikkatlidir. Se¢iminde minimum risk tistlenmektedir. Boyle bir karar vericiye riskten kaginan

karar verici denir. Toleranssiz veya kdtiimser bir davranig sergilemektedir.

Buna karsilik, karar verici i¢in en az bir kriterin saglanmasi yeterli ise bdyle karar vericiye
risk tistlenen karar verici denir. Bu durumda maksimum risk istlenilir. Toleransli veya
iyimser bir davranig sergilemektedir. Bunlarin disinda, karar verici riske notr bir davranig da

sergileyebilir.

Kriter kiimesi {CI,CZ,...,C } olmak iizere, x adaymin C, kriterini saglama derecesi C,(x)

n
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olsun. (C;(x) €[0,1] dir.)

Karar vericinin, kriterlerin tamaminin aday tarafindan saglanmasini istedigini kabul edelim. x

adaymnin kriterlerin tiimiinii saglama derecesi D(x) olsun.

O halde Bellman ve Zadeh’e gore, C, ve C, ve ... ve C, kriteri saglanmalidir.
D(x) = min{C,(x),C,(x),...,C,(x)} (4.8)

Benzer sekilde, karar vericinin kriterlerden en az bir tanesinin aday tarafindan saglanmasini

istedigini kabul edelim. Bu durumda kriterlerden en az birinin x tarafindan saglanma derecesi,
E(X) =max {Cl (X), C2 (X), sy Cn (X)}

ile bulunur ve kriterlerden C, veya C, veya ... veya C, saglanir.

K
S, =0ve S, =1 olmak lizere, S, = Za)j olsun. Bir alternatif tarafindan K kriter saglansin,
j=0

geriye kalan n-K kriter saglanmasin. Saglanan kriter miktarr1 B’ =(1,1,...,1,0,0,...,0) girdi
H_/

K tane

vektoriiyle belirtelim.

Bu durumda,
K

F,(By=WB=) w =5, (4.9)
i=1

olur.

F,(B) =S, oldugundan, alternatifin kriterleri LS oraninda saglamasindan veya alternatifin K
n

tane kriteri saglamasindan karar vericinin duydugu tatminin S, oldugu disiiniilebilir.

Dahas1 S, =S, , +®, oldugundan K —1 kriterin saglanmasindan duyulan tatminden K

kriterin saglanmasindan duyulan tatmine geg¢ilirse @, marjinal tatmin olarak yorumlanabilir.

Ornek 4.10: Ve operatorii ele alinirsa, higbir kriter saglanmadiginda, 1, 2, ... veya (n—1)

kriter saglandiginda tatmin yoktur. Kriterlerin tamami saglandiginda tatmin % 100’diir.

Ve operatoriine ait agirlik vektorii W, =(0,0,...,0,1) oldugundan, (4.9) denkleminden hY
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tatmin dereceleri asagidaki gibi bulunur.

S, =0
S, =8,+w,=0+0=0

S, =8 +w,=0
S =8 +m=0+1=1

Ornek 4.11: Veya operatorii ele alinirsa, higbir kriter saglanmadiginda tatmin yoktur,

1,2,... veya n kriter saglandiginda tatmin % 100°djir.

Veya operatoriine ait agirlik vektori w" = 1,0,...,0,0) oldugundan, (4.9) denkleminden S,

tatmin dereceleri asagidaki gibi bulunur.
S, =0

S =8,+0,=0+1=1
S,=8+w,=1+0=1

S, =5, _,+to =1+0=1

Ornek 4.12: Aritmetik ortalama operatdrii ele alindiginda tatmindeki artis dogrusaldar.

Aritmetik ortalama operatoriine ait agirhik vektori W' =(

b

I |-
I |-

,...,l) oldugundan, (4.9)
n

denkleminden S, tatmin dereceleri asagidaki gibi bulunur.

S, =0
1
S, =8, +tw =—
n
S, =5 +o, _2
n
S =8 +to =1

Zadeh’e gore niceleyiciler iki tiirliidiir. Birinci tiir eleman sayis1 hakkinda bilgi verir, ikinci
tiir ise elemanlar i¢in bir oran verir. Yine Zadeh’e gore bu niceleyiciler, birim araligin veya
reel sayilarin bulanik altkiimeleri ile temsil edilebilirler. Bu ayrim niceleyicinin kesin bir ifade

veya oran tipli bir ifade olmasiyla iliskilidir.

Ornek 4.13: O, cogu (most) gibi goreceli (relative) bir niceleyici ise birim araligm bir bulamk
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altkiimesi olarak ifade edilir. Vr e[ igin r oraninda obje, Q kavramimi Q(r) derecesi ile
saglar. Yani kriterlerin Q kadarmin saglanmasini isteyen bir karar vericiye, » oraninda kriterin
saglanmast Q(r) kadar tatmin saglar. Kriterlerin ¢ogunun saglanmasimi isteyen bir karar
vericiye kriterlerin % 80’inin ya da daha fazlasinin saglanmasi tam tatmin saglar. Sekil 4.4’te
verilen ¢ogu dilsel niceleyicisinin apsisi saglanan kriter oranini temsil ederken, ordinati da

tatmin derecesini temsil eder.

nz ns

—_

Sekil 4.4 Bir bulanik kiime olarak ¢ogu dilsel niceleyicisi (Herrera vd.,1997).

Ornek 4.14: “Tiimii” (All) niceleyicisi birim araligin bir bulamk alt kiimesi olarak
gosterilmek istenilirse ancak kriterlerin tamami saglandiginda tam tatmin oldugundan,

saglanan kriter oran1 » olmak lizere,

0, r-1

Q(r)={1’ 7

olur.

Sekil 4.5 Bir bulanik kiime olarak #imii dilsel niceleyicisi.
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Ornek 4.15: “En az bir” (There exists) niceleyicisi birim araligin bir bulanik alt kiimesi
olarak gosterilmek istenilirse sadece bir kriter saglansa dahi tam tatmin oldugundan, saglanan

kriter oran1 » olmak tizere,

I, r#0

o) :{0, r=0

olur.

Sekil 4.6 Bir bulanik kiime olarak en az biri dilsel niceleyicisi.

Tamm 4.30: Q:[0,1] > [0,1] fonksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa monoton azalmayan

niceleyici adin alir.

1) Q(0)=0 (Higbir kriter saglanmadiginda tatmin yoktur.)
2) Q1) =1 (Kriterlerin tamami saglandiginda tam tatmin vardir.)
3) r,>r,= 0(1)=0(r,) (Karar verici, saglanan kriter sayisi arttik¢ca daha az tatmin olmaz.)

Ornek 4.16: “En az yarisi” dilsel niceleyicisi monoton azalmayan niceleyicidir.
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1%]

Tl SRy T

Sekil 4.7 Bir bulanik kiime olarak en az yarisi dilsel niceleyicisi (Herrera vd., 1997).

Ornek 4.17: « >1 olmak iizere, Q(r) = ¥* egrisi monoton azalmayan bir niceleyicidir.

¥

Sekil 4.8 Monoton azalmayan niceleyici(a@ € R,Q(r)=r",a >1).

Ornek 4.18: « <1 olmak iizere, Q(r) = r® egrisi monoton azalmayan bir niceleyicidir.

[E3FY

Sekil 4.9 Monoton azalmayan niceleyici (¢ € R,Q(r)=r“,a <1).
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Ornek 4.19: O(r) = fonksiyonu monoton azalmayan bir niceleyicidir.

ey

Sekil 4.10 Monoton azalmayan niceleyici (Q(r) =r).

QO fonksiyonunun daha oOnce (4.9) esitligi ile verilmis olan S, fonksiyonu ile benzer

ozelliklere sahip oldugu goriiliir. Her iki fonksiyon da K tane kriterin saglanmasindan elde

edilen tatmin derecesini vermektedir. O halde, S, fonksiyonu yerine Q fonksiyonu alinabilir.

Sy =S, + o, oldugundan, eger karar verici kriterlerin Q tanesinin saglanmasini isterse W
agirhk vektori @, = O(K)—-Q(K —1) denkleminden elde edilir. Benzer sekilde, eger karar

verici kriterlerin Q kadarinin saglanmasini isterse W agirlik vektori
K K-1

g =0(—)-0(—)
n n

denklemiyle bulunur.

0(0)=0 ve QO(1) =1 oldugundan, 6nem agirliklar
0,=00)

n
0, =0C) -0

n n

o, =0(2)-0()
n n




64

w, =1- Q(n—_l) olarak bulunur.
n

Bu esitliklerin her iki tarafi sirasiyla (n—1),(n—2),(n—3),...,(n—(n—1)) ve (n—n) sayilartyla

carpilip taraf tarafa toplanirsa,
1 2 3 n—1
(1=D)ey + (1-2), + ..ot (1= (0=, + (=10, = Q)+ Q) + Q) ..t Q)

elde edilir. Bu esitliginin her iki tarafi da (n—1)sayisina bdliiniirse, esitligin sol tarafi daha
onceden tanimlanmig veyalik 6l¢iimiine esit olur. Esitligin sag tarafina da Q(ﬁ) =0(0) =1
n

eklenip, ¢ikartilirsa
1 1 2 3 n—1 n
veyalik((@,, @,,...,®,)) =——{0(=) + (=) + O(—) +..+ O(—) + 0(-) - [}
n—-1"'n n n n n
olarak elde edilir. Esitligin sag tarafi diizenlenirse
VeYaltk((@,0,1...,)) = —— (" 0() 1 == 3" 01y
4 B R ) n-1""n" n-1
olur.
1 &0
— > 0()
n— i=1 n
ifadesi n sayisiyla genisletilirse
n 1 i 1
veyalik((@}, @,y ,)) = 2 —— > O(2) ~——
nn-175"n n-

olur. Buradan

n

1 i 1
2200

veyalik(W) =
n

elde edilir. Bu esitligin her iki tarafinda n — oo iken limiti alinirsa

lim {veyalk()} = lim{—"— 1 > o) - L
n—>0 n—>0 n_ln im1 n n—
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i

Q(*)
veyalik(W) = lim z

n—>0 n

(4.10)

olarak bulunur.

Sekil 4.11°deki egrinin altinda kalan alani hesaplamak ig¢in [0,1] araligin1 n esit parcaya

bolelim. Bu durumda, her bir par¢anin uzunlugu

i i-1 1
An=r—r,=————=—
n n n

olur. Olusan dikdortgenlerin kisa kenar1 Ar, = l, uzun kenari Q(L) = ((r;) oldugundan, bu
n n

dikdortgenlerin alanlar1 toplami
> 0(r)Ar,
i=1
ile bulunur. n — oo iken limit alinirsa egrinin altinda kalan alan

jQ(r)dr

i=1

bulunur ve sonug olarak (4.10) denkleminden,
1

veyalik(W) = [ Q(r)dr
0

olur.

-0

Sekil 4.11 Monoton azalmayan dilsel niceleyici egrisinin altinda kalan alanin bulunmasi.
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O halde, bir OWA operatoriiniin veyalik derecesi, bir bulanik kiime olarak verilen dilsel
niceleyici egrisinin altinda kalan alana esittir. Karar verici kriterlerin hangi oranda
saglanmasini istedigi bilgisini verdiginde, bir bulanik kiime olan dilsel niceleyici vasitasiyla

OWA agirliklan
K K-1
g =0(—)-0(—)
n n

denkleminden hesaplanir. Buradan, karar vericinin karar davranisi ile ilgili de yorum

yapilabilir. Bu yorumlar asagida 6rneklendirilmistir.

Ornek 4.20: Daha énceden Ornek 4.17’de verilmis niceleyici igin, & >1 oldugundan veyalik

Ol¢timii 0.5 ’den kiiciik bulunur.

a+l

r
a+1

! 1

= <0.5
=0 a+l1

veyalik(W) = jQ(r)dr = [rdr =

0

Bu durumda operatdr ve benzeridir. Bu tiirlii karar vericiye riskten kaginan karar verici denir.

Ornek 4.21: Daha 6nceden Ornek 4.18de verilmis niceleyici icin, a <1 oldugundan veyalik

Ol¢iimii 0.5 ’den biiytik bulunur.

a+l

r 1 1

= >0.5
=0 g +1

veyalik(W) = jQ(r)dr = j redr =

0

a+1

Bu durumda operator veya benzeridir. Bu tirlii karar vericiye risk tistlenen karar verici denir.

Ornek 4.22: Daha énceden Ornek 4.19°da verilmis niceleyici igin, o =1 oldugundan veyalik

Ol¢timii 0.5 bulunur.

1 1 P2
veyalk(W) = [ Q(r)dr = [ rdr = 1,703
0 0 -

Bu tiirlii karar vericiye riske notr karar verici denir.
Kriterlerin Onem Agirhklarimin Farkli Oldugu Durumda OWA Agirhklarinin Hesabi

Kriterler esit 6neme sahip oldugunda OWA agirliklari

o = Q(%) - Q(%)
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denklemi ile hesaplanir. Kriterlerin 6nem agirliklarinin farkli oldugu bir durumu géz 6niine

alalim. Bir x alternatifinin C, kriterini saglama derecesi C,(x) ve i kriterinin 6nem agirhg: v,
olmak tizere, (C,(x),v,) ikilileri verilmis olsun.
J n
J. en biytik C,(x) degeri b;, bu kritere ait 6nem agirigi u;, S, = Zuk ve T = Zuk olmak
k=1 k=1

tizere, OWA agirliklar
o, (x) = Q(&) - Q(h)
J T T

ile hesaplanir (Yager, 1995).

Ornek 4.23: x ve y alternatifler, C ={C,,C,,C,,C,} kriter kiimesi olarak alinsin. Kriterlerin

onem dereceleri sirastyla v, =1Lv,=0.6,v,=0.5,v, =0.9 olsun. Alternatiflerin kriterleri

saglama dereceleri ise

C(x)=0.7,C,(x)=1,C,(x)=0.5,C,(x) = 0.6
C(»)=0.6,C,(y)=0.3,C5(y)=0.9,C,(y) =1

olarak verilsin.

QO(r) =r* niceleyicisini kullanarak, dncelikle x alternatifi igin b, =1,b, =0.7,b, = 0.6,b, =0.5

ve u; =0.6,u, =1,u; =0.9,u, = 0.5 bulunur. O halde, OWA agirliklari
0 =00 -0 = 0.2 ~0=0.04

o, (x) = Q(%) - Q(%) — 0.2844—0.04 = 0.2444

,(x) = Q(?) - Q(%) = 0.6944 —0.2844 = 0.41

0,(x) = Q(g) - Q(?) —1-0.6944 = 0.3056 olur.

Bu durumda,

4
F(C,(x), G, (x),Cy(x), Cy () = > @b, =1x0.04+0.7x0.2444+0.6x 0.41 +0.5x0.3056 = 0.6099

i=1
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olur.

Ayn1 islemler y alternatifi i¢in de yapilsa b, =1b,=09,b,=0.6,b,=03 ve

u, =0.9,u, =0.5,u, =1L,u, = 0.6 bulunur. OWA agirliklari ise,
0(1)= 0%~ 0C) = (0.3 ~0=0.09

@,(y)= Q(%) - Q(%) =0.2178-0.09=0.1278

@,(y) = Q(?) - Q(%) =0.64-0.2178 =0.4222

,(») = Q(%) - Q(?) _1-0.64=0.36 olur.
Bu durumda,

4
F(C (5, C, (1), C; (1), C, (1) = > @b, =1x0.09+0.9x0.1278 + 0.6 x 0.4222 +0.3% 0.36 = 0.5663

i=1
olur. Bu sonuglara bakarak x alternatifinin y alternatifinden daha iyi oldugunu sdylenebilir

(Yager, 1995).

4.2.8 Dilsel (Linguistik) Birlestirme Operatorleri (Herrera ve Herrera-Viedma, 2000;
Xu, 2004a; 2004b; 2004c¢)

Baz1 karar problemlerinde degerlendirmeler kesin ve kantitatif bir formda yapilamayabilir.
Omegin insan algisina gore degisen, karmasik ya da tam olarak tanimlanamayan bir
nitelendirme, genellikle sayilarla degil sozlerle yapilir. Baz1 durumlarda ise yapisindan otiirii
bilgi sayilamaz nitelikte oldugundan sézlerle belirtilir. Ornegin bir arabanm rahathg veya
tasarim1 hakkinda iyi, orta, kotii gibi degerlendirmeler yapilir. Bazi durumlarda da
hesaplamalardaki giicliiklerden otiirli, kesin sayisal veriler yerine yaklasik degerler kabul
edilebilir. Ornegin bir arabanin hizi ile ilgili degerlendirme yapilirken saatte 160 km. yerine

hizli degerlendirmesi yeterlidir. Bu gibi durumlarda linguistik yaklasim gereklidir.

Linguistik yaklagim, degerlendirmelerin sayilarla degil, sozclik ya da s6z 6beklerinden olusan
linguistik degiskenlerle yapildig1 yaklasik bir tekniktir. Her linguistik degisken, bir etiket ve
bir anlam degeri ile karakterize edilir. Etiket, linguistik terim kiimesine ait bir sézciik ya da

s0z Obegidir. Anlam degeri ise terimi temsil eden bir bulanik kiimedir. Kelimeler sayilara gore
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daha esnek oldugundan, linguistik degisken kavrami, karmasik veya iyi tanimlanmamis bir

ifadeye yaklasik bir sayisal deger verme amacina hizmet eder.

Linguistik karar analizi, linguistik bilginin yer aldig1 karar verme problemlerini ¢6zmek iizere
linguistik yaklasimi kullanir. Bu yaklasim, kesin bir sekilde ifade edilmemis bilgiyi, esnek bir
sekilde belirtmeye imkan saglar.

Linguistik terim kiimesinin secimi ve elemanlar1 temsil eden anlam degerlerinin

belirlenmesi

Bu asama, linguistik ifadeler uzayinin kurulmasini igerir. Alternatiflerin ¢esitli kriterlere gore
linguistik performans degerleri bu kiimeden segilir. Linguistik terim kiimesini se¢mek iizere,
oncelikle kiimenin eleman sayisi, kiimedeki etiketler ve anlam degerleri belirlenmelidir.
Genellikle bu kiimenin eleman sayis1 7, 9 ya da 11 gibi tek bir sayidir. Eleman sayis1 13’1
geemez. Kiimenin elemanlart kiiclikten biiylige siralanabilmelidir. Eleman sayisinin tek
olmasinin nedeni, sirali terimlerden ortadakinin yaklasik 0.5 sayisal degerini temsil etmesi
gerekliligindendir. Ortadaki terimin sagma ve soluna simetrik olarak diger terimler

yerlestirilir.

Linguistik terim kiimesinde kullanilan temel unsurlar sunlardir: Birincil terimler (Ornegin;
diisiik, orta, yiiksek), tamlamalar (Ornegin; yiiksek degil, cok yiiksek, daha yiiksek, ne yiiksek
ne diisiik), iliskiler (Ornegin; -den daha yiiksek, -den daha diisiik) ve baglaglar (Ornegin; ve,
veya).

Linguistik terim kiimelerine 6rnek olarak, 9 elemanh {olduk¢ca zayif, ¢ok zayif, zayif, daha az
zaytf, ortalama, daha az iyi, iyi, ¢ok iyi, olduk¢a iyi} kiimesi ve 7 elemanh {¢cok yash, yasli,
vasl degil, ne yash ne geng, geng degil, geng, ¢cok gen¢} kiimesi verilebilir.

Her linguistik terimin anlam degeri, bir bulanik kiime olarak verilebilir. Ornegin lineer
yamuksal bir bulanik say1 belirsizligin temsili i¢in kullanilabilir. Bu durumda, agagida verilen

9 elemanl linguistik terim kiimesinin anlam degerleri sdyledir:
K =Kesin=(1,1,1,1)

SDO = Son Derece Olasi=(0.93,0.98,0.99,1)

CO = Cok Olas1=(0.72,0.78,0.92,0.97)

SV =Sansi Var=(0.58,0.63,0.80,0.86)
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O = Olabilir=(0.32,0.41,0.58,0.65)

ASV = Az Sanst Var=(0.17,0.22,0.36,0.42)

CAO =Cok Az Olasi=(0.04,0.10,0.18,0.23)

SDOD = Son Derece Olasilik Digi=(0,0.01,0.02,0.07)

[ = Imkédnsiz=(0,0,0,0)

I spobp CAO AV o by co sDoO K

0.0 0.5 10

Sekil 4.12 9 elemanl bir linguistik terim kiimesi (Herrera ve Herrera-Viedma, 2000).

Tanimm 4.33: 5, linguistik bir degiskeni temsil eden miimkiin deger olmak iizere, sonlu

S={s,:i=12,...,t} kiimesi asagidaki karakteristiklere sahip ise sirali ayrik terim kiimesi

adim alir.

1) Kiime siralidir.

i2j=s 25,

2) Degilleme Fonksiyonu
neg(s;) =s,,,;

3) Maksimum Operatorii
§; 28, = max{s,,s, } =,

4) Minimum Operatdrii
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s; 28, > min{s;,s;} =5,

Ornek 4.24: S ={s, = olduk¢a zayif s, = ¢ok zayif , s, = zayif , s, = daha az zayif ,
ss =ortalama, s, =dahaaziyi, s, =iyi, S, =c¢okiyi, s, =olduk¢a iyi} kimesi sirali ayrik
terim kiimesidir. Orne8in, neg(s)=s,,, =S, yani olduk¢azayyf teriminin degili

oldukca iyi terimidir.

Verilen tiim bilginin kayba ugramadan kullanilmasi i¢in swrali ayrik terim kiimesi, siirekli
linguistik terim kiimesine yani S ={s_ :s,<s, <s,a¢€ [l,t]} kiimesine genisletilebilir. Bu
kiimenin elemanlarma fiili (virtual) linguistik terimler denir. Ornegin, s, degeri olduk¢a

zayif ve ¢ok zayif degerleri arasindadir.

Tamm 4.33: s,,5,4 €S ve u, 1, 1, e[0,1] i¢in (s,)" =5, olmak izere, ® islemi ile

islemsel kurallar sdyle tanimlanabilir.
1) (Sa)m ® (Sa)/lz — (Sa)/lﬁﬂz
2) (5, ®s5)" =(s5,)" ®(s,)"

3) 5,88,=5,85,=5,4
Tanim 4.34: VW =(0,0,,..,0,), Vie{l,2,...,n} icin @, E[O,l] ve Za)l. =1 olsun.
a=]]a" ves, e S olmak iizere, LWGA,, : §" — § fonksiyonu

i=1

LWGAW(S 17Sa2 9---7Sa,,):(Sal)wl ®(Sa2)w2 ®...®(San)w” =S,

a

seklinde tanimlaniyorsa linguistik agirlikly geometrik ortalama (LWGA) operatorii adim alir.

Ornek 4.25: W =(0.3,0.1,0.4,0.2) alimirsa, LWGA(s,,s,,s;,5,) degeri asagidaki gibi

bulunur.

LWGA ; (s,,57,55,5) = (5)" ®(s;)" ®(5,)™* ®(5,)"* = S 03 s o ®S30A4 ®S10‘2
7 .

= S1516 D 51215 © 8} 55 D) = ;859
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Teorem 4.19: LWGA operatorii dengeleyicidir.

Ispat 4.19: min{s Sq } =S, Ve max{s --»S, } =85 olsun. O halde,

a’a’ 0{’0{’

LWGA ; (Sg 5 S0, 5550, ) = (54 )1 ®(54,) ®...®(s,, )™

<(5)" ®(5,)" ©.®H™ =5 0 0y =S ey =5

LWGA,, (s 384, ) = (55 ) 1 ®(5,,)? ®...B(s,, )"

a’az

:S(Z

Z(Soz)wl ®(Sa)a)2 ®"'®(Sa)wn :Saa’laa’zmaam :Saa)l+a)2+...+0)n

olur. Buradan

min{s Sq, t SLWGA,, (S, 585 50>, ) S max{s

S, )
)’ 0‘2’ )’ 0‘2 P Tay

olur ve dolayistyla LWGA operatdrii dengeleyicidir.

Tanim 4.35: W = (0, ,,...,0,), Vie{l,Z,...,n} icin @, 6[0,1] ve Zn:a)i =1 olsun. Sa, eg,

i=1

s, elemanlarinin i. en bilyiik eleman1 B ve f= H B olmak iizere, LOWGA:S" — §

aj L
i=1

fonksiyonu

LOWGA,, (s

a:a:

8g,) = (54 )”‘@(s )w2®...®(sﬂn)“’”zsﬂ

seklinde tanimlaniyorsa linguistik swrali agirlikli geometrik ortalama (LOWGA) operatérii

admi alir.

Ornek 4.26: W =(0.3,0.1,0.4,0.2) alinirsa LOWGA, (s,,s,,5;,5,) degeri asagidaki gibi

bulunur.
LOWGA,, (s,,57,85,8,) = (s7)0'3 (s, )0‘1 ® (s3)°‘4 ® (sl)o‘2 = S70_3 ® S o ® S 04 ® S 02
= 81793 © 8] 149 B8} 55, ® ) = 83195

LOWGA fonksiyonu degismeli, idempotent, monoton ve dengeleyicidir.

Tamm 4.36: o,,x, €S olmak iizere,
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A(x),%,,...,X,) = mlax{min{a)l.,xi}}

seklinde tanimlanan A operatoriine linguistik max-min operatérii denir (Xu ve Da, 2003).

Tanim 4.37: o,,x;, € S olmak iizere,
A(x,,x,,...,x,) = min{max{®,, x,} }
seklinde tanimlanan A operatoriine linguistik min-max operatérii denir (Xu ve Da, 2003).

4.2.9 Bulamk integraller (Grabisch ve Roubens, 2000; Marichal, 2000a; 2000b, 2004)

Aritmetik benzeri ortalamalar ve agirlikli ortalamalar, kriterler bagimsiz oldugunda, yani
kriterler arasinda etkilesim olmadiginda kullanilabilir. Bunun nedeni, kriterler arasindaki
etkilesimin (pozitif veya negatif sinerji) bu ortalamalar ile modellenmesine imkan saglayan
bir yontemin olmamasidir. Kriterler arasinda etkilesim oldugunda, agirliklar, toplamsal
olmayan bir kiime fonksiyonu yardimiyla hesaplanir. Bu durumda her bir kriterin yan1 sira,
tiim kriter alt kiimeleri de agirliklandirilmig olur. Bu agirliklarin hesabi icin, oncelikle bulanik

metrik (fuzzy measure) kavrami tanimlanmistir.
Kriter kiimesi C ={C,,C,,...,C,} olsun.

Tammm 4.38: C kiimesinin kuvvet kiimesi, yani tiim altkiimelerinden olusan kiime

P(C) olmak tizere, g: P(C) —[0,1] kiime fonksiyonu

) g@)=0

2) gO)=1

3) A,Bc C olmakiizere, 4 < B ise g(A4) < g(B)'dir.

aksiyomlarini sagliyorsa C kiimesi iizerinde bulanik metrik adin1 alir.

A kiimesi kriterlerin bir kombinasyonu olmak tizere, g(A) bu kriter kiimesinin 6nem agirlig

olarak yorumlanabilir.

ANB=C olmak lizere, g bulanik metrigi g(A4uw B)=g(4)+g(B) esitligini sagliyorsa
toplamsal (additive) bulanik metrik adinm alir. Benzer sekilde, AN B = olmak iizere, g

bulamik metrigti  g(AUB)>g(A4)+g(B) esitsizligini  sagliyorsa  siper toplamsal
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(superadditive) bulanik metrik, g(AU B)<g(A)+g(B) esitsizligini sagliyorsa alt toplamsal
(subadditive) bulanik metrik adin1 alir. Eger bulamik metrik toplamsal degilse, kriterler

etkilesimlidir.

Tamm 4.39: 1 >-1 ve AN B = olmak iizere, alt toplamsal g bulanik metrigi
g(AvB)=g(A)+g(B)+Ag(4)g(B) (4.10)
esitligini sagliyorsa Sugeno metrigi (A metrigi) adin1 alir.

Onerme 4.2: C={C,,C,,...,C,} olmak iizere, A >—1 parametresi

1+,1:]_i[(1+,1g(c,,)) (4.11)

denklemi ile hesaplanir.

Ornek 4.27: C ={1,2,3} olarak alinsin. (4.10) denkleminden,

g({1,2}) = g({1p) + g({21) + A g({1}) g({2}) ve

2({1,2,3}) = g({1,2}) +g({3}) + A ({1,2}) g({3}) olarak bulunur. Buradan,

g({1,2,3)) = g({1}) + g(12) + A g({1}) g({2}) + g(13}) + A g(35)(e({1}) + g(12}) + A g(i1}) &(i2}))
g({1,2,3}) = g({IH) + ({2 + g(3D) + A g({1H) g({2)) + A g({1H) (3D + A 8({2D) &({3})

+A7 g({1) g2 g({3})

elde edilir. ikinci bulanik metrik olma aksiyomu geregi g({1,2,3})=1 oldugundan,

g({1) +g({2) +e(3) + A g({1) g(2) + Ag({1) g(3) + A g(12)) &({3}) + 4” g({1}) g({2}) g(13}) =1

olur. Esitligin her iki tarafin1 da 6nce A ile carpip, sonra her iki tarafa da 1 eklersek,

3
1+ A= J(+2g{i})) oldugu bulunur.

i=1

4.2.9.1 Sugeno integrali
Tamm 4.40:  {x,x,,..,x,} kimesinin x, <x, <..<x,  esitsizligini saglayan

permiitasyonu {x(l) s X (25009 x(n)} ve g bir bulanik metrik olmak iizere,
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n

S, (X1, X500, X, 1 = V [X) AgUHD),-... (m)})] (4.12)

i=1
seklinde tamimlanan S, :[0,1]" —[0,1] fonksiyonuna ayrik Sugeno integrali denir.

Tamm 4.41: {x,x,,..,x,} kimesinin x;, <x, <..<x,, esitsizligini saglayan

permiitasyonu {x,, X, Xy} V€ =@, 2w, >...2 ®, olmak uzere,

OWMAX  ((x;,x,,...,X,)) = \/(a)l. /\x(l.))

i=1

seklinde tanimlanan OWMAX :[0,1]" —[0,1] operatoriine, sirali agwhkli maksimum

operatorii denir (Smolikova ve Wachowiak, 2002).

Tamm  4.42:  {x,x,,...,x,} kimesinin x, <x, <..<x,  esitsizligini saglayan

>n

permutasyonu {Xx,, Xs-- Xy} Ve @ 2@, 2...2 ®, =0 olmak iizere,

n

OWMIN  ((x,,x,,...,X,)) = /\(a),. v x(,.))

i=1
seklinde tanimlanan OWMIN, :[0,1]" —[0,1] operatdriine, swali agirlikli  minimum

operatorii denir (Smolikova ve Wachowiak, 2002).

Siralt agirliklt maksimum operatdrii ve dual sinift olan sirali agirlikli minimum operatorii bir
tir Sugeno integralidir. Bu operatorler, Dubois ve Prade tarafindan 1986 yilinda

tanimlanmustir.

4.2.9.2 Choquet integrali

Tamm 4.43:  {x,x,,...,x,} kimesinin x, <x, <..<x,  esitsizligini saglayan

permitasyonu {X,, X, X, } , g bir bulanik metrik ve g({(n+1)}) =0 olmak iizere,

Ce (X525, %,) = ixm [g({(@),....(m)}) —g({(E+1),....(m)})] (4.13)

seklinde tanimlanan C, :[0,1]" —[0,1] fonksiyonuna Choquet integrali denir.

Sugeno ve Choquet integralleri idempotent, siirekli, dengeleyici ve monoton azalmayan

operatorlerdir.
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Choquet integrali, S < C kriter kiimesinin 6nem agirhigi g(S) olmak iizere, g(S) :Za)l.
ieS

n
alinirsa agirlikli aritmetik ortalama operatdriine, g(S)= z @, almirsa OWA operatdriine
i=n—‘S‘+1

indirgenir. Sekil 4.13’te cesitli birlestirme operatorlerinin bulanik integrallerle olan kiime

iligkileri gdsterilmistir.

Sugeno integrali

Chogquet integrali OWA

min

medvan

Agrliddy aritmetik

ortalama \ -

Agrlikly ortalama

Sekil 4.13 Bulanik integrallerle ¢esitli birlestirme operatorlerinin kiime iliskileri (Grabisch,
1996).

Onem indeksi

Kriterler arasinda etkilesim oldugunda, bir C; (C, e C) kriterinin 6nemi sadece g(C,) degeri
ile degil, C, € A olmak lizere, Vg(A4) degeri kullanilarak hesaplanir. Yani g(C,)=0 ise
C. kriteri 6nemsizdir denilemez. Bunun nedeni, 7 < C—{C,} i¢in g(TU{C,}) degerinin
g(T) degerinden ¢ok daha biiyiik olabilmesidir. Bu durumda C, kriteri karar siirecinde
aslinda 6nemlidir.

Cok kriterli karar problemlerindeki kriter kiimesi, ortakli oyunlardaki oyuncular kiimesi gibi

goriiliirse baz1 kavramlar benzerlik gosterir. Bu durumda, bir kriter altkiimesi: bir koalisyonla

eslesirken, bulanik metrik: oyun oynandiginda koalisyonun kazancini veren oyunun
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karakteristik fonksiyonuyla eslesir.

i oyuncusunun 7" koalisyonuna marjinal katkis1 g(7'wi)—g(T) >0 ise, bu oyuncu koalisyon
i¢in 1y1 bir oyuncudur ve 6diillendirilmelidir. Shapley, 1953°te Shapley degeri (6nem indeksi)
kavramini tanimlamigstir. Shapley degeri, tek basina i oyuncusunun tiim koalisyonlara yaptigi
katkilarin beklenen degeri (i oyuncusunun Onemi) olarak goriiliir. Bu deger sayesinde

oyundan elde edilen toplam kazancin adil dagitim1 saglanir.

Shapley degeri,
pen= Y D o) e (4.14)
TeN—{i} n:

S(N)=n,S(T)=t
seklinde tanimlanir.

Shapley degeri su 6zellikleri gergekler:

#(g,i)=0 (4.15)
icﬁ(g,i) =1 (4.16)

Bu kavram, oyun teorisinde 6nemli bir yer tutar ve Murofushi tarafindan 1992’de ¢ok kriterli

karar problemlerine uygulanmistir. Shapley degeri, tek basma C, kriterinin karardaki etkisi

(C, kriterinin 6nemi) olarak goriiliir.

Etkilesim Indeksi (Grabisch ve Roubens, 2000)

Karar vericiler kriterleri birbirinden bagimsiz sekilde yapilandiramadiklarinda, gereksizlik
(negatif etkilesim) ve sinerji (pozitif etkilesim) arasinda derecelenen bir etkilesimden
bahsedildigini Kisim 4.1.2.3’te ifade etmistik. Ornegin iki kriter neredeyse aym ise bu
kriterlerden biri gereksizdir, yani kriterler birbiri yerine gecebilir. Boyle kriterlere negatif
iliskili (timleyen (complementary)) kriterler denir. Tersine, kriterler tek baglarina az 6neme
sahipken bir arada ele alindiklarinda kriterlerin 6nemi artiyorsa boyle kriterlere pozitif iliskili
(rekabet¢i (competitive)) kriterler denir. Aralarinda boyle bir etkilesim olmayan kriterlere

bagimsiz kriterler denir (Grabisch, 1998).

Ornek 4.28: Esit dneme sahip iki kriterin goz Oniine alindigi bir karar problemi icin

alternatifler A, B, C ve D olsun. Alternatiflerin bu kriterleri saglayip saglamadigt (0 icin
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saglamaz, 1 i¢in saglar.) ve karar vericilerin tercihleri Cizelge 4.5’de verilmektedir.

Cizelge 4.5 Ornek karar problemi.

Kriter 1 | Kriter 2 | Karar Verici 1 | Karar Verici 2 | Karar Verici 3
A 0 0
B 0 1
A=B=D<C A<B=D=C A<B=D<C
C 1 1
D 1 0

Alternatiflerin miimkiin oldugunca ¢ok kriteri saglamasi istendiginden karar vericiler,
kesinlikle C alternatifini A alternatifine tercih ederler. Ancak B ve D alternatifleri, her bir
karar verici tarafindan farkl sekilde degerlendirilmistir. Karar verici 1, her iki kriteri degil de
sadece bir kriteri sagladigindan B ve D alternatiflerini, A kadar koti olarak
degerlendirmektedir, yani karar verici 1 ve’leyici davranis sergilemektedir. Karar verici 1
i¢in, her iki kriter de saglanmas1 gerektiginden, kriterler arasinda pozitif etkilesim veya pozitif
sinerji vardir. Yani tek baslarma kriterlerin karardaki Onemi, iki kriterin bir aradaki

oneminden daha azdir, dolayisiyla
g({C,, G, > g({C 1) +g({C,})

olur.

Karar verici 2, bir kriteri sagladigindan B ve D alternatiflerini, C kadar iyi olarak
degerlendirmektedir, yani karar verici 2 veya’layict davranig sergilemektedir.. Karar verici 2
icin sadece bir kriterin saglanmasi yeterli oldugundan, kriterler arasinda negatif etkilesim
veya negatif sinerji vardir. C, (C,) kriteri saglaniyorken, C, (C,) nin de saglanmasi fark
yaratmaz (gereksizlik). Yani kriterlerin tek baslarina karardaki 6nemi, iki kriterin bir aradaki

Onemine esittir, dolayisiyla
g({C, G ) <g({Gh) +g({G,))

olur.
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Karar verici 3, sadece bir kriteri saglayan B ve D alternatiflerini, hi¢bir kriteri saglamayan
A’dan 1yi ve her iki kriteri de saglayan C’den kotii olarak degerlendirmektedir. Yani kriterler
etkilesimli degil bagimsizdir, dolayisiyla

g(1C, G =g({C ) +e({C,})

olur.

Sonug olarak etkilesim g({C,,C,})—g({C,})—g({C,}) ile hesaplanir. Ancak koalisyonlar g6z

ontine alinirsa, etkilesim g(7' U {C,,C;})—g(T V() -g(T' v C,)+g(T) ile hesaplanir.
C; kriterinin, C; kriterini i¢eren tiim koalisyonlara olan marjinal katkisi

g u{C.C;}H)-g(Tu(),

C,; kriterinin, C; kriterini igermeyen tiim koalisyonlara olan marjinal katkis

g(T' v C;)—g(T) den daha az (fazla) ise etkilesim negatiftir (pozitiftir).

Bu durumda etkilesim indeksi

(n—t—2)!t!

I(gJCioC'):
! TcC-{C,.C}} (n-1)!

[e(TViC.C;H-gTVC)-gTVC)+eM)]  (4.15)

S(T)=t
denklemi ile hesaplanir. Bu deger [—1,1] araligindadir. (Grabisch ve Roubens, 2000).

Ornek 4.29: Ug lise 6grencisinin matematik (M), fizik (F) ve edebiyat (E) derslerinden aldig1
sinav notlarina gére basarilarimin degerlendirilmesi problemini gdz dniine alalim. Ogrencilerin
okudugu bu lisenin fen agirlikli bir egitim verdigini varsayalim. Bu nedenle, basari notunun
hesaplanmasinda matematik, fizik ve edebiyat derslerinin agirliklariin farkli oldugunu ve
sirastyla 3, 3 ve 2 olarak alindigimi farz edelim. Ogrencilerin smav notlar1 ve agirlikli
aritmetik ortalama ile hesaplanan basar1 notlar1 Cizelge 4.6’da verilmistir. Notlar 100

iizerindendir. Agirliklar normalize edildiginde sirastyla 0.375, 0.375, 0.250 olarak bulunur.
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Cizelge 4.6 Basar1 ve smav notlari.

Matematik Fizik Edebiyat Basan

Notu Notu Notu Notu
A Ogrencisi 90 80 50 76.250
B 6grencisi 50 60 90 63.750
C ogrencisi 70 75 75 73.125

A 0Ogrencisi Edebiyat dersinden zayif olmasina ragmen tiim derslerinde iyi olan C
ogrencisinden daha iyi bir basar1 notu elde etmistir. Okul yonetimi bdyle durumlara engel
olmak istemektedir. Bu durumun nedeni matematikte (tersine fizikte) basarili olan bir
Ogrencinin, fizikte de (tersine matematikte de) basarili olma ihtimalinin yiiksek olmasidir. Bu
iki derse verilen 6nem, olmasi gerekenden fazla olmaktadir. Bu problemi bir birlestirme

operatorii olan Choquet integrali ile ¢ozelim.

Edebiyat dersine gore sayisal dersler daha 6nemli oldugundan, derslerin tek basina 6nem

agirliklarint ([3,3,2]) degistirmeden,

g(M) = 0.45
g(F) = 0.45
g(B)=0.30

olarak alalim.

Matematik ve fizik dersleri arasinda pozitif sinerji oldugundan, yonetimin bu duruma engel
olmak istemesinden dolayr {M,F} kiimesinin agirligi, bu derslerin agirliklar1 toplamindan

daha az alinmalidir, yani
g({M,F})=0.50 < g(M) +g(F) =0.45+0.45
olmalidir.

Sayisal derslerde oldugu kadar edebiyatta da basarili olan Ogrencilerin yonetimce
desteklenmek istenmesinden otiirii, {E,M} ve {E,F} kiimelerinin agirliklarinin, sirasiyla

edebiyat ile matematik ve edebiyat ile fizik derslerinin agirliklarinin toplamindan daha fazla
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olmalidir, yani

g({E;M})=0.90 > g(E)+g(M)=0.30+0.45
g({E,F})=0.90 > g(E) +g(F)=0.30+0.45

almmalidir.
(4.13) esitligiyle verilen Choquet integrali ile A Ogrencisinin  C,(90,80,50) degerinin

hesabinda x;, <x,) <x, olmast gerektiginden, x, =50, x, =80 ve x,; =90 olur. Buna

bagh olarak (1) indisi E dersini, (2) indisi F dersini ve (3) indisi M dersini temsil eder ve
C,(90,80,50) = x,,[g({(1),(2),(3)}) - g({(2), B) )]+ x,,, [8({(2), B)}) - g({(3) )] + X, [&({(3)}) — O],
C,(90,80,50) = 50[1 - g({M,F})] + 80[g({M.F}) — g({M})]+90[g({M}) - 0],

C,(90,80,50) = 50[1 - 0.5]+80[0.5 — 0.45] + 90[0.45 — 0] = 69.5

bulunur. Benzer sekilde her 6grenci i¢in hesaplanan basari notlar1 Cizelge 4.7°de verilmistir.

Bu hesaplamalarla yonetim beklenen sonuglari elde etmistir.

Cizelge 4.7 Choquet integrali ile hesaplanan basar1 notlari.

Matematik Notu Fizik Notu Edebiyat Notu | Basar1 Notu

A 6grencisi 90 80 50 69.5

B 6grencisi 50 60 90 68.0

C Ogrencisi 70 75 75 74.5
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5. UYGULAMALAR

Birlestirme operatorlerinin ¢ok nitelikli karar verme problemlerinde kullaniligi, ilk iki
uygulamada gosterilmistir. Uciincii uygulamada ise ¢ok amacli bir lineer programlama
problemine, minimum ve maksimum operatorleri ile bulanik bir yaklasim verilmistir.
Boylece cok kriterli karar vermede kullanilan birlestirme operatorlerine genel bir bakig

saglanmistir.

5.1 Doktora (")grencisi Secimi Problemi (Smolikova ve Wachowiak, 2002)

Lisansiistii egitim veren bir tiniversitenin Bilgisayar Bilimleri ve Enformasyon Sistemleri
alaninda doktora programi acilmistir. Bu doktora programimin egitim dili Ingilizcedir.
Basvuracak adaylar icin Onkosul Bilgisayar Bilimleri’'nde ya da Bilgisayar Bilimleri ile
yakindan ilgili bir alanda lisans veya yiiksek lisans derecesine sahip olmaktir. Egitim siiresi
lisans mezunu adaylar i¢in 6 sene, yiiksek lisans mezunu adaylar icin 4 senedir. Okul, egitim
stiresince Bilgisayar Bilimleri alaninda ileri seviyede dersler vermeyi ve oOgrencilerin
katilacagi arastirma projeleri i¢cin damigmanlik yapmayr Onermektedir. Temel arastirma
alanlart sunlardir:  Algoritmalar, Ayrik Matematik, Goémiilii (Embedded) Sistemler,
Enformasyon Sistemleri ve Yazilim Miihendisligi. Ogrencilerin bu alanlarin en az ikisinden
ders almalar1 beklenmektedir. Ogrencilere bu alanlardan birinden bir danigman atanacaktir.
Belirli bir bagvuru formu yoktur. Adaylar, okul yoOnetimine yazilacak bir mektupla
basvuracaklardir. Bu mektuba eklenecek belgeler sunlardir: Ozgegmis, calismalar igin
finansal plan, istenirse burs basvurusu, iki adet tavsiye mektubu, Ingilizce bilgisini belgeleyen
sertifika (Ornegin TOEFL smavindan minimum 550 aldigin1 gosteren belge) ve ilgili oldugu
aragtirma alanmi anlatan kisa yazi. Dagitilacak burs sayist 6 civarindadir ve 20 ile 40
arasinda basvuru beklenmektedir. Dagitilacak bursun aday sayisina gore ¢ok az olmasindan
dolay1 okul yonetiminin adaylar1 performanslarina gore siralamasi gerekmektedir. Eger iyi

adaylar az sayida olursa bursun bir kism1 dagitilmayabilir.

Doktora dgrencisi secimi probleminin ii¢ bileseni vardir. Ilk bilesen doktora programu igin

basvuran adaylar kiimesidir.

X ={x,%),.0, X, } (5.1)

Ikinci bilesen siralama siireci igin ilgili oldugu diisiiniilen, her biri esit éneme sahip 6

kriterden olusan kriter kiimesidir.
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C:{C15C25C37C47C5acs} (52)

Uciincii bilesen 11 adet uzmandan (karar vericiden) olusan bir segici kuruldur. Bu uzmanlar 9

farkli aragtirma grubundan se¢ilmistir. Bu arastirma gruplart sunlardir:

1) Algoritmik Grup
2) Kodlama Teorisi Grubu
3) Ekonomi i¢in Hesaplamaya Dayali Zeka Grubu
4) Enformasyon Sistemleri Aragtirma Grubu
5) ileri Yonetim Sistemleri Arastirma Grubu
6) Olasiliksal Algoritmalar ve Yazilim Kalitesi Grubu
7) Yontem Programlama Grubu
8) Stratejik Enformasyon Sistemleri Planlamas1 Grubu
9) Teorik Grup: Bilgisayar Bilimlerinde Matematiksel Yapilar
Uzmanlarin adaylar1 degerlendirirken g6z oOniinde bulunduracagi kriterler Cizelge 5.1°de
verilmistir.
Cizelge 5.1 Degerlendirme formu.
Arastirma Alam ile Tlgili Miikemmel Orta Zayif
Arastirma Gruplarina Uygunluk o o) o)
Arastirma Alani o o o
Yayinlar o o o)
Akademik Ge¢mis
Bitirdigi Universite o o o
Not Ortalamas1 © o o
Bitirme Siiresi o o o
Tavsiye Mektubu Var o Yok o
Ingilizce Bilgisi Var o Yok o
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Aragtirma gec¢misleri olmadigindan lisans derecesine sahip adaylar icin ilk ti¢ kriter
(Arastirma Gruplarina Uygunluk, Arastirma Alan1 ve Yaymlar1) anlamsizdir. Lisans
derecesine sahip veya yiiksek lisans programindan ¢ok yeni mezun olmus adaylarin diger

adaylarla yarisabilmeleri i¢in miikemmel birer {iniversite sicilleri olmalidir.

Bu problem bir Cok Uzmanli-Cok Kriterli Karar Verme problemidir. Siralama sistemi iki
asamali bir siire¢ olarak tanimlanmustir. Ik asamada, oncelikle uzmanlardan alternatifleri
degerlendirilmeleri istenir. Alternatifler her bir uzman tarafindan, her bir kriter {izerinden

{1,2,3} 6lgeginden secilen bir puanla degerlendirilir. Burada

1 puan zay1f performansi,

2 puan ortalama performansi ve

3 puan miikemmel performansi

temsil eder.

Her bir uzman, her bir aday icin 6 bilesenli (q,,a,,...,a,) degerlendirme vektoriinii verir.

(Burada i € {1,2,...,6} i¢in a, € {1,2,3} olmalidir.)

Bu asamadaki bir sonraki adim, her bir aday i¢in uzmanlara ait genel degerlendirme degerleri
bulmaktir. Mevcut problemde 11 uzman oldugundan belirli bir aday i¢in 11 tane genel

degerlendirme degeri olacaktir.

Ikinci asamada ise bu genel degerlendirme degerlerinden her bir aday i¢in bir final puan1 elde

edilir. Belirli bir aday i¢in uzmanlar tarafindan verilen puanlar Cizelge 5.2°de verilmistir.
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Cizelge 5.2 Belirli bir adaya ait uzman degerlendirmeleri.

Kriterler
C|1C|C|C |G| C
Uzmanlar

1. Uzman 31213123 1

2. Uzman 2133 (2]3 ]2

3. Uzman 2 2 3 2 2 1

4. Uzman 3 2 3 3 3 2

5. Uzman 2 2 3 2 3 1

6. Uzman 3 2 3 2 3 1

7. Uzman 11213123 |2

8. Uzman 1 2 3 2 3 1

9. Uzman 1 2 2 2 3 2

10. Uzman 1212133 1

11. Uzman 1 2 2 2 2 1

Kriterler esit 6neme sahip oldugundan, bu puanlar hangi kriterden geldigi goz ardi edilerek
biiyiikten kiigiige siralanmustir. Sirali puanlar Cizelge 5.3’de gosterilmistir. Siralama medyan

ve OWA operat0riiniin uygulanisinda énemlidir.
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Cizelge 5.3 Sirali puanlar.

1. Uzman 31313(12(2]|1

2. Uzman 31313121212

3. Uzman 31212121211

4. Uzman 31313131212

5. Uzman 31312121211

6. Uzman 31313(12(2]|1

7. Uzman 313(212(2]|1

8. Uzman 31312121111

9. Uzman 31212121211

10. Uzman 31312121111

11. Uzman 2121212111

Dordiincii boliimde verilen aritmetik ortalama, harmonik ortalama, geometrik ortalama ve
medyan operatdrlerini kullanarak adayin her bir uzmandan aldigi genel puan hesaplanmistir
ve sonuclar Cizelge 5.4’de gosterilmistir. Tiim ortalamalarda virgiilden sonra {i¢ basamak

alimmustir.
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Cizelge 5.4 Aritmetik benzeri ortalamalarla hesaplanan genel puanlar.

Aritmetik | Geometrik | Harmonik
Medyan

Uzmanlar | Ortalama | Ortalama | Ortalama
1. Uzman 2.333 2.182 2.000 2.500
2. Uzman 2.500 2.450 2.400 2.500
3. Uzman 2.000 1.906 1.800 2.000
4. Uzman 2.667 2.621 2.571 3.000
5. Uzman 2.167 2.040 1.895 2.000
6. Uzman 2.333 2.182 1.636 2.500
7. Uzman 2.167 2.040 1.800 2.000
8. Uzman 2.000 1.817 1.636 2.000
9. Uzman 2.000 1.906 1.800 2.000
10. Uzman | 2.000 1.817 1.636 2.000
11. Uzman | 1.667 1.587 1.500 2.000

Ikinci asamada, adayin verilen ortalamalarla hesaplanan genel puanlari yine ayn1 operatdrler
kullanilarak birlestirilecek ve bu yolla adayin final puani bulunacaktir. Uzmanlar 9 farklh
arastirma grubundan se¢ilmis olduklarindan, herhangi bir aday i¢in ilk ii¢ kriterde (Arastirma
Gruplarina Uygunluk, Arastirma Alan1 ve Yayinlar1) aym fikirde olamayacaklardir. Yani
belirli bir aday, bir arasgtirma alaninda miikemmel goriiliirken baska bir arastirma alaninda
zayif bulunabilir. Bunun i¢in adayin en iyi 4 puani géz Oniine alinacaktir. Verilen
ortalamalarla hesaplanan en iyi 4 puan ve bu puanlarin ayni ortalamalarla birlestirilmis

degerleri Cizelge 5.5’de verilmistir.
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Cizelge 5.5 Adayin farkli ortalamalara gore en iyi dort puani ve final puanlari.

Aritmetik | Geometrik | Harmonik
Medyan

Uzmanlar | Ortalama | Ortalama | Ortalama
4. Uzman 2.667 2.621 2.571 3.000
2. Uzman 2.500 2.450 2.400 2.500
1. Uzman 2.333 2.182 2.000 2.500
6. Uzman 2.333 2.182 2.000 2.500
Final Puani 2.458 2.351 2.215 2.500

Okul yonetimine gore genel puan1 2’nin altinda olan bir aday programa kabul edilmeyecek,
genel puani en az 2.5 ise kabul edilecek ve burs kazanacaktir. Eger programda bos kontenjan
kalirsa genel puani 2 ile 2.5 arasinda olan adaylar puan sirasina gore bu kontenjanlara
yerlestirilecektir. Iyi puanlar alan bu aday, programa yerlestirilebilir ancak ilk ii¢ ortalama
operatdriine gore burs alma sansi yoktur. Eger uzmanlar tarafindan mevcut burs biitiiniiyle
dagitilmak istenilirse, fazladan bazi kriterler (amaglar) eklenerek adayin puamn yiikseltilebilir.
Bir dizi goriismeler sonucu asagidaki kriterler {izerinde anlasma saglanmstir. Ugiincii veya
dordiincii kritere uyan bir durum oldugunda oOncelikli olarak bu kriterlerin saglanmasi

istenmektedir.

1) Eger aday iki defadan fazla 1 puan almigsa genel puani 2’nin altinda olsun.

2) Eger aday en fazla iki kez 1 puan almigsa genel puani 2’nin iistiinde olsun.

3) Eger aday bir tanesi hari¢ tiim puanlar1 3 ise genel puani yaklasik 2.75 olsun.

4) Eger aday ii¢c kez 1 puan almissa ve bunlardan biri Arastirma Alani kriteri icin ise genel

puani 1.5’in iistiinde olmasin.
Ikinci asama icin ise

5) Eger adayin bir tanesi harig tiim puanlar1 3 ise final puan1 yaklasik 2.75 olsun.
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a € R ve n kriter sayis1 olmak iizere, dordiincli boliimde verilen genellestirilmis o -ortalamasi

1S o) :
operatorii:  F,(x,,X,,...,X,) = [—in“J , a€R parametresine baglh oldugundan, bu
noio

parametre uygun segildiginde bu kriterler saglatilabilir. Kriterleri temsil eden baz1 6rneklerle

parametrenin nasil se¢ilmesi gerektigi bulunur.

1) Eger aday iki defadan fazla 1 puan almissa genel puan1 2’nin altinda olsun.

F,(3,33,LL1) <2 olmaldir.

1

1
6 @ a «
F,(333,LLl)= (éleaj = (3'3 6+ 3J < 2 olabilmesi i¢in <1 olmalidir.
i=1

2) Eger aday en fazla iki kez 1 puan almigsa genel puani 2’nin iistiinde olsun.

F (3,3,3,2,L,1) > 2 olmalidir. Bu kriterin saglanmasi i¢in « > 0,239 olmasi gerekir.
3) Eger adayn bir tanesi harig¢ tiim puanlar1 3 ise genel puani yaklasik 2.75 olsun.
F (3,3,3,3,3,1) = 2.75 olabilmesi i¢in & =1.732 olmasi gerekir.

4) Eger aday ii¢c kez 1 puan almissa ve bunlardan biri Arastirma Alam kriteri icin ise genel

puani 1.5’in {istiinde olmasin.
F (3,3,3,1,1,1) <1.5 olabilmesi i¢in & <—1 olmas: gerekir.
O halde,

o =229+ 600

alinirsa ilk iki kriter saglanir. Hesaplanan degerler Cizelge 5.6’da gdsterilmistir.

Cizelge 5.6 ¢ =0.620 alindiginda bulunan sonuglar.

Uzman 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

Fogo 12.280/2.481(1.966(2.650(2.121|2.280|2.121|1.932|1.966 | 1.932 | 1.638
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Ikinci asamada adayin genel puanini bulmak icin en iyi doért puami birlestirilecektir.
Genellestirilmis « -ortalamasina ait « parametresi besinci kriteri saglayacak sekilde

bulunmalidir.

5) Eger adayn bir tanesi hari¢ tiim puanlar1 3 ise final puan1 yaklasik 2.75 olsun.
F (3,3,3,1)=2.75 olmas1 i¢in  =3.192 olmalidir. & =3.192 alindiginda, en iyi dort puanin

genellestirilmis « -ortalamasi ile birlestirilmis degeri 2.434 olur.

Cizelge 5.7 Genellestirilmis « -ortalamasi ile hesaplanmis en 1yi dort puan ve final puani.

Uzman 4 2 1 6 Final Puani

a=3,192 2.650 2.481 2.280 2.280 2.434

Ayni birlestirme islemleri OWA operatorleri ile yapilmak istenilirse, bu seferde miimkiin

oldugunca karar vericilerin tercihlerini yansitan OWA agirliklar1 hesaplanmalidir.
a € R olmak tizere, Q(r) =r" alarak o, = Q(%) - Q(%) ile

o =)

=) -

0 =) -C)"

0 =) -C)

0 =) - ()"

0, =1-C)"

1) Eger aday iki defadan fazla 1 puan almigsa genel puani 2’nin altinda olsun.

F (3,3,3,11,1) <2 olmalhdir.
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6 1., 2., 1., 3.4 2., 4, 3., 5. 4., 5.
;a),-.x(,.)=3. (g) +3.( (g) —(g) )+3.( (g) —(g) )+(g) _(g) +(g) _(E) L (g)

3
=2.(2)" +1<2
@

277 <1

l-a<0

a>1

2) Eger aday en fazla iki kez 1 puan almigsa genel puani 2’nin iistiinde olsun.

F,(3,3,3,2,L1) > 2 olabilmesi i¢in & <1.293 olmalidir.

Ilk iki kriterin saglanabilmesi i¢in 1< o <1.293 olmalidir. o =1.2 almirsa OWA agirliklari
@ =(0.116,0.152,0.167,0.180,0.188,0.197) bulunur. Bu agirliklarla hesaplanan puanlar

Cizelge 5.8’de verilmistir.

Cizelge 5.8 OWA operatorleri ile elde edilen genel puanlar.

Uzman| 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

F, 12.239|2.435|1.920|2.615|2.071|2.239|2.071 | 1.882 | 1.920 | 1.882 | 1.615

5) Eger adayn bir tanesi hari¢ tiim puanlar1 3 ise final puan1 yaklasik 2.75 olsun.

Fw,(3,33,1) =275
4 1 2 1 3 2 3

X =3. ()3 (D) =(HD))3.>( (D) = (D)) -(>)* =275
;w,xm @ 3L =B = DI-)

3.,
2.(2) +1=275

0,75% = 0,875

log0,875 0,058
o= —

= = =0,464
log0,75 0,125

Buradan da @ =(0.526,0.199,0.150,0.125) bulunur. Bu agirliklarla hesaplanan final puani
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Cizelge 5.9°da verilmistir.

Cizelge 5.9 OWA operatorleri ile elde edilen en iyi dort puan ve final puani.

Uzman| 4 2 1 6 Final Puani

F, 2.615|2.435|2.239(2.239 2.475

Ayni birlestirme iglemleri Sugeno integrali ile yapilmak istenilirse, birinci agamada kriterleri

en iyi sekilde saglayan g({CI,}) degerleri (0.1,0.2,0.25,0.25,0.5,0.5) olarak almir. 1> -1

katsayist 1+ A=] [ (1+2g({C,})) bagmtistyla bulunur,

i=1

1+2=(1+0.12)1+0.22)1+0.252)*(1+0.54)° denklemi ¢bziilirse A=0 ve A4=-0.840
bulunur. A > -1 oldugundan A =-0.840 almnir.

Kriterler kiimesi C ={1,2,...,6} oldugundan,

g{l}=0.1,g{2} =0.2,g{3} =0.25,g{4} =0.25, g{5} =0.5 ve g{6}=0.5 alnmustr.
g(AUB)=g(A)+g(B)+Ag(A)g(B) denkleminden,

g{1,2} =g{1}+g{2}+ Ag{1} {2} = 0.1+0.2-0.84x 0.1x 0.2=0.283

g{1,2,3} =0.474

g{1,2,3,4} =0.624

g{1,2,3,4,5) = 0.862

g{1,2,3,4,5,6} =1.000 olarak bulunur.

Bulunan bu degerlerle 1. uzmanin adaya verdigi puani yani S, (3,3,3,2,2,1) degerini bulalim.

Once kriter puanlarmni [0,1] aralifinda derecelendirelim. 1< x <3 ve 0< y <1 olmak iizere,

y= %(x—l) ile {1,2,3} skalasindan [0,1] skalasina gegilir. x,, <x, <...<x,, oldugundan,

X1y = Xg> Xy = Xsse005 Xy = X, yani (1) > 6,(2) > 5,...,(6) > 1 olur. Buradan,
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S, (1,1,1,0.5,0.5.0)= li/[x(i) AgH([Dsers ()} ]

S, (x) = max {min{x(l), g{(1),(2),...(O)}},min {x,.g{(2),....(6)}} ... min {x,, g{(6)}}}
= max {min{xé,g{1,2,3,4,5,6}} ,...,min{xl,g{l}}}
= max {min {0,1},min {0.5,0.862} ,min {0.5,0.624} ,min {1,0.474} ,min {1,0.283} ,min {1,0.1}}

= max{0,0.5,0.5,0.474,0.283,0.1} = 0.5 — 2.000 olarak bulunur.

Adaym genel puanini bulmak icin benzer islemler yapilir. ikinci asama kriterini saglanmasi

i¢in g({Ci}) degerleri sirasiyla 0.5,0.35,0.33 ve 0.33 alinir ve 4 =-0.724 bulunur. Buradan,
g{l.2} =g{l}+g{2} +Ag{1}g{2}=0.723

2{1,2,3} = 0.880

g {1, 2,3, 4} =1.000 olarak hesaplanir. Hesaplanan degerler Cizelge 5.10°da verilmistir.

Cizelge 5.10 Sugeno integrali ile elde edilen en iyi dort puan ve final puani.

Uzman 4 2 1 6 Final Puani

S, 2.248 | 2.000 | 2.000 | 2.000 2.000

Ayni birlestirme islemleri Sirali agirlikli maksimum operatérii ile yapilmak istenilirse, birinci

asamada kriterleri en iyi sekilde saglayan agirlik vektori

@ =(1,0.868,0.790,0.435,0.339,0.023) olarak alinir.

Ornegin 1. uzman igin,

OWMAX, (3,3,3,2,2,1) > OWMAX  (1,1,1,0.5,0.5,0)

= max{min{0,1},min{0.5,0.868}, min{0.5,0.790}, min{1,0.435}, min{1,0.339}, min{1,0.023}}

= max{0,0.5,0.5,0.435,0.339,0.023} = 0.5 — 2.000
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Ikinci asama kriterini saglanmasi i¢in agirhiklar sirastyla 1,0.884,0.682 ve 0.453 alinur.

Hesaplanan degerler Cizelge 5.11°de verilmistir.

Cizelge 5.11 OWMAX  operatorii ile elde edilen en iyi dort puan ve final puanu.

Uzmanlar 4 2 1 6 Final Puani

OWMAX, | 2.249 | 2.000 | 2.000 | 2.000 2.000

Ayni birlestirme islemleri Sirali agirlikli minimum operatorii ile yapilmak istenilirse, birinci

asamada kriterleri en iyi sekilde saglayan agirlik vektorti,

@' =(0.887,0.882,0.451,0.401,0.129,0) olarak alinir.

Ormnegin 4. uzman igin,

OWMIN(3,3,3,3,2,2) - OWMIN, (1,1,1,1,0.5,0.5)

= min{max{0.5,0.887}, max{0.5,0.882}, max{1,0.451}, max{1,0.401}, max{1,0.129}, max{1,0}}
= min{0.887,0.882,1,1,1,1} = 0.882 — 2.674

Ikinci asama kriterini saglanmasi i¢in agirliklar 0.882,0.682,0.022 ve 0 almir. Hesaplanan

degerler Cizelge 5.12°de verilmistir.

Cizelge 5.12 OWMIN , operatorii ile elde edilen en iyi dort puan ve final puani.

Uzmanlar 4 2 1 6 Final Puani

OWMIN, | 2.674 2.000 2.000 2.000 2.000
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5.2 Yurtdisi Kongrelerine Katihm I¢in Odenek Tahsisi Yapilacak Akademisyen
Secimi (Tiryaki ve Giinay, 2005)

Bu oOrnekte birlestirme operatorlerinin, yurtdisi kongrelerine katilim amaciyla {iniversitelere
O0denek tahsisi i¢in bagvuran adaylarin secimi problemine nasil uygulanabilecegi
gosterilmigtir. Bilindigi gibi iiniversiteler kisitli biitcelerini optimum diizeyde kullanmak
zorundadirlar. Bu amagcla, yurt disma bildiri sunmak {izere bagvuran 6gretim lyeleri ve
yardimcilar cesitli kriterlere gore degerlendirilerek 6denek tahsisi yapilmaktadir. Fakiilte
yonetim kurullarinda ortaya ¢ikan bu karar probleminin daha saglam matematiksel temellere

oturtulabilmesi i¢in bu ¢alisma yapilmistir.

Calismada yurt dist kongrelerine katilim ic¢in basvuru yapan adaylar1 gorevlendirmek

amacityla fakiilte yonetim kurulunca asagidaki sekiz kriter goz oniine alinabilir.

C, kriteri: Adayin unvam

Fakiilte yonetim kurullarinda genel goriis olarak oOncelikle unvani daha diisiik olan

akademisyenler daha ¢ok desteklenmektedir.

C, kriteri: Adayin daha onceki yillarda katildigi kongrelerde iiniversite tarafindan

desteklenme durumu

Adaylar yurt disina ilk defa, bir y1l dnce, iki y1l dnce, vs ¢ikma durumuna gore sirasiyla daha
oncelikli olarak desteklenmektedir. Bu, diger adaylarin da adil bir sekilde yurt disina

¢ikmalarina imkan saglar.

C, kriteri: Adayn iiniversiteye hizmeti

Aday genel olarak gerek ders yiikii, gerek idari gorevler, gerekse de boliim tarafindan verilen

diger gorevlere bakilarak tiniversiteye yaptigi katki 6l¢iisiinde daha ¢ok desteklenmelidir.

C, kriteri: Adayin bagl bulundugu béliimiin desteklenme onceligi

Baz1 boliimlerde 6gretim liyesi basma diisen ders saati diger boliimlere oranla daha fazla
oldugundan bdyle bdliimler bilimsel ¢alismalart tesvik agisindan oOncelikli olarak
desteklenmelidir. Bu ¢aligmada dikkate alinacak, boliimlere gore her bir dgretim iiyesine

diisen ders saati sayis1 Cizelge 5.13’de verilmistir.
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Cizelge 5.13 Boliimlere gore her bir 6gretim iiyesine diisen ders saati sayisi.

Ogretim Uyesine Isabet

Boliim
Eden Ders Saati
Fizik 24
Kimya 14
Matematik 22
[statistik 18
Bilgisayar ve
2\ .o . 3 5
O.Teknolojileri
Bat1 Dilleri ve
. 13
Edebiyati

C, kriteri: Adayin yurt disina ¢ikisinda birden fazla bildiri sunmast veya ilave gorevle

gitmesi

Aday tek bir yurt dis1 ¢ikisiyla birden fazla gorevi yerine getiriyorsa daha c¢ok

desteklenmelidir.
C, kriteri: Yayinla ilgili degerlendirme

Sunulacak bildirinin poster, sozlii sunum, ¢agrili bildiri olmasi; tek yazarli veya ¢ok yazarl
olmasi; sempozyum programinda ismen yer almasi, 6zet kitap¢iginda Ozetinin basilmasi,

sempozyum kitabinda tam metninin yaymlanmasi durumlarina gére degerlendirilmelidir.
C, kriteri: Sempozyumla ilgili degerlendirme

Sempozyumun siirekliligi yani her yil diizenleniyor olmasi ve biiyiikligi 6l¢iisiinde aday

desteklenmelidir.
C, kriteri: Kongre maliyeti

Aday, kongre yerinin Uzak (Amerika—1000 USD), Orta (Avrupa—750 USD) veya Yakin
(Komsu tilkeler—500 USD) olmast durumuna bagl olarak yakinligi dolayisiyla maliyetinin

azlig1 olgiistinde desteklenmelidir.

Adaylarin degerlendirilmesinde Fakiilte Yonetim Kurulu tiyeleri (Fakiilte Dekani, 3 Profesor

Temsilcisi, 2 Dogent Temsilcisi, 1 Yardimct Dogent Temsilcisi olarak 7 kisi) karar vericiler
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durumundadir. Karar vericilerin adaylar1 C,,C,,...,C; kriterlerine gore asagida verilen 6lgekle

degerlendirdigini ve bu degerlendirmelerden her aday i¢in bir final puan1 hesaplandigini kabul

edelim.

1) Zayif: 1 puan

2) Orta: 2 puan

3) lyi: 3 puan

Fakiilte Yonetim Kurulunun dagitacagi dédenegin toplam 6000$ oldugunu ve kurulun final

puani 2’nin altinda olan bir adaya d6denek tahsis etmek istemedigini kabul edelim.

Bu puanlama adayin bagvuru dilek¢esinde doldurdugu beyanlarma bakilarak yapilir. Bir

adayin bagvuru dilekgesi 6rnegi Ek 1°de verilmistir.

Birinci Safha: Bu problem bir Cok Uzmanli Cok Kriterli Karar Verme problemidir. Karar
vericiler, aday1 kriterlerin her birine gore {1,2,3} 6l¢eginden segtigi bir puanla degerlendirir.
ie {l, 2,...,8} icin x, € {1,2,3} olmak lizere, her bir uzman, her bir aday i¢in sekiz bilesenli
(x,,%,,....,x;) vektoriinii verir. Birlestirme operatorleri kullanilarak adayin genel

degerlendirme puanlar1 hesaplanir. Yedi karar vericinin her birinden elde edilen sekiz

bilesenli vektorler dilek¢e 6rnegi verilen aday i¢in Cizelge 5.14’de verilmistir.

Cizelge 5.14 Karar vericilerin aday i¢in verdigi puanlar.

Kriterler

C’l C2 C3 C4 CS Cé C'7 C8

1 2 2 3 3 3 2 3 1

2 2 3 3 3 2 2 3 2

% 3 2 3 3 2 3 2 2 1

E 4 3 1 2 3 2 2 2 1

g 5 1 1 2 2 3 3 3 1
N

6 1 1 3 3 3 2 2 2

7 1 2 2 3 3 2 2 2

Kiriterler esit neme sahip olduklarindan, bu puanlar hangi kriterden geldigi goz ardi edilerek

biiyiikten kii¢iige siralanmigtir. Sirali puanlar Cizelge 5.15’de gosterilmistir. Siralama medyan
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ve OWA operatoriiniin uygulanisinda 6nemlidir.

Cizelge 5.15 Sirali puanlar.

1 3 3 3 3 2 2 2 1
2 3 3 3 3 2 2 2 2
$—
% 3 3 3 3 2 2 2 2 1
§ 4 3 3 2 2 2 2 1 1
£ 5 3 3 3 2 2 1 1 1
o
6 3 3 3 2 2 2 1 1
7 3 3 2 2 2 2 2 1

Dordiincii boliimde verilen bazi birlestirme operatorlerini kullanarak her bir uzmandan adayin
aldigt genel puan hesaplanmistir ve Cizelge 5.16’da sonuglar gosterilmistir. Tim

ortalamalarda virgiilden sonra {i¢ basamak alinmustir.

Cizelge 5.16 Aritmetik benzeri ortalamalarla hesaplanan genel puanlar.

Karar |Aritmetik Harmonik/Geometrik
Vericiler Ortalama| Ortalama | Ortalama | Medyan
1 2.375 2.087 2.246 2.500
2.500 2.400 2.449 2.500
2.250 2.000 2.135 2.000
2.000 1.714 1.861 2.000
2.000 1.600 1.795 2.000
2.125 1.778 1.958 2.000
2.125 1.920 2.030 2.000

N N | B W

Ikinci Safha: ikinci sathada amag¢ adayin final puanmi bulmaktir. Final puani, ilk safthada
kullanilan birlestirme operatorii ile uzmanlardan gelen tiim genel puanlarin birlestirilmesiyle
hesaplanmaktadir. Elde edilen bu final puani tiim adaylar1 siralamak i¢in kullanilacak puandir.

Dilekce 6rnegi verilen adaya ait hesaplanan degerler Cizelge 5.17°de verilmistir.



99

Cizelge 5.17 Adayin final puanlari.

AritmetikHarmonik Geometrik
Ortalama| Ortalama | Ortalama | Medyan
2.196 1.898 2.057 2.000

Ayni iglemler diger adaylar i¢in de yapilmistir. Elde edilen puanlar Cizelge 5.18’de

verilmistir.

Cizelge 5.18 Adaylarin final puanlari.

Adaylar Aritmetik | Harmonik | Geometrik Medyan
Ortalama | Ortalama | Ortalama
1 2.196 1.898 2.057 2.000
2 1.839 1.548 1.691 2.000
3 1.786 1.513 1.646 2.000
4 1.732 1.493 1.611 2.000
5 1.857 1.500 1.668 2.000
6 2.125 1.816 1.978 2.000
7 2.125 1.778 1.958 2.000
8 2.000 1.714 1.861 2.000
9 1.625 1.455 1.542 2.000
10 1.750 1.600 1.682 2.000

Fakiilte Yonetim Kurulu final puani 2’nin altinda olan adaylara 6denek vermeme karar
aldigindan adaylarin final puanlan yiikseltilmeye g¢alisilmalidir. Aritmetik ortalamaya gore
sadece dort aday, geometrik ortalamaya gore bir aday Odenek tahsisine hak kazanirken
harmonik ortalamaya gore hi¢cbir aday 6denek alamamustir. Medyan ortalamasi ile adaylar

siralanamamustir. Bu nedenle esik seviyesi diistiriilmelidir ki 6denegin tamami dagitilabilsin.
Karar vericilerin tiimiiniin agsagidaki prensipler {izerinde anlagsma sagladigini kabul edelim.

1) Eger adayin en az {i¢ tane 3 puani varsa genel puani 2’nin altinda olmasin.

2) Adayin yalnizca bir tane 3 puani var ve 2 puan1 yoksa genel puani 1.5’in altinda olsun.
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3) Adayin sadece bir tane 3 puani1 varsa genel puani 2.125’in altinda olsun.
4) Ikinci safha igin adayin bir tanesi harig tiim puanlari 3 ise final puan1 yaklasik 2.7 olsun.
a € R ve n kriter sayis1 olmak iizere, dordiincii boliimde verilen genellestirilmis o -ortalamasi

operatdrii & € R parametresine bagli oldugundan, bu parametre uygun secildiginde bu kriterler

saglatilabilir.

Birinci Safha: Bu parametre kriterleri temsil eden bazi 6zel puanlamalar ele alinarak
hesaplanabilir. Dolayisiyla problemde, miimkiin oldugunca karar vericilerin tercihlerini

yansitan bir & >0 parametresi aranmaktadir.

1) Eger adayin en az {i¢ tane 3 puani varsa genel puani 2’nin altinda olmasin.

A(3,3,3,1,1,1,1,1) > 2 olmalu.
1

(33 +5]a>2
8

a=11i¢in A(3,3,3,1,1,1,1,1) =1.750
a=21i¢in A(3,3,3,1,1,1,1,1) =2.000 ; « > 2 olmali.
a =31i¢in A(3,3,3,1,1,1,1,1) =2.207

2) Aday yalnizca bir tane 3 puan1 var ve 2 puani yoksa genel puani 1.5’in altinda olsun.
A3,1,1,1,1,1,1,1) <1.5 olmal.

1
(3 +7ja<1.5
8

a=11i¢in A(3,1,1,1,1,1,1,1) =1.250
a=2icin A(3,1,1,1,1,1,1,1) =1.414
a =2.40 i¢in A(3,1,1,1,1,1,1,1) =1.494
a =2.411¢in A(3,1,1,1,1,1,1,1) =1.496
a =242 i¢in A(3,1,1,1,1,1,1,1) =1.498
a =243 i¢cin A(3,1,1,1,1,1,1,1) =1.500

a < 2.43 olmali.

3) Adayin sadece bir tane 3 puani varsa genel puani 2.125’in altinda olsun.

AQ3,2,2,2,2,2,2,2) < 2.125 olmal.
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1

(%]a <2.125

a=1i¢in A3,2,2,2,2,2,2,2)=2.125

o a <1 olmali.
a=0.9i¢in 4(3,2,2,2)=2.123

Birinci sathada kriterlerin {i¢ii birden ayni anda saglanamaz.

1) a>2

2) <243

3) a<l

Bu durumda, kurul ilk iki kriteri saglanmasini yeterli gérmektedir. ilk iki kriterin saglanmasi

icin o =2.2 segelim. Hesaplanan ortalamalar Cizelge 5.19°da verilmistir.

Cizelge 5.19 a =2.2 alinarak hesaplanan genel puanlar.

1 | 2492
2.559

2

3 | 2362
4 | 2.143
5| 2211
6

7

Karar Vericiler

2.288
2.223

fkinci safha: Bu safhada bu yedi puan birlestirilerek adaymn final puani hesaplanacaktir.
Bunun i¢in uzmanlarin kararlagtirdigt dordiincii puanlama kriterini en 1iyi sekilde

saglayan @ > 0 parametresi bulunmalidir.
4) Aday bir tanesi hari¢ tiim puanlar1 3 ise final puan1 yaklasik 2.7 olsun.

A(3,3,3,3,3,3,1) = 2.7 olmali.

1
[6.3 +1Ja a9
7
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a=11i¢in A(3,3,3,3,3,3,1)=2.714

a =0.9 i¢in 4(3,3,3,3,3,3,1) =2.703
a =0.8 i¢in A(3,3,3,3,3,3,1) =2.690
a =0.851¢in 4(3,3,3,3,3,3,1) = 2.696 ; = 0.88 olmall.
a =0.86 i¢in 4(3,3,3,3,3,3,1) =2.698
a =0.87 i¢in A(3,3,3,3,3,3,1) =2.699
a =0.88 i¢in 4(3,3,3,3,3,3,1) =2.700

Adaylarin «a =0.88 alarak hesaplanan final puanlar1 Cizelge 5.20’de verilmistir. Final
puanlar1 2’nin iistiinde oldugundan en ¢ok sekiz adaya yeterli oldugu takdirde ddenek tahsis

edilebilir.

Cizelge 5.20 « =0.88 alinarak hesaplanan final puanlari.

Adaylar | ¢ =0.88
1 2.325
2 2.117
3 2.055
4 1.995
5 2.151
6 2.265
7 2.288
8 2.143
9 1.875
10 2.305

Ayni birlestirme islemleri OWA operatorleri ile yapilmak istenilirse, bu seferde miimkiin

oldugunca karar vericilerin tercihlerini yansitan agirliklar hesaplanmalidir.

a € R olmak lizere, Q(r)=r" alarak o, = Q(L)—Q(i) ile w € [0,1] OWA agirliklarini
n n

hesaplayalim.

la _ga_la zéa_ga =ia_§a zéa_ia
o=@ o=0-0Q)7, o=0"-Q) o=0"-Q" e=0"-C),
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6(1 5(1 _Za_ga __Za
a)6=(§) —(g) ,0)7—(8) (8) , 0 =1 (8)

Buradaki « € R parametresi puanlama kriterlerini yani karar vericilerin tercihlerini en iyi

saglayacak sekilde secilecektir.

1) Eger adayin en az ii¢ tane 3 puani varsa genel puani 2’nin altinda olmasin.

AQ3,3,3,1,1,1,1,1) > 2 olmali.

A (X, %500 X, ) = Z:a),.x(i)

T B L (e o B (e A SR (R SR (Y
(D)= 1(1-())>2

2 (g)aﬂ >2

(g)“ >0.5

In0.375 >1n0.5
aIn0.375>1n0.5

a.(=0.981) > —0.693

a <0.707
2) Aday yalnizca bir tane 3 puan1 var ve 2 puani yoksa genel puani 1.5’in altinda olsun.

A(3,1,1,1,1,1,1,1) <1.5 olmalr.
la ga_la Ea_ga ia_ga éa_ia Ea_ga
3(§) +1((8) (8) )+1((8) (8) )+1((8) (8) )+1((8) (8) )+1((8) (8) )t
7 o _ § a _ Z a
1((5) (8) )>+1(1 (8) )<l1.5

2(%)a+1<1.5
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1
—)*<0.25
@

In0.125“ <1n0.25

a1n0.125<1n0.25

a(-2.079) < -1.386

a > 0.667

3) Adayin sadece bir tane 3 puani varsa genel puani 2.125’in altinda olsun.
AQB3,2,2,2,2,2,2,2) < 2.125 olmal.

1{1 2{1 1{1 3!2 2{1 40{ 30{ 5!2 4{1
3(§) +2(C§) —(g) )+2((§) —(§9 )+2(C§) —(g) )+2((§) —(§9 )

6 a 5 o 7 a 6 a 7 a
2R - QAR -Q)2(1-())<2.125
Ay 2<2.125

8 .

In0.125% <1In0.125
a>1
Eger o =0.68 segilirse 1. ve 2. kriter saglanir. Hesaplanan agirliklar asagida ve adayimn genel

puanlar1 Cizelge 5.21°de verilmistir.

o, = (é)“ =0.243

2 1
®, =(=)" —(=)*=0.147
=)

3., 2
o, =(3)" —(5)“=0.123
=@ Q)

4., 3
o, =(=)" —(2)*=0.111
A (8) (8)

5, 4
o, = (2)* = (=)* =0.102
s (8) (8)
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6 5
w, =(=)" —(=)*=0.096
s (8) (8)
7 6
@, =(=)* —(=)*=0.091
; (8) (8)

o, =1—(§)“ =0.087

Cizelge 5.21 Adayin OWA operatdrleriyle birlestirilmis genel puanlari.
1 2.537

2.624

2.426

2.212

2.239

2.335

NN | AR W

2.303

Karar Vericiler

ikinci safha: Adaym bir tanesi harig tiim puanlari 3 ise final puan1 yaklasik 2.7 olmali.

AQ3,3,3,3,3,3,1) = 2.7 olmali.

O(r) = alirsak OWA agrliklant o, = O(2)— O(—L) denklemi ile asagidaki gibidir.
n n

Ve _2ve_de  _3ve_ 2 o _He_3ve o _Ove_He
0)1—(7)a0)z—(7) (7)=0)3 (7) (7),0)4 (7) (7),0)5 (7) (7),
6va Sy o _1_0\a
006—(7) (7),607 1(7)

D a2y — (s 3y — (2 30 — (3 11302y — (e
3(;) +3((7) (7) )+3((7) (7) )+3((7) (7) )+3((7) (7) )t
6 o _ 2 a — é &~
3((7) (7) )+l (7) =27

6
2(9)* +1=27
(7)
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6
=) =0.85
)

a=1.058

Bu durumda OWA agirliklari,

|

o = ()" =0.128
2. 1.,

o, = (5)" - (=)"=0.266-0.128=0.138
77
3¢ 2.

o, = (2) —(£)%=0.408-0.266=0.142
7
4. 3.

0, = ()" = ()" =0.553-0.408=0.145

o, = (g)“ —é)“=0.7000.553=o.147

o, = (g)“ —(%)“=0.850—0.700=0.150

@, =1- (g)“ =1-0.850=0.150 olur.
Bu durumda aday1n final puana;

:
> @, =2.624x0.128+2.537x 0.138+2.426x0.142 +2.335x 0.145
i=l

+2.303%x0.147+2.239x0.150+2.212x0.150 = 2.375

Ayni agirliklar kullanilarak elde edilen diger adaylarin final puanlart Cizelge 5.22°de

verilmigtir.
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Cizelge 5.22 OWA operatorleriyle bulunan final puanlari.

Adaylar Final Puanlari
1 2.375
2 1.728
3 1.681
4 1.644
5 2.099
6 2318
7 2.335
8 2212
9 1.569
10 1.897

Birinci safthada veyalik derecesi:

1 1

= =0.595
a+1 1+0.68

veyalik(w) =

Birinci sathada veyalik derecesi %50’nin iistiinde oldugundan kullanilan OWA operatorii

veya benzeridir. Karar vericiler risk iistlenen bir davranis igerisindedir.
Ikinci safhada veyalik derecesi:

1

= =0.486
a+1 1+1.058

veyalik(w) =

Ikinci safhada veyalik derecesi %50°nin altinda oldugundan kullanilan OWA operatdrii ve

benzeridir. Karar vericiler riskten ka¢inan bir davranis i¢erisindedir.

OWA operatorleriyle birlestirilen puanlara dayanarak ddenek tahsisi yapilirsa bes (1., 5., 6., 7.
ve 8.) adayin puani 2’nin Ustlindedir ve bu adaylar 6denegi almaya hak kazanmiglardir. Daha

sonraki donemlerde kullanilmak tizere bir miktar 6denek kurulun elinde kalir.
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5.3 Cok Amach Lineer Programlama Problemine Minimum ve Maksimum

Operatorleriyle Bulanik Bir Yaklasim (Zimmermann, 1993)

Lineer programlama problemi, 6zel bir tiir karar problemi olarak goriiliir. Lineer programlama
probleminde karar uzayi, kisitlar vasitastyla belirlenirken, hedef (fayda fonksiyonu) ise amag

fonksiyonu ile tanimlanir. Bu durumda, karar bir tip belirlilik altinda karardir.

c,xeR",beR" ve A€ R™" olmak {izere, klasik lineer programlama problemi asagidaki
sekilde verilebilir.
max z(x)=c'x

Ax<b
x>0

Bir lineer programlama probleminde birden fazla amag¢ varsa, bu ¢ok amagh karar verme
problemi vektér-maksimum problemi adini alir. Bu kavram ilk kez 1951°de Kuhn ve Tucker

tarafindan verilmistir.

ief{l,2,....,k} i¢gin ¢, xeR",beR",4eR™ ve Z(x)=(z,(x),z,(x),...,z,(x)) seklinde bir
vektor fonksiyonu olmak tizere, vektdr-maksimum problemi asagidaki sekilde verilebilir.

max z,(x)= cl.Tx, i=12,....k

Ax<b

x=>0

Vie{l,2,....k} icin z(x)>z(X) ve Fie{l,2,....k} icin z,(x)>z(X) esitsizliklerini
saglayan, yani Z(x)>Z(x) ve Z(x)# Z(Xx) olan x ¢dziimii bulunamiyorsa, X ¢oziimiine
etkin ¢oziim denir. Problemin tiim amaglarmi optimize eden bir X ¢Oziimii, bazen

bulunmayabilir. Bu durumda, karar verici tarafindan diger tiim c¢o6ziimlere tercih edilen

¢Ozlime, optimal uzlasik ¢oziim denir.

Ornek olarak verilen cok amagli lineer programlama problemini gz dniine alalim.
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max z, = —x, +2x,
max z, = 2x, + X,
—x, +3x, <21

x, +3x, <27

4x, +3x, <45
3x,+x,<30

X,%, 20

=0
Mevcut kisitlar altinda z amacimi maksimize eden ¢ozim X' :{ 7} iken, amag

fonksiyon degeri max z, =14 olmaktadir. Benzer sekilde, mevcut kisitlar altinda z, amacini

x1=

maksimize eden ¢oziim X :{ } iken, amag fonksiyon degeri max z, =21 olmaktadir.

x2:

x,=9

x =0
X' ={ : 7} ¢Oziimii igin z,=7 olurken, X° :{ } ¢Ozlimil i¢in z, =—3 olmaktadir.

X, =
(z,(X"),z,(X")) =(14,7) ve (z,(X*),z,(X?))=(-3,21) oldugundan etkin ¢dziim yoktur, bu

durumda optimal uzlasik ¢6ziim aranir.

Bu amag fonksiyonlarmni, tiyelik fonksiyonlari sirasiyla z4(x) ve u,(x) olan bulanik

kiimelerle karakterize edelim. Uyeliklerin 0°dan 1’e dogrusal olarak arttigin1 ve sirastyla

z,(x)=14 ve z,(x)=21 i¢in, 1 degerini aldigin1 farz edelim. Bu durumda, yelikler tatmin

seviyeleri olarak goriilebilir. Dolayisiyla, amag fonksiyon degerleri arttik¢a tatmin aratacak ve

fonksiyonlar optimal degerlerini aldiginda tatmin seviyeleri 1’e esit olacaktir.

x,=9

x, =0
X' :{ : 7} ¢ozlimii igin z,=7 olurken, X° ={ 3} ¢Ozlimii i¢in z, =—3 olmaktadir.

x2= x2:

Yani, z, amaci en iyi 14 degerini alirken, en kotii —3 degerini alir. Benzer sekilde, z, amaci
en iyi 21 degerini alirken, en kotii 7 degerini alir. O halde, iiyelik fonksiyonlar séyledir:

0’ Z (x) <=3

z,(x)+3

17
1, z,(x)>14

M (x)= , —3<z/(x)<14
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0, Z,(x) <7
y(x) = ﬁ, 7<z,(x)<21
1, z,(x)>21

. 0

Ornegin, x:L} icin z,(x)=14 ve p(x)=1 olurken, z,(x)=7 ve u,(x)=0 olur. Benzer
. 9. .

sekilde, x = {3} icin z,(x) =21 ve u,(x)=1 olurken, z (x)=-3 ve g (x)=0 olur.

Karar uzay1 bu iki bulanik kiimenin kesisimi oldugundan, karar uzayinin iiyelik fonksiyonu su

sekildedir:
My (x) = mxin{,ul (), 44, () }

Hy(x) =4 almrsa 4 =min{g (x), 1,(x)} olur ve dolayistyla A < g4 (x) ve 4 < g4, (x) *dir.

A< —x, +2x,+3
17

1< 2x, +x, =7
14

denklemleri diizenlenirse,

17A<=x,+2x, +3
144 <2x,+x, =7

X, —2x,+174<3
2x, +x, =144 27

elde edilir. Bu esitsizlikler birer kisit olarak probleme eklenir.

Bu durumda A €[0,1] kararin maksimize edilmesiyle bulunur. Problemin son sekli sdyledir.
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max A

A<1

X, —2x,+174<3
2x,+x, =144 27
—x, +3x, <21

x, +3x,<27
4x,+3x, <45
3x,+x, <30

X,%,,A20

b

5.0323}

Problem WINQSB paket programi ile ¢oziillirse, problemin optimal ¢éziimii X P = {7 126

amag fonksiyon degerleri z,(X°)=9.6129 ve z,(X°)=17.3872; tatmin seviyesi 1 =0.7419

olarak bulunur.
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6. SONUCLAR

Bu calismada, ¢ok kriterli karar verme proseslerinde kullanilan birlestirme operatorleri
incelenmigstir. Cok kriterli karar problemlerinde, en iyi alternatifin se¢ilmesinde amaclar
(kriterler) birbiriyle ¢elisebildiginden, alinan karar tiim amaclar i¢cin optimal olmayabilir.
Karar vericiler, bazi amaglarda kazanmak icin bazi amaglardan belli dlgiilerde 6diin vermek
durumundadirlar. Tiim kriterlerin saglanmasini isteyen bir karar verici, kotlimser (riskten
kacinan) bir davranig sergileyerek, bir tiir t-norm olan minimum operatorii ile birlestirme
yapar. Bunun aksine, sadece bir kriterin saglanmasini yeterli géren bir karar verici, iyimser
(risk tstlenen) bir davranig sergiler ve bir tiir t-konorm olan maksimum operatorii ile
birlestirme yapar. Cogu kararda, ne tam iyimser bir davranig ne de tam bir kotiimser davranig
sergilenmelidir. Bu nedenle, dengeleyici olmayan t-norm ve t-konorm operatdrleri yerine,
birlestirilen degerlerin minimumu ve maksimumu arasinda sonuglar veren (dengeleyici)
operatdrler kullanilmalidir. Ortalama operatorleri dengeleyicidir. Ancak, uygulamalarda
aritmetik benzeri ortalamalarin, karar vericilerin tercihlerini yansitmakta yetersiz kaldigi
goriilmiistiir. Ornegin, Kisim 5.2°de verilen uygulamada karar vericiler (3,2,2,2,2,2,2,2)
degerlendirmesine sahip bir adayin genel puaninin 2.125’den diisiik olmasini istemektedir.
Ancak, bu adayin genel puani aritmetik ortalama operatorii ile hesaplandiginda sonug 2.125
etmektedir. Mevcut problemlerde medyan operatorii ile adaylar siralanamamistir.
Genellestirilmis « -ortalamalarinin ve OWA operatorlerinin ise karar vericilerin tercihlerini
en iyi sekilde yansittigi goriilmiistir. OWA operatorii bir tiir bulanik integraldir. Bulanik
integraller, kriterler birbirinden bagimsiz degilse, yani kriterler arasinda etkilesim varsa, bu
etkilesimi sekillendirmeye imkén saglar. Bunun yani sira, OWA operatorii bir ortalama
operatorii oldugundan dengeleyicidir. Bu nedenle, karar wvericiler sayisal skorlarla
degerlendirme yapiyorsa, bu operator ile birlestirme dogru olur. Ancak, degerlendirmeler

sozlerle yapiliyorsa belirsizlikler ortaya ¢ikar ve linguistik yaklasim gereklidir.
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4-7 Temmuz 2004 | Yunanistan| Sézli | AHLATCIOGLU, Kitancs ve Kendi
Fatma TIRY AKI Hapeiet

*Poster, Sozlii, Cagrili

**Bildiri Ozetleri Kitapcig1, Toplant1 Raporu, Ulusal Mecmua, Uluslar Arast Mecmua

##%Y1]d1z Teknik Universitesi, Kendi, Diger

Not: Bu forma katilmak istenen toplanti i¢in davet mektubunun fotokopisi eklenecektir.
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OZGECMIS

Dogum tarihi 29.08.1980

Dogum yeri Kadikoy

Lise 1994-1997 Ozel Marmara Fen Lisesi

Lisans 1998-2003 Yildiz Teknik Universitesi Fen-Edebiyat Fakiiltesi

Matematik Boliimii
Yiiksek Lisans 2003-Devam ediyor Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Boliimii

Cahistig1 kurum(lar) )
2004-Devam ediyor Yildiz Teknik Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Arastirma Gorevlisi



