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ABSTRACT
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This thesis consists of six chapters. The first part of the thesis is devoted to the
introduction. In this section, the concept of uncertainty, the historical background and
development of our subjects, past studies and the deficiencies we aim to eliminate, the
purpose and motivation of our study and the flow of our thesis are included. In the
second chapter, basic concepts and theorems about fuzzy logic, semigroup theory and
normed rings are given. The third section consists of fuzzy semigroups. Here, some
fuzzy transformation semigroups are defined and examined and a notation that will
provide convenience is proposed. The fourth chapter is the most comprehensive part
of our study. In this section, by using fuzzy sets, fuzzy normed rings are defined using
continuous t-norms and s-norms, some related algebraic structures are examined, and
examples are given. At the same time, some fuzzy subrings and ideals on normed rings
are studied. Finally, fuzzy prime and fuzzy maximal ideals are defined, exemplified
and various theorems are stated and proven in this section. The fifth chapter of our
thesis consists of our studies on level ideals on fuzzy normed rings, fuzzy semiprime
ideals and fuzzy normed cosets. In this section, auxiliary lemmas and theorems are
proven and necessary definitions are put forward. The sixth chapter is devoted to the
discussion of the results and the suggestion of possible future work and is the final part

of our thesis.

Key Words: Normed Ring, Fuzzy Set, Fuzzy Transformation Semigroup, Fuzzy

Ideal, Fuzzy Normed Coset.



OZET
BULANIK NORMLU HALKALAR

EMNIYET, Aykut
Doktora Tezi, Matematik
Damisman: Prof. Dr. Memet SAHIN
Agustos 2021
66 sayfa

Bu tez c¢alismasi alti bolimden olusmaktadir. Tezin ilk boliimii giris kismina
ayrilmistir. Bu bolimde, belirsizlik kavrami, konularimizin tarihsel arka plani ve
gelisimi, gegmis calismalar ve gidermeyi amagladigimiz eksiklikleri, ¢alismamizin
amacit ve motivasyonumuz ile tezimizin akis1 yer almaktadir. Ikinci béliimde,
tezimizde yer alan bulanik mantik, yarigrup teorisi ve normlu halkalar hakkinda temel
kavramlar ve teoremler verilmistir. Ugiincii béliim, bulanik yarigruplara ayrilmustir.
Burada bazi bulanik donilisim yarigruplart tanimlanarak incelenmis ve kolaylik
saglayacak bir notasyon onerilmistir. Dordilincii boliim, ¢alismamizin en kapsamli
boliimudiir. Bu boliimde siirekli t-norm ve s-normlar kullanilarak, bulanik kiimeler
tizerinde bulanik normlu halkalar tanimlanmis ve baz ilgili cebirsel yapilar incelenmis
ve Ornekler verilmistir. Ayni zamanda, normlu halkalar iizerinde bazi bulanik
althalkalar ve idealler incelenmistir. Bu boliimde son olarak bulanik asal ve bulanik
maksimal idealler tanimlanmis, o6rneklendirilmis ve gesitli teoremler ifade ve ispat
edilmigtir. Tezimizin besinci boliimii, bulanik normlu halkalarda seviye idealleri,
bulanik yariasal idealler ve bulanik normlu eskiimeler iizerindeki ¢aligmalarimizdan
olugmaktadir. Bu béliimde yardimci lemmalar ve teoremler ispat edilmis ve gerekli
tanimlar ortaya atilmistir. Altinct boliim, sonuglarin tartilsiimasina ve olast gelecek

calismalarin 6nerilmesine ayrilmistir ve tezimizin son boliimiidiir.

Anahtar Kelimeler: Normlu Halka, Bulanik Kiime, Bulanik Doniisiim Yarigrubu,

Bulanik Ideal, Bulanik Normlu Eskiime.
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BOLUM I
GIRIS

1.1 Bilimsel Cahismada Belirsizlik Kavram

Hayatini matematik, bilim, dil ve sanat felsefesine adamis olan Amerikali felsefeci
Max Black, 1937 yilinda diinyaca iinlii makalesi “Belirsizlik: Mantiksal Analizde Bir
Calisma”y1 yaymladi®. Black, bu ¢alismanin hemen girisinde, en gelismis ve yararl
bilimsel teorilerin pratikte hi¢ karsimiza ¢ikmayan nesnelerle ifade edilmesinin bir
paradoks oldugunu ifade etti. Black, “onciil ve sonug¢” yaklasik olarak dogru
oldugunda sonucun gegerliligini yitirmeyecegi goriisiinii destekledi ve Einstein’a ait
“Matematik yasalar1 gergekten soz ettikge belirsizdirler; kesin olduklar1 kadariyla da

gercekten s6z edemezler.” soziinii kolaycilik olarak niteleyerek elestirdi.

Belirsizlik, yillar boyunca hayatin her alaninda insanligin en biiyiik ¢ekincelerinden
biri oldu. Sirketlerin, devletlerin, kurumlarin ve insanlarin sanayide, ekonomide ve
miihendislik bilimlerinde kesin veriye ihtiyaci vardi. Herkes 6ngoriilebilir bir diinyada
yasamak istese de tarihin en 1yi teorik fizik¢ilerinden olan Richard Feynman’in farkl

bir bakis agis1 vardi:

“Stipheyle, belirsizlikle ve bilmeden yasayabilirim. Bence bilmeden yasamak,
yanlis olabilecek cevaplara sahip olmaktan ¢ok daha ilging. Bu sekilde ilerledikge,
kararsiz kaliriz ve alternatiflere firsat vermis oluruz. Gergegin kendisi, bilgi ve
kesin dogru i¢in ¢ok hevesli olmayacagiz ve emin olmayacagiz ... Ilerleyebilmek

icin bilinmeyene kapiy1 aralik birakmak gerekir.”?

1 Black, M. (1937). Vagueness: An exercise in logical analysis. Philosophy of Science, 4(4), 427-455.

2Video : BBC Interview with Feynman (uncertainty),
https://www.youtube.com/watch?v=_MmpUWEWS6Is&t=53s, 21.07.2021.



https://www.youtube.com/watch?v=_MmpUWEW6Is&t=53s

Feynman’in bu fikri, hayatta tiim belirsizlikleri ortadan kaldirmanin miimkiin
olmadigini kabullenme duygusuyla, bir miktar belirsizligin yasama renk katacagini
diistinmesinin bir sonucu olsa gerek. Bu haliyle, kendisine ¢ok sayida taraftar
bulacagini soylemek de miimkiin. Fakat is, en kiigiik belirsizliklerin ¢arpan etkisiyle
biiyiik hesaplama hatalarina doniisebilecegi akademik diinyaya geldiginde “romantik”

sOzler yerini gerceklere birakmaktadir.

Britanyali filozof, matematik¢i ve mantik¢1 Bertrand Russell, ¢aligmalariyla kiime
teorisi, dilbilim, yapay zeka, bilgisayar bilimi, analitik felsefe ve matematik felsefesi

gibi alanlarda biiyiik etki yapmis bir bilgeydi.

“Belirsizlik ve kesinlik, anlasilmasi ¢ok gerekli olan 6nemli kavramlardir... Tiim
diisiinceler bir dereceye kadar belirsizdir ve tam dogruluk (kesinlik) pratik olarak

elde edilemeyen teorik bir idealdir.”

Sonug olarak Russell da Black ve Feynman gibi 1900’lerin ilk ¢eyregi heniiz yeni
geride kalmisken, belirsizlikler ve kesin olmayan ol¢timlerle ilgili temkinliydi. Bu
degerli bilim insanlari, kendilerinin de biiyiik katki yaptiklar1 bilim ve teknolojinin
hizla ilerlemesiyle, Ozellikle so6zli iletisimin matematiksel sembollerle ifade
edilmesinde ortaya ¢ikan belirsizlik ya da miiphemlikle basa ¢ikma ¢abasinda bu kadar

kisa siirede bu kadar ¢ok yol alinabilecegini hayal etmisler miydi, bilinmez.

Yirmi y1l gibi kisa bir siire i¢erisinde, karmagik sayisal ve sozel problemlerin klasik
mantik kullanilarak ¢6ziilmesinde yasanan sorunlarin iistesinden gelinmesi yolunda
istiin bir caba gosterildi. Bunlarin en basarilisi ise, tipki Max Black gibi soguk bir
Subat giinii Azerbaycan Bakii’de dogmus olan, Lotfi Aliasker Zadeh tarafindan ortaya
atilan Bulanik Mantik oldu.

1.1.1 Bulamk Mantigin Kisa Tarihi

Max Black’ten yaklasik 30 yil sonra, Zadeh [1] modern belirsizlik kavraminin
aciklanmasinda 6nemli bir nokta olarak kabul edilen ve yeni ufuklar agan makalesini
yayladi. Burada, bulanik kiime ve tiyelik derecesi kavramlarini ilk kez ortaya koyan

Zadeh, kiime teorisinin igerme, kesisim, birlesim, tiimleyen islemleri ile birlikte

3 Russell, B. A. W., (1933). The Analysis of Mind. pp 107. The MacMillan Company: New York.



bagint1 ve digbiikeylik 6zelliklerini bu kiimeler {izerinde tanimladi. Ayrica, bulanik
kiimeler {izerinde cebirsel ¢arpim, cebirsel toplam ve fark bu ¢alismada ortaya kondu
ve Zadeh bulanik bagintilarin bileskesini de yine bu ¢alismada tanimladi. Onemi yillar
igerisinde anlasilan bu yayin, ilk yillarda akademi igerisinde ¢ok ciddiye alinmamis ve

cogunlukla goz ardi edilmis olsa da bugiine kadar yiiz ii¢ binin iizerinde atif ald1.*

Goguen [2-4] bizzat Zadeh ile tanismis, ondan ilham almig bir aragtirmaciydi ve kisa
stirede teoriye onemli katkilarda bulundu. O giinlerde pek bilinmeyen iki Rumen
arastirmaci olan Negoita ve Ralescu [5,6] teorik katkilarinin yaninda bulanik mantigin

uygulamalar1 konusunda yaptiklar1 6ncii caligsmalarla iin kazandilar.

Bulanik mantik teorisinin gelismesi ve yayginlagmasi siirecinde, Fuzzy Sets and
Systems dergisinin yilda dort say1 olarak 1978 yilinda yayimlanmaya baslandigini ve
Bulamk Kiime Teorisi Uzerine Uluslararas: Seminer adiyla ilk bulanik mantik
konferansinin Avusturya Linz’de 1979 yilinda diizenlenmis oldugunu not etmek

gerekir.

80’1i yillarin ortalarina geldigimizde Dubois, Prade, Ruspini ve Yager [7-11] 6zellikle
uygulamali alanlarda yapmis olduklar1 calismalarla bulanik mantigin en giiclii

temsilcileri arasinda yerlerini almislardi.

Ayni tarihlerde Cheeseman, teori aleyhinde “Bulanik mantikla yapilan her seyin
olasilik kullanilarak cok daha iyi yapilabilecegini”® savunan bir ¢alisma yayinladi.
Devaminda, olasilik teorisi destekgileri ile bulanik mantikgilar arasinda yillar boyunca
¢ok verimli miinazaralar yapildi ve bu fikir aligverisleri her iki bilim dalinin gelisimine

biiyiik katkilar sagladi.

1990’larin basinda hemen her tilkede bulanik mantikla ilgili dergilerin yayimlanmasi,
her dilde kitaplarin basilmast ve topluluklarin kurulmasi teorinin diinya c¢apinda
yayginlagsmasina ve daha ¢ok arastirmacinin dikkatini cekmesine olanak sagladi. Ayni
donemde ¢ok sayida ders kitab1 ve farkli disiplinler i¢in uygulama kitabinin [12-17]

yazilmasi da bulanik mantigin yayginlagsmasi ve taninmasinda 6nemli rol oynadi.

4 Google https://scholar.google.com/scholar?hl=tr&as sdt=0%2C58&q=zadeh&btnG=, 21.07.2021

> Cheeseman, P. (1986). Probabilistic versus Fuzzy Reasoning, Machine Intelligence and Pattern
Recognition. (4), 85-102.


https://scholar.google.com/scholar?hl=tr&as_sdt=0%2C5&q=zadeh&btnG=

Bulanik mantik teorisinin buraya kadar olan gelisimi ve tarihi hakkinda daha kapsamli

bilgi Belohlavek ve ark. [18] iginde bulunabilir.
1.1.2 Normlu Halkalarin Kisa Tarihi

O’Connor ve Robertson [19]’a gore degismeli halka teorisi 1801 yilinda Legendre ve
Gauss’un tamsay1 eslesimlerini (kongriians) kesfetmesiyle baglar. Fermat'in Son
Teoremi’ni® ispatlamaya calisan Euler, Lame, Liouville ve Cauchy 1840’larda
aritmetikle ilgili 6nemli sonuglara ulastilar. 1871 yilinda Dedekind bir ideali ilk
tamimlayan, modiil kelimesini ilk kullanan ve cisimleri ilk ortaya koyan kisi oldu.
Dedekind ayrica asal sayilar1 ideallere genellestirerek asal idealleri de tanimladi.
Halka kelimesi ise Hilbert’e aittir (1893). Esas idealler déonemin Diinya Satrang
Sampiyonu Lasker tarafindan ortaya atilsa da, bir idealin esas ideallere ayrismasinin

tek tlirlii olmasina dair 6zelliklerinin ispati 1915°te Macaulay’e kaldh.

Emmy Noether (1882-1935) yalnizca yasadigi donemin degil, tarihin en basarili kadin
matematikgilerinden biridir ve soyut cebire ve teorik fizige ¢igir acici katkilariyla
bilinmektedir. Degismeli halkalarin aksiyomatik simiflandiriimasi 1920’lerde Emmy
Noether ve Krull tarafindan yapildi. Noether 1921°de 6nemli bir adim atarak
polinomlar halkas1 ve sayilar halkasi teorilerini tek bir baslik altinda, soyut degismeli
halkalar teorisi olarak birlestirdi. Ayrimcilik nedeniyle sonuglarini yayinlatamayan
Noether’in ¢aligmalari, ancak Van Der Waerden [20] Modern Cebir adli énemli

eserinde ona yer verdiginde genis bir kitle ile bulugsmay1 basarabildi.

Diger yandan, degismeli olmayan halka teorisini ele aldigimizda, 1840’lara geri doniip
vektor uzayr fikrini ortaya atan Hamilton ile karsilasiriz. Matrislerde toplama ve carpma
islemleri Cayley tarafindan 1850’de takdim edilmis olsa da, 1870 yilinda Pierce kare
matrislerin, bugiin de kullanilmakta olan halka aksiyomlarim sagladigin1 gosteren kisi
oldu. Wedderburn 1905 yilinda her ¢arpik cismin degismeli oldugunu ve dolayisiyla
bir cisim oldugunu ispatladi. Wedderburn’iin teorisi, 1927°de Artin tarafindan artan ve
azalan sonluluk kosullarini saglayan degismeli olmayan halkalara genisletildi ve daha

sonra bu kosullardan azalan olmanin yeterli oldugu gosterildi.

6 x,y, z tamsayilari igin n > 2 olmak lzere, x™ + y™ = z™ denkleminin ¢dzimi yoktur.



1930 sonrasinda degismeli olan ve olmayan halka teorileri birlikte ele alinmaya
baslandi ve 6nceleri degigmeli halkalar i¢in ortaya atilan modiil kavrami genel halkalar
icin ele alinmaya baslandi. Baz1 gelismeler ¢ok hizli gergeklesmedi ve Ornegin,
degismeli olmayan halkalarin asal idealleri 1949 yilinda McCoy’a kadar ¢alisiimadi.
1945°te teoriye 6nemli katkiyi, grup teorisine benzer sekilde, bir halkanin Jacobson
Radikali’ni tanimlayan Jacobson yapti. Ilging olan ise, Jacobson’un bu fikrinin

temellerinin 1885 yilina ve Frattini’ye kadar dayanmasidir.

Normlu halkalarin temellerine indigimizde, karsimiza Van Neumann ve Murray’in
[21-24] operator halkalar1 {izerine yazdiklar1 dort oncii eser ¢ikmaktadir. Bu
kaynaklarda Hilbert uzayinda sinirli lineer operatdrlerin cebiri detayli ve birbirinin
devami olarak c¢aligildi. Naimark [25] normlu halkayi, cebirsel anlamda en basit
haliyle, bir cebiri olusturan elemanlarin basit gereklilikleri saglayan bir norma sahip
keyfi bir kiimesi olarak tanimladi. Baslangigta bu yapiya normlu cebir adini verdi.
Normlu cebirlerin radikallerini, siirekli homomorfizmalarini ve diizgiin temsillerini,
ayrica Banach cebirlerini detayli olarak bu monografta ¢alisti. Naimark’in tanimi ve
bakisi, yakin dostu olan Gelfand ve ark. [26] tarafindan sistematik olarak gelistirildi.
Bu ¢alismada, degismeli normlu halkalar iizerine sonuglar, maksimal ideallerle ilgili
sonuglar ve smiflandirmalar yer almaktaydi. Boylece, Gelfand degismeli normlu
halkalar teorisini kurdu. Ulugay ve ark. [27], 2016 yilinda esnek normlu halkalar:
tanimladilar ve Molodtsov [28] tarafindan tanimlanan esnek kiimeler kavramini

kullanarak esnek normlu idealleri ve esnek tam normlu halkalari ortaya koydular.
1.2 Bulamik Normlu Halkalara Giden Yol

Kiimeler teorisinin bir konusu olan bulanik mantik teorisi ve soyut cebir igerisinde yer
alan halka teorisi ilk bakista birbirinden olduk¢a uzak olan iki daldir. Ancak, elbette
halkalar da kiimelerin sagladig1 (ya da saglamadigi) cesitli aksiyomlar {izerinden
tanimlanmakta ve smiflandirilmaktadir. Buradan hareketle, tanimlar1 bakimindan, iki
degerli mantik iizerine insa edilmis saf (piir) soyut matematiksel yapilarin dahi, bilimin
hemen her alaninda uygulamalari1 bulunan bulanik kiimeler ve bulanik mantik kurallar
ile yeniden tanimlanmasi miimkiin olmus ve bu yeni tanimlarla ortaya ¢ikan (hibrit)

yapilar, 6zellikle son otuz yilda ilgi ¢ekici arastirma konulart haline gelmistir.

Kronolojik olarak ele alacagimiz asagidaki eserler literatiirii tarama, bulanik normlu

halkalar1 tanimlama ve teoriyi ortaya koyma asamasinda yararlandigimiz kaynaklardir.

5



Das [29] bir bulanik altgrubun seviye altgrubunu tanimladi ve bunu kullanarak sonlu
devirli gruplarin tim bulanik altgruplarini karakterize etti. Kuroki [30] bir yarigrup
icinde bulanik yariasalltk kavramini ortaya att1 ve basit yarigruplarin bir yarilatisi olan
bir yarigrup tamimladi. Bulanik degismez altgruplar ve bulanik ideallerin bazi temel
ozelliklerini veren Liu [31], bir bulanik idealini kullanarak bazi sartlar altinda
degismeli ve birimli bir halkanin bir cisim olacagini gosterdi. Ayrica, [32]’de bir
halkanin L-bulanik idealleri {izerinde kesisim, toplama ve ¢arpma islemlerini tanimladi
ve klasik ideallere ait bazi islemlerin temel 6zelliklerini L-bulanik idealler iizerinde
gosterdi. Mukherjee ve Bhattacharya [33] bulanik normal altgrup ve bulanik eskiime
kavramlarini ortaya att1. Bir grubun bulanik altgrubunun bulanik normal olma sartini
verdi ve bir bulanik normal altgrubun tiim seviye altgruplarinin normal oldugunu
gosterdi. Lagrange Teoremi’nin bulanik bir versiyonunu ifade ve ispat etti. Mukherjee
ve Sen [34] halkalarin bulanik ideallerini ¢alistt ve bunlari, diizgiin halkalar1 ve
Noether halkalarmi siniflandirmak ve tamsayilar halkasinin tiim bulanik asal
ideallerini belirlemek i¢in kullandi. Swamy ve Swamy [35] bir idealler ailesinden
herhangi bir bulanik ideal insa etmek i¢in kosullar buldu ve asal ve maksimal bulanik
idealler i¢in 6nemli sonuglara ulasti. Verilen bir grubun bir bulanik altgrubunun hangi
sartlar altinda iki bulanik 6z altgrubun bir birlesimi olarak kabul edilebilecegini
aragtiran Dixit ve ark. [36], bulanik karakteristik altgruplart ve bulanik eslenik
altgruplar1 da karakterize etti. Ayrica, [37]’de bulanik asal ideallerin homomorfizmler
altinda goriintli ve Ongoriintiilerinin cebirsel yapilarini inceledi ve bir bulanik asal
(bulanik maksimal) idealin tiim bulanik eskiimelerinin halkasini ¢alistr. Malik ve
Mordeson [38] bir halkanin bulanik maksimal ideal, bir bulanik idealin bulanik
radikali ve bulanik esas ideal kavramlarini tanimladi. Dixit ve ark. [39] bir halkanin
sonlu bulanik altkiimesi tarafindan {retilen bulanik althalkayr / bulanik ideali
tamimladi ve bulanik yariasal ideali tanimlayarak temel 6zelliklerini ¢alistr. Bunlarla
birlikte, bulanik cebirsel yapilar1 ve 6zellikle bulanik gruplart ve altgruplar: detayh
olarak inceleyen [40], bulanik cebir teorisine 6nemli katkilarda bulunmus Mordeson

ve arkadaglan tarafindan yazilmis ¢ok sayidaki kiymetli eserden biridir.
1.3 Calismamizin Amaci

Klasik yarigruplar ve sonrasinda bulanik yarigruplar, daha 6nce soziinii ettigimiz ¢ok

sayida degerli calismanin konusu olmustur. Yarigruplar {izerine arastirma ve



calismalar devam etmektedir. Bu tezde bizim amacimiz, bugiine kadarki literatiirii
dogru sekilde takip ederek ileriye tasiyabilmek ve bunun icin daha Once
tanimlanmamis bazi bulanik yarigruplar1 tanimlayarak, bunlarin cebirsel 6zelliklerini

calismak, kolaylastirict notasyonlar 6nermek ve bulgularimizi paylasmaktir.

Ayrica, yukarida sozii edilen ¢alismalarin her biri bulanik cebir agisindan da birer
onemli kilometre tagidir. Bulanik halkalar ¢ok sayida arastirmaci tarafindan
incelenmis ve cebirsel 6zellikleri ¢alisilmistir ve giiniimiizde ciddi bir ilgi gérmeye
devam etmektedir. Normlu halkalar tizerine c¢alismalar ise daha eski tarihlerde
yogunlagmaktadir. Buna ragmen, son yillarda normlu halkalara olan ilgi de gozle

goriiliir 6l¢lide artmustir.

Ayri ayri ¢aligilmis bu iki konunun bir potada eritilmesinin, normlu halkalara bulanik
kiimeler iizerinden baska bir agidan tekrar bakilmasinin, yeni tanimlarin yapilarak
althalkalar ve ideallerin bu yeni duruma uygun sekilde yeniden incelenmesinin
literatiirdeki 6nemli bir boslugu dolduracag: agiktir. Daha 6nce tanimlanmamis ve
calisilmamig bir konu olarak bulanik normlu halkalar, bu sayede literatiire

kazandirilmis olacaktir.

Benzer sekilde, bulanik cebirin bir baska konusu olan bulanik yarigruplar {izerine, bu
tezde ilk kez ortaya koydugumuz tanim, notasyon, 6rnek ve teoremlerin de ilerleyen

yillarda aragtirmacilardan yogun ilgi gérecegine inantyoruz.

Bu haliyle yaptigimiz ¢alisma, alaninda kendisinden 6nce yapilmis ¢alismalar1 takip
eden ve yeni bir yol agan, 6zgiin ve degindigi konularla ilgili teoriler arasinda saglam

bir koprii vazifesi gdrmeyi amaglayan bir emegin lirlintidiir.
1.4 Yontem ve Motivasyon

Soyut cebir alanindaki ¢alismalar genellikle birbirine benzer akisa sahiptir. Alan,

uygulamalara ve deneylere agik olmadigindan, tezimizde de kullandigimiz yontem,

Tanim = Yardimc1 Lemma = Ispat = Teorem = Ispat = Sonu¢ = Ornek = Tanim

seklindedir.

Arastirma konusu olarak bulanik normlu halkalar1 se¢cmekteki gayemiz, literatiire
0zgiin ve nitelikli bir katkida bulunabilmektir. Bu yolda amacimiza emin adimlarla

yilriidiigiimiizii diisiiniiyoruz. Nitekim, bu tez ¢alismasinin ilk sonuglarimi “Fuzzy



Normed Rings” [51] adiyla yaymladigimiz ve yeni bir cebirsel yapinin temellerini
ortaya koydugumuz 2018 yilindan bugiine kadar, bulanik normlu halkalar ciddi bir ilgi
gbérmiis ve ¢calismamiz Agustos 2021 itibariyle sekiz adet nitelikli atif almistir [52-59].
Bu caligmanin ilgi gérmeye devam edecegini ve ilerleyen yillarda etkisinin daha da

artacagini diisliniiyoruz.

Bununla birlikte, tezimizin diger boliimlerini olugturan ve 2021 yilinda yayinlanan iki
calismamizin da ozellikle bulanik yarigruplar alanina katki verecegine ylirekten

gliveniyor ve inaniyoruz.
1.5 Tezin AKis1

Tezimiz alt1 boliimden olusmaktadir. Ilk boliim giris kismina ayrilmistir. Bu béliimde,
belirsizlik kavrami, konularimizin tarihsel arka plani ve gelisimi, ge¢gmis ¢aligmalar ve
bu c¢aligsmalarin gidermeyi amagladigimiz eksiklikleri, c¢aligmamizin amaci ve

motivasyonumuz ile tezimizin akis1 yer almaktadir.

Ikinci boliimde, tezimizde yer alan bulanik mantik, yarigrup teorisi ve normlu halkalar
hakkinda temel kavramlar ve teoremler verilmistir ve bu boliim ilerleyen boliimlerde

kullanilacak tiim temel bilgileri icermektedir.

Ucgiincii boliim, bulanik yarigruplarla ilgili ¢alismalarimiza ayrilmistir. Burada,
bulanik doniisiimlerin bileskeleri, tanim ve goriintii kiimeleri tanimlanmis ve
gosterimlerde  kolaylik saglayacak yeni bir notasyon Onerilmistir. Bulanik
altyarigruplar, bulanik kismi, bulamik tam doniisiimler ve bunlarla ilgili bulanik
yarigruplar bu bolimde tanimlanmis ve Orneklendirilmistir. Ayrica, bulanik
permiitasyonlar, bulanik bire-bir ve singiiler doniisiimler ile bunlarin arasindaki
altyarigrup olma (olmama), ideal olma (olmama) iliskileri yine iiglincli boliimde

incelenmistir.

Dordiincii boliim, ¢alismamizin en kapsamli bolimiidiir. Bu boliim, bulanik normlu
althalkalarin tanimlanmasi ve 6rneklendirilmesiyle baslamakta ve siirekli t-norm ve
s-normlar kullanilarak, bulanik kiimeler {izerinde bulanik normlu halkalarin ilk kez
tanimlanmasiyla devam etmektedir. Cok sayida aciklayict 6rnek vermeye calistigimiz
dordiincii boliimde, normlu halkalarda bulanik ideallerle ilgili bulgularimiz genis yer

tutmaktadir. Ayrica, normlu halkalarin bulanik asal ve bulanik maksimal idealleri



tanimlanmis ve bunlarin arasindaki cebirsel iliskiler yardimeci1 lemma ve teoremler

yardimiyla gosterilmistir.

Tezimizin besinci boliimii, bulanik normlu halkalarda seviye idealleri, bulanik yariasal
idealler ve bulanik normlu eskiimeler iizerindeki calismalarimizdan olusmaktadir.
Bulanik ideallerin A, seviye kiimelerinin, bir NR normlu halkasinin bulanik idealleri
olma kosullar1 incelenmis ve ilgili teoremler ispatlanmistir. Bulanik normlu eskiimeler
kavrami ve ilgili teoremler burada yer almaktadir. Besinci boliimde son olarak, bulanik
yariasal idealler tanimlanmis ve NR bulanik normlu halkasina ait A bulanik idealinin

bulanik yariasal olmasi i¢in gerek ve yeter bir sart verilerek ispatlanmustir.

Altinc1 boliim, elde ettigimiz sonuclarin degerlendirilerek tartisilmasina ve olasi

gelecek calismalarin 6nerilmesine ayrilmistir.

Tezimizle ilgili calismalarimizi iceren ii¢ adet yayin ve yazarin Akademik Ozgegmisi,

tezimizin sonunda yer almaktadir.



BOLUM I1
ON BILGILER

Temel Kavramlar

Bu boliimde, tezimizin sonraki boliimlerinde kullanacagimiz temel tanim, 6rnek ve
yardimci teoremler verilecektir. Bunu yaparken bulanik mantik teorisi, cebirsel yapilar
ve halka teorisi ,bulanik cebir, metrik, norm ve normlu uzaylar siralamasini takip

edecegiz.

Tammm 2.1 [41] X evrensel kiimesi {izerinde, elemanlar1 x € X ile gosterilen bir A

kiimesi,

A= {(x,,uA(x)):x € X}

siralt ikililerinden olugsun. Burada p,(x), x elemaninin A kiimesi i¢indeki iiyelik
fonksiyonu ya da tiyelik derecesi olarak adlandirilir. Her x € X i¢in 0 < py(x) <1

ise A kiimesine bir bulanik kiime denir.

Ua(x) =0 ise x elemanmin A kiimesi iginde yer almadigi ve py(x) = 1 oluyorsa

x elemaninin A kiimesinin (biitliniiyle) bir eleman1 oldugu anlasilir.

Bu ¢alisma boyunca genellikle, x elemanmin A kiimesi igindeki {iyelik derecesini

Ua(x) yerine A(x) ile gosterecegiz.

Tamim 2.2 [1] A ve B bulanik kiimeler ve x € X evrensel kiimede olmak iizere, eger

A kiimesi B kiimesinin altkiimesi (ya da B, A’y1 igeriyor) ise, her x € X igin,
ACB © A(x) < B(x)

olur.
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Ornek 2.3 [41] 10 sayisina yakin reel sayilarin bir bulanik kiimesini olusturalim,
A={(pa(x): ua(x) = (1+ (x —10)?)7*} olarak tanimlansin.

uhiﬂ
1

Sekil 2.1 A bulanik kiimesinin p4(x) tiyelik fonksiyonu

Omegin, py(7) = 0.1 = pu,(13) ve us(10) = 1 oldugu kolaylikla goriilebilir.
Tamim 2.4 [41] A ve B iki bulanik kiime ve x € X olmak iizere,
A N B kesigim kiimesinin tiyelik fonksiyonu

(AnB)(x) = min(A(x),B(x)) ,
A U B kesisim kiimesinin iiyelik fonksiyonu

(AUB)(x) = max(A(x),B(x))
ve A tiimleyen isleminin iiyelik fonksiyonu

Alx)=1- A(x)

seklinde noktasal olarak tanimlanir.

Lemma 2.5 [1] Klasik kiimelerde birlesim ve kesigsimle ilgili De Morgan kurallar1 (7
ve 8) ve dagilma ozellikleri (9 ve 10) asagidaki gibidir:

(AUB)=ANB (7)
(ANB)=AUB (8)
CN(AuB)=(CnAU(CNB) 9
CUANB)=(CUAN(CUB) (10)

11



Simdi, (7), (8), (9) ve (10) ile birlikte Tanim 2.4 kullanilarak, De Morgan kurallar1 ve
dagilma 6zelliklerinin bulanik kiimelerdeki tanimlarini elde edebiliriz. Ornegin, (7)

esitligi,
1 —max(A(x),B(x)) = min(1 — A(x),1 — B(x))
olur. Diger yandan, (10) esitligi bulaniklagtirilirsa,
max(C (x), min(A(x), B(x)) ) = min[max(C(x), A(x)), max(C(x), B(x))]

olarak elde edilir.

Ornek 2.6 [7] A ve B kiimelerinin bulanik iiyelik dereceleri sekildeki gibi verildiginde,

AN B, AU B ve A kiimelerinin alacag iiyelik derecelerine ait gorsel sekildeki gibidir:

I - I £
B
Ha kg
0 A 0 X
Ang aug
I I
HANE Haue
o X 0 X
A 4
I I
Ha / s I
e S
% i P 1".-'}::.: Z fﬁf . M
L4 X 0 X

Sekil 2.2 Kesisim, Birlesim ve Tiimleyen Bulanik Kiimeler
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Ornek 2.7 [7] Onceden tanimlanmis ve siklikla kullanilan bulamk iiyelik

fonksiyonlardan bazilar1 asagidadir:

(a) Trianguler MF (b) Trapezoidal MF

1 1

0.8 08

06 06

0.4 0.4

0.2 0.2

% 20 40 e 8 100 % 20 40 e 8 100
(c) Gaussian MF (d) Generalized Bell MF

1 1

08 0.8

06 0.6

0.4 0.4

0.2 02

% 20 40 e 80 100 % 20 40 e 8 100

Sekil 2.3 Baz1 Bulanik Uyelik Fonksiyonlari

Bunlar, (a) Uggensel, (b) Yamuksal, (c) Gauss ve (d) Genellestirilmis Can
fonksiyonlaridir. Ornegin, yukaridaki Yamuksal Uyelik Fonksiyonu,

( 0, x <10yadax >90ise
x—10 10<x<20i
) S X Lse
A(x) =420 -10 .
1, 20<x < 60ise
90 — x
\90 — 60’

60 <x <90ise

seklinde ifade edilebilir.

Tanmim 2.8 [38] X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesinden [0,1] kapal1 araligina

tanmimlanmus bir f fonksiyonuna, X’in bir bulanik altkiimesi denir.

A, X’in bir bulanik altkiimesi ve 0 < t < 1 olsun. R bir halka olmak tizere,
A, ={x ER:A(x) >t}

kiimesine X’in A’ya gore seviye kiimesi denir.

Her t > s igin agik¢a A; € A, olur.
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Tamim 2.9 [42] Asagidaki sartlar1 saglayan bir *: [0,1] X [0,1] — [0,1] ikili islemine

bir t-norm denir:
(i) * islemi degismeli ve birlesmelidir, yani, her x,y, z € [0,1] igin
X*y=y*X

xx(yxz)=(x*xy)*z,

(i) * islemi azalmayandir,
x1 Sx; = (X xy) < (%),
y1 <y, = (x*y1) < (xxy2),

(iii)herx € [0,1]i¢cin 1 *x = x ve 0 * x = 0.

Diger yandan, yukaridaki (iii) sarti, (iii’) ile degistirilirse bir S-norm (t-conorm) elde
edilir. Diger bir deyisle, <:[0,1] x [0,1] - [0,1] islemi (i), (ii) ve (iii’) sartlarim

sagliyorsa, S-norm olarak anilir:
(@ii’) her x € [0,1] igin 10x = 1ve 0Ox = x .

* ve < islemleri [0,1]% - [0,1] (bildigimiz anlamiyla) siirekli oluyorsa, bir siirekli

t-norm (s-norm) adin1 alir.

Ornek 2.10 xxy=min{x,y}, x*y=x.y ve x*y=max{x+y— 1,0}

fonksiyonlart siirekli t-normlardir.

xOy = max{x,y}, xOy=x+y—x.y ve x>y =min{x +y,1} fonksiyonlari

sturekli s-normlardir.

Tamm 2.11 [43] - bir ikili islem ve G kiimesi - altinda kapali olan bostan farkli bir

kiime olsun.

(Yarigrup) - islemi birlesme 6zelligini sagliyorsa, (G,") cebirsel yapisina bir yarigrup

denir.
(Monoid) Etkisiz elemana haiz olan yarigruba bir monoid ad1 verilir.

(Grup) (G,") cebirsel yapisi asagidaki kosullari saglarsa bir grup olarak anilir:
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G1: Hera,b,c € G igin,
(a*b)-c=a-(b-0) (birlesme ozelligi)
G2: Her x € G i¢in,
e'x=xe=x (etkisiz eleman)
olacak sekilde bir e € G vardir.
G3: Her a € G ile baglantili bir a’ € G eleman1
a-a’'=a-a=e (ters eleman)
olacak sekilde mevcuttur. Degismeli gruplara abel grubu adi verilir.

Tanimm 2.12 [49] Yarigruplar, 0 (sifir) elemanini igermek zorunda degildir. (S,-),

0-elemanli bir yarigrup olsun. Eger her x,y € S igin,
xy=0
oluyorsa, (S,") yarigrubuna bir stfir yarigrup denir.
Eger her x,y € S i¢in,
X-y=x (x-y=y)

oluyorsa, bu yarigruba bir sol sifir (sag sifir) yarigrup denir.
Her x € S igin,

xS=Sve Sx=S§
sartlarin1 saglayan (S,-) yarigrubu bir grup olur. Ciinkii bu sart, grup teorisindeki

(Vx,yeS)(@a,beS):x-a=yveb-x=y

sartinin eslenigidir.
e € S olmak iizere e? = e sartim1 saglayan elemana bir idempotent denir.

T, S yarigrubunun bostan farklir bir altkiimesi olmak {izere, ¢arpma islemine gore

kapali ise, yani Vx,y € T i¢in
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x-y€T
oluyorsa, T’ye bir altyarigrup denir.
A, § yarigrubunun bostan farkli bir altkiimesi olmak tizere, eger
SACA (AScA)

sartin1 sagliyorsa, A’ya S yarigrubunun bir sol (sag) ideali denir. A, S yarigrubunun

hem sag, hem de sol ideali ise (iki-tarafli) ideali olarak adlandirilir.

Ornek 2.13 Bilinen toplama islemi ile pozitif tamsayilar kiimesi (Z*,+) bir grup

degildir, ¢iinkii + islemine gore ters elemanlar bu kiimede yer almaz.

Tamsayilar, rasyonel sayilar, reel sayilar ve karmasik sayilar toplama islemi ile

yukaridaki sartlar1 saglarlar. Z, Q, R ve C birer abel grubudur.

Girdileri reel sayilar olan n X n tipindeki matrisler M,,(R) grup degildir. Ancak
M, (R) kiimesinin terslenebilir matrislerden olusan her bir alt kiimesi matris ¢arpmasi

ile (degismeli olmayan) birer gruptur.

Tamm 2.14 [43] R bir kiime, + (toplama) ve - (¢arpma) R iizerinde tanimli iki ikili

islem olsun. (R, +,7) asagidaki aksiyomlar1 saglarsa bir halka adin1 alir:
R1: (R, +) abel grubudur.
R,: Carpma islemi birlesmelidir.
R3:Hera,b,c €R igin,
a-(b+c)=a-b+a-c (soldan dagilma)
(a+b)-c=a-c+b-c (sagdan dagilma)
ozellikleri saglanir.

Halka, carpma islemi degismeli olursa degismeli halka ve ¢arpmanin etkisiz elemani

12 mevcutsa birimli halka adin1 alir.
Ornek 2.15 (Z, +,), (Q, +,), (R, +,-) ve (C, +,’) birer degismeli halkadur.

M, (Z), M, (Q), M, (R) ve M, (C) ise degismeli olmayan halkalara 6rnektir.
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Ornek 2.16 Reel sayilardan reel sayilara tanimli, f: R — R siirekli fonksiyonlardan

fooof(x)dx <

sartin1 saglayan fonksiyonlarin kiimesini R ile gosterelim.

FRHX)=f)+gkx) ve (fQg)(x)=f(x)g(x) ile tanimlanan islemler
olsun. Oz = f(x) = 0 sabit (sifir) fonksiyonu olarak alinirsa, (R,@,&®) toplamsal
birimi O olan bir degismeli halka olur. Ancak, f(x) = 1 fonksiyonu igin,

f 1l.dx = lim (x — 0) =0
0 X—00

oldugu icin bu halka, birimli degildir.

Tamim 2.17 R bir halka ve @ # S € R olsun. Eger, S kiimesi R’nin iglemlerine gore

halka sartlarini saglarsa, S ye R’nin bir althalkas: denir.
Diger bir deyisle, her a,b € S i¢in

)a—beS ve

2)a.b €S
sartlarini saglayan S, R halkasmnin bir althalkasidur.
Ornek 2.18 {03} ve R, R halkasimin asikar althalkalaridir.

Tek tamsayilar, Z,,,1 = {2k +1: k € Z} kiimesi Z tamsayilar kiimesinin bir

althalkas1 degildir, ¢iinkii ¢ikarma islemine gore kapali olma sartin1 saglamaz.

M, (Z) kiimesi 2 X 2 tipinde, girdileri tamsayilar olan matrislerin kiimesidir. Simdi,

bostan farkl1 S = { [g 2] 1 X,y € Z} C M, (Z) altkiimesini ele alalim.

X1 O] [xz 0

0 yllo }’z] € S matrisleri igin,

X1 — Xy ]
€ Sve
O J’1] [O }’2][ V1-Y2
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X1. X2 ]
€S
0 3’1][0 3’2] [ V1-Y2

oldugundan, S € M, (Z) bir althalkadur.

Tanmim 2.19 R bir halka ve @ # I € R olsun. Eger, hera,b € [ ve r € R igin
Da—-bel ve
2)r.a€el ve arel

saglaniyorsa, I’ya R halkasimnin bir ideali denir. Sadece r.a € I sart1 saglanirsa, I bir

sol ideal ve sadece a.r € I sart1 saglanirsa, I bir sag ideal olarak adlandirilir.
Ornek 2.20 {0z} ve R asikar ideallerdir.

Bir R halkasinin her ideali bir athalkadir, ancak tersi dogru olmayabilir. Ornegin,
3Z < Q althalkasidir, ancak r = % EQvea=6€3Z i¢in r.a=a.r = g ¢ 37

oldugundan, 3Z ¥ Q ideali degildir.

R birimli ve degismeli bir halka ve a € R olmak {izere,
(a) ={a.r : v € R}

kiimesi R halkasinin bir idealidir.

Tanmm 2.21 [43] R ve R’ iki halka olsun. ¢:R — R’ doniistimii asagidaki sartlari

sagliyorsa bir halka homomorfizmasi olarak adlandirilir. Her a, b € R i¢in

1. ¢(a+b) =¢(a)+ ),
2. ¢(ab) = p(a)p(b).

Ayrica O', R’ halkasimin toplamsal sifirn olmak tizere, ¢@:R — R’ halka

homorfizmasinin,
o '0T={r€eR: o(r)=07
ile tanimlanan althalkasina ¢cekirdek (kernel) denir ve Ker(¢) ile gosterilir.

Birebir halka homomorfizmasina bir monomorfizma, 6rten halka homomorfizmasina
bir epimorfizma adi verilir. Birebir ve 6rten halka homomorfizmasina bir izoformizma

ve bu durumda R ve R’ halkalarina izomorfik denir.
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Ornek 2.22 [43] ¢:Z > Z, doniisimiinde ¢(a) degeri, a tamsayisinin n ile
bolimiinden kalan olarak tamimlanmis olsun. @(a + b) = @(a) + @(b) oldugu
aciktir. Carpma isleminin de aymi Ozelligi sagladigimi gostermek icin, bdlme

algoritmasindan,
a=qn+nr ve b=qgn+n
yazilirsa,
ab = n(q1qon + r1qz + 12q1) + 11y

oldugundan, r;7r, sayisi n ile bolindiginde kalan ¢@(ab) olur. Diger yandan,
p(a) =1, ve o(b) =r, olup, p(a)p(b) = rr, ve homomorfizmanin garpma sarti
da saglanmis olur. Ayrica, @:Z — Z, homomorfizmasinin ¢ekirdegi, yani

Ker(@) = nZ dir.

Tanim 2.23 [49] X bostan farkli bir kiime ve ¢, X X X {lizerinde bir baginti olsun. Eger
her x € dom(¢) i¢in, |x@| = 1 oluyorsa, yani tanim kiimesindeki her eleman bir tek
elemana esleniyorsa, ¢ bir kismi doniisiimdir denir. X kiimesi lizerinde kismi

doniistimlerin kiimesi Py ile gosterilir.

Eger kismi ¢ doniisiimii i¢in dome = X ise, ¢ bir tam doniigiimdir denir. X kiimesi

tizerinde tam doniigiimlerin kiimesi Ty ile gosterilir.
a,f € By iki bagint1 olmak iizere, bunlarin bileskesi a o 3,
(@aop)={(x,y) EXxX:(Az € X)(x,2) € ave (z,y) € f}

seklinde tanimlanir. Yukarida tamimli bileske islemi ile (By,0), (Tx,o) birer
yarigruptur.

Py kismi doniisiimler kiimesinin yarigrup olabilmesi iki sarta baghdir. a, f € Py igin
dom(a o B) = (a Y [im(a) Nndom(B)] ve im(a o B) = Blim(a) N dom(B)].

Ancak bu sekilde, (Py,o) bir yarigrup olur.

Tamm 2.24 [44] A ve B iki kiime olsun.

(1) u: A x B — [0,1] fonksiyonuna bir bulanik bagint: denir.
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(2) Her a € A i¢in u(a,b) > 0 olacak sekilde b € B mevcutsa, u bulanik
bagintisina tam baginti denir.

(3) Eger her a € A, b,b" € B igin u(a,b) = u(a,b’) olmasi b = b’ olmasini
gerektiriyorsa, u bulanik bagintisina bulanik kismi fonksiyon denir.

(4) Tam kismi bulanik bagintiya bir bulanik fonksiyon denir.

Tamm 2.25 [45] X ve Y bostan farkli kiimeler olsun. a; ve a,, X kiimesi lizerinde iki
bulanik baginti olsun. Bu durumda, her x, y, z € X i¢in iki bulanik bagintinin bileskesi

a4 ° a, ile gosterilir ve

(ayoay)(x,y) = V(“1(x: z)N\ay(z, y))

seklinde tanimlanir. Burada sirasiyla V bulanik maksimum ve A bulanik minimum

fonksiyonlaridir.

X kiimesi iizerindeki tiim bulanik bagintilarin kiimesi FBy, yukarida taniml bileske
islemi ile bir yarigruptur. Dahasi, etkisiz bagint1 Idy, her x = y i¢in Idy(x,y) = 1 ve

x # yicin Idx(x,y) = 0 olarak alinirsa F By, birimli bir monoid olur.

Lemma 2.26 [44] S bir yarigrup ve f bir bulanik altkiime olsun. Bu durumda,

asagidaki kosullar saglanir:

(1) f, S’nin bir bulanik altyarigrubudur ancak ve ancak f o f C f.

(2) f, S’nin bir bulanik sol idealidir ancak ve ancak S o f C f.

(3) f, S’nin bir bulanik sag idealidir ancak ve ancak f o S C f.

(4) f, S’nin bir bulamik (cift tarafli) idealidir ancak ve ancak So f € f ve

foScf.

Tamim 2.27 [46] Q bostan farkli bir sonlu kiime, S sonlu bir yarigrup ve
§:Q X S = Q asagidaki sartlar1 saglayan bir kismi fonksiyon olsun: Her g € Q ve

s, s’ € Sicin,

(1) 6(8(q,5)s") = 8(q,ss") ve
(2) 6(q,s) = 6(q,s") oldugunda s = s’

sartlar1 saglaniyorsa, (Q, S) ikilisine bir doniisiim yarigrubu denir.
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Tammm 2.28 [47] Q bostan farkli bir sonlu kiime, S sonlu bir yarigrup ve p,
Q X S X Q kartezyen carpiminin bir bulanik altkiimesi olmak iizere, agagidaki sartlari

saglayan (Q, S, p) ugliisiine bir bulanik déoniigiim yarigrubu (fts) denir:

(1) Heru,v € Sve p,q € Q igin

p(q,uv,p) = V{p(qu,r) A p(r,v,p)| T € Q}.
(2) S birimli bir yarigrup ve birimi e ise, bu durumda her ¢,p € Q i¢in g = p ise

p(q,e,p) =1 ve q #pisep(q,e p)=0olur
Bunlarla birlikte, asagidaki sart da saglanirsa, (Q, S, p) sadiktir denir.
(3) u,v € S olsun. Eger, her q,p € Q i¢in p(q,u,p) = p(q,v,p) ise u = v dir.

Tanmm 2.29 [17] R kiimesi iizerinde tiim bulanik altkiimelerin kiimesi F(R) ile
gosterilsin. (R, +,") bir halka ve A € F(R) olsun. A (ve — minimum) bulanik kesigim

ve V (veya — maksimum) bulanik birlesim fonksiyonlar1 olmak iizere, her x,y € R i¢in

1. A(x —y) = AX)NA(Y)
2. A(xy) = A(X)NA(Y)

sartlarint saglayan A kiimesine R halkasinin bir bulanik althalkasi denir. Eger, her
a € A igin A kiimesi R halkasinin bir althalkas1 oluyorsa, bu durumda A bir bulanik

halka adin1 alir.

Tanim 2.30 [17] A kiimesi R halkasinin bir bulanik althalkasi olsun. Eger her x,y € R

i¢cin
A(xy) = A(x)VA(y)
oluyorsa, A kiimesi R halkasinin bir bulanik idealidir denir.

R halkas:1 tizerindeki islemler, t-norm ve s-normlar kullanilarak F(R) bulanik

kiimelerine su sekilde genisletilebilir:

Herz € Rve A,B € F(R) i¢in
(A+B)(2) = ©ryy=,(A(x) * B(y))

(A—B)(2) = Op_y=z(A(x) * B(y))
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(A.B)(z) = <>x.y=z(A(x) * B(Y))-

Tamm 2.31 [48] X bir kiime ve her x, y, z € X i¢in p, asagidaki ii¢ sart1 saglayan tek-

degerli, negatif olmayan, reel degerli ve p(x, y) ile gosterilen bir fonksiyon olsun:
Mi:px,y) =0 &x=y,
M,: (simetri) p(x,y) = p(y,x) ve
Mj: (iggen esitsizligi) p(x,z) < p(x,y) + p(y,2) .

Bu durumda, (X, p) ikilisine bir metrik uzay denir.

Ornek 2.32 X bir kiime ve her x,y € X olsun. X iizerinde

(1, egerx+#yise
p(x'”_{o, eger x = y ise

(ayrik) metrigini tanimlarsak, (X, p) bir metrik uzay olur.
Eger metrik, bilinen uzaklik fonksiyonu (mutlak deger)

p(x,y) = |x =yl
olarak alinirsa, yine (X, p) bir metrik uzaydir.

Tamim 2.33 [48] L bir lineer uzay olmak iizere, L iizerinde bir norm, reel-degerli ve
| Il ile gbsterilen bir sonlu fonksiyoneldir ve her x, y € L ve her a i¢in asagidaki sartlari

saglar:
Ni:Herx #0i¢inllx | > 0; (I x =0 & x =0),
No: ll a.x ll = a.ll x Il, ve dolaywsiyla || x [ = || —x |,
Na:llx+y <l xIl +Iyl (liggen esitsizligi).

Uzerinde bir norm tanimlanmus L uzayma bir normlu lineer uzay denir.

Ornek 2.34 n —boyutlu R™ uzayr iizerinde her x = (x;,x5,...,x,) € R" ve

y = (Y1, Y2, -, Yn) € R"igin
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n

lx—yl= Z(xk — Yi)?

k=1

normu tanimlanirsa, (R™, || |I) bir normlu uzay olur.

Ornek 2.35 [a, b] kapal araliginda siirekli olan f € C[a, b] fonksiyonlari iizerinde bir

Il £ 1l normu
Il f Il = max|f(¢)]
asts<b
olarak tanimlanabilir. Bu durumda, (C[a, b], Il II) bir normlu uzaydir.

Tanmim 2.36 [26] R, 1 birimine sahip bir halka olsun. Eger her x € R elemanini || x||
sayisina esleyen bir norm asagidaki kosullar1 saglarsa R bir normlu halka olarak

adlandirilir:
(NRy): |lx]l = 0ve (x|l =0 & x =0).
(NRp): lx + yll < llxl + [lyll.
(NR3): llx.yll < [lxll 1yl
(NRy): l11gll = lI=1gll = 1 ve dolayisiyla [|x|| = [|—xI|.

Bir bakima, normlu halkalarda tanimlanan norm islemi tamlik bolgelerinde tanimlanan
mutlak degerin bir genellestirilmesidir. Burada, |x.y| = |x|.|y| kuralinin yerini

lx.yll < llxll. llyll almstar.

Ornek 2.37 Hilbert uzayinda smirli operatorler halkasinin bir normlu halka oldugu

Murray ve Van Neumann [21] tarafindan gosterilmistir.

Ornek 2.38 [26] D, katsayilar1 kompleks sayilar olan, tek degiskenli ve dereceleri bir
n tamsayisindan kiigiik ya da esit olan polinomlar uzayinda tiirev operatorii olsun. Bu
operatdrle olusturulmus, birim elemanli halkayr I™ ile gdsterelim. D™*! =0
oldugundan, s6z konusu halkanin elemanlar1 katsayilar1 a, olan Y.%_,a,D*

polinomlarmin toplamidir ve D° birim operatérdiir. Simdi,

23



n n
5 o] S
k=0 k=0

olarak tanimladigimizda 1™, operatérlerin ¢arpimi ile birimi e = D olan bir normlu
halkadir.

Ornek 2.39 [26] [0,1] kapal1 araliginda mutlak integrallenebilir, 6lciilebilir kompleks

fonksiyonlarin uzay1 L*(0,1) ile gosterilsin. Bu uzayda norm

1
x|l = f 1x(0)]de
0

ile tantmlanmus olsun. x(t),y(t) € L*(0,1) icin, bu iki fonksiyonun konvoliisyonu *,

t

(e 1)(0) = f x(t = Dy(D)de O0<t<1)
0

hemen hemen her t icin mevcuttur, L1(0,1)’e aittir ve *, konvoliisyon islemi
birlesmelidir. 7 = t — 7 donlisimii yapilabileceginden, bu islem ayni zamanda

degismelidir. Ayrica,

dt

1 t
lx * yll = j j x(t — Dy(D)dr
0 0

dt

1 t
< fo fo x(t — )| ly(@)lde

1 1
_ f ( f |x<t—r)|dt) y(@ldr
0 t
1 1-T
_ f (f |x(t)|dt)|y(r)|dr
0 0

< fo 1x(0)]dt. fo y(0)ld

= llxIliyll -

(NR;3) sart1 da saglandigindan, L*(0,1), konvoliisyon islemi ile bir normlu halkadur.
Bu normlu halkanin birimli olmadigi Ornek 2.16’dakine benzer sekilde kolayca

gosterilebilir.

24



BOLUM I11
BAZI BULANIK DONUSUM YARIGRUPLARI

Klasik yarigruplar s6z konusu oldugunda teorinin 6nde gelen bilim insan1 Howie
[49]’den s6z etmeden gecemeyiz. Howie yarigruplar: takdim etti ve kendisinden sonra
gelen arastirmacilara ilham kaynagi oldu. Clifford ve Preston [50] da klasik

yarigruplarin cebirsel teorisini detayli inceleyerek teoriye biiyiik katkilar yapti.

Calismamizin bu boliimiinii bulanik doniisiim yarigruplarina ayirdik. Bu boliimde ele
alinan tanimlar, teorem ve ispatlar 18-19 Temmuz 2021 tarihlerinde Adana’da
diizenlenen International ICONTECH Symposium-4 on Innovative Surveys in Positive
Sciences adli uluslararasi sempozyumda Ingilizce olarak sozlii sunumunu yaptigimiz

ve Full Texts kitabinda tam metni yer alan ¢alismay1 [60] igermektedir.

Oncelikle, bulanik kiimeler teorisi ve yarigrup teorisi arasinda tamimlar bakimindan
bir karmasaya yol agmamak i¢in, bu boliimde fonksiyon yerine déniisiim kelimesini
kullandik. Ornegin, Tanim 2.24 (3) iginde yer alan “kismi bulanik fonksiyon” yerine
“bulanik kismi donilisim” diyecegiz. Aynm1 baglamda, bu boliimiin kalaninda, “tam

kismi bulanik fonksiyon” yerine “bulanik tam kismi doniisiim” ifadesi kullanilacaktir.

Aksi belirtilmedikce, Q kiimesi bostan farkli ve n-elemanh Q = Q,, = {1,2, ...,n}

olarak kabul edilecektir. Bununla birlikte, Q kiimesi iizerinde tanimli

B ile tim bagintilarin ve FB ) ile tim bulanik bagintilarin kiimesini,
P ile tiim kismi déniisiimlerin ve F P ile tim bulanik kismi doniigiimlerin kiimesini
Ty ile tiim tam déniisiimlerin ve FT  ile tim bulanik tam déniisiimlerin kiimesini,

S ile tim permiitasyonlarin ve FS, ile tim bulantk permiitasyonlarin kimesini
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I ile tim bire-bir kismi déniisiimlerin ve Fl, ile tim bulanik bire-bir kismi

doniigiimlerin kiimesini gosterecegiz.

Doniistimlerin bileskesi (o) islemi birlesmeli oldugundan yukarida yer alan klasik

dontistimlere ait kiimelerin tiimii birer (klasik) yarigruptur.

3.1 Bulanik Doniisiimlerde Bileske

Notasyon 3.1.1 Klasik cebirde, a: Q,, = Q,, doniisiimleri genellikle
_ ( 1 2 .. n )
a = Xy Xy e Xp

seklinde gosterilmektedir. Bu ¢alismanin kalaninda biz, her i, x; € Q,, i¢in

1 2 n
< X1 Xy Xn )
Pa(1,x1)  Pe(2,%3) Pa (M, xp)
gosterimini  Oneriyoruz ve kullanacagiz. Burada, Tamim 2.28’deki ifadesiyle

her i,x; € Q,, i¢in p,(i,x;) = p(i,a, x;) dir. p,(i,x;) € [0,1] ile i ve x; elemanlari

arasindaki a bagintisinin giicii, diger bir deyisle, iliskinin derecesi anlagilmaktadir.

Ornek 3.1.2 Coklu-degerli durumu somutlastirmak igin, Q = Q3 = {1,2,3} ve

yarigrup olarak Q5 lizerindeki tiim bagintilar yarigrubu S = (Bq,O) alalim.
a=1{(11),(1,3),(2,1),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} € By ve

g =1{(1,1),(1,2),(1,3),(2,2),(2,3),(3,1),(3,2),(3,3)} € By olsun.

flgili bulamk déniisiim yarigrubu (Q,S,p) i¢in p, = {p(q, a,p):V(q,p) € a} ve

ps = {p(q,B,p):V(q,p) € B} doniisiimleri asagidaki gibi tanimlansin:

1 2 3
Py = ( {13} {123} {1,2,3} ) ve
(1,08} {0.4,1,0.4} {0.9,0.5,1}

1 2 3
pg = ( (12,3} {23} (1,23} >
{1,0.6,0.5} {1,0.5} {0.5,1,1}
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Burada 6rnegin, p,(1,3) = p(1,a,3) = 0.8 ve p(3,a,1) = 0.9 dur. Diger yandan,
pp(1,2) = p(1,6,2) = 0.6 oldugu kolayca goriilmektedir. Ayrica, her g € Q igin
p(q,a° B,q) = 1 oldugu agiktir.

Simdi, ¢ = 1 ve p = 2 olsun.
r=1=p(l,a1)=1vep(1,B,2) =0.6o0lup, (p(1,a,1)Ap(1,B,2)) = 0.6,
r=2=p,a2)=0vep(2,B,2) =1olup, (p(1,a,2) Ap(2,B,2)) =0 ve

r=3= p(1,a,3) =0.8ve p(3,8,2) =1 olup, (p(1,a,3) Ap(3,B,2)) = 0.8 dir.

Sonug olarak, bagintilarin bileskesi tanimi1 kullanilarak,
p(LaoB,2) =V{p(l,a,r)A\ p(r,B,2)| r € Q} = V(0.6,0,0.8) = 0.8 elde edilir.

Tiim hesaplamalar benzer sekilde tamamlandiginda, (Q, By, p) bulanik doniisiimler

yarigrubu i¢in
1 2 3
p(q,a°B,p) = < {1,2,3} {1,2,3} {1,2,3} )
{1,0.8,0.8} {0.4,1,0.5} {0.9,1,1}
olarak elde edilmis olur.

Tanmm 3.1.3 Q bostan farkli sonlu bir kiime, S bir sonlu yarigrup ve p, Q@ XS X Q

i¢in bir bulanik altkiime olsun. q,p € Q ve u, v € S olmak iizere,
dom(p) = {q:3p € Q,p(q,uv,p) > 0}
ve

im(p) = {q:3p € Q,p(p,uv,q) > 0}

kiimelerine sirasiyla, p’nun tanim ve goriintii kiimeleri denir. Ayrica, her g € Q ig¢in,

pq = {p € Q:p(q,uv,p) > 0}

q elemaninin p altindaki tiim goriintiilerinin kitmesi olarak adlandirilir.

Teorem 3.1.4 Q = {1,2,...,n} bostan farkli sonlu kiimeler, / birim doniisiim, Py
(Tanmim 2.23’teki sartlar1 saglayan) kismi dontistimler yarigrubu ve p, @ X Py X Q

siral1 ti¢liistiniin
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1 2 .. n
p(q,l,p)=<1 2 . n)
11 « 1

sartin1 saglayan bir bulanik altkiimesi olmak ftizere, (Q, Py, p) bir bulanik doniisiim

yarigrubudur.

Ispat Her u,v € P, ve p,q € Q i¢in
p(q,uv,p) = Vip(q,u,r) Ap(r,v,p)| T € Q}
oldugunu gostermeliyiz.
Her p,q € Q i¢in p(q, uv, p) = 0 ise sonug agiktir.
p(q,uv,p) # 0 kabul edelim. Bu durumda, p(q,u,r) > 0 ve p(r,v,p) > 0 dur.
p(q,u,v) = ave p(r,v,p) = b alinwrsa, p(q, uv, p) = a/\b olarak elde edilir.
Diger yandan, u, v € P, oldugundan, p(q,u,r) > 0 olacak sekilde tek bir r € Q ve

p(r,v,p) > 0 olacak sekilde tek bir p € Q vardir. ky, k, ..., k,, € Q olmak lizere,

1 q n
(wov)(q,p) = ky p kn
p(Luev,ky) .. p(quov,p) - p(n,uov,ky)

olacagindan, p(q,u o v,p) = V(aAb) = a/b olur.

Ayrica, e = (1 2

1 2 Z) icin Tanim 2.28 (2) saglanmaktadir.

Sonug olarak, (Q, Py , p) bir bulanik doniisiim yarigrubudur. m

Tanim 3.1.5 (Q, Py, p) yarigrubuna Q kiimesi lizerinde bir bulanik kismi doniisiimler
yarigrubu (fpts) denir.
3.2 Bulanik Altyarigruplar

Tamm 3.2.1 Q bostan farkli sonlu bir kiime, S bir sonlu yarigrup ve (Q, S, p1) Ve
(@, S, p2) iki bulanik doniisiim yarigrubu olsun. Bu sartlar1 saglayan p; ve p, bulanik

altkiimeleri iizerinde doniistimlerin bileskesi islemi, her a, f € S ve x,y € Q icin

(p1°p2)(x,y) = V(p1(x, aB, 2)\p2(z,aB,y)| z € Q)

ile tanimlanir. Burada V bulanik maksimum ve A bulanik minimum fonksiyonlaridir.
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Teorem 3.2.2 (Q, Py, p) bulanik kismi doniistimler yarigrubu olsun. Tiim p bulanik
altklimelerinin  kiimesi FP;, ile gosterilmek tzere, FPy, P, kismi bagmtilar

yarigrubunun bir bulanik altyarigrubudur.

Ispat p;, p, € FP, alalim. a, B € P, olsun. (p; ° p,) € FP, oldugunu géstermeliyiz.
Eger (p; o p,) = @ ise, bu durumda (p; ° p,) bos bagimti olup (p; © p,) € FP, dur.

(p1° py) # @ olsun. x € dom(p; © p,) alalim. Su halde, (x,y) € (p; © p,) olacak
sekilde y € Q mevcuttur. (x,y) € (p; © p2) oldugundan,

V(pi(x,a°B,z) Ap(z,a°B,y)|z€Q) >0

olacak sekilde z € Q vardir. Dolayistyla,

p1(x,axoB,z) >0 ve p,(z,aof,y) > 0.

Eger p;(x,a o ,u) > 0 olacak sekilde bir u € Q mevcutsa, p; € FPy Ve |x,| =1
oldugundan u = z olmalidir. Benzer sekilde, p,(z, a o 8,y) > 0 olacak sekilde bir
vEQ varsa, v=y esitligi dogru olmalidir. Su halde, (p;°p;)) = {y} Ve
|(p1 ° Pz)(x)| =1 olup (p;°py) € FPy oldugu gosterilmis olur. Sonug olarak,

(FPQ)2 C FP, oldugundan, Lemma 2.26(1) ile FPy, Py’nun bir bulanik

altyarigrubudur. m

Teorem 3.2.3 Q = {1,2, ..., n} bostan farkli sonlu bir kiime ve p € FTq bir bulamk
tam doniisiim olsun. Diger bir deyisle, dom(p) = Q olsun. Bu durumda, bulanik tam

dontistimler kiimesi FTy, T, tam doniigtimleri yarigrubunun altyarigrubudur.
ispat p,,p, € FTy ve a, B € Ty olsun. (p; © p;) € FT, oldugunu gostermeliyiz.

p1, P2 € FTy (Ve Tg © Py = py, p; € FPy)oldugundan, domp, = Q, domp, = Q ve

diger yandan |p1 (x)| = |p2 (x)| = 1 olur. Simdi, keyfi x € Q alalim.

domp; = Q oldugundan p;(x,a o B,y) > 0 olacak sekilde y € Q vardir. Benzer
sekilde, domp, = Q oldugundan p,(y,a o B,z) > 0 olacak sekilde z € Q vardir.

(p1°p)(x,2) = V(P1(x, aoB,y)N\p,(y, & o ,B,Z)) birlesimi ile (p; © p2)(x,2) >0
elde edilir ki, x € dom(p; o p;) ve x € Q keyfi oldugundan dom(p; o p,) = Q
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oldugu gosterilmis olur. Sonug olarak, (p; ° p,) € FTy ve FTy, Tp’nun bir bulanik

altyarigrubudur. m

Tamm 3.2.4 (Q,TQ,p) ticliisiiniin bir bulanik doniisiim yarigrubu oldugu Teorem
3.15’e benzer sekilde gosterilebilir. (Q, Ty, p) bulanik doniisiim yarigrubuna bulanik

tam doniisiimler yarigrubu (ffts) denir.

Ornek 3.2.5 Q, kiimesi iizerinde tanimli bir bulanik kismi déniisiim
1 2 3 4
Pey =\ 3 _ 2 4|€EFP,,,
08 0 01 1
Q< kiimesi tizerinde tanimli bulanik tam ve bulanik kismi dontisiimler
1 2 3 4 5
Po,=| 3 1 4 5 2 | €FTy, ve
03 1 07 02 05
1 2 3 4 5
Pas = 3 4 1 _ 3 |€EFP,
03 01 09 0 0.3

seklinde 6rneklendirilebilir.

Tanm 3.2.6 a € Ty, Q bostan farkli sonlu kiimesi iizerinde taniml1 bir tam doniigiim

Ve p, € FTy, a lizerinde tanimli bulanik tam dontigtim olsun. Eger,

(i) im(a) = Q ise p, doniisiimiine bir bulanik orten doniisiim,

(i) x,y€Q igin a(x) = a(y) = x =y ise p, doniisimiine bir bulanik
bire-bir doniisiim denir.

(i)  Hem orten, hem de bire-bir olan p, donisiimine bir bulanik

permiitasyon denir.

Ornek 3.2.5°deki p,, bulanik permiitasyona bir drnektir.

Lemma 3.2.7 Q kiimesi iizerindeki tiim bulanik permiitasyonlarin kiimesini FS, ile

gosterelim. Agikga, FS, permiitasyonlar yarigrubu S, nun bulanik altyarigrubudur.

Tamm 3.2.8 (Q,SQ,p) bulanik donilisiim yarigrubuna bulanik permiitasyon

yarigrubu (fps) ad1 verilir.
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Lemma 3.2.9 Q,, = {1,2, ...,n} sonlu kiimesi iizerinde, a(n) doniisiimlerinin [0,1]

kapal1 araliginda alabilecegi sonsuz sayidaki degeri goz ard1 edersek,

bagintilarin sayis1 |Q,, X Q| = n?,

bulanik doniisiimlerin sayisi |F Bin = 2(*),

bulanik permiitasyonlarin sayisi |F Sin =n! ve
bulanik tam déniisiimlerin sayisi |F Tin =n'" tanedir.

a € FTy, igin,

( 1 2 n
a=1x1€4 1,2,..,n x, €5 1,2,..,n - xp, €5 1,2,...,n ve
\ n—alternatif n—alternatif n—alternatif /
~—_——— N e ~—
p(1,a,x) p(2,a,x;) p(n, a,xp)

dolayistyla |F Tin = n'" oldugu kolayca goriilebilir.

3.3 Bulanik Bire-Bir Ve Bulanik Singiiler Doniisiimler

Tamm 3.3.1 Q bostan farkli sonlu bir kiime ve p € FP; bir bulanik kismi doniistim

olsun. Eger her y € im(p) i¢in |[p~1(y)| = 1 ise, bu durumda p’ya bir bulanik bire-
bir kismi doniigiim denir. Yani, goriintli kiimesindeki her eleman tanim kiimesinden

yalniz bir elemanla bagli ise, p bir bulanik bire-bir kismi doniistimdiir.

Q Tlzerindeki bulanik bire-bir kismi dontgtimler kiimesini FI, ile gosterelim.
Fly < P, bulanik altyarigrubu oldugu agiktir. (Q,Iq,p) bir bulanik doniisim

yarigrubu olup, Q lzerinde bulanik bire-bir kismi doniisiimler yarigrubu (fopts)

olarak adlandirilir.

Ornek 3.3.2 Q = Q, iizerinde @ € P, doniigiimii ve p, bulanik altkiimesi

1 2 3 4
pe=l2 _ 1 4
03 0 08 1
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olarak tanimlansin. Tanim 2.25’e gore, p, tam donilisiim olmayan bir bulanik kismi
doniisiimdiir. Bu basit gézlem, FS,, bulanik permiitasyonlar kiimesinin hem T, ve hem

de I, bulanik yarigruplarmin altyarigrubu oldugunu gérmek i¢in yeterlidir.

Lemma 3.3.3 Daha once belirttigimiz gibi, (FS,eFS,) S FS, oldugundan,
FSy < T bulanik altyarigrubudur. Ancak, FS, 4 T bulanik ideali degildir.

ispat Lemma 2.26°ya gore, (FS,oFT,) S FS, esitliginin dogru olmadigim

gostermek yeterlidir.

Qs = {1,2,3} kiimesi iizerinde a € Sy, ve B € Ty, icin

1 2 3 1 2 3
Pae =| 3 2 1 |€EFSy, ve pg =| 2 2 2 |€FT,,

03 08 0.2 01 1 06
olsun. Simdi,
1 2 3
(paopﬁ)=(2 2 2>$FSQS
03 08 0.1

oldugu kolayca gosterilebilir. Sonu¢ olarak, bulanik permiitasyonlar yarigrubu,

bulanik tam doniistimler yarigrubunun bir bulanik ideali degildir. m

Diger yandan, bulanik singiiler doniisiimlerin kiimesi FSing,, Tp’nin bir bulanik

idealidir. Bu sonucu gosterebilmek i¢in bir yardimel lemmayi ifade ve ispat etmeliyiz.

Tanmm 3.3.4 (Q,TQ, p) ve (Q,SQ, p) bulanik doniisiim yarigruplarini alalim.
FTy — FS, kiimesi, baska bir deyisle, @ kiimesi lizerinde bulanik permiitasyon
olmayan bulanik tam doniisiimlerin kiimesi FSing, ile gosterilir ve elemanlart

bulanik singiiler doniigiimler olarak adlandirilir.

Lemma 3.3.5 Q bostan farkli bir sonlu kiime ve a;,a, € Ty ve ilgili p;,p, € FT,

olsun. Bu durumda, im(p, © p,) S im(p,) dir.

Ispat Keyfi y € im(p; o p,) alalim. O halde, (x,y) € (p; ° p,) olacak sekilde x € Q
mevcuttur. (x,y) € (p; © p) olabilmesi i¢in, Tanim 3.2.1 geregi, (x,z) € p; Ve
(z,y) € p, olacak sekilde z € Q vardir. Dolayisiyla, y € im(p,) dir. y keyfi

oldugundan, im(p; © p,) € im(p,) oldugu gosterilmis olur. m
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Teorem 3.3.6 Q bostan farkli bir sonlu kiime olmak iizere FSing, 2 T, idealidir.
Ispat Oncelikle, (F TooFS ingQ) C FSing, oldugunu gosterelim.

Lemma 3.3.6 ile im(p; © p,) € im(p,) oldugundan, (p; o p;) & FSy agiktir. Tanimi
geregi, (py°p;) € (FT, —FS,) = FSing,. Sonug olarak, istendigi gibi,
(FTQ ° FSingQ) C FSing, gosterilmis olur.

Tersine, p; € FSing, Ve p, € FT, olsun. p; € FSing, oldugundan, im(p;) # Q ve
boylece en azindan iki birbirinden farkli x, y € dom(p;), z & {x,y}i¢in p;(x,y) >
0 ve p;(x,z) >0 olacak sekilde z € Q mevcuttur. Simdi, p,(z) =t, yani z

elemaninin p, doniisiimii altindaki goriintiisii ¢t olsun.

Su halde, (p; © p2)(x,£) > 0 ve (p; © p2)(y,t) > 0 ve bdylece im(p; © pg,) # Q
dur. Buradan, (p; o p;) € FT, fakat (p; © p;) & FSq olup (p; ° p,) € FSing, dur.

a; ve a, (ve haliyle p; ve p,) keyfi oldugundan (FSing, e FT,) S FSing,

gosterilmis olur.

Her iki sonugtan, FSing, < FTy.
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BOLUM IV
BULANIK NORMLU HALKALAR

Bu boliim, tezimizin ana konu bashigini icermektedir. Dordiincti bolimde yer alan
tanim, teorem ve ispatlar 2018 yilinda Symmetry dergisinde Fuzzy Normed Rings [51]
adiyla arastirma makalesi olarak yaymnlanmistir. Bu boliim, bulanik normlu
althalkalarin tanimlanmasi ve orneklendirilmesiyle baslamakta ve siirekli t-norm ve
s-normlar kullanilarak, bulanik kiimeler tizerinde bulanik normlu halkalarin ilk kez
tanimlanmasiyla devam etmektedir. Burada, normlu halkalarda bulanik ideallerle ilgili
bulgularimiz da genis yer tutmaktadir. Ayrica, normlu halkalarin bulanik asal ve
bulanik maksimal idealleri tanimlanmis ve bunlarin arasindaki cebirsel iliskiler

yardimci lemma ve teoremler yardimiyla gosterilmistir.

Bu boliimden itibaren, NR birimli ve degismeli bir normlu halka olarak kabul
edilecektir. Bir X kiimesi tizerindeki tiim bulanik altkiimelerin kiimesini F(X) ile
gosterecegiz. Ayrica, normlu halkalara ait althalkalar1 bulanik normlu althalka olarak
adlandiracagiz, ancak idealleri adlandirirken, kolaylik agisindan, yalnizca bulanik
ideal demekle yetinecegiz ve bulanik normlu ideal (ya da bulanik normlu maksimal

ideal) kullanimindan kaginacagiz.

4.1 Bulamik Normlu Althalkalar

Tamim 4.1.1 * ve < sirasiyla birer siirekli t-norm ve s-norm, NR bir normlu halka ve
A, bu normlu halka tizerinde bir bulanik altkiime olsun. A € F(NR) bulanik kiimesi
asagidaki sartlar1 sagliyorsa, (NR,+,.) normlu halkasinin bir bulanik normlu

althalkasi olarak adlandirilir: Her x,y € NR igin
@O  Alx—y) = Ax) < AQ),

() Alxy) = A(x) * AQY).
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Not 4.1.2 NR normlu halkasinin toplamsal birimi Oyg olsun. Her bulanik normlu

althalka A ve her x € NR i¢in
A(x) < A(Opg)
dir; ¢linkdi 4.1.1. (i) ile,
A(Ong) = A(x —x) = A(x) * A(x) = A(x) .

Ornek 4.1.3 (X,+,.,|| | bir normlu halka ve F(X), X kiimesi iizerindeki tim
bulanik kiimelerin kiimesi olsun. n € N dogal say1 ve Oyg, X halkasinin toplamsal

sifir1 olmak tizere A, € F(X) bulanik altkiimeleri asagidaki gibi tanimlansin:

iy x = Oppg ise
An(x) =

0, x # Oppgise
Bu durumda, A,, bulanik altkiimeleri (X, +,.,|| ||) normlu halkalarinin
e S Ap Ay < <A
sartin1 saglayan bulanik normlu althalkalaridir.
Ayrica, A bir NR normlu halkasinin bir bulanik althalkasi olmak iizere,
A; ={x: A(x) = A(Opg)}

NR’nin (klasik anlamda) bir althalkas1 olur.

Onerme 4.1.4 A € F(NR)'nin NR’nin bir bulanik normlu althalkas1 olmas1 i¢in gerek
ve yeter kosul (A — A) € A ve (A.A) € A olmasidr.

Ispat (=) NR bir normlu halka ve A onun bir bulanik althalkasi olsun. Bu durumda,

A toplama islemi ile bir bulanik gruptur. [17, Onerme 5.7 ile] (A — A) € A olur.

Simdi, x,y € NR i¢in x. y = z seklinde yazilabilen bir z € NR alalim.
(A.4)(2) = Oy (ACD) * A))
< Opmry(Alx.y)) = A(2)
ve boylece (A.A) < A olur.
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(&) Tersine,(A — A) € A ve (A.A) € A oldugunu kabul edelim. Her x,y € NR igin,
Ax=y)z(A-Ax-y)
= Oytry (As) * A(D))
> A(x) * A(y).
Benzer sekilde,
A(xy) = (A.A)(xy)
= Ogtmxy (A(s) * A())
> A(x) * A(y).
Sonug olarak, A, NR’nin bir bulanik normlu althalkasidir. m

Tamm 4.1.5 A, NR bulanik normlu halkasinin bir bulanik altkiimesi olsun. Eger her
a € Aigin A, NR’nin bir bulanik normlu althalkas1 oluyorsa, A’ya bir bulanik normlu

halka denir.

Onerme 4.1.6 NR ve NR' iki normlu halka, 4, NR bulanik normlu halkasimm bir
bulanik althalkasi ve f: NR — NR' bir halka epimorfizmasi olsun. Bu durumda, f (4),

NR' normlu halkasinin bir bulanik normlu althalkas1 olur.

Ispat u,v € NR' olsun. f bir epimorfizma oldugundan f(x) = u ve f(y) = v olacak

sekilde x,y € NR mevcuttur. Buradan,
()@ * (FW) @) = (O5c0=u AG)) * (=0 AD))
= Oreo=usin=v (AC) * A))
< Otz (A =) (A althalka)

< Orw-ri=u-v (Ax =)
= Ofxoy)=u—v (Alx —¥))  (f epimorfizma)
= 0f(z):u—v (A(Z))

= (f()u-v).

36



Benzer sekilde,

(f())w.v) = fF(AD@W) * fF(A @)

oldugu gosterilebilir. Dolayisiyla, f(A4), NR' normlu halkasinin bir bulanik normlu
althalkasidir. m

Onerme 4.1.7 NR ve NR' iki normlu halka, B, NR' normlu halkasmnin bir bulanik
althalkas1 ve f: NR — NR’ bir halka homomorfizmasi olsun. Bu durumda, f~1(B),

NR normlu halkasinin bir bulanik normlu althalkasi olur.

Ispat a, b € NR olsun. f homomorfizma oldugundan f(a) = x ve f(b) = y olacak
sekilde x,y € NR' vardir. Su halde, f~1(x) = a ve f~1(y) = b dir.

()@ * (FB)G) = (051020 B®)) * (f-10-5 BY))
= Op1(mzafi=s (B() * B())
= Of@=x fiby=y (B() * B))
< Op@=x )=y (B —y)) (B althalka)
= Of(@-rt=x-y (Bx =)
= Ofapyermy (Br—y))  (f hmorfizma)
= Op1y)=a-p (Bx =)
= Op1(ma-p (B(2))

= (f'(B))(a-b).

Diger yandan,

(f'B)(a.b) = (f*(B))(@) = (f(B))(b)

oldugu benzer sekilde gosterilebilir. Sonug olarak, f~1(B), NR normlu halkasmin bir

bulanik normlu althalkas1 olur.
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4.2 Bulanik Ideallere Giris

Tamim 4.2.1 NR bir normlu halka, A € F(NR) ve A # @ olsun. Her x,y € NR i¢in
@) Alx—y) = Alx) = A(y),
(i) AC.y) = AW) (Ax.y) 2 A())

sartlar1 saglantyorsa, A bulanik altkiimesine NR normlu halkasinin bir bulanik sol

(sag) ideali denir.

Tamim 4.2.2 A bulanik altkiimesi NR normlu halkasinin hem sag, hem de sol ideali

ise NR normlu halkasinin bir bulanik ideali adin alir.
Bir baska deyisle, her x,y € NR ig¢in,
@)  Alx—y) 2 AX) *A®Y),
(i) Alx.y) 2 A(x)CA(Y)
sartlarin1 saglayan A € F(NR), NR normlu halkasinin bir bulanik idealidir.

Not 4.2.3 A bulanik altkiimesi NR normlu halkasinin bir bulanik ideali olsun. Her
x,y €E NR i¢in A(x.y) = A(x)QA(y) oldugundan NR’nin ¢arpimsal birimi

(mevcutsa) 1y ile gosterilmek tizere,
A(x) = A(x. 1yg)
= A(x)CA(1yR)
= A(1yg).

Ornek 4.2.4 A ve B, bir NR normlu halkasinin iki bulanik (sol/sag) ideali olsunlar. Bu
durumda, (A N B) de NR normlu halkasinin bir bulanik (sol/sag) idealidir. Gosteriniz.

Coziim x,y € NR alalim.
(ANnB)(x —y) =min{A(x —y), B(x — y)}
= min{A(x) * A(y), B(x) * B(y)}

> min{(AN B)(x),(AnB)(y)}.
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Diger yandan, A ve B sol idealler olup
A(x.y) = A(y) ve B(x.y) = B(y)
olusundan hareketle
(AN B)(x.y) = min{A(x.y),B(x.y)}
= min{A(y), B(y)}
= (AN B)(y)

elde edilir. Boylece, (A N B) bir sol ideal olur. Benzer sekilde (A N B)’nin bir sag
ideal oldugu gosterilebilir. Sonug olarak (A N B), NR’nin bir bulanik idealidir.

Ornek 4.2.5 NR, toplamsal birimi O olan bir normlu halka ve A4, NR nin bir bulanik

ideali olmak tizere,
A® = {x: A(x) = A(OnR)}
althalkasmin NR’nin (klasik anlamda) bir ideali oldugunu gosteriniz.
Coziim A 2 NR oldugundan, her x,y € NR i¢in
A(x —y) 2 A(x) * A(y) ve A(x.y) = A(x)CA(y)
dir. Simdi, s, t € A® alalm. Béylece,
A(s) = A(Oyg) = A(2)
olur. Buradan,
A(s—t) = A(s) = A(t)
= A(Oyg) * A(Oyg)
= A(Opgr).
Diger yandan, Not 4.1.2 ile
A(s —t) < A(Oyg) = A(s —t) = A(OpR).

Sonug olarak, (s — t) € A° elde edilir. Simdi, x € A° ve r € NR alalim. A bulanik

ideal oldugundan
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A(r.x) = A(x) = A(Ong)
ve boylece
A(r.x) = A(Oyr) = (r.x) € A°.
Benzer sekilde, (x.7) € A° oldugu gésterilebilir.

Her x € A° ve r € NR icin (r.x) € A° ve (x.7) € A° oldugundan A°, NR’nin bir

idealidir.

Onerme 4.2.6 NR ve NR' iki normlu halka ve A, NR normlu halkasinn bir bulanik
ideali olsun. f: NR — NR' bir halka epimorfizmasi ise f(A), NR' normlu halkasinin
bir bulanik idealidir.

Ispat Onerme 4.1.6 ile A, NR normlu halkasmin bir bulanik althalkasi oldugunda
f(A)’nn NR' normlu halkasinin bir althalkasi oldugunu gostermistik. Su halde, her
u,v € NR' igin (f(4A))(w.v) = f(A)W)Of(A)(v) oldugunu géstermek yeterlidir.
u,v € NR' olsun. f bir epimorfizma oldugundan f(x) =u ve f(y) = v olacak

sekilde x,y € NR mevcuttur. Buradan,
(F) @ O (FD) @) = (Oy=u AX))  (Of5)=y AD))

= Ofw=us=v (A CAR))

IA

Cf)=uf(y)=v (A(x- }')) (A ideal)

S Q). f)=uv (A(x. y))
= Oriey)=uv (A(.Y)) (f epimorfizma)
= <>f(z)=u.v (A(Z))

= (f(A))(u. V).
Sonug olarak f(A4), NR' normlu halkasinin bir bulanik idealidir. m

Teorem 4.2.7 A, NR normlu halkasinin bir bulanik ideali, X = {a4, a,, ..., a,,} S NR,

X,y € NR ve (X), NR i¢inde X kiimesi tarafindan tiretilmis ideal olsun. Bu durumda,
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O xe@=40)2 » (Ala)).

@) xe(y)= Alx) = AQ),
(iit) A(Opg) = A(x) ve
(iv) NR’nin ¢arpimsal etkisiz eleman1 1,y ise, A(x) = A(1yg) dir.

Ispat (ii), (iii) ve (iv)’iin ispat1 (i) kullanilarak kolayca yapilabilir. (i)’i gosterelim.
(X) kiimesi, a € X, r,s,u,v € NR ve n € Z bir tamsay1 olmak lizere,
ra+ast+uav+na
sonlu toplamlarindan olusur. x € (X) olsun. O halde,
x=r.a+a.s+ua.v+na;

olacak sekilde 1 <i<m, r,s,u,v€ NR ve n€Z tamsayisi vardir. A ideal
oldugundan,

A(r.a; +a;.s +u.a;.v+n.q;) = A(ra;) * A(a;s) * A(ua;v) * A(na;)
= A(ai).

Dolayisiyla, A(x) = I (A(ai)) oldugu gosterilmis olur. m
<ism

4.3 Bulamk Asal ve Bulanik Maksimal idealler

Tanmm 4.3.1 A ve B, bir NR normlu halkasinin iki bulanik altkiimesi olmak tizere

A o B carpimim (bileskesini) agsagidaki gibi tanimlayalim:

O (A(y) * B(z)), eger x,x = yz olacak sekilde y,z € NR varsa
X=yz
(AeB)(x) =
0 ,eger x,x = yz olacak sekilde y,z € NR yoksa

Eger NR bulanik halkasinin ¢arpimsal birimi (1yz) varsa, yani NR.NR = NR ise

yukaridaki tanimda bulunan ikinci durum s6z konusu olmaz.

Ormnek 4.2.4 ile, A ve B bir NR normlu halkasinn iki bulanik (sol/sag) ideali olmak
tizere (A N B)’nin de NR ig¢in bir bulanik (sol/sag) ideali oldugunu géstermistik.
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Onerme 4.3.2 A ve B, bir NR normlu halkasmnin sirastyla bir bulanik sag ve bir bulanik
sol ideali olmak tizere, (AoB)<S (ANB) olur. Yani, her x € NR igin
(Ao B)(x) < (An B)(x) dir.

Ispat A ve B, bir NR normlu halkasimnmn sirasiyla bir bulanik sag ve bir bulanik sol

idealleri olsun.

Eger (A o B)(x) = 0 ise ispat agiktir.

(Ao B)(x) = xgyz(A(y) * B(Z)) # 0 kabul edelim. A bir bulanik sag ve B bir bulanik
sol ideal oldugundan, A(y) < A(yz) = A(x) ve B(z) < B(yz) = B(x) olur. Simdi,

(4B)x) = 0 (A0)*B()

< min(A(x) * B(x))
=(ANnB)(x)
elde edilir. m

Tanim 4.3.3 A ve B, bir NR normlu halkasmin bulanik idealleri ve NR nin bir bulanik

ideali olan P, sabit olmayan bir fonksiyon olmak iizere
(AcBYCP = ACP yada BCP
oluyorsa, P bulanik idealine NR normlu halkasinin bir bulanik asal ideali denir.

Teorem 4.3.4 NR bir normlu halka, I # NR, bu normlu halkanin bir bulanik ideali
olsun. Eger I, bir bulanik asal ideal ise, bu durumda A; karakteristik fonksiyonu da bir

bulanik asal ideal olur.

Ispat Oncelikle, her x € NR igin, I kiimesinin karakteristik fonksiyonu,

1, x€lise
A’(x)_{O, x & I ise

olarak tanimlanir. I # NR kabul ettigimiz i¢in A;, NR normlu halkasi tizerinde sabit
olmayan bir fonksiyondur. Simdi, NR i¢inde (Ao B) € A;, ancak A ¢ A; ve B & A,
sartlarin1 saglayan A ve B bulanik ideallerini alahm. Buradan, A(x) £ A;(x) ve
B(y) £ A;(y) olacak sekilde x,y € NR vardir. Su halde, A(x) # 0 ve B(y) # 0 iken
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Aj(x) = 0ve 4;(y) = 0 olur. Dolayisiyla, x &€ I ve y € I dir. I asal ideal oldugundan
r € NR elemani, xry & I olacak sekilde mevcuttur. Ciinkii, aksi taktirde, xry € [
olabilseydi, (NR x NR)(NR y NR) < I olur ve I asal oldugundan, (NR x NR) € [ ya
da (NRy NR) €I olmak zorunda kalacakti. Varsayalm (NR x NR) €I olsun.
Ancak bu durumda, (xxx) = x3 € (NRx NR) €1 ve buradan x € I olup, bu bir
celiskidir. Dolayisiyla, x € I ve y € I i¢in r € NR elemani, xry & I olacak sekilde
mevcuttur.

Simdi, a = xry alalim. Acik¢a, A;(a) = 0 ve bundan dolay1r (4 B)(a) =0 dir.
Fakat,

(AoB)(@ = o (A(c)+B(d)

> A(x) = B(ry) (a = xry alarak)
> A(x) * B(y) (B(ry) = B(y))
> 0. (A(x) #0veB(y) #0)

Ancak, bu sonug (4 o B)(a) = 0 ile gelisir. Dolayisiyla, NR normlu halkasinin 4 ve
B bulanik idealleri i¢in (A o B) € A; oldugunda A € A, ya da B € A; olmaktadir.

Sonug olarak, A; bir bulanik asal idealdir. m

Teorem 4.3.5 NR normlu halkasinda A; bulanik asal ideal olacak sekilde bir I bulanik

ideali varsa, bu durumda I da bir bulanik asal ideal olur.

Ispat A; bulanik asal ideal oldugundan I # NR dir. A ve B, NR normlu halkasimin
(Ao B) €I sartim saglayan iki bulanik ideali olsun. A 1 ya da B S I olmasi

gerektigini gosterirsek [ bir bulanik asal ideal olur.

A4 © Ag bileskesini ele alalim. x € NR olsun.

(Ag 0o Ag)(x) = 0ise (A4 o 45)(x) < A;(x) olup sonug agiktir.
(A4 0 Ag)(x) # 0 olsun. Boylece,

(Mg o) (x) < (%) = xSyZ(AA()’) * AB(Z)) * 0.
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Dolayisiyla, 14,(y) # 0 ve Az(z) # 0 olacak sekilde y,z € NR elemanlari x = yz
sartin1 saglayacak sekilde mevcuttur ve A,(y) = 1 ve A5(z) = 1 dir. Boylece, y € A

ve z € B olur. Su halde,
x=yz€(AoB)CI
ve buradan A;(x) = 1 oldugu goriiliir. Bu durumda, her x € NR i¢in
(Aa © ) (%) < A4, (x)
elde edilmis olur. Yani,
(Ag 0 Ag) € 1;.
A; bulanik asal ideal odlugundan, ya 1, € A; yada 1z € A, olur.

Boylece, gostermek istedigimiz gibi, ya A S ya da B €[ dir. Sonug olarak,

A; bulanik asal ideal ise I da bir bulanik asal ideal olur. m

Teorem 4.3.6 I, toplamsal sifir1 Oy 0lan NR normlu halkasinin bir bulanik asal ideali

olsun. Bu durumda,

19 ={x:x€NR, I(x) =1(0yg)}
ile tamimlanan ideal, NR normlu halkasinin bir bulanik asal idealidir.
Ispat x,y € I9 alalim. I ideal oldugundan,

I(x —y) =2 1(x) * 1(y) = I(Opg).
Diger yandan, Not 4.1.2 ile,

I(Oyr) 2 I(x —y) = 1(x —y) = 1(Oyg)
= (x—y)el°
elde edilir.
Simdi, x € I° ve r € NR alalim. Bu durumda,
I(rx) = 1(x) = 1(Oyg)

ve yine Not 4.1.2 ile
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I(rx) = I1(OpR).

Boylece, rx € 19 dir. Benzer sekilde, xr € I° oldugu kolaylikla gésterilebilir. Sonugta

19, NR normlu halkasinin bir idealidir.

K ve L, NR normlu halkasinin (K o L) € I° kosulunu saglayan iki bulanik ideali
olsun. Simdi, A = I°A; ve B = I9], bulanik ideallerini tanimlayalim. Her x € NR

i¢in (4 o B)(x) < I(x) oldugunu gostermeliyiz.
(A » B)(x) = 0 oldugunda gosterecek bir sey yoktur.

(A o B)(x) # 0 oldugunu kabul edelim.

(A°B)x) = o (AQ)*B(2)

oldugu hatirlanirsa, (A (y) * B(Z)) # 0 durumlarini ele almamiz yeterlidir. Ancak, bu
durumlarin tamaminda A(y) =1(Oyg) Ya da A(y) =0 ve benzer sekilde
B(z) = 1(Oyg) Yada B(z) = 0 olmak zorunda olacagindan, A(y) = B(z) = I(Oyg)
olur. Boylece, Ax(y) = 1ve A,(z) = 1 olup, buradany € K, z € L ve

x=yz€(KolL)cI®
elde edilir. Dolayisiyla, I(x) = I(Oyg) ve boylece de her x € NR igin
(Ao B)(x) <I(x)

oldugu gosterilmis olur. I bir bulanik asal ideal, A ve B bulanik idealler oldugundan,

A c lyadaB € [ olmaldir.

Genelligi bozmadan, A =1°Ax €1 oldugunu varsayalim. K € 1I° oldugunu

gostermeliyiz.

K & I oldugunu varsayalim. Bu durumda, a € K ve a & I° olacak sekilde bir a
eleman1 vardir. Baska bir deyisle, I(a) # I(Oyg) dir. 1(Oyg) = I(a) oldugunu
biliyoruz. O halde, I(Oyg) > I(a) dir. Ancak,

A(a) = %2 (a)

= 1(Oyg) > I(a)
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olup, bu sonu¢ A = I91, S I kabuliimiizle gelisir. Dolayisiyla, K € I° olmalidr.
Benzer sekilde, B = 194, kabul edersek, L € I° sonucuna ulasilir. Yani, K € I ya

da L € I° dogru olmalidir. Sonug olarak, I° bir bulanik asal idealdir. m

Teorem 4.3.7 A, NR normlu halkasinin bir bulanik sol(sag) ideali ve A(x) # 1 olacak
sekilde bir x € NR eleman1 mevcut olsun. Bu durumda, NR normlu halkasinin bir B
bulanik sol(sag) ideali vardir, 6yle ki, B(y) # 1 olacak sekilde bir y € NR vardir ve
ayrica A c B dir.

Ispat iki durumu incelemeliyiz:

1. durum: A(Ong) # 1 olsun. A(Oyng) <t <1 kabul edelim. B € NR bulanik
altkimesini, her x € NR i¢in B(x) = t olarak segelim. Su halde B, NR’nin bir bulanik
sol idealidir. Ayrica, her x € NR igin B(x) # 1 olur ve A c B dir.

2. durum: A(Oyg) = 1 olsun. Kabuliimiize gore, A(x) # 1 olacak sekilde bir x € NR

elemani vardir. Simdi, A(x) <t < A(Oyg) kabul edelim. Bu durumda,
A, ={y €ENR: A(y) = t}

bulanik kiimesi, NR’nin bir bulanik sol idealidir. NR normlu halkasinin bulanik
altkiimesini asagidaki gibi segelim:

1, u€A, ise
t, u€&A ise

B(w) ={

Boylece B, NR’nin bulanik sol idealidir. Ayrica, x € A; oldugundan, B(x) =t # 1

ve A c Bolur. m

Not Teorem 4.3.7 ispatinda kullandigimiz A; = {y € NR : A(y) = t} kiimesi Tanim
2.8’deki seviye kiimesi olup, seviye althalkalari ve seviye idealleri bir sonraki bolimde

detayl1 olarak incelenecektir.

Tamim 4.3.8 Sabit olmayan A, NR normlu halkasinin bir bulanik (sol/sag) ideali olsun.
NR’nin her bulanik B ideali igin, A € B iken (Teorem 4.3.6’daki tanimiyla) A° = B°
ya da B = Ay oluyorsa, A idealine NR normlu halkasinin bir bulanik maksimal
(sol/sag) ideali denir.
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Teorem 4.3.9 NR, toplamsal birimi Oy olan bir normlu halka ve A, NR’nin bir

bulanik maksimal sol (sag) ideali ise, A(Oyg) = 1 dir.

Ispat A(Opg) # 1 oldugunu kabul edelim. A(Oyg) < t < 1 olmak iizere B, NR nin
her x € NR i¢in B(x) =t sarti1 saglayan bir bulanik altkiimesi olsun. A¢ik¢a B,
NR’nin bir idealidir. Burada ayrica, A € B, B # Ay Ve

B® ={x:x € NRve B(x) = B(Oyz)} = NR
oldugu kolayca goriilebilir.

A c B olmasinaragmen, A° # B ve B # A, olmast, hipotezimizdeki A’nim bulanik

maksimal sol ideal olusu ile ¢elisir. Dolayisiyla, A(Oyz) = 1 dir. m

Teorem 4.3.10 A, bir NR normlu halkasimin bir bulanik maksimal sol (sag) ideali

olsun. Bu durumda, |im(A)| = 2 dir.
Yukarida gosterdigimiz gibi, Teorem 4.3.9 ile A(Oygr) = 1 dir.
Iddia: 0 < t < 1 olmak iizere, t € im(A) ise, bu durumda 4, = NR olur.

0<t<1lvet € im(A)olsun. Teorem4.3.7 ile A;, NR normlu halkasinin bir bulanik
sol idealidir ve t < 1 oldugundan, A(Oyg) € A; dir. NR’nin bir K bulanik altkiimesini
asagidaki gibi secelim:

1, XEAt ise
t, x€&A; ise

K(x) = {

Bu durumda K, NR’nin bir bulanik sol idealidir ve K° = A, olur. A € K oldugu da
aciktir. A bir bulanik maksimal ideal ve A° c A, = K° oldugundan, K = Ay olur.
Béylece, her x € NR igin K(x) = 1 dir. Dolayisiyla, A, = K°® = NR elde edilir ve

iddiamiz ispatlanmis olur.

Simdi, 0 < t;,t, < 1 sartim saglayan iki t, t, € im(A) icin A, = A;, = NR olur.
Ancak bu durumda, t; = t, olur. Dolayisiyla, A iki degerli bir bulanik altkiimedir.
Sonug olarak, |[im(A)| = 2 dir. m

Ornek 4.3.11 NR, toplamsal birimi Oy olan bir normlu halka ve A, NR’nin bir
bulanik ideali olmak iizere, A° = {x:x € NR, A(x) = A(Oyg)} bir bulanik

maksimal sol (sag) idealdir. Gosteriniz.
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Coziim A sabit olmadigindan, A° # NR ve Teorem 4.3.10 ile |im(4)| = 2 dir.
0 <t <1 olmak tizere im(A) = {t, 1} kabul edelim. Simdi, NR normlu halkasinin
A® S M sartim1 saglayan bir M sol idealini alalim. t < s < 1 olmak iizere, NR’nin bir
bulanik altkiimesini asagidaki gibi secelim:

1, x€M ise
s, XxX&M ise

B(x) ={

Bu tanimla B, NR normlu halkasinin bir bulanik sol idealidir ve agik¢a A € B olur.

A bulanik maksimal sol ideal oldugundan, ya A° = B® yada B = A3 olur.

Eger A° = B ise, bu durumda B® € M oldugundan A° = M dir. Diger yandan, eger
B = Ay ise, bu durumda M = NR olur.

Sonug olarak, A® = {x:x € NR, A(x) = A(Oyg)}, NR normlu halkasinin bir

maksimal sol idealidir.

48



BOLUM V
BAZI BULANIK iDEALLER VE BULANIK NORMLU ESKUMELER

Bu boliimde ilk olarak, bulanik normlu halkalar {izerinde, seviye kiimeleri ve bunlarin
Ozellikleri lizerine lemmalar verilmistir. A bulanik idealinin A; seviye kiimelerinin,
normlu bir NR halkasinin bulanik seviye idealleri olma kosullari incelenmis ve ilgili
teoremler ispatlanmistir. Ayni zamanda, bulanik normlu eskiime kavrami burada
tanimlanmaktadir. Bulanik normlu eskiimeler kiimesinin halka oldugu gdosterilmis ve
normlu halkadan bu halkaya 6zel bir homomorfizma tanimlanmistir. Boliimiin
sonunda, bulanik yariasal idealler tanimlanmis ve son olarak NR bulanik normlu
halkasina ait A bulanik idealinin bulanik yariasal olmasi i¢in gerek ve yeter bir sart

verilerek ispatlanmistir.

Bu kisimda yer alan bulgular, 18-19 Temmuz 2021 tarihlerinde Adana’da diizenlenen
International ICONTECH Symposium-4 on Innovative Surveys in Positive Sciences
adl1 uluslararas1 sempozyumda Ingilizce olarak sdzlii sunumu yapilmis ve Full Texts

Kitabinda tam metni yer alan ¢alismay1 [61] icermektedir.

5.1 Seviye Idealleri ve Bulanik Normlu Eskiimeler

Hatirlatma 5.1.1 [38] X bostan farkli bir kiime olsun. X kiimesinden [0,1] kapali

araligina tanimli bir f fonksiyonuna bir bulanik altkiime denir.
A, X’in bir bulanik altkiimesi ve 0 < t < 1 olsun. R bir halka olmak tizere,
A, ={x € R:A(x) = t}
kiimesine X’in A’ya gore seviye kiimesi denir. Her t > s i¢in agikca A; S A; olur.

Lemma5.1.2 A, bir NR normlu halkasinin herhangi bir bulanik althalkasi/ideali olsun.

Eger x,y € NR, A(x) < A(y) sartin1 saglayacak sekilde mevcutsa, bu durumda
Alx —y) = A(x) = A(y — x).
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Ispat NR bir normlu halka ve A, NR’nin herhangi bir bulanik althalkasy/ideali olmak
tizere x,y € NR ve A(x) < A(y) olsun. A bulanik althalka/ideal oldugundan,

Ay +(x—y) = A(y) *A(x —y)
Ax) = A(y) *A(x —y) (D

ve A(x) = A(y) olamayacagindan, A(x) = A(x — y) dir. Diger yandan,
Alx —y) =2 A(x) x A(y) = A(x) (2)

olup, (1) ve (2)’den agik olarak A(x) = A(x — y) elde edilmis olur. NR normlu halka
oldugundan, ||x —y|| = ||y — x|| ve dolayisiyla A(x —y) = A(y — x) dir. Sonug
olarak, A(x —y) = A(x) = A(y — x) esitligi saglanir.

Lemma 5.1.3 A, NR normlu halkasmmin bir bulanik althalkasi/ideali olsun. Bu

durumda, t < A(Oyg) sartini saglayan her
A ={x ER:A(x) = t}
seviye kiimesi NR nin bir althalkasi/ideali olur.

Ispat NR bir normlu halka ve A onun bir bulanik althalkas1 olsun. Oncelikle, A, seviye
kiimesi bostan farklidir. x,y € A; alalim. Su halde, A(x) >t ve A(y) =t olur. A
bulanik althalka oldugundan,

A(xy) = A(x) = A(y)
Alxy) >txt=t

elde edilir. Boylece, xy € A; dir. Ayrica,
Alx—y) =2 Ax) xA(y) >t

oldugundan, x — y € A, dir. Carpma ve ¢ikarmanin kapalilifindan, A, seviye kiimesi

NR’nin bir althalkasidir.
Simdi, keyfi r € NR alalim.
A(rx) = A(r)OA(x) = A(r)o{t}

olup

50



A(rx) =t = rx € A,.

Benzer sekilde, xr € A; oldugu kolaylikla gosterilebilir. Sonug olarak, A, seviye

kiimesi NR’nin bir idealidir. m

Tanimm 5.1.4 A, NR normlu halkasinin bulanik althalkasi/ideali ve 0 <t < A(Oyg)

olsun. A, althalkasina/idealine A nin bir seviye althalkasi/seviye ideali denir.

A’nin tiim seviye althalkalarinin/seviye ideallerinin ailesini Fy ile gosterelim. F, nin
elemanlart {A; : t € ImA} seklindedir. Eger t,>t, > - >t, olmak iizere,
ImA = {ty, ty, ..., t,,} seklindeyse, A, € A, © - € A, = NR dir.

Teorem 5.1.5 (i) A, bir NR normlu halkasinin herhangi bir bulanik ideali ve
t = A(Oyg) olsun. Bu durumda, A € NR/A, bulanik altkiimesi, her x € NR i¢in

Alx + Ap) = A(x)
seklinde tanimlanir ve NR /A, nin bir bulanik ideali olur.

(i) I, NR’nin bir ideali ve 8 da NR/I’nin, yalnizca x € I oldugunda 8(x + 1) = 6(1)

sartin1 saglayan bir bulanik ideali olsun. Bu durumda, NR’nin A; = [ sartin1 saglayan

bir A bulanik ideali vardir; Syle ki, t = A(Oyg) Ve 6 = A olur.

Ispat (i) A, NR normlu halkasinin bulanik ideali oldugundan A;, NR’nin bir idealidir.
Simdi, x + A; = y + A; olacak sekilde x,y € NR alalim. Buradan, x — y € A; olup
A(x —y) = A(Oyg) dir. A(x) = A(y) ve buradan A(x + 4,) = A(y + 4,) elde edilir.

Sonug olarak A* iyi tanimlidir.

X,y € NR i¢in
Z((x +A4,)—-(y+ At)) = Z((x -y)+ At)
=A(x —y)
> A(x) * A(y)
=A(x + A * A(y + A,) dir.
Ayrica,

A((x+ 4D+ 4)) = A(xy + Ap) = A(xy)
> A(x)OA(y) = (Z(x + At)) o (Z(y + At)).

Boylece A, NR normlu halkasmin bulanik idealidir.

51



(ii) A, NR normlu halkasinin A(x) = 6 (x + I) sartin1 saglayan bir bulanik ideali olsun.
0 bir bulanik ideal oldugundan,

Ox—y+D=0((x+D—-(+1D)
>0(x+1)*0(y+1)
ve buradan da A(x — y) = A(x) = A(y) oldugu goriiliir. Ayrica,
O(xy+D=0(x+Dy+1)
>(0(x+D)o(6(y+D)

olup, A(xy) = A(x)QA(y) elde edilmis olur. Dolayisiyla A, NR normlu halkasinin
bir bulanik idealidir.

Simdi, keyfi x € A, alalim.
x €A; © A(x) = A(Oyg)
<0+ =00)
o x el
Boylece A, = I olur. Son olarak, 4 = 6 oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin,
Alx+D =A(x+4,) =Ax) = 0(x+1)
gbzlemi yeterli oldugundan A= 6olup ispat tamamlanmis olur. m

Tanmim 5.1.6 NR bir normlu halka, A onun herhangi bir bulanik ideali ve x € NR olsun.

Her r € NR i¢in
A, (r) = A(r —x)

seklinde tamimlanan A, S NR bulanik altkiimesine x ve A ile belirlenen bulanik

normlu eskiime denir.

Teorem 5.1.7 A, bir NR normlu halkasinin bulanik ideali olsun. NR i¢inde A’nin tiim
bulanik normlu eskiimelerinin kiimesini NR, ile gosterelim. Her x,y € NR i¢in

tanimlanan

52



Ac+A, =4y, ve AA, =4,
ikili islemleri ile NR, bir halkadir.

Ispat Oncelikle, yukarida tanimli islemlerin iyi tanimli oldugunu gosterelim.

x,9,2,t € NRve A, = A, ve A, = A, olsun. Her r € NR icin
Zx=zyzA(r—x)=A(r—y) (D
A, =4, 2 A(r—2) =A(r —t). (2)

(1) esitliginde r = x + z — t, (2)’de r = z ve (1)’de r = a yerlerine konursa,

Ax+z—-t—x)=Alx+z—-t—y)=A(z—1t) (3)
A(z—z) = A(z—t) = A(Opg) (4)
A(x —x) = A(x —y) = A(Oyg) (5)

olarak elde edilir.

(Ax + 4,) (1) = (Axs2) () = A(r —x = 2)
=A(r—-y-t)—(x+z—y—1))
>+ (Ar—y—0,A(x+z—y—1))
=+ (A(r =y — ), A(Ong))
= Ar—y—t)
= (Ay40) () = (4, + A) ()

oldugundan, (Zy + Zt) c (Zx + ZZ) dir. Benzer sekilde, (Zx + ZZ) c (Zy + Zt)

gosterilebilir. Dolayisiyla, toplama islemi + iyi tanimlidir.

Diger yandan, carpma islemi i¢in, yukarida elde edilen (3), (4) ve (5) esitlikleri
kullanilarak (szz) = (Zth) oldugu ve ¢arpmanin iyi tanimli oldugu gdosterilebilir.

Ayrica, ZONR toplamsal birim, ZlNR carpimsal birim ve her 4, icin ters eleman A_,
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olur. (NR,, +)’nin abel grubu oldugu, ¢arpma isleminin birlesmeli oldugu ve dagilma

ozellikleri kolaylikla gosterilebilir. Sonug olarak, (NR,, +,.) bir halkadir. m

Teorem 5.1.8 A, NR normlu halkasinin herhangi bir bulanik ideali olsun. Her x € NR
icin f(x) = A, ile tammlanan f: NR — NR, déniisiimii, t = A(Oyg) icin kerneli A,

olan bir homomorfizmadir.

Ispat A, NR normlu halkasinin herhangi bir bulanik ideali olsun. Her x,y € NR igin

f(x +y) = Zx+y:Zx +Zy = f(x) +f(y) ve f(x}/) = ny:Zny = f(x)f(y)

oldugundan f bir homomorfizmadir.

Simdi, A(x) = A(Oyg) Ve r € NR olsun. Yani, A(r) < A(x) = A(Oyg) dir. Burada

karsimiza iki durum c¢ikar:
1. Durum: Eger A(r) < A(x) ise, Lemma5.1.2 ile, A(r — x) = A(r) olur.
2. Durum: Eger A(r) = A(x) ise, bu durumda A(r) = A(x) = A(r — x) = A(Ong).

Dolayisiyla, her iki durumda da her r € NR i¢in A(r —x) = A(r) ve buradan da

A, = ZONR oldugu gosterilmis olur. Bagka bir deyisle, A(x) = A(Oyg) oldugunda,
A, = ZONR olur. Diger yandan, A, = ZONR = A(x) = A(Oyg) oldugu agiktir.
Sonug olarak, A(x) = A(Oyg) © 4, = ZONR'
f homomorfizmasinin ¢ekirdegini Kerf ile gosterelim. Simdi,
Kerf ={x e NR: f(x) = Zo}
= {x € NR: 4, = 4.}
={x ENR:A(x) = A(0)} = A;. =

5.2 Bulamk Yariasal idealler

Tamm 5.2.1 NR bir normlu halka ve A ve 6, onun herhangi iki bulanik ideali olsun.
Eger, her m € Z* pozitif tamsayis1 i¢gin 6™ C A sartinin gergeklesmesi 6 € A
olmasin1 gerektiriyorsa, o halde A bulanik idealine, NR normlu halkasinin bir bulanik

yariasal ideali denir.
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Lemma 5.2.2 A, NR normlu halkasinin herhangi bir bulanik altkiimesi olsun.

Her s > t i¢in A(x) = t olmasi igin gerek ve yeter kosul x € A; ve x € Ag olmasidir.

Teorem 5.2.3 NR normlu halkasinin bir A bulanik idealinin yariasal olmasi i¢in gerek

ve yeter sart t € ImA olmak lizere A, seviye idealinin yariasal olmasidir.

Ispat (=) A bulanik yariasal olsun. m € Z* ve t € ImA olmak iizere y™ € A, olacak
sekilde bir y € NR alalim. y tarafindan iiretilen bulanik ideali (y) ile gosterelim. NR
normlu halkasinin I bulanik normlu ideali agsagidaki sekilde tanimlanmig olsun:
09={ 5 wgor e R\ O i

Simdi, I™(x) # 0 oldugunu kabul edelim. O halde, x elemaninm x = x;x; ... X,
seklinde gosterirsek, her j = 1,2, ..., m igin I(xj) # 0 olur. Ciinkdi, her j = 1,2, ..., m
icink € {1,2, ..., m} eleman1 I (x;,) = 0 olacak sekilde bulunabilseydi, I™(x) = 0 olur
ve celiski elde edilirdi. Dolayisiyla, tanim geregi, her j = 1,2,...,m igin [ (xj) =t
olup, buradan I™(x) = t ve sonugta x; € (y) oldugu goriiliir. y™ € A, oldugundan,

X = X1X5 .. X € (y™) S A ve A(x) = telde edilir. Dolayisiyla, I™(x) = t < A(x).

A, NR’nin bulanik yariasal ideali oldugundan I € A ve buradant = I(y) < A(y) olup
y € A, oldugu goriiliir. O halde A;, NR’nin bir bulanik yariasal idealidir.

(&) Tersine, t € ImA olmak tizere, seviye ideali A;, NR’nin bir bulanik normlu
yariasal ideali olsun. Varsayalim ki, A bulanik normlu yariasal olmasin; yani NR’nin
bir bulanik ideali I bulunabilsin; dyle ki, bir m € Z* i¢in I™ € A ve I € A sartlan
saglansin. Su halde, I(x) > A(x) olacak sekilde x € NR vardir.

A(x) = t olsun. Buradan, Lemma 5.12 ile, her s > t i¢in x € A; ve x & A olur. Aq
bulanik yariasal oldugundan, x™ € A, ve x™ & A, dir. O halde, A(x™) = t ve boylece
A(x) = A(x™) = tolur.

Diger yandan,
mE™ = Amtnem
=1 H(1(x™)) = I~ H(1(x™ 1x))
> (1™ ) « 1(x)) (I bulanik ideal)
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ve acikca I™(x™) = I(x) elde edilir. Ancak, bu durumda, I™ < A oldugundan
I(x™) > A(x) = A(x™) = t geliskisi ortaya ¢ikar. Su halde, varsayimimiz yanlistir.

Sonug olarak, A ideali bulanik yariasaldir.
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BOLUM VI
SONUC VE ONERILER

Bu tezde oncelikle, bulanik yarigruplar konusunda bugiine kadar tanimlanmamis olan
yapilar ortaya konmus ve bunlarin cebirsel ozellikleri ¢alisilmistir. Normlu halkalar
adiyla bilinen cebirsel yapi, daha 6nce iizerinde tanimlandig klasik kiimeler yerine
bulanik kiimeler lizerinde tanimlanmistir. Boylece, 6nce bulanik normlu althalkalar ve
bulanik normlu halkalar tanimlanmis ve bunlarla ilgili sonuglar elde edilmistir.
Bulanik normlu halkalar iizerinde halka homomorfizmalariyla ilgili sonuglara
ulagilmistir. Bulanik idealler tanimlanmis, bunlarla ilgili 6rnekler verilmis ve cesitli
teorem ve sonuglar ispatlanmistir. Normlu halkalar {izerinde asal ve maksimal
ideallerin varlig1 ve sartlar1 arastirilmis ve ¢esitli sonuglara ulasilmistir. Ayrica yine
normlu halkalar tizerinde eskiimeler, yariasal idealler ve seviye idealleri galisilmis ve

ulasilan sonuglar ¢ok sayida teorem ve yardimci teoremle ifade ve ispat edilmistir.

Tezimizde ulasilan sonuglarin bir kismi SCI-Expanded endeksli bir dergide
yayimlanmis ve diger sonuglarimiz da iki ayri1 sézlii sunum olarak arastirmacilarla
paylasilmistir. So6zii edilen yayimlarin aldigi nitelikli atiflar calistigimiz konulara

yaptigimiz katkilar1 dogrular niteliktedir.

Bilimsel ¢alismalarin ¢ok sayida alaninda uygulamalari olan bulanik mantigin, gerek
yarigruplar iizerine, gerekse cebirsel ve topolojik 6zellikler gosteren normlu halkalar
lizerine uygulanmasi ile yenilik¢i ve teorinin gelismesine katki sunacak g¢alismalar

yapilmaya devam edilebilecegi ongoriilmektedir.

Bulanik kiimelerde calisilan konularin zaman i¢inde esnek kiimeler, nétrosofik
kiimeler ve ndtrosofik bulanik kiimelerde de calisildigr gz oniline alindiginda, ilk
tanimlarin1 yaparak temelini atti§imiz bulanik normlu halkalar teorisinin de bu tip

kiimelere genisletilmesi olasidir.
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Ayrica, bulanik normlu halkalar iizerinde heniiz c¢alisilmamis, bi-idealler, quasi
idealler gibi farkli bulanik ideal tiplerinin de gelecekte arastirmacilarin ilgi alanina

girecegini degerlendirmekteyiz.

Tezimizin yarigruplar, halkalar ve bulanik mantik konularinda galismalar yapan
arastirmacilara kiiclik de olsa bir pencere agmasini ve fayda getirmesini samimiyetle

dileriz
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