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OZET

BULANIK SAYI DIiZILERININ
AGIRLIKLI ORTALAMA TOPLANABILME METODU ICIN
TAUBER TiPi TEOREMLER

ONDER, Zerrin

Yiiksek Lisans Tezi, Matematik Anabilim Dal
Tez Damgmani : Prof. Dr. Ibrahim CANAK
Haziran 2015, [42] sayfa

Bu caligma esas olarak ii¢ boliimden olusmaktadir.

Birinci bolimde, bulanik mantigin ortaya cikigi, amaci ve yararlarindan
kisaca bahsedilmistir. Ayrica, bulanik kiimeler, bulanik sayilar ve bulanik say1
dizileri ile ilgili ¢esitli aragtirmacilar tarafindan yapilan calismalar ile tezde
yapilacak olan ¢alismalar hakkinda bilgi verilmistir.

Ikinci boliimde, ilk olarak bulamk say1 ve bulanik say1 dizileri ile ilgili temel
tamim ve teoremlere yer verilmistir. Ardindan, klasik Tauber teorisinin geligim
siirecinden bahsedilmis, toplanabilme teorisi ile ilgili tez boyunca kullanilacak
olan temel tanim ve notasyonlar verilmis ve son olarak bazi Tauber tipi kogullar
incelenmigtir.

Uciincii boliimde, bulanik say1 dizileri kavraminm agirlikh ortalama top-
lanabilme metoduna nasil uygulandigi agiklanmig, metodun regiiler olmasi icin
gerek ve yeter kogullar verilmig ve bu metot icin bazi Tauber tipi teoremler

ispatlanmigtir .

Anahtar Sozciikler: Agirlikli ortalama toplanabilme metodu, bulanik say1 dizisi,
Tauber tipi teoremler, yavag azalan bulanik say1 dizileri, yavag salimimli bulanik

say1 dizileri.
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ABSTRACT

TAUBERIAN THEOREMS FOR THE WEIGHTED MEAN
METHOD OF SUMMABILITY OF SEQUENCES OF FUZZY
NUMBERS

ONDER, Zerrin

MSc in Department of Mathematics
Supervisor: Prof. Dr. Ibrahim CANAK
June 2015, [42] pages

This thesis essentially consists of three chapters.

In the first chapter, the dawn of fuzzy logic, its aim and advantages are
shortly mentioned. Also, informations concerning studies which have done by
several researchers with respect to fuzzy set, fuzzy numbers and its sequences
and works which will be done in this thesis are given.

In the second chapter, firstly basic definitions and theorems related with
fuzzy number and its sequences are included. Later, development process of
classical Tauberian theory is mentioned, basic definitions and notations which
are going to be used throughout the thesis related with summability theory are
given and finally some classical Tauberian conditions are investigated.

In the third chapter, how the concept of sequences of fuzzy numbers has been
applied to the weighted mean method of summability is explained, necessary and
sufficient conditions for regularity of this method are given and some Tauberian

theorems for this method are proved.

Key Words: The weighted mean method of summability, sequence of fuzzy
numbers, Tauberian theorems, slowly decreasing sequence of fuzzy numbers,

slowly oscillating sequence of fuzzy numbers.
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A An nin tam kismi

Auy, (u,) reel sayilar dizisinin geri farki






1 GIRIS

Son yillarda, ortaya konulan biitiin ¢aligmalarda kesinlik arayiginda olan
ve bu yiizden de belirsizligi kacinilmasi gereken bir durum olarak géren gele-
neksel bilim anlayigindan bunun kaginilmasi miimkiin olmayan ve giinliik hayata
uygunlugu bakimindan daha gercekci olduguna inanilan modern bilim anlayisina
dogru bir gecig vardir. Bu gecis ikili mantik sistemine kargi gelistirilen ve olaylarin
hangi oranda gercgeklestigini belirleyen bulanik mantik sistemiyle saglanir. Temel
olarak, bu sistem gercek diinyada var olan belirsiz kavramlari matematiksel olarak
ifadeye etmeyi ve simflandirma problemini ortadan kaldirmay1 amaclar. Klasik
kiimelerdeki soguk-sicak, siyah-beyaz, dogru-yanlyg gibi ikili degiskenler, bulanik
mantikta biraz soguk biraz sicak gibi esnek ifadelerle yumusatilarak gercek
diinyaya uyarlanir. Bulanik ifadelerin 6nemi, kavrama ait durumlar arasindaki
gegisi eksiksiz olarak yansitabilmesinde yatar. Ayrica uygun iiyelik fonksiyonu
tanimlama ve anlamli iglemleri belirleme becerisi, bulanik kiime teorisine yonel-
menin en onemli sebepleri arasinda gosterilebilir. Uygulama alanlarinin genisligi
ve dogurdugu sonuclar bakimindan da bu teori bugiin bilimsel ve teknolojik
caligmalarda onemli bir yer tutmaktadir.

Klasik kiimeler teorisinde bir nesne ya kiimenin elemanidir ya da degildir.
Bu durum karakteristik fonksiyon ile ifade edilecek olursa, nesne kiimenin
elemani oldugunda fonksiyon “1” degerini, kiimenin elemani olmadiginda ise “0”
degerini alr. Ilk olarak 1965 yilnda yaymlanan bir makale ile L.A. Zadeh (1965)
tarafindan temelleri atilan bulanik kiimeler teorisinde ise her bir nesne [0,1]
araliginda degisen tiyelik derecesine sahiptir. Boylece karakteristik fonksiyonun
gortintli kiimesi {0,1} kiimesinden [0, 1] arahigima genisletilmig olur. Bu sekilde
belirlenen karakteristik fonksiyon yardimiyla bulanik kiimeler tizerindeki kiime
ve cebirsel operatorler tanimlanmig ve bunlara ait gesitli ozellikler verilmistir.

Yayimlanan bu makaleden sonra bulanik kiime teorisi matematigin farklh
alanlarinda faaliyet gosteren pek ¢ok aragtirmacinin ilgisini ¢ekmistir. Dubois ve
Prade (1978) bulanik sayilar kavramini tanitmig ve toplama, ¢ikarma, garpma ve
bolme operatorlerini tanimlamigtir. Bunun ardindan, Goetschel ve Voxman (1986)
bulanik sayilarin daha az kisitlayici bir tanimini vermistir. Bulanik say1 dizileri ilk

olarak Matloka (1986) tarafindan tanimlanmig, sinirhlik ve yakinsaklik kavramlar



ile onlara ait 6zellikler verilmis ve bulanik sayilarin her yakinsak dizisinin sinirh
oldugu gosterilmigtir. Nanda (1989) bulanik sayilarin Cauchy dizisini tanimlamas,
bulanik say1 dizilerinin sinirh ve yakinsak uzaylari iizerine caligmalarda bulunmus
ve bu uzaylarin tam metrik uzay oldugunu ispatlamistir. Daha sonraki yillarda
da bulanik say1 dizileri pek cok aragtirmaya konu olmustur.

Bulanik say1 dizileri zaman igerisinde pek ¢ok alanda oldugu gibi toplana-
bilme teorisinde de odak noktasi haline gelmigtir. Subrahmanyam (1999) bulanik
say1 dizileri i¢in Cesaro toplanabilme metodunu tanimlamis ve klasik tipteki bazi
Tauber tipi teoremlerin bulanik say1 dizileri i¢in benzerlerini ispatlamigtir. Talo
ve Qakan (2012), Talo ve Basar (2013) ve Canak (2014) bulanik say1 dizilerinin
Cesaro toplanabilme metodunu i¢in bazi Tauber tipi teoremler sunmuglardir.
Altin et al. (2006) bulanik say1 dizileri igin istatistiksel Cesaro toplanabilmeyi
tanimlamig ve bazi Tauber tipi sonuglar elde etmiglerdir. Canak (2014) bulanik
say1 dizilerinin Holder toplanabilme metodu i¢in bir Tauber tipi teorem vermistir.
Tripathy ve Baruah (2010) bulanik say1 dizileri igin Nérlund ve Riesz metotlarimi
tanitmiglar ve Riesz metodu i¢in bir Tauber tipi teorem ispatlamiglardir. Canak
(2014) Riesz toplanabilme metodu i¢in klasik tipteki bir Tauber tipi teoremin
bulanik say1 diziler icin benzerini kanitlamstir. Onder et al. (2015) bulanik say1
dizileri i¢in verilen yavag azalanlik kogulunun Riesz metodu i¢in bir Tauber tipi
kosul oldugunu gostermisler ve buna dayanarak bazi sonuglar elde etmiglerdir.

Bu tezin amaci, bulanik say1 dizileri i¢in agirlikli ortalama toplanabilme
metodunun 6zelliklerini tanitmak ve daha once klasik analizde verilmis bazi
Tauber tipi teoremlerin bulanik sayi dizileri i¢in benzerlerini ispatlamaktir.
Literatiirde bulanik say1 dizilerinin Cesaro toplanabilirligi i¢in ¢ok sayida Tauber
tipi teorem bulunmaktadir ancak yeni bir alan olan bu konuda yeterli ¢aligma
bulunmamaktadir. Daha genel bir toplanabilme metodu olan agirlikli ortalama
metodu i¢in elde edilecek olan sonuclarin bu alana katki saglamasi beklenmekte-
dir.

Tezin ilk boliimiinde, bulanik mantigin hangi gereksinimlerden dolay1
ortaya ciktig1 kisaca anlatilacak ve saglamig oldugu yararlar birkag ornekle
aciklanacaktir. Ardindan, bu alanda faaliyet gosteren aragtirmacilar tarafindan
yapilan calismalar ve elde edilen sonucglar hakkinda 6zet niteliginde bilgiler

verilecek ve tezi olugturan boliimlerin igerikleri tizerinde durulacaktir.



Tezin ikinci boliimiinde, bulanik sayilar1 ve bulanik sayi dizileri i¢in temel
tanim ve teoremlere yer verilecektir. Ardindan, reel say1 dizileri i¢in tez igerisinde
bahsedilecek olan bazi toplanabilme metotlarinin tanimlari ile bu metotlar icin bir
Tauber tipi kosul olugturacak olan 6zel tipteki bazi diziler tizerinde durulacaktir.

Tezin son boliimiinde, bulanik say1 dizileri i¢in agirlikhi ortalama metodu
bagta olmak tizere baz toplanabilme metotlar: tanimlanacak, metotlarin regiiler
olmasi i¢gin gerek ve yeter kogullardan bahsedilecek, tezin ikinci boliimiinde reel
say1 dizileri i¢in verilmis olan baz Tauber tipi kosullarin bulanik say1 dizilerindeki
kargiliklar1 verilecek ve agirlikli ortalama metodu ile ilgili bazi Tauber tipi

teoremler ispatlanacaktir.



2 TEMEL TANIM VE TEOREMLER

Bu boliimde ilk olarak, bulanik sayilar, bulanik sayilar uzayi tizerindeki
cebirsel operatorler ve metrik kavramai ile bunlara ait ozellikler, bulanik say1 dizi ve
serileri ile bunlara ait teoremler verilecektir. Ardindan, toplanabilme teorisindeki
baz1 metot ve kavramlardan bahsedilecek ve bu metot ve kavramlar: igeren bazi

Tauber tipi teoremlere yer verilecektir.

2.1 Bulanik Sayilara Ait Temel Kavramlar

Klasik kiimeler, bir nesnenin kiimeye ait olup olmama durumu g¢ergevesinde
gelistirilmistir. Bu durumu ifade etmek icin alternatif bir yol sunan karakteristik
fonksiyon, nesne kiimenin elemani ise “1” degerini, kiimenin elemani degilse
“0” degerini alir. Bulanik kiimeler incelendiginde ise, karakteristik fonksiyonun
[0,1] arahginda degigsen degerler aldigi goriliir. Bu durumda, bulanik kiimeler
karakteristik fonksiyonlariyla ifade edilen klasik kiimelerden daha kapsamlidir.

Bir bulanik say1 reel sayilar tizerinde bir bulanik kiimedir ve bu kiimeler
klasik kiimelerden daha kapsamli oldugundan bulanik sayilarin da reel sayilarin
genellegtirilmesi oldugu soylenebilir. Ancak bu sayilar kendine ait bazi ek

ozelliklere de sahiptir.

Tanim 2.1 (Goetschel and Voxman, 1986) R iizerinde asaqidaki kosullar: saglayan
u: R —[0,1] fonksiyonuna bir bulanik sayr ya da fuzzy sayise denir:
(i) w normaldir; yani u(xy) = 1 olacak sekilde en az bir xy € R vardr.

(ii) w fuzzy konvekstir; yani her x,y € R ve her A € [0,1] i¢in,

u(Az + (1= A)y) = min{u(z), u(y)}

gercgeklenir.

(iil) w st yar streklidir.

(iv) w’nun destegi denilen [u]o := {x € R : u(x) > 0} kiimesi kompakttir, burada

{z € R:u(z) > 0} kimesi {x € R:u(x) >0} kimesinin R nin dogal topolojisi

tuzerindeki kapanisini gosterir.



R iizerindeki tiim bulanik(fuzzy) sayilarin kiimesi E!' ile gosterilir ve bu-
lanik(fuzzy) saylar uzayr olarak adlandirihir. Literatiirde bulanik ifadesi yerine
fuzzy ifadesi daha yaygin olarak kullanildigindan, tezin bundan sonraki kisminda
bulanik ifadesinin yerini fuzzy ifadesi alacaktir.

Herhangi bir r € R i¢in, 7 € E*

0, z#r

olarak tanimlanir. Her reel say1 aynm1 zamanda bir fuzzy sayisidir. Bu durumda,
tiim reel sayilar kiimesi E! uzay1 icine gomiilebilirdir.

Bir u fuzzy sayisiin a-seviye kimesi

], = {reR:ulzx)>a}, O0<a<l),

{zeR:u(z)>a}, (a=0)

seklinde tanimlanir.
Tanimdan anlagilacag iizere, u € E' olmasi icin gerek ve yeter kosul her bir
a € [0, 1] i¢in [u], kiimesinin bogtan farkli, kapali ve sinirh bir aralik olmasidir.
Negoita ve Ralescu (1975) tarafindan verilen bir sonraki teorem, fuzzy
sayilarinin bir karakterizasyonudur ve bir fuzzy sayisiyla onun seviye kiimesi

arasindaki iligkiyi vermesi bakimindan oldukg¢a onemlidir.

Teorem 2.1 (Negoita and Ralescu, 1975) uw € E' ve her bir a € [0,1] igin [u]q,
u fuzzy saypsinan seviye kumesi olsun. O zaman asagidaki kosullar saglanar:

(i) Herhangi bir o € [0,1] igin [u]la = [u™ (), u™(a)] bostan farkle kapal bir
araliktor.

(i) 0 < oy < g < 1ise 0 zaman [u)a, C [U]a, olur.

(iii) v € (0, 1] noktasina alttan yakinsayan herhangi bir (o) dizisi i¢in

(ﬂWM)ZWh

(iv) Sifira dstten yakinsayan herhangi bir (o) dizisi igin

(UWM)ZMb

vardar.



vardur.
Tersine, {[M]q : a € [0,1]} R nin bir alt kimeler ailesi olmak tizere yukaridaki
(1)-(iv) kosullariny saglasin. O zaman herhangi bir o € [0,1] igin [u], = [M]a

olacak sekilde tek bir uw € E' varder.

[u]q seviye kiimesinin ug noktalart v~ (o) = inf[u], ve u™(a) = sup[u], ile verilir.
Goetschel ve Voxman (1986) tarafindan verilen bir sonraki teorem, fuzzy

sayilarinin farkli bir temsilidir.

Teorem 2.2 (Goetschel and Vorman, 1986) u € E' ve her bir o € [0,1] igin
[ulo = [u™ (@), u™ ()] olsun. O zaman a-seviye kimelerinin u¢ noktalar: olarak
tanemlanan u~,ut : [0,1] = R fonksiyonlary asagidaki kosullar: saglar:
(i) u (a) € R, (0,1] dizerinde sinirl, azalmayan ve soldan sirekli bir fonksiyon-
dur.
(i) ut(a) € R, (0,1] dzerinde sinarl, artmayan ve soldan siirekli bir fonksiyon-
dur.
(ili) v () ve ut(a) fonksiyonlari o = 0 noktasinda sagdan sireklidir.
(iv) u= (1) < u™(1).
Tersine, f ve g (i)-(iv) kosullariny saglayan bir fonksiyon ikilisi ise, o zaman her
bir a € [0,1] igin [u], := [f(a), g(a)] ve

u(r) = S {a: fla) <z <g(a)}

olacak sekilde tek bir u fuzzy sayist vardar.

Fuzzy sayilar kiimesi iizerindeki toplama, ¢ikarma, skalerle carpma, ¢arpma ve
bolme gibi cebirsel operatorlerle esitlik bagintisi agagidaki gibi tanimlanir:
u,v € E', k € R ve a € [0, 1] olsun. O zaman

(i) iki fuzzy sayismin esitligi,

(ii) iki fuzzy sayisimin toplamu,
w=u+v & [Wwy=[uloa+ [V]a
& [w(a),w ()] = [u (@) + v (a), ut(a) + v (a)]
(ili) iki fuzzy sayisin farks,
w=u—0v & [wy=[ula—[V]a

& [w(a),wt ()] = [u (o) — v (a),u" () — v ()]



(iv) bir fuzzy sayisinin skalerle ¢arpima,
[Fula = Ku]a
(v) iki fuzzy sayisinin ¢arpimi,
w=uv < [Wy = [u]a[v]a
olmak tizere
w™ () = min{u” (@)v(a), v (a)v™ (@), u (@)v™(a), uF (a)v™ (o)}

ve

wh(a) = max{u (a)v™ (a),u” (a)vt(a),ut (a)v (a),u (a)v’(a)}

(vi) iki fuzzy sayisinin bolimii,
w=u/v & (W = [u]o/[v]a

olmak tizere

ve

seklindedir.

Bunlarm yan sira, u € E' ve 0 ¢ {t € R : u(t) > 0} ise, o zaman

() ©-wae() ©o-va

bigiminde tanimlanir. Bu kisimda, yukarida tanimlanan iglemler temel alinarak

fuzzy sayilariin toplama ve carpma iglemlerine gore sahip oldugu bazi cebirsel

ozellikler verilecektir.

Teorem 2.3 (Bede, 2013)
(i) Fuzzy sayilar toplama islemine gére degismeli ve birlesmelidir; yani,

her bir u,v,w € E' iginu+v=v+uveu+ (v+w)=(u+v)+w dur

(i) Toplama islemine gore fuzzy saylarin birim elemana 0 € E' dir; yani, her bir

u€ EYiginu+0=0+u=u dur

(iii) Toplama islemine gore hichir u € E* \ R sayst fuzzy sayplar uzayinda ters

elemana sahip degildir.



(iv) a,b € R ve u € E' olsun. Eger ab > 0 veya ab < 0 ise o zaman (a + b)u =
au + bu dur. Herhangi bir a,b € R icin bu egitlik gerceklenmeyebilir.
(v) Herhangi bir a € R ve u,v € E* igin a(u+v) = au + av dir.

(vi) Herhangi bir a,b € R ve u € E' i¢in (ab)u = a(bu) dur.

Bir onceki teoremin sonucu olarak, fuzzy sayilar uzayimin bir lineer uzay olmadigi

sOylenebilir.

Teorem 2.4 (Bede, 2013)

(i) Carpma islemine gore fuzzy saylarn birim elemany 1 € E' dir; yani, her bir
u € E' igin ul = 1u = u dur.

(i) Carpma islemine gore hichir u € E'\ R saypsi fuzzy sayilar uzayimda ters
elemana sahip degildir.

(iii) Herhangi bir u,v,w € E' ve a € [0,1] igin

esitsizligi vardwr; yani, genel durumda c¢arpma islemine gore fuzzy sayilarin
dagilma ozelligi yoktur.
(iv) 0 ¢ [u]o, [v]o, [w]o olmak tizere, herhangi bir u,v,w € E' i¢in u(vw) = (uv)w

esitligi gecerlidir.

Tanim 2.2 (Aytar et al., 2010) Fuzzy saylar uzay tizerinde u,v € E* ve o €

[0, 1] olmak tzere,
(i) kismi siralama bagintis,
u=xv & [|uls X [v]a
s u(a)<v(a) ve ut(a) <o ()
(i) kesin ki¢iklik bagintis,
u<veu=vveda €0,1], u () < v (ap) ya daut(ag) < v ()
seklinde tanimlanr.

(111) Eger u = v ve v = u bagintilarindan her ikisi de gerceklenmiyorsa, u ve v

fuzzy sayplary kwyaslanamaz denir ve u ~ v seklinde gosterilir.



u,v € E' olacak sekilde fuzzy sayilar uzay iizerinde kapali bir aralik,
[u,v] = {w € E' :u 2w < v}
seklinde tanimlanir.

Tamim 2.3 (Kadak and Basar, 2013) v € E' olmak dizere u = 0 ise o zaman
w saysina negatif olmayan fuzzy sayist denir. Benzer olarak, ejer u < 0 ise o

zaman u sayist pozitif olmayan fuzzy sayst olarak adlandirilar.

Kismi siralama bagimtisinin uygulanmasi halinde, u € E' ve a € [0, 1] olmak
tizere v~ («) > 0 kosulu saglaniyorsa o zaman u sayisina negatif olmayan fuzzy
say1st denir. Benzer olarak, eger ut(a) < 0 kogulu saglaniyorsa o zaman u sayisi

pozitif olmayan fuzzy sayisi olarak adlandirilir.

Teorem 2.5 (Li and Wu, 2007) uw,v,w € E olsun. Eger u saypsi 0 ile

kwaslanabilir, v = 0,w = 0 ya da v < 0,w =< 0 ise o zaman
u(v + w) = uv + uw
esitligi gerceklenir.

Fuzzy sayilar uzayi tizerindeki kismi siralama bagintisinin baz ozellikleri agagida

verilmigtir.

Lemma 2.1 (Talo and Basar, 2013) u,v € E* olsun. Her ¢ > 0 i¢in u < v + €

ise 0 zaman u < v olur.

Lemma 2.2 (Talo and Basar, 2013) u,v,w,e € E' olsun. Asaqidakiler ger¢eklenir:
(i) Eger u < v,v < w ise o zaman u < w olur.

(ii) Eger u < v,v < w ise o zaman u < w olur.

(iii) Eger u < w,v <X e ise 0 zaman u+ v < w + e olur.
(

iv) Eger u 0,v = w ise o zaman uv = uw olur.

Lemma 2.3 (Talo and Basar, 2013) u,v,w € E' olsun. Ejer u+w =< v+w ise

0 zaman u X 0.

Fuzzy sayilar uzay: tizerinde pek ¢ok metrik tanimlanabilir. Ancak, bu metrikler

arasinda en c¢ok bilinen ve en ¢ok caligilan metrik Hausdorff uzakhgidir. Fuzzy
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sayilar1 i¢in bu uzaklik, reel sayilarin kompakt konveks alt kiimeleri arasindaki
klasik Hausdorff uzakligini temel alir. Bu yiizden, 6nce klasik anlamda Hausdorff
uzakligini tanmimlayalhim:

W tiim kapali ve simirhi araliklarin kiimesi olmak tizere, A, B € W ve A =

[A, A], B = [B, B] iki kapah aralik olsun. W {izerindeki Hausdorff uzakhgr,
d(A, B) := max {|A — B|,|A - B|}

seklinde tanimlanir. Tanimlanan bu uzakliga gore, W tam ayrilabilir bir metrik
uzaydir. (Nanda, 1989)
Bu metrikten hareketle, fuzzy sayilar uzay: tizerindeki Hausdorff uzakliginmi

tanimlayalim:

Tamim 2.4 (Bede, 2013) D : E' x E' — R bir fonksiyon olsun.

D(u,v) := sup max {!u_(oz) —v ()], |u+(oz) — v+(a)‘}

a€l0,1]

= ail[lopl] d([ula, [V]a)-

seklinde tanimlanan D fonksiyonuna fuzzy sayilary arasindaki Hausdorff uzaklige

denair.

D metriginin tanimindan,

D(u,0) = sup max {|u ()
a€l0,1]

, |u+(a)|} = max{‘u_(O)} ,

uwt(0)[}

oldugu goriiliir.
Bir sonraki énerme, fuzzy sayilar1 arasindaki Hausdorff uzakhiginin bazi 6zellikle-

rini vermektedir.

Onerme 2.1 (Bede, 2013) u,v,w,z € E' ve k € R olsun. O zaman asagidaki
ozellikler gerceklenuir:

(i) (EY, D) bir tam metrik uzaydar.

(ii) D(u+ w,v +w) = D(u,v) dir, yani; iki fuzzy sayst arasindaki Hausdorff
uzaklhqgr oteleme islemi altinda degismez.

(iii) D(ku, kv) = |k| D(u,v).

(iv) D(u+v,w + 2z) < D(u,w) + D(v, z).

(v) |D(u,0) — D(v,0)| < D(u,v) < D(u,0) + D(v,0).
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Lemma 2.4 (Anastassiou and Gal, 2001) Herhangi bir a,b € R ve u € E' igin
ab > 0 olmak tzere,

D(au,bu) < |a — b D(u,0)

saglanar.

Lemma 2.5 (Aytar et al., 2010) Herhangi iki w ve v fuzzy sayilary i¢in asagrdaki
onermeler denktir:
(i) D(u,v) <,

(ii) € > 0 olmak tizere u —€ v X u+¢€

Bundan sonraki kisimda, fuzzy say1 dizileri ve fuzzy say1 serilerinin tanimlar: ve

bu kavramlarla ilgili baz1 ozellikler verilecektir.

Tanim 2.5 (Matloka, 1986) Bir u = (uy,) fuzzy say dizisi, tim pozitif saylar
kiimesi N den E' uzayina giden bir fonksiyondur. w, fuzzy saypsi, n € N
noktasinda fonksiyonun aldigr degeri gostermektedir ve dizinin n. terimi olarak

adlandurir. Tim fuzzy saye dizilerinin kiimesi w(F) ile gosterilir.

Tanim 2.6 (Matloka, 1986) u = (uy,) bir fuzzy sayr dizisi olsun. Eger her birn €

N i¢in D(u,,0) < M olacak sekilde bir M > 0 bulunabiliyorsa u = (u,,) dizisine

smarly bir dizi denir. Swarl fuzzy saye dizilerinin kiimesi (o (F') ile gosterilir.

Tanimdan hareketle, bir (u,) € w(F') dizisinin siirhihginin

sup D(uy,0) = sup sup max{|u, ()], [u, (a)[} < o0
neN neN agl0,1]

esitsizligine denk oldugu soylenebilir. Bunun yani sira, bir fuzzy say1 dizisinin
sinirlilik kavrami, metrikle verilmek yerine kismi siralama bagintisiyla da verile-

bilir.

Tanim 2.7 (Kadak and Basar, 2013) Bir (u,) € w(F) dizisinin siarle olmas
icin gerek ve yeter kosul (u,) dizisinin terimlerini iceren {u,}nen fuzzy sayilar
kiimesinin sinarly bir kime olmasidur. Diger bir ifadeyle, bir (u,) € w(F') dizisinin
swnarly olmast icin gerek ve yeter kosul her n € N i¢cin m =X u, = M olacak
sekilde m ve M fuzzy sayilariman olmasidir. Buradan, her o € [0,1] i¢in m™ (a) <

u, (@) < M~ (a) vemt(a) < uf(a) < MT(a) esitsizliklerinin saglandigu gorilir.
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Tanim 2.8 (Matloka, 1986) (u,) € w(F) bir fuzzy sayr dizisi ve py € E' olsun.
Her e > 0 i¢cin

D(up, po) <€, n>ng

olacak sekilde en az bir ng € N warsa, (u,) dizisi po’a yakinsaktir denir ve
lim w, = po ya da w, — po seklinde yazilir. Yakinsak fuzzy sayr dizilerinin
n—oo

kiimesi c(F) ile gosterilir. 0 dederine yakinsayan fuzzy sayu dizilerinin kiimesi ise

co(F) ile temsil edilir.

Tanim 2.9 (Matloka, 1986) (u,) € w(F) bir fuzzy say dizisi olsun. Her € > 0
$cin

D(up,um) <€, mn,m>ng
olacak sekilde en az bir ng € N varsa, (u,) dizisine bir Cauchy dizisi denir ve

Cauchy dizilerinin kiimesi C(F) ile gosterilir.

Bir (u,) € w(F) dizisi u € E' fuzzy sayisia yakinsiyorsa o zaman D metriginin
tammmindan, {u, (a)} ve {u!(a)} fonksiyon dizileri, [0,1] araliginda sirasiyla
u” () ve u™ (ar) degerlerine diizgiin olarak yakmsar. Tersine, {u ()} ve {u}(«)}
fonksiyon dizileri, [0, 1] araliginda swrasiyla v~ (a) ve u™(a) degerlerine diizgiin
olarak yakinsiyorsa (u,) € w(F) dizisi de u € E' fuzzy sayisina yakinsar.

Fuzzy say1 dizileri tizerindeki Hausdorff uzakhigima gore, (o (F'), c(F) ve co(F)
uzaylar1 tam metrik uzaylardir.(Nanda, 1989)

Teorem 2.6 (Matloka, 1986) (u,) € w(F') yakinsak bir fuzzy sayr dizisi olsun.

O zaman (uy,) dizisinin tek bir limit noktasy vardr.

Teorem 2.7 (Matloka, 1986) (u,), (wy,), (vn) € w(F) ve u, = w, =< v, olsun.

Eger n — oo durumunda w, — iy ve v, — g 1S€ 0 zaman wy, — o olur.
Teorem 2.8 (Matloka, 1986) Yakinsak bir fuzzy say dizisi simrlidar.

Teorem 2.9 (Matloka, 1986) (u,,), (v,) € w(F), k € R ve n — oo durumunda
U, — a ve v, — b olsun. O zaman asagidaki onermeler dogrudur:

(i) up £v, »>a£b,n— o0

(ii) ku, — ka , n — oo
(iil)upv, — ab , n — o0
(iv)% — % ,n— o0 (hern € N i¢in 0 ¢ [v,]o, [blo olmalidur.)
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Tanim 2.10 (Matloka, 1986) (u,,) € w(F') ve (nk) dogal sayilarin artan bir dizisi

olsun. O zaman (uy,) dizisine, (u,) nin bir alt dizisi denir.

Fuzzy say1 dizileriyle ilgili verilen tiim kavramlar goz oniinde bulunduruldugunda,
co(F) Ce(F) CO(F) Clyo(F) Cw(F)
oldugu acikca goriiliir.

Tanim 2.11 (Kadak and Basar, 2013) u = (u,) € w(F') olmak tzere her bir
n € N i¢in

n
Sp — E U
k=0

tanimlansin. Eger (s,) kismi toplamlar dizisi bir p fuzzy saypsina yakinsak ise,

o halde fuzzy saylarinin Z Uk Serisi p sayisina yakinsaktir denir ve Z Uk = b

k=0 k=0
o
seklinde gosterilir. E ug Serist i sayisina yakinsak ise,
k=0

lim Z“I; () =p (o) wve lim Zu,j(oz) = ut(a)
yakinsamalar [0, 1] araliginda dizgindir. Aksine,

Y oug(@)=p (@) ve Y uf(a)=p"(a)

serileri [0,1] araliginda dizgin yakinsak ise Zuk = 4 olacak sekilde [p)o =

k=0
(), pt ()] bir fuzzy sayise tanvmlar.

Lemma 2.6 (Talo and Basar, 2009) (ux), (vr) € w(F) olmak dzere asagidaki

onermeler dogrudur:
o

o
(i) E up e E v serileri yakinsak ise
k=0

k=0

o0 o

D(Z UE , ka) S Z D(Uk, Uk)

=0
ger¢eklenir.

(ii) Z D(ug,0) < oo ise Zuk serisi yakinsaktor.
k=0

k=0
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Lemma 2.7 (Stojakovic and Stojakovic, 2009) (uy) € w(F') olmak tizere asagidaki
onermeler dogrudur:

(i) Z uy serisi yakinsak ise k — oo olmak tizere uy, — 0 dur.
k=0
[e.@]

(ii) E uy, serisi yakinsak ise

k=0
o0 n o0
E U = ug + E U
k=0 k=0 k=n+1

saglanar.
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2.2 Toplanabilme Teorisiyle ilgili Temel Kavramlar

19. yiizyildan giiniimiize kadar ciddi bir ilerleme kaydeden ve matematiksel
analizin genig bir alan1 olan toplanabilme teorisi, harmonik analizden olasilik
ve sayllar teorisine kadar pek cok alanda yararli sonuclar sunmasi bakimindan
oldukca onemlidir. Bir yakinsak serinin toplamini dogrudan belirlemenin zor
oldugu durumlarda ya da bir iraksak seriye miimkiin olan en uygun toplam
atanmak istendiginde toplanabilme metotlarina bagvurulur. Yakinsak olan bir
seri ya da dizi herhangi bir toplanabilme metodu tarafindan yakinsadigi noktaya
toplanabiliyorsa, o metoda regilerdir denir. Bundan daha genel bir ifadeyle,
herhangi bir toplanabilme metodu tarafindan bir degere toplanabilen bir seri
yva da dizi kendisinden daha giiclii olan bagka bir metot tarafindan ayni degere
toplanabiliyorsa, bu tipteki teoremlere Abel tipi teorem adi verilir. Ancak bu
tipteki teoremlerin terslerinin dogru olmasi gerekmez. Bu teoremlerin terslerinin
dogru olabilmesi genel terim fizerine konulacak belirli kosullar ile miimkiin
oldugundan, temel problem bu kosullarin neler oldugunu belirlemektir.

Bu tarzdaki ilk calisma 1897 yilinda Avusturyali matematikgi Alfred Tauber
(1897) tarafindan yapilmigtir. Tauber, Abel metodu tarafindan toplanabilen bir
serinin yakinsakligi icin gerekli olan kogulun na,, — 0 oldugunu ispatlamigtir. 1910
yilinda, G. H. Hardy ve J. E. Littlewood (1914) Tauber’in galigmalarindan etki-
lenerek seriler iizerindeki aragtirmalarina baglamiglar, Tauber tarafindan verilen
yakinsaklik kogulunu sinirliliga indirgemisler ve bu tipteki teoremlere de Tauber
tipi teorem adimi vermislerdir. Ilerleyen yillarda yapilan calismalar, Tauber’in
verdigi kogulun zayiflatilmas: iizerine yogunlagsmistir. Bu kogulun zayiflatilmasi
stirecinde, Hardy ve Littlewood un yam sira, Landau (1910), Schmidt (1925) ve
Szasz (1951) da 6nemli bir rol oynamigtir.

Bu boliimde, Cesaro toplanabilme metodu ve bu metottan daha genel
olmakla beraber tezin konusunu olusturan agirlikli ortalama toplanabilme metodu
i¢in temel tanimlar verilecek, bu metotlarin regiiler olmasi i¢in gerekli kogullardan
bahsedilecektir. Bunun yan sira, bu metotlar i¢in bazi Tauber tipi teoremler

tzerinde durulacaktir.
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Tanim 2.12 (Hardy, 1991) u = (uy) reel saylarin bir dizisi olmak iizere, bu

dizinin aritmetik ortalamast

ile gosterilsin. Sonlu bir s sayisi i¢in

lim o, = s
n—oo

ise (u,) dizisi s ye Cesaro toplanabilirdir denir ve w, — s (C,1) seklinde

gosterilir.

Her yakimsak dizi aynmi noktaya Cesaro toplanabilirdir. Ancak her Cesaro top-
lanabilir dizi yakinsak olmak zorunda degildir. Bu durum klasik bir ornekle

aciklanabilir.

n

Ornek 2.1 (u,) = (Z(—l)k) dizisini alalim. Bu dizi wraksak oldugu halde

k=0
Cesaro toplanabilirdir:

(uy) dizisini
- 1, n ¢ift,
=0 0, n tek
seklinde ifade edebiliriz, bu takdirde dizinin wraksak oldugu gorilur. Bu dizinin

aritmetik ortalamast alinirsa,

1 <& nt2 oy cift
On = Z up = ¢ 2 o
n+1~— %, n tek

1
elde edilir ve lim o, = 3 olur. Yani, (u,) dizisi % ye Cesaro toplanabilirdir.
n—oo

Yukaridaki Ornek den gorildiigii tizere, yakinsak diziler uzay1 Cesaro topla-
nabilir diziler uzay: tarafindan kapsanir.

Cesaro toplanabilir diziler uzayindan yakinsak diziler uzayima gecis dizi
iizerine konulacak uygun kosgullarla miimkiindiir. Daha genel olarak, P bir
toplanabilme metodu olmak tizere, bir dizi P toplanabilir ve buna ilaveten bazi
T, kosullarin1 saghyorsa, bu dizi yakinsaktir. 7, kosullarmin her birine Tauber
kosulu ve bu tipteki teoremlere de Tauber tipi teoremler adi verilir. Buradaki 7),
kosullar1 metoda gore degisiklik gosterir, ancak her durumda iraksakligin belli bir

yavaglamasini ifade eder. Tezin ilerleyen boltimlerinde agirlikli ortalama metodu
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icin Tauber tipi teoremler verilecektir.
Tez boyunca sikca kullanilacak olan baz1 gosterimler agagida verilmistir. Herhangi

bir v, >0 (n > N) ve (u,) € w i¢in,
i)  u,=0(v,) <= 3IM>0,n>N:|u,| <Muv,

ii U, = 0(v,) <= n — 00 icin Un —0
n

Her n € N igin v,, = 1 durumunda yukaridaki notasyonlarin yerine, sirasiyla O(1)
ve o(1) kullanihir.

Cesaro toplanabilme metoduyla ilgili ilk Tauber tipi teorem 1897 yilinda
Tauber tarafindan ispatlanmigtir. Bu teoreme gore, (u,,) dizisi sonlu bir s sayisina
(C, 1) toplanabilir ve nAu,, = o(1) ise, (u,) dizisi s ye yakinsar. Ancak, Tauber’in
bu kogulu 1914 yilinda sirasiyla Hardy ve Landau tarafindan nAw, = O(1) ve
nAu, > —M kosullarina indirgenir.

Tauber tipi kosullarin zayiflatilmasi siirecinde dizilerle ilgili yeni kavramlara
gereksinim duyulmustur. Asagida verilecek olan bu kavramlar ilk defa Schmidt

(Schmidt, 1925) tarafindan ortaya atilmigtir.
Tanim 2.13 (Boos, 2000) A\, An nin tam degeri olmak tzere, (u,) € w igin,

lim liminf min (ug —u,) >0 (1)
A—=1t n—oo n<k<A,

kosulu gercekleniyorsa,
ya da denk olarak,
her € > 0 i¢in ng < n < k < A\, iken up — u, > —e olacak sekilde bir ng = no(e)

ve A = A(e) > 1 varsa, (u,) dizisine yavas azalan dizi denir.

Lemma 2.8 (Schmidt, 1925) \,, An nin tam degeri olmak iizere, (u,) € w i¢in
kosulu asagidaki kosula denktir:

lim liminf min (u, —ug) >0
A—=1— n—oo Ap<k<n

Tanim 2.14 (Schmidt, 1925) X\, An nin tam degeri olmak ‘zere, (u,) € w igin,

lim limsup max |ug —u,| =0

kosulu gercekleniyorsa,
ya da denk olarak,
n
n>m — oo i¢in — — 1 olmak tzere u, — u, = o(1) saglanyorsa, (u,) dizisine
m

yavas saliniml dizi denar.
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Yavag salimimli dizilere 6rnek olarak, tiim yakinsak diziler ile
log n,loglogn, (logn)®(a > 0)

gibi diziler verilebilir.
Tezin ilerleyen boliimlerinde yavag azalanlik ve yavasg salinimlilik kavram-
larina siklikla yer verileceginden, bunlara ait bazi Ozellikleri siralamakta fayda

vardir:

(i) Her yakinsak dizi yavag salimmlidir, ancak tersi her zaman dogru degildir.

B} 1
Ornegin; (u,) = (Z E) dizisi yakinsak degildir, fakat n > m — oo i¢in
n k=1

— — 1 olmak tizere

m
"1 " dk n
un—um:k;rlz g/m ?zlog<g> —0
oldugundan, tanimi geregince (u,,) dizisi yavasg salimimlidir.
(ii) Her artan dizi yavag azalandir.
(iii) (—wu,) dizisi yavag azalan ise (u,,) dizisine yavas artan dizi denir.
(iv) Bir dizi hem yavag azalan hem de yavas artan ise yavag salimmhdir, ancak
tersi dogru olmak zorunda degildir.
(v) (uy) dizisi yavag salimimli ise Au,, = o(1) dir.
(vi) (uy) bir reel sayilar dizisi olmak tizere (nAu,) dizisi tek tarafli siirh ise
(uy,) dizisi yavag azalandir.
Yukarida bahsedilen tanimlar dogrultusunda, yavas azalanlik ve yavag salinimlilik

kavramlar: Cesaro toplanabilme metodu i¢in Tauber tipi kosullardir.

Tanim 2.15 (Hardy, 1991) p = (px), po > 0 ve

Pn::Zpk%oo,n—)oo (2)
k=0

olacak sekilde negatif olmayan bir sayr dizisi olsun. (u,) dizisinin agurlkl

ortalamast

1 n
th ::FZpkuk, n €N

™ k=0
seklinde tanimlanar. Sonlu bir py sayist igin

lim ¢, = po
n—oo

ise, (up) dizisi agurlbikl ortalama metodu tarafindan pg sayisina toplanabilirdir

denir ve u, — o (N, p) seklinde gésterilir.
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Agirlikh ortalama metodu, Riesz metodu ya da (N, p) metodu olarak da bilinir.
Her n € N i¢in p, = 1 olmast durumunda (N, p) toplanabilme metodu (C, 1)
metoduna indirgenir.
(N, p) toplanabilme metodunun regiiler olmasi icin gerek ve yeter kosul

sartinin saglanmasidir.

Tanim 2.16 (Hardy, 1991) p = (px), po > 0 ve

n
Pn::Zpk—M)o, n — 00
k=0

olacak sekilde negatif olmayan bir sayr dizisi olsun. (u,) dizisinin Nérlund

ortalamast

1 n
Ty 1= i gpn—k—l-luk , neN

seklinde tanimlanar. Sonlu bir py sayist i¢in

lim 7, = py
n—o0o

ise, (up) dizisi Norlund ortalama metodu tarafindan py sayisina toplanabilirdir

denir ve u, — 1o (N, p) seklinde gdsterilir.

Norlund toplanabilme metodunun regiiler olmasi icin gerek ve yeter kogul n — oo

P 9
durumunda == — 0 sartimn saglanmasidir.
n

Agirlikli ortalama ve Norlund ortalama metotlarmin tanimlanmasinin
ardindan bu metotlara iligkin yavag azalanlik ve yavag salinimhilikla ilgili birkac

ozellik vermekte fayda vardir:

An )
(i) po > 0, (px) azalmayan bir dizi ve A, > n — oo igin — — 1 olmak {izere
n

P b, L L
lim =2 =1 saglansin. Bu durumda, (—Aun) dizisi simirliysa (u,,) dizisi
n— 00 n Pn

yavag salimimlidir:

k
Z Auj

j=n+1

k k
_ Z Z Dy Py

olur. Tamim uygulanacak olursa,

Py Py
— < M—-1)=M ~—1

elde edilir. Once n — oo durumunda iist limite gecilir ve ardindan da A —

17" limiti alinirsa tanimin gerceklendigi goruliir.
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P, L
(ii) Yukarida verilen kogullar altinda (—Aun) dizisi tek tarafh sinirhysa (u,,)
Pn
dizisi yavag azalandir.
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3 BULANIK SAYI DIZILERI ICIN AGIRLIKLI
ORTALAMA TOPLANABILME METODU

Bu bolumde ilk olarak, aritmetik ortalama metodu, agirlikli ortalama
metodu ve Norlund metodu tarafindan toplanabilir olan fuzzy say1 dizilerinin
tanimlar1 verilecek ve bu metotlarin regiiler olmasi icin gerek ve yeter kosullar
tizerinde durulacaktir. Ardindan, tezin konusunu olusturan fuzzy say1 dizilerinin
agirlikli ortalama toplanabilme metodu i¢in bazi1 Tauber tipi teoremler ispatlana-

caktir.

3.1 Agirlikh ortalama metodunun regiilerligi ve bazi1 Tauber

tipi kosullar

Bu baglik altinda, ikinci boliimde reel sayilar uzayindaki tanimlar: verilen
bazi toplanabilme metotlarinin fuzzy sayilar uzayindaki karsiliklarina yer veri-
lecek ve yakinsak olan bir fuzzy say1 dizisinin hangi kogullar altinda agirlikh
ortalama ve Norlund metodu tarafindan yakinsadigi noktaya toplanabilir oldugu
soylenecektir. Bunun yani sira, daha sonra agirlikli ortalama metodu icin bir
Tauber tipi kosul oldugu soylenecek olan bazi 6zel tipteki fuzzy say1 dizilerinden

bahsedilecektir.

Tanim 3.1 (Talo and Cakan, 2012) (u,) bir fuzzy say. dizisi olsun. (uy,) dizisinin

aritmetik ortalamas:

1 n
Oy 1= up , n €N
n—i—lkzzgk

seklinde tanimlaniwr. Her € > 0 i¢in
D(op, o) <€, n>ng

olacak sekilde en az bir ng € N varsa, (u,) dizisi aritmetik ortalama ya da Cesaro

metodu tarafindan pg € E' saysina toplanabilirdir denir.

Yakinsak her fuzzy say1 dizisi ayn1 noktaya Cesaro toplanabilirdir (Talo and
(Cakan, 2012). Ancak her Cesaro toplanabilir fuzzy say1 dizisi yakinsak olmak

zorunda degildir. Bu durum agagidaki gibi bir ornekle agiklanabilir.
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Ornek 3.1 (Talo and Cakan, 2012)

1—t ,te]0,1]
uo(t) =
0 , diger durumlarda
ve
1+t ,te[-1,0]
vo(t) =
0 , diger durumlarda
olmak tizere (u,) = (ug,vo,uo,Vo,...) fuzzy sayr dizisi tanymlayalim. Bu dizi

waksak oldugu halde Cesaro toplanabilirdir:

2n
1 1
02n22n+12_:uk = 2n+1((U0+U0)+(U0+U0)+...+(UO+U0)+U0)
n-+1 N n
= u U
m+1 " a1 ?
ve
1 2n—1 1
o1 = o S u = 5 (0 +v0) + (uo + o) + ... + (ug + o))
k=0
1 +1
= v
gt T 5

bulunur. Buradan hareketle, (u,) fuzzy say dizisinin g, ve 09, 1 aritmetik

ortalamalarinin a-seviye kumeleri sirasiyla

[Oan]a = [Uz_n(a)vag_n(a)] =

n+1
- {2n+1(0‘_1)’2 11(1_0‘)}
ve
(Canci]o = B(a 1), 50 a)]
seklinde bulunur. wy = UO;UO olarak tanimlanmas: halinde D(og,,wy) =

1
—2(2n—|— 1 ve D(o2,-1,wy) = 0 elde edilir. Buradan, nh_)rglo D(0,,wg) = 0 oldugu
sonucuna variir. Oyleyse (u,) fuzzy say dizisinin o, aritmetik ortalamast wy €

E' saypsina yakinsar ancak bu dizi yakinsak degildir.

Yukaridaki Ornek den goriildiigii tizere, yakinsak fuzzy diziler uzay1 Cesaro
toplanabilir fuzzy diziler uzay: tarafindan kapsanir.

Cesaro toplanabilir fuzzy diziler uzayindan yakinsak fuzzy diziler uzayina
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gecig tezin onceki boliimlerinde reel say1 dizileri icin verilen ve ilerleyen kisimda
da fuzzy say1 dizileri igin verilecek olan yavag azalanlik, yavag salimmmlilik ve bu
kosullar1 gerektiren kosullarla mimkiindiir. Bu kosullarin Tauber tipi kogullar

oldugu Talo ve Qakan (2012) ve Talo ve Basar (2013) tarafindan ispatlanmgtir.

Tanim 3.2 (Tripathy and Baruah, 2010) (px), po > 0 ve

n

Pn::Zpk%oo,n—)oo (3)
k=0

olacak sekilde negatif olmayan bir reel sayr dizisi olsun. (u,) € w(F) dizisinin

agirlikly ortalamast

1 n
tn ::Fnkz_opkuk , neN

seklinde tanimlanir. Her € > 0 i¢in
D(t,, o) <€, n>ng

olacak sekilde en az bir ng € N warsa, (u,) dizisi agurlikly ortalama metodu

tarafindan pg € EY saypsina toplanabilirdir denir.

Reel terimli diziler i¢in verilen agirlikli ortalama metodu gibi fuzzy dizileri

i¢in verilen agirliklh ortalama metodu da, Riesz metodu ya da (NN, p) metodu
olarak bilinir. Her n € N icin p, = 1 olmasi durumunda (N,p) toplanabilme

metodu (C, 1) metoduna indirgenir.

Tanim 3.3 (Tripathy and Baruah, 2010) (px), po > 0 ve

n
Pn::Zpk—M)o, n — 00
k=0

olacak sekilde negatif olmayan bir reel sayr dizisi olsun. (u,) € w(F) dizisinin

Norlund ortalamast

1 n
Tn = Fn kz_opnkJrluk , nE N

seklinde taniymlanir. Her € > 0 i¢in
D(Tp, o) <€, n>mng

olacak sekilde en az bir ng € N warsa, (u,) dizisi Norlund ortalama metodu

tarafindan pg € E' saypsina toplanabilirdir denir.
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Teorem 3.1 (Tripathy and Baruah, 2010) (N, p) toplanabilme metodunun regiiler
olmasi i¢in gerek ve yeter kosul n — oo tken P, — oo olmasidair.

Ispat.(<:) (u,) fuzzy sayilarin yakmsak bir dizisi olmak iizere, nh_}rgo Up, = [
alalim. O zaman alinan her € > 0 i¢in n > ng iken D(uy,, 1) < g olacak gekilde
bir ng € N vardir. Ayni zamanda, her yakinsak fuzzy say1 dizisi sinirh oldugundan,
her n € N i¢in D(u,, o) < H olacak sekilde bir H € R bulunur. Hipotez geregi,

n — oo iken P, — oo olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 i¢in n > n; iken % <

n
€

olacak sekilde bir n; € N vardir. ny = max(ng, n;) olmak {izere,
2H max(ng,ny)

her n > ny i¢in

1 n
D Fn ;pkuh Mo)

k=1 k=no+1 k=1
1 no n 1 no n
= D Fn Zpkuk+ Z DUk ’Fn Pifo + Z DPilo
k=1 k=no+1 k=1 k=no+1
1 & 2 1
< D B 2 PRtk > pwpto | + D o) Z Prtik; 5 Z Prtto
— =1 k=ng+1 " k=ng+1

1 1
= D (F(pIUI + oo+ Piylng ), — (P1fto + - +Pn2,u0))

Py,

(pn2+1p“0 + .. +pnﬂ0)>

o=

1
+ D (F(png-f—lung-‘rl + +pnun)7

p P Pn Pn
< F;D(Ul, ,u()) + ...+ _P; D(unza MO) + ;:1D(Un2+1, ,u()) Tt FnD(unJLO)
D1 p'rLQ pn2+1 € Dn €
< —H+ .. +—/H T 5
S A e T R
€ DPny+1 Dn\ €
< H H et —=— 1 =
< € €
2 2

= €

esitsizligi elde edilir. Oyleyse, (u,) dizisi po sayisma (N, p) toplanabilirdir.
(=:) (N,p) toplanabilme metodu regiiler olsun ve i. terim 1 olacak sekilde bir
=(0,0,...,1,0,...) = (u;) dizisi alahm. i — oo iken u; — 0 oldugu agiktir. (¢,)

dizisi 0 sayisma yakinsak oldugundan, her € > 0 icin, n > ng durumunda

1 ¢ A DPi =
D — Ol=D(=—.0] <
(Pzp) (20) <



25

olacak gekilde bir ng € N vardir. Buradan, n — oo iken % — 0 oldugu goriiliir.

Boylece, n — oo iken P, — oo olur. O

Teorem 3.2 (Tripathy and Baruah, 2010) (N,p,) toplanabilme metodunun

regiler olmasi i¢cin gerek ve yeter kosul n — oo iken Z])D—" — 0 olmasidar.

Ispat.(<:) (u,) fuzzy sayilarm yakimsak bir dizisi olmak iizere, r}grglo Up = [
alahm. O zaman alman her € > 0 igin n > ng iken D(u,, po) < % olacak sekilde
bir ng € N vardir. Ayni zamanda, her yakinsak fuzzy say1 dizisi sinirl oldugundan,
her n € N i¢in D(uy,, o) < H olacak gekilde bir H € R bulunur. Hipotez geregi,

n — oo iken Z])D—n — 0 olsun. Bu durumda, her ¢ > 0 i¢in n > n; iken Z;—n <

€ . . ..
olacak sekilde bir ny € N vardir. ny = max(ng, n;) olmak iizere,

2H max(ng,n1)

her n > ny i¢in

< an k-+1Uk, Mo)

" k=1

1 n
= P7nD an k+1Uk + Z Pn—k+1Uk 7an—k+1p’0

k=no+1
= D an k1 + Z Pr—k+1Uk an k140 + Z Pr—k+1/0
k=no+1 k=no+1
1 ng 1 n n
< Lp (zpn_kﬂukapn_kﬂuo)wp S e S b
n 1 k=1 n k=na+1 k=na+1
= 5 D ((prur + o + Pungi1ting ), (Putto + . + Pr-nat1H0))
n
1
+ FD ((pn—ngung—H + +p1un)7 (pn—ngﬂo + +p1,u'0))
n
Pn Pn—no+1 Pn—no D1
< S-D(u1,po) + - + 75— D(uny, pio) + D(uny+1, f10) + - + = D(un, po)
P, P, P, P,
Pn Pn—no+1 Pn—ng € p1 €
< —H4+.. H -+ .+ ==
< pHF.+7F TRt T B g
€ Pn—no p1 €
< H+ .. H et = =
— 2Hny + +2H2 +( P, + +Pn>2
< E+E
2 2

= €

esitsizligi elde edilir. Oyleyse, (uy) dizisi po sayisma (N, p) toplanabilirdir.
(=:) (N,p) toplanabilme metodu regiiler olsun ve ¢; = (1,0,0,...) = (u) dizisini
goz oniine alalm. k — oo iken ugp — 0 oldugu agiktir. (7,,) dizisi 0 sayisia yakinsak

oldugundan, her € > 0 icin, n > ng durumunda

1 < . Pn -
D <Pn ];pn_k+1e1,0> =D (Pn,0> <e
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olacak sekilde bir ng € N vardir. Buradan, n — oo iken % — 0 oldugu goriliir. O
n

Tauber tipi kogullarin zayiflatilmas: siirecinde dizilerle ilgili gereksinim duyulan
yeni kavramlarin reel uzaydaki ifadeleri ikinci béliimde verilmigtir. Bu kavramlarin fuzzy

uzaylardaki karsiliklar: ise agagida verilecektir.
Tanim 3.4 (Talo and Basar, 2013) Her € > 0 ve her ng < n i¢in
n <k <X\, durumunda ug > u, — € (4)

olacak sekilde en az bir ng = ng(e) ve A = A(e) > 1
ya da denk olarak,

her € > 0 ve her ng < n ig¢in
An < k <n durumunda u, = up — € (5)

olacak sekilde en az bir ng = no(€) ve X = A(e) < 1 varsa, (uy) € w(F) dizisine yavas

azalandwr denir.

Tanum 3.5 (Subrahmanyam, 1999) u = (u,) € w(F) olmak izere, her ¢ > 0 igin
1< % < 146 vem,n > N(€) durumunda D(tm,uy,) < € olacak sekilde bir § = d(e) > 0
ve N(e) € N bulunabiliyorsa,

ya da denk olarak,

m >mn — oo i¢in — — 1 olmak tizere D(um,u,) — 0 saglanwyorsa, (uy,) dizisine yavag
n

salimamly dizi denir.

Yavag salinimlilik kavraminin Schmidt tarafindan verilen alternatif taniminin

fuzzy uzaylardaki karsilig1 agagida verilecektir.
Tanum 3.6 (Altin et al., 2006) X\, An nin tam degeri olmak tzere, (u,) € w(F) igin,

inf imsup max D(ug,u,) =0
aap nsup e (g n)

kosulu gercekleniyorsa, (uy,) dizisine yavas salinimly dizi denir.

Tezin bir sonraki boliimiinde yavag azalanlik ve yavag salinimlilik kavramlarina

siklikla yer verileceginden, bunlara ait bazi temel o6zellikleri siralamakta fayda vardir:

(i) Her yakinsak fuzzy say1 dizisinin yavag salimimli oldugu Cauchy kriterinden
dogrudan soylenir, ancak tersi daima dogru degildir. Ornegin (Talo and Cakan,
2012);

1—(k+1)t, tel0, 4]

vr(t) =4
0, diger durumlarda
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3

olmak tizere (u,) = ( v, | dizisi yakinsak degildir, fakat her € > 0 igin n <

m < n(l+9) ve m,n > N(e¢) durumunda

k=0 k=0 k=0 k=n+1 k=
m
= D( Z Vg, 0
k=n+1
m
< Z D(l/k,O)
k=n+1
Ui 1 m
= < (7 — 1) <4
kE+1 " \n -
k=n+1

olacak gekilde bir §(¢) = € ve N(¢) € N bulunabildiginden, tamimi geregince (uy,)
dizisi yavag salimmlidir.

(ii)) v = (un) € w(F) olmak iizere, D(ug,up_1) = O(%) kogulu gercgekleniyorsa,
(un) dizisi yavag salmimhdir (Talo and Cakan, 2012). Gercekten; (u,) dizisi
D(ug, up—1) = O(%) kosulunu sagliyorsa o zaman her k € Nigin D (ug, ugp_1) < %

olacak gekilde bir C' > 0 vardir. Her € > 0 i¢cin n < m < n(1+ ) ve m,n > N (e)

durumunda

m

D (tp, up) < i D(ug, ug—1) Z (——1) (&)

k=n+1 k=n
olacak sekilde bir d(e) = é ve N(e) € N bulunabildiginden, tanim geregince
(up,) dizisi yavag salimimhdir.
(iii) Yavag salimiml fuzzy say1 dizileri yavag azalandir. Ancak tersinin her zaman dogru

olmas: gerekmez. Ornegin (Talo and Basar, 2013);

1
L—tVk+1, tef0, 7]

0, diger durumlarda

vg(t) =

n
olmak tizere (u,) = <Z vk> dizisi tamimlayalim. O zaman her bir o € [0, 1]

. . kZO
icin,
n

+
'I’L

u, (@) =0 ve u

oldugundan (u,) dizisi artandir ve her artan dizi yavasg azalan oldugundan (u,)
dizisi yavag azalandir. Ancak, her birn € Nve A > 1 icin « = 0 ve k = A,

alinmas: halinde,

D(ug,u,) = sup max{’uk ) —u, ()
a€l0,1]

= 4} (0) — ;7 (0)
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|
j=n+1"j+1
S k—n k—n
T VE+1 T Van+1
A —1-n _nA-1) 1

Van+1l Von+l Van+l

oldugundan, tanimdan hareketle (u,) dizisi yavag salinimlh degildir.

(iv) u = (un) € w(F') olmak {izere, her n € N ve baz1 H > 0 i¢in nuy, > nu,—1 — H

kogulu saglaniyorsa u = (u,,) dizisi yavag azalandir.

3.2 Agirhklh ortalama metodu icin baz1 Tauber tipi

teoremler

Tezin bu kisminda, yukarida tamimlanan yeni kavramlarin agirlikli ortalama
toplanabilme metodu i¢in Tauber tipi kosullar oldugunu gosteren teoremler ispatlariyla

birlikte sunulacaktir.

Teorem 3.3 (Tripathy and Baruah, 2010) u = (u,) € w(F) dizisi po € E* saysina

N, oplanabilir ve yavas salinimli ise, o zaman (u,) dizist pg € sayisina yakinsar.
N, p) toplanabil yavas sal [ d wo € E' say yak

Ispat. Genelligi bozmaksizin, po = 0 alalim. (uy,) dizisi 0 sayisina yakinsak olmasin;

yani, lim D(up,0) > 0 oldugunu varsayalim. Bu durumda, her i € Nicin D(uy,,0) > «
n—o0

olacak sekilde bir a > 0 ve (up;) C (uy,) alt dizisi vardir.

(up) yavag salimml oldugundan, her € = g > 0igin go(e) <n<m< (1+d)n
iken D(up,upn) < % olacak sekilde bir 6 > 0 ve go(¢) € N vardir. Bunun yam sira,
(uy) dizisinin yavag salimml olmasi, (u,,) C (uy,) alt dizisinin yavag saliniml olmasini
gerektirir. [

(up) dizisi 0 € E! sayisma (N, p) toplanabilir oldugundan, t, := Fnz DU
seklinde belirlenen (t,,) dizisi 0 sayisina yakinsar. .

Her € > 0 icin gi(e) < m; ve n; < m < m; = [(1 + d)n;] olmak iizere, ticgen
esitsizliginden

D(0,up,) < D(0, um) + D(tm,un,)

vardir. (up,) alt dizisinin yavag salinimhilig1 ve varsayim goz éniinde bulundurulursa,

D(0,um) > D(0,up,) — D(tm, tn,) > o —

| Q

@
2

esitsizligine ulasilir.

Her € > 0 i¢in gi(€) < n; ve n; < m < m; = [(1 4+ d)n;] olmak tizere, (un,) alt
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dizisinin yavas salimimlihigl ve varsayimdan hareketle, Lemma ve Lemma [2.6]den

yararlanarak,

P,
D (ty,,tn;) + D (tni, mtm)
P,

P,
> D(tmi,P’“th
m;
1 i o P, [ 1 &
= D B D pruk+ Y pru "B <Pan/cuk
i\ k=0 k=n;+1 ’ k=0
1
i k=n;+1
1 1 - 1 -
> D ﬁ Z pkunivo - D ﬁ Z Pkukapim Z PkUn;
g k:nl—l-l g k:nﬁ-l g kZ?’Ll—‘rl
P, — P, _ 1
> D<<7'“Pmm> uni’())_Pm. Z prD(ug, un,)
4 Zkzni+1
s (P b 3 ()
=z B — Un;, V) — 5— Pe |5
Pmi sz k=n;+1 2
o (PP (Pn— P
_ (DL 2 (6)
P, 2

esitsizligi elde edilir.
Bununla birlikte, her € > 0 icin gi(€) < n; < m; < (14+d)n; < m; + 1 ve (BPy)

reel say1 dizisi artan oldugundan,
sz‘ < (1 +5)Pnz ve (1 +5)Pm < Pmﬁ-l = sz‘ + Pmi+1
esitsizlikleri vardir. Buradan,

Pmi_Pni > Pmi_Pm: 1 > o _ Pmi+1 1
P, - P, (140) = \1+9¢ P, (1+49)

esitsizligi bulunur ve (N,p) toplanabilme metodu regiiler oldugundan i — oo iken

P,, — oo dir. Oyleyse, i — co durumunda

P, = Pu\ o (0
Pn, )T \1+0

esitsizligi vardir ve @ esitsizliginden yararlanarak,

P,. P
D (ty;tn;) + D (tni, P;Zt”’) > D (tm P;tn)

Vv

(55) (5)

0 (7)

AV

elde edilir.

Diger taraftan, her € > 0 icin gi(€) < n; < m; olmak iizere, Lemma [2.3/den
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yararlanarak,

P,
m;

IN

P,
D (tm,,tn,) + D <tn i tni>
P,

P, - P, -
= D m;s n D ) -
(s tn;) + (Pmpmz PrUk: 5 Zpkuk)

k=0 )

= D (tM¢7tni)

1 “
+ Pn Pm D (Pnl + mi nz Zpk’uka ng kz_opkuk>

i %

P, — P,
< D(tm,,tn;) + <’”P"> D (t,,,0)
m;

< D (tm;,0) + D (tp,;,0) + <1j5> D (tn,,0) (8)

esitsizligine ulagiir. Her iki taraftan limite gecilirse, (u,) dizisi 0 sayisina (N, p)
toplanabilir oldugundan,

Py, J .
lim D (tm“ 1tni> < lim D(t,,;,0) + lim D(t,,,0) + () D (t,;,0) =0 (9)

i—00 sz i—00 i—00 14+6

esitsizligi elde edilir. ve @ esitsizliklerinden,

1) P,.
— < lim D ) <
0< <1+5) lgélo (m“Pmitnl) <0
bulunur. Ancak, bu bir geligki olup varsayim hatalidir. Boylece, (uy,) dizisi 0 say1sina

yakinsar. O

Bir sonraki teorem, agirlikli ortalama toplanabilme metodu igin Tauber tipi

bosluk teoremi olarak da bilinir.

Teorem 3.4 (Tripathy and Baruah, 2010) (ng) dogal sayilarin artan bir dizisi ve (uy,),

Nk <N < Npgy 06N Uy = Un,, olacak sekilde fuzzy saylarin bir dizisi olsun. u = (uy) €
Py,

w(F) dizisi po € E' sayisina (N, p) toplanabilir ise, o zaman liminf —*% > 1 kosulu

ng
saglanmak tzere (uy,) dizisi po sayisina yakinsar.

n
Ispat. Genelligi bozmaksizin, po = 0 alalm ve s, = o Z pruy dizisini tanimlayalim.

" k=1
Hipotez yardimiyla,

Nk+1

P, _
Snpy1o ) <Pnk Smc=0>

Nk+1

= D <$nk+17 k)
nk+1

Py,
D (Snk+1’ + (P ) Snk70)
D
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e+l =1 M1 i=1
1 Nk Nk+1 1 Nk
= D P E piu; + E biug |, E Diu;
Tk+1 =1 i=ng+1 k41 51
Nk+1
1 i _
= D P E biug, 0
Nk+4+1 iznk+1
N1
1 i _
= D P E piunk+1 ; 0

P, .. —P, _
— D k+1 k 0
(( Poy,y ) e
P, _
= D((1-5™ 0
(( Pnk+1 > unk+1, >

_ <1_ P, >D(unk+l,(_)) (10)

Nk+1

esitsizligi elde edilir. Ayrica,

Nk

P —1
= {liminfw} < 00

lim sup = lim sup m in
ng

k—o0 Np41 k—o0 ZMkt1
Nk

ve keyfi bir A € (0,1) i¢in,

P, P P -1
0<>\§liminf<1— nk)zl—limsup Tk :1—{1iminfnk“} < 00

k—oco Nt 1 k—00 Nyl k—oo N
esitsizlikleri bulunur. Hipotez geregince, n — oo iken (u,) dizisi 0 € E! sayisina (N, p)
toplanabilir oldugundan, k — oo iken (s, ) ve (sp, ) dizileri 0 € E' sayisina yakimsar.

Boylece, esitsizliginden yararlanarak,

_ P _
Alimsup D (up,,,,0) < liminf <1 S ) limsup D (uy, ,,0)

k—oco k—o0 Tk+1 k—o0

P, _
< limsup { (1 - m‘) D (unk+1>0)}
k—oo Pnk+1

_ P, _
limsup D (snkH,O) + lim sup (’Zk) D (sy,,0)

k—o0 k—o0 Ni41

IN

_ P,
limsup D (snkH,O) + lim sup (n’“> limsup D (s, ,0)

k—oo k—oo Nk41 k—oco

= 0 (11)

IN

elde edilir. Buradan, k& — oo iken uy,,,, — 0 sonucuna ulagihr. O zaman her ¢ > 0
icin, k > ko iken D(uy, +1,f)) < € olacak gekilde bir kg € N vardir. Aym zamanda,
(ng) dogal sayilarin artan bir dizisi oldugundan, k > ko icin ng > ny, dir ve hipotez
geregince, ng, < ng < n < ngyy durumunda u, = up,,, dir. Yani, her € > 0 igin k > ko

durumunda D(up,,0) = D(up,,,,0) < € olur. Oyleyse, (u,) dizisi 0 sayisma yakinsar. O
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p = (pn) dizisini kisitlayan agagidaki lemma Méricz ve Rhoades (2004) tarafindan

verilmigtir ve ispatlar icerisinde kullanilacaktir.

Lemma 3.1 (Mdricz and Rhoades, 2004) (Py) pozitif sayilarin azalmayan bir dizisi

1s€
.. P,
ve
P &
liminf — >1 0<A<1 (13)

n—oo An

kosullary denktir.
Ayrica kosulu kogulunu ifade eder.

Teorem 3.5 (Onder et al.,2015) (uy), (.) kosulunu saglayan bir fuzzy sayr dizisi
olsun. (uy) dizisi, po € E* saypsina (N,p) toplanabilir ve yavas azalan ise (uy,) dizisi
[o sayisina yakinsar.
Ispat. (up) € w(F) dizisinin po € E' sayisima (N,p) toplanabilir ve yavag azalan
oldugunu varsayalim.

A > 1 olsun. Her bir n € N i¢in Py, > P, olmak iizere,

P, Py,
—r—t t, = —"— _

n
= (Zpkuk + Z pk“k) + % pr;:
n —

/\ k=n+1

- <P>\ 1 —|—>Zpkuk—|— Z Py
= P/\ 7P ( Zpkuk) Z PrUg

" k=n+1
Py
= " PrUk 14
e P" k;—‘rl .
esitligi vardir. kosulu kullanilarak,
li P li
imsup —=*— = limsu
n—>oop P)\n Pn n—)oop 1— &
Py,

P\
- gy

P, !
= 1 — limsup —
{ n~>oop P)\n }
-1
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esitsizligi elde edilir. (15]) esitsizliginden ve (u,,) dizisinin ug sayisia (N, p) toplanabilir

oldugu varsayimindan hareketle,

. Py Py
| sup D ~ ¢ O’
im sup <P/\n —p P - P, n>

Py
= limsup —=—D(t) ,t
n—>oopP)\n_Pn (An n)

Py
= limsup —22—D(tx + po,tn +
n~>oop P)\n _ Pn ( )\n /’LO n :U’O)

, P
lim sup ——22— [D(£x, , ft0) + D(tn, o))

<
o n— 00 P)\n - Pn
P
< limsup ﬁ lim sup [D(t,, o) + D(tn, po)]
n—00 An T In n—oo
P
< limsup —2 — [lim sup D(ty,,, o) + limsup D(t,, ,uo)]
n—00 P)\n - Pn n—00 n— 00
: Py : :
< _m
< Iimsup P - P, [nlgrolo D(tx,, po) + lim_ D(ty, Ho)]
= 0

esitsizligi bulunur. Bu durumda, yeterince biiyiik bir n ve € > 0 igin,

Py Py €
D n__¢ n_ )<=
<P,\n — P, ™ P, P, ") 3

n

yazilabilir. Boylece, Lemma [2.5] yardimiyla,

P)\n €
Sty — £ X

Py Py €
) X ——1 - 16
P)\ _ Pn Ap 2 _ n + ( )

bagintisi elde edilir. (uy,) dizisi ug sayisia (N, p) toplanabilir oldugundan tanim geregi
lim D(t,,pno) = 0 yazilabilir. O zaman, her bir € > 0 igin D(tp, uo) < % vardir.
n—oo

Boylece, Lemma [2.5] yardimiyla,

€ €
— <ty < - 17
Ho 3 = n = Ho + 3 ( )
bulunur. Ayrica, (u,) dizisi yavag azalan oldugundan,
1 o 1 o € €
5 > Pk m 5 Y Drltn— 5) = up— (18)
P, —P, Pt P, — P, W5 3 3

vardir. esitligiyle birlikte , ve bagintilar: kullanilarak, her bir € > 0

icin

P/\n _— 2€ n . P/\n bt
P, —p," 3 M= pop T
A
P, 1 n
— n t kuk
.m&”fxng%p
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elde edilir. Boylece, Lemma [2.3] yardimiyla,
€+ o = Up (19)

bulunur.

Diger taraftan, 0 < A < 1 olsun. Her bir n € N i¢in P, < P, olmak iizere,

P)\ P)\
Pn_PAnn+n <+Pn_P)\n>n
P,
= —" ¢,
P, — Py,
= 72?1&%
An k=0
= 5 p ZpkulmL Z DUk
An k=Xn+1
p An
— An
- Rl ( Z) o 3
n "k " k=Ap+1
Py
= ——"—15, + PrUL 20
P = P, An g /\Z—H 2
esitligi vardir. kogulu kullanilarak,
. Py, . 1
imsup ———— = limsup 5——
n—)oop P P)\n n—>oop P -1
PAn
P —1
— liminf =" —
= {hnIgg.}f Py 1} < 00 (21)

esitsizligi elde edilir. Bu durumda, esitsizligi goz 6niinde bulundurularak yukaridaki

adimlara benzer bir gekilde devam edilirse,

) P Py,
lim D "y -0
v (Pn — P, ™ B, Py, )

bulunur. Bu durumda, yeterince biiyiik bir n ve € > 0 igin,

Py Py
D ] ~t
(Pn—P/\n )\n’Pn_PAn n) =

€
3

yazilabilir. Boylece, Lemma [2.5] kullanilarak,

Py € Py Py €
A g nt, < n oty 22
PP 37D, P PopL T3 (22)
bagtisina ulagihr. Ayrica, (u,) dizisi yavag azalan oldugundan,
g Prug = L En pr(un + E) = u, + < (23)
P P)\n e - P P)\n L 3 3

)\n+1 :)\n+1
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vardir. (20)) esitligiyle birlikte , ve bagintilar1 kullanilarak, her bir € > 0

icin
it % + =< it +t
P—py, 3 H = pop, T
Po oy -
= An PrUk
Pn_P)\n Pn_P)‘”k:)\n+1
< Bt
A w4 S
= P,—P, "3
elde edilir. Boylece, Lemma [2.3] yardimuyla,
po — € = Uy (24)
bulunur. ve bagintilar: ele alindiginda, her bir € > 0 igin
Ho — € 2 Up 2 €+ o
oldugu goriiliir. Lemma [2.5] kullanilarak,
D(una MO) <e
O

elde edilir. Buradan, lim wu, = g sonucuna varilir.
n—oo

Teorem [3.5|in reel uzaylardaki daha kapsaml versiyonu Méricz ve Rhoades (2004)

tarafindan verilmigtir. Bu ¢alismada, bir dizinin yavas azalanligini gerektiren kosullar

incelenmektedir.

Lemma 3.2 (Onder et al., 2015)

olsun. (uy,) € w(F) dizisi baze C > 0 ve her n igin,

P, _ P, _ —
= lunt = 1un71_0
Dn Pn

kosulunu saglwyorsa (uy,) dizisi yavas azalandar.

(25)

Ispat. (uy) fuzzy say1 dizisinin kogulunu sagladigim varsayalim. Béylece, her o €

[0, 1]igin
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esitsizlikleri vardir. Her n < k ve a € [0, 1] igin, kosulu kullanilarak

k k ,
@) () = 3 by =) = ¢ > ()

U
> —C -
2
j=n+1
>

(=)
(i)

el e eus . € .. .
esitsizligine ulagilir. Boylece, her e > 0ve 1 < A <1+ — icin n < k < A, olmak iizere,

C
kg

@) = unfa) 2 = (£ 1) 2 00 -1 = (28)

esitsizligi elde edilir. Benzer gekilde, her n < k ve a € [0, 1] igin, kogulu kullanilarak

uy (@) —ugy (@) > =C (k - 1>

n

esitsizligi bulunur. Boylece, her bir e > 0ve 1 < A < 1+ é icin n < k < A, olmak

uzere,
k
——1

n

uyf (@) —uf (o) > =C ( ) >—-C(A—1)> —¢ (29)

elde edilir. ve esitsizlikleri gbz 6ntinde bulundurulursa, u; > u, — € oldugu

goriiliir. Buradan, (uy) dizisinin yavag azalan oldugu sonucuna varilir. O

Teorem [3.5 ve Lemma [3.2] yardimuyla, agagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.1 (Onder et al., 2015) (uy,) dizisi o € E' saysina (N, p) toplanabilir bir
fuzzy san dizisi olsun. , ve kosullar saglanwyorsa (uy,) dizisi po sayisina

yakinsar.

Lemma 3.3 (Onder et al., 2015) kosulu saglansin. (u,) € w(F) dizisi

kosulunu saglhyorsa, her n € N icin

P, P, _
nely =ty = C (30)
Pn Pn

vardir ve (t,) dizisi yavas azalandur.

Ispat. (up,) fuzzy say1 dizisinin kosulunu sagladigin1 varsayalim, o zaman her « €
[0, 1] i¢in

(P8} it st 2 ¢ ve (P8} i sy 2 -0 o)

Pn

esitsizlikleri vardir. Buradan,
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n n—1
P 1. _ _ P11 _ 1 _
Lt (o) = @) = = | 5 S g () = 5 S <a>]
k=0 k=0
11 n n—1
= b Pn—lzpkuk(a)_Pankuk(a)
n Pn k=0 k=0
11 n—1
= 5 Pn—lpnun(a) pnzpkuk (a)
1 n—1
= 2w (u;(a)—um))]
" Lk=0
1 _n—l n
= 5 |2 X (w0 —u @)
| k=0 j=k+1
1| _
= 5 |2 P (05 (@) — g (@)
_‘7:0
> —C
bulunur. Boylece,
Pn—l — —
) [ty (@) —t, 1 (a)] = =C (32)

esitsizligi elde edilir. Yukaridaki adimlara benzer sekilde devam edilirse,

Pn—l
Pn

[tn (@) =ty ()] = =C (33)

n

esitsizligi bulunur. ve esitsizlikleri goz 6niinde bulundurulursa,

P, _ P, _ —
nltnt nltnil_o
DPn Pn

bagintisina ulasilir. Lemma yardimuyla, (¢,) dizisinin yavag azalan oldugu sonucuna

varilir. O

Teorem [3.5] ve Lemma [3.3] kullanilarak asagidaki sonug elde edilir.

Sonug 3.2 (Onder et al., 2015) (t,) dizisi uo € E* saypsina (N, p) toplanabilir bir

fuzzy sayr dizisi olsun. , ve kosullar: saglanwyorsa (u,) dizisi pg € B
sayrsina (N, p) toplanabilirdir.
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