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OZET
Yiksek Lisans Tezi

BULANIK SAYI DIZILERININ ISTATISTIKSEL CEKIRDEGI UZERINE

Eda EFE
Afyon Kocatepe Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dal
Damsman: Dr. Ogr. Uyesi Siikrit TORTOP

Bu tez calismasinda, E' uzaymda tamimh sinirh bulanik say: dizilerinin yakinsaklik
ozellikleri, seviye kiimeleri ve ¢ekirdek kavrami temel alinarak incelenmistir. Klasik
limit ve yakinsaklik kavramlarinin bulanik yapilara dogrudan uygulanamamasi, bu
kavramlarin seviye kiimeleri yardimiyla yeniden tanmimlanmasinmi gerekli kilmigtir.
Bu gercevede, alt ve iist limitlere iligkin iki farkli tanim verilmis ve bu tanimlarin

birbirinden ayrildigi durumlar orneklerle gosterilmistir.

Tezde ayrica, bulanik say1 dizileri icin ¢ekirdek kavrami detaylh sekilde ele alinmas,
cekirdek ile dizinin limit noktalar arasmdaki iliski arastirlmistir. Ozellikle yakinsak
olmayan diziler i¢in ¢ekirdek kiimesinin yapisinin, dizinin genel davranigini anlamada

onemli bir ara¢ oldugu ortaya konmustur.

Caligmanin diger bir yonii, istatistiksel yakinsaklik kavraminin bulanik say1 dizile-
rine uyarlanmasidir. Seviye kiimeleri yardimiyla tanimlanan istatistiksel liminf ve
limsup kavramlari, klasik limitlerle kargilagtirilmig ve farkliliklar1 6rneklerle ortaya
konulmusgtur. Son olarak, istatistiksel ¢ekirdek tamtilarak, klasik limitin mevcut ol-
madigl durumlarda bile dizinin limit davranigi hakkinda anlamh bilgiler elde edile-

bilecegi gosterilmistir.
2025, v+34 sayfa

Anahtar Kelimeler: Bulanik sayilar, Cekirdek, Istatistiksel ¢ekirdek, Istatistiksel

yakinsaklik.



ABSTRACT
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ON THE STATISTICAL CORE OF SEQUENCES OF FUZZY NUMBERS
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Afyon Kocatepe University
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Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Sitkri TORTOP

This thesis explores the convergence properties of bounded sequences of fuzzy num-
bers defined in the space E*', focusing on the roles of level sets and the core concept.
Classical limit definitions are not directly applicable to fuzzy structures, leading
to the development of alternative lower and upper limit formulations using level
sets. These definitions are compared, and examples are provided to illustrate their

differences.

The concept of the core of a fuzzy number sequence is studied in detail. Its relati-
onship with the set of limit points is analyzed, and it is shown that the core provides

meaningful insights, especially in the case of non-convergent sequences.

Furthermore, the notion of statistical convergence is adapted to fuzzy number sequ-
ences through level sets. Statistical liminf and limsup are redefined and contrasted
with classical counterparts. The statistical core, is also introduced, offering a way to
understand the asymptotic behavior of sequences even when classical convergence

fails.
2025, v+34 pages

Key Words: Fuzzy numbers, Core, Statistical core, Statistical convergence.
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SIMGELER DiZINI

Simgeler

R Gergek sayilar kiimesi

N Dogal sayilar kiimesi

L(R) Gergek dogruda tanimli tiim bulanik sayilar kiimesi
E! Seviye kiime gosterimiyle tanimli bulanik sayilar uzayi
Xk Bir bulanik say1 dizisi

(X, X,] X bulanik sayisinin a-seviye kiimesi

B(z,¢) x merkezli, ¢ yarigaph acgik yuvar

i(A) A C N kiimesinin dogal yogunlugu

liminf / lim sup Alt limit / Ust limit

st- lim, st-lim inf, st-lim sup Istatistiksel limit, istatistiksel alt ve {ist limit

core(X) Bulanik say1 dizisinin ¢ekirdek kiimesi

Ly X dizisinin tum limit noktalar: kiimesi

S Pozitif dogal yogunluga sahip alt kiimelerin ailesi

S# Porzitif iist yogunluk tasiyan alt kiimeler ailesi

sup, inf Ust siur, alt siir

D(X,Y) Seviye kiime metrigi (E' {izerindeki metrik)

X =Y Bulanik say1 dizisinin yakinsamasi

X~Y Iki bulanik saymmn karsilagtirilabilir olmast

XAY Iki bulank saymmn karsilagtirlamaz olmast

X <Y X bulanik sayisinin Y’den kiigiik olmasi

X<Y X bulanik sayisinin Y’ye gore kiiciik ya da esit olmasi
X+Y Bulanik sayilarin toplami

aX Bir gercek sayimin bir bulanik sayiyla carpimi

X —a Gergek say1 ¢ikarimiyla elde edilen bulanik say1
X+ Gercek say1 eklenmis bulanik say1

01 0’1n karakteristik fonksiyonu geklinde bulanik gosterimi




1. GIRIS

Belirsizlik iceren sistemlerin modellenmesinde klasik matematiksel araclarin yetersiz
kaldig1 durumlarda, bulanik kiimeler kurami etkili bir alternatif sunmaktadir. Za-
deh (1965) tarafindan ortaya atilan bu kuram, kesin tiyelik yerine kademeli iiyelik
yaklagimi sunarak, 6zellikle insan diiglincesiyle ortiigen belirsiz durumlarin matema-
tiksel olarak ifade edilmesine olanak saglamaktadir. Bu baglamda, bulanik sayilar,
bulanik kiimelerin sayisal kargiliklar1 olarak tanmimlanmakta ve gesitli miithendislik,
yapay zeka, karar teorisi, optimizasyon ve kontrol sistemleri gibi uygulamali alan-

larda onemli bir yer edinmektedir.

Bulanik say1 dizileri, bu yapilarin dinamik davramglarinin incelenmesinde temel
bir rol oynar. Ancak, klasik limit ve yakinsaklik tanimlarmin dogrudan bulanik
yapilara uygulanamamasi, bu alanda alternatif yaklagim ve genellemelere ihtiyag
dogurmustur. Reel say1 dizileri i¢in tanimlanan limit, limsup, liminf ve ¢ekirdek
gibi kavramlarin, bulanik say1 dizilerine uyarlanmasi stirecinde, seviye kiimeleri te-
melli analizler kritik bir yontem olarak 6ne ¢ikmaktadir. Bu dogrultuda, literatiirde
bulanik sayilarin iist ve alt simirlari, ¢ekirdek kiimeleri ve bu kiimelerin limit dav-

raniglari tizerine gesitli caligmalar mevcuttur.

Bu tez calismasinda, £ uzaymda tanimh siirh bulanik say1 dizilerinin alt limit ve
iist limitleri, seviye kiimeleri araciligiyla analiz edilmis ve klasik limit kavramlarinin
bulanik baglamda ne sekilde yorumlanabilecegi detaylandirilmigtir. Bununla birlikte,
reel say1 dizileri i¢in bilinen bazi temel sonuglarin bulanik say1 dizilerine dogrudan
genellenemeyecegi, gesitli ornekler ve kargi ornekler yardimiyla ortaya konulmustur.
Ozellikle, klasik limit tanimlara alternatif olarak 6nerilen yeni limit tanimlari ile,
her durumda gecerli olmayabilen klasik limit kavramlarinin eksiklikleri giderilmeye

caligilmigtir.

Tezin odak noktalarindan biri olan ¢ekirdek kavram, ilk olarak Knopp (1930) ta-
rafindan karmagik say1 dizileri i¢in tanimlanmig ve daha sonra Aytar vd. (2008) ta-
rafindan bulanik say1 dizilerine uyarlanmistir. Cekirdek, bir dizinin kuyruk terimle-

rini kapsayan en kiiclik kapali ve digbiikey kiimelerin kesigimi olarak tanimlanmakta



olup, dizinin genel davranigi hakkinda toplu bir bilgi sunmaktadir. Bu kavramin,
ozellikle yakinsak olmayan diziler icin, dizinin limit noktalarinin otesinde bir anlam

tagidigl ve dizinin asimptotik ozelliklerini yansittigi goriilmektedir.

Bu baglamda tezde, bir bulanik say1 dizisinin limit noktalar1 kiimesi ile ¢ekirdek
kiimesi arasindaki iligkiler incelenmis ve bu iki kiimenin her zaman ortiigmedigi,
hatta limit kiimesi bog olsa dahi ¢ekirdek kiimesinin anlamli olabilecegi gosterilmigtir.
Ayrica, cekirdek kiimesinin alt ve iist limit siirlar ile eslestigi durumlar analiz
edilmis; bu eslesmenin tekil hale gelmesinin dizinin yakinsakligi i¢in yeterli bir kogul

olabilecegi tartigilmigtir.

Tez kapsaminda ayrica, istatistiksel yakinsaklik kavrami da klasik tanimiyla ele
alinmig, reel say1 dizilerindeki kullanimindan yola c¢ikilarak, bulanik say1 dizilerine
nasil uyarlanabilecegi tartigilmistir. Bu noktada, bulanik say1 dizileri i¢in istatistiksel
alt ve tist limit sinirlarinin tanimi yapilmig, klasik limit kavramlar ile iligkisi ortaya
konulmusg ve aralarindaki farkliliklar orneklerle agiklanmigtir. Bunun sonucunda, kla-
sik limitin mevcut olmadigi durumlarda dahi istatistiksel limitlerin var olabilecegi,
dolayisiyla bu yaklagimin ozellikle yakinsak olmayan dizilerin davraniglarini incele-

mede daha gii¢lii bir ara¢ olabilecegi vurgulanmigtir.

Tez beg ana boliimden olusmaktadir. Ik boliimde cahsmanin amaci, kapsam ve lite-
ratiirdeki konumu agiklanmigtir. Ikinei boliimde, bulamk sayilarn temel tammlari,
seviye kiimeleri, E' uzay1 ve istatistiksel yakisaklik gibi calismada kullanilacak 6n
bilgiler verilmistir. Ugiincii boliimde, klasik reel analizde kullanilan alt ve iist li-
mit tanimlarimin bulanik yapilara genellenmesi yapilmig, klasik ve alternatif limit
kavramlar1 kargilagtirilmigtir. Dordiincti boliimde, ¢ekirdek kavrami detayli bigimde
incelenmig, bu kavramin limit noktalar1 ve dizinin yapisal ozellikleriyle olan iligkisi
gosterilmigtir. Son olarak besinci boliimde, istatistiksel yakinsaklik kavrami ¢ekirdek
kiimesi temelinde yeniden tanimlanmig, bu yeni kavram cercevesinde cesitli teorem

ve sonuclara ulagilmigtir.

Bulanik say1 dizileri tizerindeki yakinsaklik tiirlerinin arastirilmasi, son yillarda bu-

lanik analiz literatiirinde onemli bir yer edinmistir. Klasik yakinsaklik tanimlari,



bulanik yapilarla dogrudan ortiigmediginden, bulanik sayi dizilerinde yakinsaklik
kavrami farkh sekillerde yeniden ele alinmaktadir. Bu baglamda, ¢ekirdek kiimeleri
araciligiyla bulanik say1 dizilerinin davraniglarini analiz etmek, hem teorik hem de

uygulamali agidan 6nem tagimaktadir.

Bu ¢alismanin amaci, bulanik say1 dizileri tizerinde klasik ve istatistiksel yakinsaklik
kavramlarini ¢ekirdek kiimeleri temelinde inceleyerek, yakinsak olmayan dizilerin
analizinde yeni perspektifler sunmaktir. Elde edilen teorik bulgularin, bulanik ana-
liz, karar teorisi ve yapay zeka gibi uygulamali alanlarda katki saglayabilecek mate-

matiksel bir altyap: olusturmasi hedeflenmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Bulanik Sayilar

Tanim 2.1 Agagida verilen kogullar saglayan bir X : R — [0, 1] fonksiyonuna
bulanik say1 denir.

e X normaldir, yani X (x¢) = 1 olacak sekilde bir zq € R vardur.

e X bulanik digbiikeydir, yani her z,y € R ve A\ € [0, 1] i¢in,

X(Ax+ (1= A)y) > min{X(z), X(y)}.

e X {ist yar1 stireklidir.

o {xr € R: X(z) > 0} kiimesinin kapanigi kompakttir (Dubois ve Prade 1978).

Tanim 2.2 X : R — [0, 1] bir bulanik say1 olmak tizere X bulanik sayisinin «
seviye kiimesi
X={zeX|X(z)>a}
esitligi ile verilir.
Tiim bulanik sayilar kiimesi L(R) ile gosterilsin. Bir d : L(R) x L(R) — R fonksiyonu

agagidaki gibi tanmimlansin:

d(X,Y):= sup d(X*Y?).

a€(0,1]

Puri ve Ralescu (1983) tarafindan (L(R), d) nin bir tam metrik uzay oldugu kanitland.

Tanim 2.3 X,Y € L(R) verildiginde X <Y olmasi igin gerek ve yeter sart tiim
a € 10,1] igin X* < Y® olmasidir (Dubois ve Prade 1980).

Ne X <Y nedeY < X gecerli degilse, iki bulanik say1 olan X ve Y nin kargilastirilamaz
oldugu soylenir. Bu durumda X Y gosterimi kullanilir.

L(R) nin bir £ alt kiimesi verildiginde her X € F i¢in X < yu olacak sekilde bulanik
bir 4 sayist meveutsa, E kiimesinin iistten smirl oldugu séylenir. Tiim g iistten

simurlar icin bir st smur olan g, p < p esitsizligini saghyorsa p bulanik sayisma E
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nin en kii¢iik iist simir1 (supremum) denir. Alt sinir ve en biiyiik alt smir (infimum)
benzer sekilde tanimlanmir. Bir £ kiimesi, hem yukaridan hem de asagidan sinirh
ise, yani yukaridan ve agagidan sinirhi oldugu durumda, sinerls olarak adlandirilir.
Denk bir gekilde, bu tanim bulanik sayilar kiimesinde tanimli metrik kullanilarak su

sekilde de ifade edilebilir:

Bir E kiimesi, eger her X € F igin d(X,0;) < M olacak sekilde bir M € R gergek
sayist varsa, swnurl olarak adlandirilir. Burada 0, 0 gercek sayisinin karakteristik

fonksiyonunu ifade eder.

“Sup” (iist smir) ve “inf” (alt simir) kavramlar: yalnizca sinirli bulanik say1 kiimeleri
i¢in tanimlanmigtir. Wu ve Wu (1997) tarafindan ispatlanan énemli bir sonug, £ C
L(R) kiimesi simirli ise bu kiimenin supremum ve infimumunun mevcut oldugunu

belirtmektedir (Fang ve Huang 2004).

X,Y € L(R) olan iki bulank say1 verildiginde, bunlarin toplami Z = X + Y olarak

tanimlanir; burada
7%= X"4+Y*=[X"+Y* X" +Y"], Vaelo,1].

Gergek bir say1 a € R verildiginde, buna karsiik gelen bulanik say1 a; € L(R)

asagidaki sekilde tanimlanir:

1, eger xz =a,
ar(z) =
0, diger durumlarda.

Agikga goriilmektedir ki, herhangi bir X € L(R) bulanik sayisi ile a; in toplami igin
agagidaki egitlik yazilabilir:

(X +a)*=X"Fa=[X"4a,X +a], ac]01].
Benzer sekilde,
(X —a)*=X"-a=[X"-a,X —a], acl01].
a > 0 olan durumlar i¢in ayrica a X ¢arpimi tanimlanir; burada
(aX)* = [aX*,aX"], a€][0,1].

>



Agikca, (X + ay), (X — a1) ve aX elemanlar1 L(R) kiimesindedir. Eger a > 0 ise,

agsagidaki siki siralama saglanir:
X—ag<X<X+a ve d(X,X—FCll):d(X,X—CLl):CL.

X = {Xi} bir bulanik say1 dizisi olsun. Bu dizi, {X : & € N} kiimesi sinirh ise

siirh olarak adlandirlir. Eger X = {X}.} dizisi, X, bulanik sayisina yakinsiyor ise
lil£n X = Xo

seklinde gosterilir. Bu ifade ise her € > 0 igin bir ng = ng(e) € N dogal sayisi vardir
ki, tim k > ng i¢in

d(Xk, Xo) <e€

ifadesine denktir.

Eger bir bulanik say1 dizisi olan X = {X}} dizisinin bir ¢ bulanik sayisina yakinsayan
bir alt dizi varsa ¢ bulanik sayisina dizinin bir limit noktasi denir. X bulanik say1

dizisinin tiim limit noktalarinin kiimesi Ly ile gosterilir.
L(R) i¢inde kapal bir aralik su sekilde tanimlanir:
X,Y] = {Z e L®R): X <2<V}, 1)

burada X,Y € L(R) dir. Eger bir W = {W}.} dizisinin tiim terimleri [ X, Y] araliginda

yer aliyorsa, dizinin limit noktalar: da bu aralikta yer alir.

Tez boyunca, sinirli bir bulanik say1 dizisi i¢in kisaca BSFN kisaltmasi kullanilacaktir.

2.2. Istatistiksel Yakinsaklik

Tamm 2.4 K C N olsun ve eger limit 6(K) = lim, +|{k < n: k € K}| mevcutsa,
bu smira K kiimesinin asimptotik yogunlugu denir. Burada [{k < n: k € K}|, K

kiimesinin n’den kii¢iik veya esit elemanlarimin sayisin ifade eder (Anastassiou ve

Duman 2011, Niven ve Zuckerman 1980).

Eger 0(K;) =
Eger 5(K1) =

(K3) = 1ise, o zaman §(K; N Ky) = §(K; U Ky) =1 olur.

J
d(K3) = 0 ise, o zaman 0(K; N Ky) = 6(K; U Ky) = 0 olur.
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Gergel veya karmagik say1 dizilerinin istatistiksel yakinsamasi ilk olarak Fast (1951)

tarafindan tanitilmigtir.

Tanim 2.5 = = (x;) bir gergel veya karmagik say1 dizisi olsun. Eger her ¢ > 0 i¢in

bir L reel sayis1 mevcut olup,
o1

lim —|{k <n:l|zy — L| >e}| =0,
non

oluyorsa, (x) dizisi L’ye istatistiksel olarak yakinsar denir.

Istatistiksel limsup ve liminf kavramlar: Fridy ve Orhan (1997) tarafindan agagidaki

sekilde tanitilmistir.

Tanim 2.6 £ pozitif bir tamsay1 ve x bir gercel say1 dizisi olsun. B, ve A, kiimeleri

asagidaki gibi tanimlanir:
B,={beR:6({n:x,>0b})#0}, A, ={aeR:0({n:z, <a})#0}.

Bu durumda z dizisinin istatistiksel limsup ve liminf degerleri su sekilde verilir:

. sup B, eger B, # 0,
st-limsupz =
—oo  eger B, =10.

inf A, eger A, #0,
st-liminf x =
+oo  eger A, =0.



3. BIR BULANIK SAYI DIZISININ ALT VE UST LIMITI

Bu boltimde, bir BSFN'nin alt limit ve iist limit kavramlari, reel sayilardaki karsiliklar:
temel alinarak tanimlanmakta ve bu kavramlarin temel ozellikleri incelenmektedir.
Alt sinir (infimum) igin, reel sayilarla 6zdeg kabul edilen ancak BSEN’ler agisindan
farklilik gosteren iki ayri tanim onerilmektedir. Ayrica, reel say1 dizileri i¢in gegerli
olan baz1 6zelliklerin BSFN’ler icin saglanmadig goriilmektedir. Ornegin, bazi BSFN

orneklerinde st limit, dizinin en biiylik limit noktasiyla cakigmamaktadir.

Tamim 3.1 X = {X}} bir BSFN olsun. {X}} dizisinin alt ve {ist limitleri agagidaki
sekilde tanimlanmaktadir:
liminf X, = lim inf X}, lim sup X = lim sup Xj.
k n k>n k nk>n

Bu tamimda, {infy>, Xj} ve {sup,,, X;} dizilerinin yakinsak oldugu varsayilmaktadir.
Ancak, smirli bir bulanik say1 dizisinin alt ya da tst limitinin her zaman mevcut
olmayabilecegi not edilmigtir (Wu ve Wang 2002). Bu duruma, agagida sunulacak

olan Ornek 3.8’de de deginilmektedir.

Onerme 3.2 {X;} ve {V;,} dizilerinin bulamk sayilarin yakinsak dizileri oldugu var-
sayilsin. Eger ng € N olacak sekilde tiim £ > ng i¢in X, < Y} bagintisi saglaniyorsa,

o halde X < lim Y} bagintisi elde edilir.

ispat v = lim X} ve p = lim Y} olarak tanimlansin. Tim k& > ng icin X < Y

kogulunun saglanmasi, her o € [0, 1] i¢in agagidaki anlami tagimaktadir:
Her k > ng icin X < Y% ve X, <Y, esitsizlikleri gecerlidir.

Her iki tarafin limitinin & — oo iken alinmasiyla, her a € [0, 1] i¢in

v = lilgniz < lil{;nX% = u,

v = liinyz < h,{,n?Z =n"

esitsizlikleri elde edilmektedir. Bu durumda, v < g oldugu sonucuna varilir.



Onerme 3.2 uygulanarak, agagidaki iki teorem kolaylikla kanitlanabilir.

Asgagidaki teorem, klasik analizde reel say1 dizileri i¢in bilinen temel bir limit egitsizliginin

bulanik say1 dizilerine de genellenebildigini gostermektedir.

Teorem 3.3 X = {X}} bir BSEN olsun. Eger liminfy X}, ve limsup, X} limitleri

mevcutsa, agagidaki egitsizlik saglanmaktadir:
limkinf X < limsup Xj.
k

Siradaki teorem, iki BSFN arasinda asimptotik karsilagtirmalar yapilmasina ola-
nak tanir. Eger bir noktadan sonra X; < Yj kosulu saglaniyorsa limit alt ve tist
sinirlarinin da ayni siralamayi koruyacagi garanti altina alinmig olur. Bu da ozellikle
yakinsaklik analizi, sirali yaklagimlar veya kararlilik analizleri gibi konularda kritik

onem tasir.

Teorem 3.4 X = {X;} ve Y = {Y,} iki BSEFN olsun. Eger ny > 1 olacak sekilde

tim k > ng i¢in X} <Y}, bagintisi saglaniyorsa ve
limkinf Xk, limksup Xk, limkinf Yk, limksup Yi
limitleri mevcutsa, o halde agagidaki esitsizlikler gecerlidir:
limkinf X, < limkinf Y, ve limksup X, < limksup Y.

Onerme 3.5 X = {X},} bir BSFN olmak iizere, v = liminfj, X}, ve p = lim sup,, X

olarak tanimlansin. O halde her € > 0 i¢in
Ml(&f):{keNiXk<U—€1}, M2(€):{k€NiXk>M+€1}
kiimeleri sonludur.

ispat Her € > 0 igin M (e) kiimesinin yalnizca sonlu sayida elemana sahip oldugu

gosterilecektir. Aksine, M; (€) kiimesinin sonsuz oldugu bir £ > 0 oldugu varsayilsin.

Infimum tanimi geregi, her n € N icin infy>, X < X, esitsizligi saglanmaktadir.



Ozellikle, n € M, (8) icin X,, < v — &1 oldugu bilindiginden,

inf X, < X, <U—gl
k>n

elde edilir. Bu da her n € M;(€) i¢in

d (mf Xk,U) >
k>n
esitsizliginin gegerli oldugunu gosterir. Ancak M (€) kiimesinin sonsuz oldugu var-
sayimi altinda, bu durum lim,,_,, inf;>,, X; = v esitligiyle ¢elismektedir. Dolayisiyla

M; () kiimesinin sonlu olmasi gerektigi sonucuna varilir. Benzer sekilde My (e) kiime-

sinin de sonlu oldugu gosterilebilir. Boylece onerme ispatlanmig olur.

Simdi, Tanim 3.1 de verilen istatistiksel alt limit ve st limit tanmimlarina benzer
bi¢imde, alternatif bir limit kavraminin tanimlanabilmesi i¢in asagidaki yaklagim

sunulmaktadir. X = { X} dizisi verildiginde, asagidaki kiimeler tamimlanir:

Ax={peLR):{keN: X, <pu}e P(N)},
Ax ={p € LR): {k e N: X}, > u} € PA(N)},
Bx={u€LR):{keN: X, >pu} e P(N)},
(R)

Bx={p€LMR):{keN: Xy <u}le Pr(N)}.

Yukarida tanimlanan kiimeler, bulanik say1 dizilerinin limit davranigini klasik anlam-
daki alt ve iist limitlerden farkl bir bakig agisiyla incelemeye olanak saglar. Buradaki
fikir, klasik noktadan-noktaya karsilagtirma yerine, ideal veya filtre temelli yogunluk

kavramlar: kullamilarak limitlerin tanimlanmasidir.
Buradan hareketle asagidaki tanimlar dikkate alinmaktadir:

P;(N) = {A C N : A kiimesi sonsuz sayida elemana sahiptir} ,

PA(N) ={A CN:N\ A kiimesi sonlu sayida elemana sahiptir} .

Eger X = {X,} dizisi smirh ise, Ax, Ax, By ve Bx kiimelerinin bog olmadig

aciktir. Ayrica:

e Ay ve Bx kiimelerinin bir alt siiri,
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e Ay ve By kiimelerinin ise bir iist sinir1

bulunmaktadir. Bu nedenle, supremum ve infimumun varligina iligkin Fang ve Huang

(2004) tarafindan elde edilen sonugtan yararlanilarak
inf Ay, supAyx, supBy, infBy

kavramlarinin iyi tanimh oldugu sonucuna ulagihr. Ayrica, inf Ay = sup Ax ve

sup Bx = inf By esitliklerinin gecerli oldugu Teorem 3.7°de gésterilecektir.
Bu durum goz ontinde bulundurularak agagidaki tanim onerilmektedir:

Tanim 3.6 Bir BSFN olan X = {X,} verildiginde, alt limit (Lim inf) ve st limit

(Lim sup) kavramlar1 agagidaki sekilde tanimlanmaktadir:
Liminf X =inf Ay =sup Ay, Limsup X} = sup Bx = inf By.

Teorem 3.7 X = {X}} dizisi siirh kabul edilirse, agagidaki egitliklerin saglandig
goriilmektedir:

inf Ay =sup Ay ve supBy =infBy.

Ispat Sadece birinci esitligin dogrulugu gosterilecektir. inf Ay ifadesi v ile, sup Ay
ifadesi ise p ile gosterilsin. Ax ve Ay kiimelerinin tanimlarindan dolay1, her v € Ax

icin v < ¥ ve her i € Ay icin p > i oldugu bilinmektedir.

Bir v € Ax alindiginda, {k € N : X, < v} kiimesinin sonsuz oldugu anlagilmaktadir.
Ote yandan, Ji € Ay olmasi durumunda, N\ {k € N : X, > 7i} kiimesinin sonlu
oldugu elde edilmektedir; bu da, tiim & > K7 i¢in X} > 1 olacak sekilde bir K < oo

sayisinin varhigini ifade eder.

Bu kosullar altinda, her ¥ € Ay ve i € Ax icin, i < X < U esitsizligini saglayan

bir £’ > K} bulundugu sonucuna varilir. Boylece, v = 1 esitligi elde edilmig olur.

Bu durum, tiim 7 € Ax ve i € Ay icin i < ¥ esitsizliginin saglandigim gostermek-

tedir.
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Elde edilen bu sonuctan, (2) numarali esitsizlik dogrultusunda, her /i € Ax ifadesinin
Ax kiimesinin bir alt sinir1 oldugu anlagilmaktadir. Bu durumda, infimumun tanimi

geregi agagidaki esitsizlik elde edilmektedir:
/7 <wv= inf Ax.

Bu esitsizlik, tiim ;1 € Ax icin gecerlidir. Dolayisiyla, supremum’un tanimi uyarinca
asagidaki sonug elde edilir:

n<w.

Simdi ¢ < v durumunun gegerli olamayacag1 gosterilecektir. Aksine, p < v oldugu
varsayllsin. Bu durumda, p* < v ya da 7* < 7% olacak sekilde bir a € [0,1]

bulunmusg olur.

Kesinligi saglamak amaciyla yalnizca agagidaki durum ele alinacaktir:
Ha < Qa

ve bu varsayimin bir geligkiye yol actig1 gosterilecektir.

v® ve u® nicelikleri arasindaki farkin pozitif olmasi nedeniyle, b = v(x®) tanimlansin.
Buradan b < « oldugu agiktir (hatta b = 0 da olabilir). Ayrica, tiim A € (b, o] igin

p<uv

A
esitsizligi gecerli olmaktadir.

Eger u(x) ve v(x) fonksiyonlar: tist yar siireklilige sahipse, o héalde (z, #) bigiminde

bir nokta bulunur; burada z € (u*,v*) ve 8 € (b, ) olacak sekilde
Her A € [8,a] icin p* < z ve v* > 2 (3.1)
esitsizlikleri saglanmaktadir.

Agagidaki iki bulanik say1 su sekilde tammmlanmaktadir:

( (
0, z<a°, 0, =<z,
0 =0
57 me[&?’z)? /87 xe[’Z?x)?
M= T2 =
1, ==z, 1, =71
0, z>z, 0, x> 70,
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Burada, 2° = liminf X — 1 ve 7° = lim sup 72 + 1 olmak iizere, bu sayilarin sonlu

olduklar (bkz. (3.1)) gozlemlenmektedir.
Asagidaki esitsizliklerin saglandigi bilinmektedir:
,z_ﬁ > liminfif > Kz > g :ﬁﬁ, pt < z=m
b

v Sﬁo‘<z:ﬁb, Qﬁ>z:ﬁ’3.

Bu gozlemlerden su sonug elde edilmektedir:

pAm ve v, (3.2)
Simdi asagidaki kiimeler tanimlansin:
C1={keN:baz X € (8,a] icin X <z},
Cy = {k € N:baz1 A € (B,a] i¢in X} > z}.

Bu tamimlardan acikca

Ci1UCy =N (3.3)

oldugu goriilmektedir.

Oncelikle C kiimesinin sonsuz sayida eleman icerdigi varsayilsin. vo bulanik sayisinin

ve T° reel sayisiim tanimmima bagh olarak, asagidaki ifade elde edilmektedir:
Her k € Cl \ K, 1@111 X, < Y2,

burada

Klz{keN:bam/\E[O,l] igin72>fo}.

K kiimesinin sonlu oldugu aciktir. Bu nedenle, X < v, esitsizligini saglayan £ € N
sayilarinin sonsuz oldugu sonucuna varilmaktadir. Bu, 75 € Ax oldugu anlamina

gelmektedir. Dolayisiyla, inf Ax tanimindan
Yo > v =inf Ax

elde edilir. Bu sonug (3.2) numaral ifade ile geligmektedir (yani v o v5). Bu nedenle,

C1 kiimesinin sonlu oldugu sonucuna ulagilir. Bu durumda, (3.3) numarah ifadeye
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gore Oy kiimesinin sonsuz olmasi gerekmektedir. +; bulanik sayis1 ve z2° reel sayist

goz ontine ahndiginda Vk € Cy \ (C1 U Ky) igin X > v esitsizligi elde edilir; burada
Ky = {k € N:baz A € [0, ] icin X < 2°}

olarak tammlanmigtir. K5 kiimesinin de sonlu oldugu bilinmektedir. Boylece Cs \
(C1 U K») kiimesinin sonsuz oldugu sonucu elde edilir. Bu durum ~; € Ay anlamima
gelmektedir. O halde, v; < pu = sup Ax esitsizligi saglanmaktadir. Ancak bu da
(3.2) numarah ifadeyle gelismektedir (yani p o 7). Boylece Teorem 3.7'nin ispati

tamamlanmis olmaktadir.
Simdi Tanim 3.1 ve Tanim 3.6'min farkl oldugunu gosteren bir érnek verelim.

Ornek 3.8 Asagidaki sekilde tanimlanan X = {X}} bulanik say1 dizisini ele alalim:

x+1, —-1<z<0,

o1, 0<a<l(3),
Xe) = -4z () <o <H(E).

T+ 2 () sv=2,

0, diger durumlarda.

Fonksiyon Dizisi Xk(x) icink=1,2,5,10
1.0

[ U NI

5]

0.8

0.6

Xi(x)

0.4

0.2

0.0

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25

Sekil 1: (X}) bulanik say1 dizisi

Bulanik p sayis1 agsagidaki gibi tanimlansin:
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r+1, —1<x2<0,
—z+1, 0<ax<i,
r)=<1 1 3
plz) =91, 5 <a <3,
—z+2, 3<z<2
0, diger durumlarda.
\
12 H(x) Fonksiyonu
— x+1
— —x+1
1.0 —
— X2
0.8
0.6
=
=3
0.4
0.2
0.0
~027 0 05 0.0 05 10 15 2.0

Sekil 2: p bulanik sayist

inf A, = infpcn . oldugu kolaylikla goriiliir; burada

x4+ 1, -1 <z <0,

1 (5k—2
1 1

-5 dED <a<t,
3

§a 1 S X S 2

—x+ 27 % S x S 2a

0, diger durumlarda.

\

Fang ve Huang (2004)"n ¢ahgmasimdaki Teorem 3.1 kullanilarak, infzen v, = p elde

edilir. Dolayisiyla Tanim 3.6’ye gore Lim inf X = p oldugu sonucuna varilir.
Benzer sekilde, sup B, = sup,¢y vk oldugu gozlemlenir.
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Fonksiyon yk(x) igin grafikler (k=1,2,5,10)

1.0
0.8
0.6
3
0.4
0.2
0.0
-15 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 25
Sekil 3: (%) bulanik say1 dizisi
.
z+1, -1 <2 <0,
—x 4+ 1, 0<z< %,
1 1
3 3=l
U(T) = 1 1 1 (15k—2
_§($—1)+§a 1<z <3 (55),
1 (15k—2
T +2, 5(5k—1)§x§2’
0, diger durumlarda.
\
vi(x) Fonksiyonunun Grafikleri (k =1, 2, 5, 10)
1.0 vilx)
— vl
—_—s(x)
— violx)
0.8
0.6

Vie(x)

0.4
0.2 /
0.0

Sekil 4: (V) bulanik say1 dizisi

Ayrica, supyey vk = p oldugundan, Tanim 3.6’ye gore Limsup X, = p elde edilir. Ote

yandan, liminf X} (ve benzer sekilde lim sup X},) dizileri mevcut degildir. Gergekten
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de,

r+1, -1 <2 <0,
—x+1, OSxS%,
1 l<r<i

juf Xy = ) 1 2_:6_17 )
-4y 1<e<i(E).
—z+2, 3 () <x <2,
0, diger durumlarda.

\

oldugundan bu dizi herhangi bir bulanik sayiya yakinsamamaktadir. Ozellikle, her
n € N icin

1
=|1-3/2 = -.
1-3/2] = 5

k> k>

B 1 1/2
d(inf)ck,u)z5 clinkil ‘(mka) —/?

Bu ornek agsagidaki sonuglar: gostermektedir:

1. Bir {X}} bulamk say1 dizisi i¢in Liminf X, = Lim sup X}, esitligi saglanabilir;

ancak klasik anlamda limit, yani lim X}, mevcut olmayabilir.

2. Her BSFEN dizisi i¢in Liminf X, ve Limsup X mevcuttur; fakat liminf X} ve

lim sup X; mevcut olmayabilir.

3. Bazi1 BSFN dizileri { X} } igin, Liminf X}, ve Limsup X} ye yakinsayan herhangi

bir alt dizi bulunmayabilir.

4. Bir BSFN dizisi { X} }'nin simir noktalar1 kiimesi olan L, bos olabilir.
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4. BULANIK SAYI DIZISININ CEKIRDEGI

Cekirdek kavrami, karmagik say1 dizileri baglaminda ilk olarak Knopp (1930) ta-
rafindan ortaya atilmigtir. Agsagida, bu kavram Aytar vd. (2008) tarafindan bulanik

say1 dizilerine uyarlanarak tanimlanmaktadir.

X = X} C L(R) bigiminde bir dizi gz éniine alinsin. R,,, X, X;,11, Xy i, . .. kiime-
sini kapsayan L(R)nin kapal bir araligi olarak tamimlansin. Bu durumda, agagidaki

kapsama iligkisi agikc¢a elde edilir:
RiDRyDR3D ...
Tanim 4.1 Bir X = X bulanik say1 dizisinin ¢ekirdegi,
core{ X'} = ﬁ 5w
n=1
bi¢imindeki kesigim olarak tanimlanir.

Onerme 4.2 X = X,, bir bulamk sayillar dizisi olsun. Eger liminf X ve limsup X

mevcutsa, o halde coreX kiimesi [lim inf X, lim sup X| araligina esit olur.

ispat Tanim 4.1’e gore
core{ X } = ﬂ R,
n=1

olmak tizere, burada R,, = [A,, By|, {Xn, Xns1, Xnio, ...} kiimesini igeren en kiigiik

kapali aralik olarak tanimlanmaktadir. Bu durumda, her n > 1 igin
{ X0, Xos1, Xog2, ...} C R, = Ay, By (4.1)
iligkisi elde edilir. Oncelikle,
[lim inf X, lim sup X] C core{ X'} (4.2)
kapsamasinin gegerliligi gosterilecektir. Bu amagla, herhangi bir v € [lim inf X, lim sup X

ve herhangi bir ng € N alinsin. (4.1) numarali bagintidan

Ay < X < By, her k > ny igin (4.3)
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iligkisi elde edilmektedir.

Bu esitsizligin sol tarafindan, A,, m {X,,, Xno+1, Xng+2, - .-} kiimesinin alt sinir1

oldugu sonucu ¢ikarilmaktadir. Bu da A,,, < inf;>,, X) anlamima gelmektedir.
Simdi &, 4 1= infy>pn,4i Xk, 2 = 0,1, ... bigiminde tanimlansin.

{Xnov Xm)-i-lv . } 2 {Xn0+1> Xn0+27 . }

oldugu i¢in
gno S 5710—}—1 S LR

iligkisi saglanmaktadir. Boylece, her ¢ > 0 icin A,,, < &,,4; elde edilir. Bu durumda,

Onerme 4.2 kullanilarak

Apy < lim &, = lim  inf X} = lim inf X = liminf X
1—00 i—00 k>ng+1i n—oo k>n

sonucuna ulagihir. Verilen v € [liminf X, lim sup X] oldugu goz 6niine alindiginda,

Ay, < v oldugu goriiliir.

Benzer sekilde, (4.3) esitsizliginin sag tarafi dikkate alinarak B,, > limsup X > ~v

oldugu gosterilebilir. Boylece,
Py e [An07 B’no] = RTLO

oldugu sonucuna ulagilir. ny € N keyfi secildiginden,
v € ﬂ R, = core{X}
n=1

oldugu sonucuna varilir. Bu nedenle, (4.2) numarali kapsamanin gegerli oldugu

kanitlanmigtar.
Simdi,
core{ X } C [liminf X, lim sup X] (4.4)
iligkisi gosterilecektir. Herhangi bir v € core{ X'} secilsin.
v € [An, By, her n > 1 i¢in (4.5)
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oldugu bilinmektedir. Simdi &, = infz>, X, 7, = supys,, Xi, n € Nolarak tanimlansim.

Agiktir ki, her £ > n icin &, < X <, olup

{ X0, Xnt1, Xnt2, ...} C [&n, ], her n > 1 i¢in (4.6)

iligkisi elde edilir. Ote yandan, Tamm 4.1%e gore R,, = [A,,, B,] aralig1, soz konusu

kiimeyi kapsayan en kiiciik aralik oldugundan
[A,, B,] C &, M), her n > 1 icin

iligkisi saglanmaktadir. Bu durumda, (4.5)’den «y € [, n,] elde edilir, yani Vn > 1
icin
En <V < N,

esitsizligi gecerlidir. Onerme 3.2 uygulanarak

lim &, <~ < lim 7,

n—o0 n—oo
veya

v € [liminf X, lim sup X]

sonucuna ulagilir. Dolayisiyla, (4.4) numaral kapsamanin da dogru oldugu goriilmek-
tedir. (4.2) ve (4.4) numarali kapsamalar birlikte ele alindiginda, 6nerme ispatlanmig

olur.

Teorem 4.3 X = {X,} bir BSFN ve core{X} # ) olsun. Bu durumda,

Lx C core{X} kapsamas: gegerlidir.
Ispat € Lx ve core{X} = My>1[An, By] olsun.

Her n>1 icin ~ € [A,, B, (4.7)
oldugu gosterilecektir.

Bu amagla herhangi bir n > 1 sabitlenmis olsun. core{ X } in tanimina gore, agagidaki

iligki saglanmaktadir:

Her k>n icin A, < X, <B, (4.8)
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Diger yandan, v nin X} dizisinin bir sinir noktasi olmasi nedeniyle, v ya yakinsayan
bir Xj,, alt dizisinin var oldugu bilinmektedir. Bu alt dizi (4.8) numarali esitsizlik

iginde yerine konuldugunda:
Her k£, >n icin A, < Xy, < B,, m=1,2,...
esitsizligi elde edilmektedir. Bu durumda, Onerme 3.2 uygulanarak
A, <v< B,

sonucuna ulagilir. Bu da (4.7) numarali kapsamanin saglandiginmi gostermektedir.

Dolayisiyla, v € [A,, B, her n > 1 i¢in gegerli oldugundan,

v E ﬂ [A,, B,] = core{X }

n>1

oldugu goriilmektedir.
Sonug olarak, Ly C core{X} oldugu ispatlanmigtir.

Teorem 4.4 X = {Xj} bir BSFN olmak iizere, liminf X ve limsup X limitlerinin

var oldugu kabul edilsin. Bu durumda,
Ly C [liminf X, lim sup X|
kapsamasi gegerlidir.
Ispat Bu sonug, dogrudan Onerme 4.2 ve Teorem 4.3’den elde edilmektedir.

R kiimesinin L(R) ye gomiilebilir olmasi nedeniyle, yalnizca reel say1 dizileri igin
gegerli olan bazi kosullarin bulanik say1 dizileri i¢in gecerli olmayabilecegi gozlem-

lenmigtir.

e Teorem 4.3’de verilen kapsamanin tersi genel olarak gegerli degildir.
e Iki BSFN'nin ¢ekirdegi aym olabilirken, bu dizilerin limit noktalarmdan olusan

kiimelerin farkli olabilecegi goriilmektedir.

Reel say1 dizileriyle elde edilen bazi ozellikler bulanik sayi dizilerine de genelle-
nebilmekle birlikte, agagida verilen 6rnek araciligiyla baz farkliliklarin da mevcut

olabilecegi ortaya konulmaktadir.
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Ornek 4.5 (a) X = {X,} dizisi ile bulamk say1 y, Ornek 3.8’de tammlandig
bigimde verilsin. Z = {Z;} ve Y = {Y}} dizileri agagidaki sekilde tanimlansin:

X, eger k tek ise,
Zy = Yi :=wv her k € N icin.

v, diger durumlarda.

Bulanik say1 v, agagidaki gibi tanimlansin:

r—6, x€l6,7],
g =4 —2x+8, z¢€(7,8,

0, diger durumlarda.

\

Bu tamimlar dogrultusunda
Ly={v}, Ly={o}, core{Z}=[u0], core{Y} = {0}
oldugu goriilmektedir. Bu durum, iki farkli BSFN’nin ayni limit kiimesine sahip

olmasina ragmen ¢ekirdeklerinin farkl olabilecegini gostermektedir.

(b) Ornek 3.8’de tanimlanan X dizisi icin core{ X} = {u} oldugu halde, lim X,
limitinin var olmadig1 gozlemlenmektedir.

Ancak, bu dizinin v ye yakinsamadigi belirtilmelidir.

(d) X = {X,} dizisi ve u bulanik sayis: Ornek 3.8'deki gibi tanimli olmak iizere,

S = {Si} dizisi su sekilde tanimlansin:

X, eger k tek ise,
Sy =

i,  diger durumlarda.

Bu tamma gore, Lg = core{S} = {u} oldugu halde, S dizisinin limitinin mevcut

olmadig: tespit edilmektedir.

Simdi bir BSFN’nin yakinsakligi i¢in yeterli bir kogul verilmektedir.
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Teorem 4.6 X = {X,} bir BSFN ve
core{ X} = [liminf X,limsup X| = {u} oldugu varsayilsin. Eger her ¢ € (0,°) icin

Ki(e)={keN: Xy tpu—e} ve Kye)={keN: Xy Lpu+e}

kiimeleri sonlu olacak sekilde bir €° > 0 say1s1 bulunuyorsa, o halde lim X, = p olur.
ispat Herhangi bir € > 0 sabitlenmis olsun.
Ny =max{n:n € Ki(e)} ve Ny=max{n:n € Ky(e)} olarak tanimlansin.
Onerme 3.5%e gore,

Mi(e)={keN: Xy <pu—e} ve M(e)={keN: Xy >pu+e}

kiimeleri sonludur. Bu kiimelerdeki en biiyiik elemanlar sirasiyla N3 ve Ny ile goste-

rilsin. Bu durumda agagidaki esitlik elde edilir:
N:Kl(e)UMl(e)U{kENXk >,U—€1}.

Dolayisiyla,
her k£ > max{Ny, N3} i¢in Xy > u —&;

olur. Benzer bicimde, agagidaki sonug elde edilir:
her k£ > max{ Ny, Ny} icin X} < p+ &9
olur. Bu iki sonug birlestirildiginde:
her k£ > max{Ny, Nao, N3, Ny} igin p — &1 < X < p+ ¢
oldugu gortliir. Bu durum,
d(Xp, 1) <e yani lim X, = p

seklinde ifade edilen yakinsaklik sonucunu verir.

Sonug  Eger X = {X,} bir bulanik say1 dizisi ise, bu dizinin ug terimlerini
iceren en kiigiik kapali ve digbiikey kiimelerin kesigimi olan core{X} kiimesinin,

[lim inf X}, lim sup X}| araligiyla cakigtigi bilinmektedir. Bu sonug, bu ¢aligmanin
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temel bulgularindan birini olugturmaktadir. Yakinsak diziler i¢in, ¢ekirdek ile dizi-
nin limitini iceren tekil oge cakigtigindan, cekirdek kavrami bu tir diziler icin ek
bilgi saglamamaktadir. Ancak dizi yakinsak degilse, cekirdek kavrami dizinin be-
lirli 6zelliklerinin yorumlanmasina imkan tanimaktadir. Ornegin, dizinin ug¢ limit
noktalarinin ve diger limit noktalarinin davraniglart bu kavram araciligiyla analiz

edilebilmektedir.

Bu duruma bir érnek olarak, Ornek 3.8’de verilen X = {X},} dizisi ele alinabilir. S6z
konusu dizi yakinsak olmamakla birlikte, dizinin hemen hemen tiim terimlerinin ge-
ometrik olarak core{ X} etrafinda kiimelendigi gézlemlenmektedir. Bu nedenle, 6zel-
likle yakinsak olmayan diziler s6z konusu oldugunda, bulanik say1 dizisinin ¢ekirdegi

onemli bir bilgi kaynagi olarak degerlendirilmektedir.

Bulanik sayilar dizisinin ¢ekirdegi tanitildiktan sonra, dogal olarak ortaya cikan ilk
soru, bu ¢ekirdekle dizinin doniigtiirtilmiis halinin ¢ekirdegi arasinda bir dahil etme
iligkisi bulunup bulunmadigidir. Bu tiir bir iligki, klasik anlamda Knopp'un ¢ekirdek
teoremi olarak bilinmektedir. Burada “bulanik sayilar dizisinin dontistiriilmis di-
zisi” terimi kullanilmaktadir; ancak bu terimin hentiz bulanik kiime teorisi lite-
ratiirtinde yerlesmis bir kargiligi bulunmamaktadir. Dolayisiyla, soz konusu teorem

ancak bu kavramsal acikliktan sonra ifade edilebilecektir.

Asagidaki teorem, bulanik sayilar kiimesi olan E! de tanimli bir bulanik say1 « nun
temel yapi taglarim ortaya koyan onemli bir karakterizasyon teoremidir (Goetsc-
hel ve Voxman 1986). Teorem, her bulanik sayimmin a-kesitlerinin belirli fonksiyonel

ozelliklere sahip araliklar bi¢iminde tanimlanabilecegini belirtmektedir.

Bulanik sayilarin ¢ekirdekleri, a-kesitlerin A = 1 diizeyindeki davramiglariyla tanimlanir.
Bu nedenle supremum ve infimum gibi iglemler veya yakinsaklik kavramlari, ¢ekirdeklerin

analizi acisindan dogrudan belirleyicidir.

Teorem 4.7 u € E! olmak iizere, her A € [0, 1] i¢in [u], = [u™(\), v (\)] tanimlansin.

O halde agagidaki kogullar saglanmaktadir:
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1. u=(A), (0,1] araliginda sinirli, sol-siirekli ve artan olmayan bir fonksiyondur;

2. u™(A), (0,1] araliginda smurh, sol-siirekli ve azalan olmayan bir fonksiyondur;

3. u=(A) ve uT(X), A = 0 noktasinda sagdan siireklidir;

4. u (1) < u'(1) esitsizligi saglanir.

Tersine, eger bir a(A) ve 5(A) fonksiyon ¢ifti (1)-(4) kogullarimi saghyorsa, her A €
0,1] igin [u]y = [@()), B(N)] olacak sekilde E! de benzersiz bir u bulunur.

Teorem 4.8 wu,v € E! olmak {izere,
D(u,v) = sup max {Ju~(3) = v~ (W, o* () = v OV}
A€0,1]

seklinde tanimlanan D fonksiyonunun, E! iizerinde bir metrik olusturdugu goste-
rilmigtir. Ayrica, (E', D) ciftinin bir tam metrik uzay olugturdugu bilinmektedir

(Diamon ve Kloeden 1994, Wu ve Wu 1997).
Tanim 4.9 {u,} C E! olmak tizere, agagidaki kavramlar tanmimlanir:

1. {u,} dizisinin D metriginde u ya yakinsadig1 séylenir (kisaca D-yakinsaklik).
Bu durum, lim, . D(u,,u) = 0 esitligi ile ifade edilir ve w, 2ou veya

(D)-1lim,, o u, = u bi¢iminde gosterilir.

2. {u,} dizisinin seviyesinde u ya yakinsadigi (veya u nun, {u,} dizisinin seviye
limiti oldugu) kabul edilir. Bu, her A € [0,1] igin lim, o u,, (A) = u(A) ve
lim,, oo w7 (A) = u(\) kogullarmin saglanmasi durumunda gegerlidir. Bu tiir

yakinsama u,, Lou veya (1)-lim,,_, u, = u bi¢iminde ifade edilir.

Uyar: 4.10 Agk bigimde ifade edilmelidir ki, {u,} dizisi D metrigi altinda u
ya ancak ve ancak {u, (A\)} ve {u(\)} dizileri, sirasiyla [0, 1] araliginda u=(\) ve

ut(A) fonksiyonlarma diizgiin (uniform) olarak yakinsarsa yakinsar. Buna kargilik,
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seviye yakinsamasinda [0, 1] tizerindeki A i¢in boyle bir diizgiinliik kogulu aranmaz.
D 1 .
Bu nedenle, u,, — u yakinsamasi her zaman u, — u yakinsamasini ima ederken,
1 . . ) D
u, — u yakinsamasi tersini garanti etmez; yani u,, — w sonucuna ulagilamaz (Wu

ve Wang 2002).

Tanim 4.11  f,,(\) : [a,b] — R (m = 1,2,...) bi¢iminde verilen bir fonksi-
yon dizisinin, herhangi bir ¢ > 0 igin A € (A\g — 0, \o] ve m > my oldugunda
|fm(A) — f(N)] < € kogulunu saglayacak sekilde bir § > 0 (§ < A\g) ve mp € N
bulunabiliyorsa, \g € (a,b] noktasinda f(\) fonksiyonuna sol yari dizgiin sekilde

yakinsadigi soylenir.

Benzer sekilde, {f,,(\)} dizisinin Ay € [a,b) noktasinda f(\) ye sag yart diizgin

bi¢imde yakinsadigi da tanimlanabilir.

Uyar: 4.12 Wu ve Wu (1999) tarafindan yapilan galismada yazarlar, ” f,, () :
0,1] = R (m = 1,2,...) fonksiyon dizisi A € [0, 1] tizerinde f(A) fonksiyonuna
sol yari-tekdiize yakinsar” kavramini tanitmiglardir. Bu tanimin, Tanim 4.11 ile
kargilagtirilmas: durumunda, {f,,,(A\)} dizisinin A € [0,1] {izerinde f(\) fonksiyo-

nuna sol yari diizgiin bicimde yakinsadigi kolaylikla goriilmektedir.

Baska bir deyisle, {f(\)} dizisinin her A € [0, 1] noktasinda f(\) fonksiyonuna
sola dogru yar1 diizgiin ve A = 0 noktasinda ise saga dogru yari diizgiin bigimde

yakinsadig1 anlagilmaktadir.

4.1. FE!' de supremum ve infimumun varolus teoremi

Agagida sunulan teorem esasen Wu ve Wu (1997) tarafindan yapilan ¢aligmadan
tiretilmistir. Ancak burada, daha sade bir ispat sunulmaktadir. Ayrica, teoremde
verilen supremum ve infimum ifadelerinin, seviye kiimelerinin u¢ noktalar1 agisindan

hem 6zl hem de kullanim agisindan elverigli olmas1 dikkat ¢ekmektedir.

Teorem 4.13 A, E! uzaymin bog olmayan bir alt kiimesi olsun. Eger A kiimesinin
bir iist sinir1 varsa, o halde bu kiimenin supremumu olan bir v € E! elemaninin var

oldugu ve agagidaki ifadelerle tanimlandigi bilinmektedir:

u=sup A= U A [sup a”(\),sup a+()\)] , (4.9)

A€(0,1] acA acA
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u (A) =supa (), u"(\)=infsupa*(r) her e (0,1] igin, (4.10)

a€A r<XgaeA

u”(0) = inf supa™(\), u"(0) =supa™(0). (4.11)

A>0 g4 acA

Benzer bicimde, eger A kiimesinin bir alt sinir1 varsa, o halde bu kiimenin infimumu

olan bir v € E! elemanimin var oldugu ve asagidaki bicimde tammlandigi kabul

edilmektedir:
v=inf A = U A [ inf a”(A), inf a+()\)] , (4.12)
Ae0.1] acA acA
v"(A) =supinfa (r), v"(A\)=infa"(\) her Xe&(0,1] igin, (4.13)
r<) A€EA acA
— _ + - . +
v (0) = Olbgga(()), v (0) = S)\li]g Clélga (A). (4.14)

Ispat M € E' elemanmnm A kiimesinin bir tst smir1 oldugu varsayilsin. Bu

durumda, her a € A igin a <= M esitsizligi saglanir. Dolayisiyla,
her A € [0,1] igin a=(A\) < M~ (), a*(\) < M*T(N)
esitsizlikleri elde edilir.

Her sabit A € [0,1] i¢in, {a=(\) | @ € A} ve {aT(\) | a € A} kiimelerinin R de

iistten sinirli oldugu agiktir. Bu nedenle

H(\) = [Sup a=(\), sup a+(>\)}

a€A acA

araligi tanimlanabilir. Ayrica, 0 < A < g < 1 oldugunda H(u) C H(XA) oldugu
gozlemlenir. Bu durumdan dolayi, bulanik kiimelerin temsil teoremi geregi, R {ize-
rinde
u=|J AH()
X€(0,1]
seklinde tanimlanan bir bulanik kiime u mevcuttur ve her A € (0, 1] i¢in

b = (V0 = (] [supa-(sup ()

a€A acA

r<A r< (415)
= {sup supa (r), inf sup a*(r)]
r<A acA <X acA

esitligi elde edilir.
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Ayrica, [u]o kiimesinin de kapali bir aralik oldugu kolaylikla gosterilebilir. Gergekten,
her A € (0,1] ve r € (0, \) i¢in

[u]y C {Sup a”(r),sup a+(7‘)} C {inf supa (p),supsupa’ (u)}
acA acA p>0 qeA >0 acA

esitsizlikleri saglanir. Bu durum,

[u]o = cl U [ulx | C {inf supa” (u),supsup a+(u)]
A€(0.1] >0 geA u>0 acA
esitsizligini verir. Burada (J,¢ o yj[u]x kiimesinin bir aralik oldugu unutulmamahdr.
Dolayisiyla [u]p siirh ve kapali bir aralik oldugundan, v € E' oldugu sonucuna

varilir.
Ayrica, denklem (4.15) ve Teorem 4.7 uyarinca agagidaki esitlikler elde edilir:

u~(\) =supsupa (r) =supa (), u"(\) =infsupa®(r) her A € (0,1] i¢in
r<\ a€A acA T<AaeA

u (0) = )\li)n()lJr u (\) = /1\r>1f(; 31615) a"(\), ut(0)= )\IL%L ut(\) = {ili% igg ilelg at(r).

Bu ifadelerle (4.10) ve (4.11) in ilk kisumlari dogrulanmig olur. (4.11) in ikinci
kisminin kanitlanmasi igin,

sup inf supa™ (r) = supa™(0)
A>0 T<AaeA acA

egitligi gosterilmelidir. Acikga
supat(0) > sup inf supa™(r)
ac€A A>0 <A acA

esitsizligi gegerlidir. Diger yandan, a™()\) fonksiyonlarimin azalan ve A = 0 nok-

tasinda sagdan stirekliligi nedeniyle,

supa’ (0) = supsupa’(\) = supsupa’(A\) < sup inf supa™(r)
acA a€A A>0 A>0 a€A A>0 T<X acA

esitsizligi saglanir. Boylece (4.11) in ikinci formiilii de kanitlanmig olur.

Son olarak, u elemaninin A kiimesinin supremumu oldugunu, yani u = sup A esitligini

sagladigr gosterilecektir. Denklem (4.11) e gore, her A € (0,1] ve a € A igin

a~(A\) <supa~(N\) =u"(A), at(\) <infsupa®(r) =ut())
acA <A geA
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esitsizlikleri gegerlidir. Bu da u nun A igin bir iist sinir oldugunu gosterir.

Bununla birlikte, w € E' olmak {izere w'nun da A kiimesinin bir {ist sinir1 oldugu

varsayllsin. Bu durumda her A € (0, 1] i¢in

supa~(A\) Sw (N, supa*()) < wt())

acA acA
olur. Buradan da
u”(A) <w (A), ut(\) =infsupat(r) < infwt(r) =w(N)
T<A gcA r<A

egitsizlikleri elde edilir. Boylece u < w oldugu goriliir; bu da v'nun A kiimesinin

en kiiciik st sinirt oldugunu, yani u = sup A esitligini dogrular. Benzer yontemle

infimum icin de egdeger sonuclar elde edilir.
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5. BULANIK SAYI DIZISININ ISTATISTIKSEL CEKIRDEGI

Bu boliimde, bulanik say1 dizileri icin istatistiksel ¢ekirdek kavrami tamtilmakta ve

istatistiksel ¢ekirdegin klasik ¢ekirdegin bir altkiimesi oldugu gosterilmektedir.
Tanmim 5.1 X = {X;} € SB(L(R)) dizisinin istatistiksel gekirdegi

st-core X := [st-liminf X, st-lim sup X]
seklinde tanimlanmaktadir.

Uyar:1 5.2 X = {X;} € SB(L(R)) dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi, Fridy ve Orhan
(1997) tarafindan verilen tanima benzer sekilde de ifade edilebilmektedir. H(X),
hemen her k i¢in X}, terimlerini igeren L(IR)’nin kapal konveks araliklarmdan olusan

bir aile olmak tizere, X dizisinin istatistiksel ¢ekirdegi

st-core X = ﬂ H
HeH(X)

seklinde tanimlanmaktadir.
Teorem 5.3 X = {X;} € B(L(R)) ise
st-core X C core X
kapsamasi saglanmaktadir.
Ispat st — liminf X > Liminf X oldugu, yani
inf A, = inf A,
iligkisi saglandig1 gosterilecektir. Buna gore
{pelL(R):0{keN: Xy <u})#0} C{ueLR):{keN: X, <u}eP(N)}
oldugu ortaya konulmahdir. 4 € A, oldugu kabul edildiginde,

SH{keN: Xy <u})#0
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yazilabilir. Yogunluk tanimina gore, bu durumda
{/{GNIX]C</L}EPI(N)

elde edilir. Dolayisiyla, p € Al oldugu goriilmektedir. Boylece ispat tamamlanmig

olur.
Benzer sekilde, st — limsup X =< Limsup X oldugu da gosterilebilir.

Ornek 5.4 Bu 6rnek ile Teorem 2.1.3'te verilen kapsamanin kesin oldugu gosteri-
lecektir.

Asgagidaki sekilde tanimlanan bulanik sayilar ele alinsin:

(

x+2 ,xe[-2 1]

u(@) =< -z zel-1,0]
0 , diger durumlarda.
\
(
2
x ,x € [0,1],
v(@) =4 (z—2)?% ,zell,2],
0 , diger durumlarda.
\
p
x—4 ,x € [4,5],
V(@) =q —(z-5)2+1 ,z €56,
0 ,diger durumlarda.
\
o(x) =8

olmak tizere X = {X}} dizisi su sekilde tanimlansin:

i,k tek ve tam kare ise,
v,k tek fakat tam kare degil ise,

v,k ¢ift fakat tam kare degil ise,

¢ ,diger durumlarda.
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Bu durumda siralama

p=<v=<7y=<¢

seklindedir ve agagidaki egitlikler saglanmaktadir:
Liminf X = g, Limsup X =¢, st-liminf X =v, st-limsup X =~.
Sonu¢ X = {X;} € SB(L(R)) ise,
'y C st-core X
kapsamasi saglanmaktadir.

Ispat Bu sonug, Tanim 5.1’den dogrudan elde edilmektedir.
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