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ÜZERİNE
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ÖZET

Yüksek Lisans Tezi

BULANIK SAYI DİZİLERİNİN İSTATİSTİKSEL ÇEKİRDEĞİ ÜZERİNE

Eda EFE

Afyon Kocatepe Üniversitesi

Fen Bilimleri Enstitüsü

Matematik Anabilim Dalı

Danışman: Dr. Öğr. Üyesi Şükrü TORTOP

Bu tez çalışmasında, E1 uzayında tanımlı sınırlı bulanık sayı dizilerinin yakınsaklık

özellikleri, seviye kümeleri ve çekirdek kavramı temel alınarak incelenmiştir. Klasik

limit ve yakınsaklık kavramlarının bulanık yapılara doğrudan uygulanamaması, bu

kavramların seviye kümeleri yardımıyla yeniden tanımlanmasını gerekli kılmıştır.

Bu çerçevede, alt ve üst limitlere ilişkin iki farklı tanım verilmiş ve bu tanımların

birbirinden ayrıldığı durumlar örneklerle gösterilmiştir.

Tezde ayrıca, bulanık sayı dizileri için çekirdek kavramı detaylı şekilde ele alınmış,

çekirdek ile dizinin limit noktaları arasındaki ilişki araştırılmıştır. Özellikle yakınsak

olmayan diziler için çekirdek kümesinin yapısının, dizinin genel davranışını anlamada

önemli bir araç olduğu ortaya konmuştur.

Çalışmanın diğer bir yönü, istatistiksel yakınsaklık kavramının bulanık sayı dizile-

rine uyarlanmasıdır. Seviye kümeleri yardımıyla tanımlanan istatistiksel liminf ve

limsup kavramları, klasik limitlerle karşılaştırılmış ve farklılıkları örneklerle ortaya

konulmuştur. Son olarak, istatistiksel çekirdek tanıtılarak, klasik limitin mevcut ol-

madığı durumlarda bile dizinin limit davranışı hakkında anlamlı bilgiler elde edile-

bileceği gösterilmiştir.

2025, v+34 sayfa

Anahtar Kelimeler: Bulanık sayılar, Çekirdek, İstatistiksel çekirdek, İstatistiksel

yakınsaklık.
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ABSTRACT

M.Sc. Thesis

ON THE STATISTICAL CORE OF SEQUENCES OF FUZZY NUMBERS

Eda EFE

Afyon Kocatepe University

Graduate School of Natural and Applied Sciences

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Şükrü TORTOP

This thesis explores the convergence properties of bounded sequences of fuzzy num-

bers defined in the space E1, focusing on the roles of level sets and the core concept.

Classical limit definitions are not directly applicable to fuzzy structures, leading

to the development of alternative lower and upper limit formulations using level

sets. These definitions are compared, and examples are provided to illustrate their

differences.

The concept of the core of a fuzzy number sequence is studied in detail. Its relati-

onship with the set of limit points is analyzed, and it is shown that the core provides

meaningful insights, especially in the case of non-convergent sequences.

Furthermore, the notion of statistical convergence is adapted to fuzzy number sequ-

ences through level sets. Statistical liminf and limsup are redefined and contrasted

with classical counterparts. The statistical core, is also introduced, offering a way to

understand the asymptotic behavior of sequences even when classical convergence

fails.

2025, v+34 pages

KeyWords: Fuzzy numbers, Core, Statistical core, Statistical convergence.
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SİMGELER DİZİNİ

Simgeler

R Gerçek sayılar kümesi

N Doğal sayılar kümesi

L(R) Gerçek doğruda tanımlı tüm bulanık sayılar kümesi

E1 Seviye küme gösterimiyle tanımlı bulanık sayılar uzayı

Xk Bir bulanık sayı dizisi

[Xα, Xα] X bulanık sayısının α-seviye kümesi

B(x, ε) x merkezli, ε yarıçaplı açık yuvar

δ(A) A ⊆ N kümesinin doğal yoğunluğu

lim inf / lim sup Alt limit / Üst limit

st- lim, st- lim inf, st- lim sup İstatistiksel limit, istatistiksel alt ve üst limit

core(X) Bulanık sayı dizisinin çekirdek kümesi

LX X dizisinin tüm limit noktaları kümesi

S Pozitif doğal yoğunluğa sahip alt kümelerin ailesi

S# Pozitif üst yoğunluk taşıyan alt kümeler ailesi

sup, inf Üst sınır, alt sınır

D(X, Y ) Seviye küme metriği (E1 üzerindeki metrik)

X → Y Bulanık sayı dizisinin yakınsaması

X ∼ Y İki bulanık sayının karşılaştırılabilir olması

X ̸∼ Y İki bulanık sayının karşılaştırılamaz olması

X < Y X bulanık sayısının Y ’den küçük olması

X ≤ Y X bulanık sayısının Y ’ye göre küçük ya da eşit olması

X + Y Bulanık sayıların toplamı

aX Bir gerçek sayının bir bulanık sayıyla çarpımı

X − a1 Gerçek sayı çıkarımıyla elde edilen bulanık sayı

X + a1 Gerçek sayı eklenmiş bulanık sayı

01 0’ın karakteristik fonksiyonu şeklinde bulanık gösterimi
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1. GİRİŞ

Belirsizlik içeren sistemlerin modellenmesinde klasik matematiksel araçların yetersiz

kaldığı durumlarda, bulanık kümeler kuramı etkili bir alternatif sunmaktadır. Za-

deh (1965) tarafından ortaya atılan bu kuram, kesin üyelik yerine kademeli üyelik

yaklaşımı sunarak, özellikle insan düşüncesiyle örtüşen belirsiz durumların matema-

tiksel olarak ifade edilmesine olanak sağlamaktadır. Bu bağlamda, bulanık sayılar,

bulanık kümelerin sayısal karşılıkları olarak tanımlanmakta ve çeşitli mühendislik,

yapay zekâ, karar teorisi, optimizasyon ve kontrol sistemleri gibi uygulamalı alan-

larda önemli bir yer edinmektedir.

Bulanık sayı dizileri, bu yapıların dinamik davranışlarının incelenmesinde temel

bir rol oynar. Ancak, klasik limit ve yakınsaklık tanımlarının doğrudan bulanık

yapılara uygulanamaması, bu alanda alternatif yaklaşım ve genellemelere ihtiyaç

doğurmuştur. Reel sayı dizileri için tanımlanan limit, limsup, liminf ve çekirdek

gibi kavramların, bulanık sayı dizilerine uyarlanması sürecinde, seviye kümeleri te-

melli analizler kritik bir yöntem olarak öne çıkmaktadır. Bu doğrultuda, literatürde

bulanık sayıların üst ve alt sınırları, çekirdek kümeleri ve bu kümelerin limit dav-

ranışları üzerine çeşitli çalışmalar mevcuttur.

Bu tez çalışmasında, E1 uzayında tanımlı sınırlı bulanık sayı dizilerinin alt limit ve

üst limitleri, seviye kümeleri aracılığıyla analiz edilmiş ve klasik limit kavramlarının

bulanık bağlamda ne şekilde yorumlanabileceği detaylandırılmıştır. Bununla birlikte,

reel sayı dizileri için bilinen bazı temel sonuçların bulanık sayı dizilerine doğrudan

genellenemeyeceği, çeşitli örnekler ve karşı örnekler yardımıyla ortaya konulmuştur.

Özellikle, klasik limit tanımlarına alternatif olarak önerilen yeni limit tanımları ile,

her durumda geçerli olmayabilen klasik limit kavramlarının eksiklikleri giderilmeye

çalışılmıştır.

Tezin odak noktalarından biri olan çekirdek kavramı, ilk olarak Knopp (1930) ta-

rafından karmaşık sayı dizileri için tanımlanmış ve daha sonra Aytar vd. (2008) ta-

rafından bulanık sayı dizilerine uyarlanmıştır. Çekirdek, bir dizinin kuyruk terimle-

rini kapsayan en küçük kapalı ve dışbükey kümelerin kesişimi olarak tanımlanmakta
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olup, dizinin genel davranışı hakkında toplu bir bilgi sunmaktadır. Bu kavramın,

özellikle yakınsak olmayan diziler için, dizinin limit noktalarının ötesinde bir anlam

taşıdığı ve dizinin asimptotik özelliklerini yansıttığı görülmektedir.

Bu bağlamda tezde, bir bulanık sayı dizisinin limit noktaları kümesi ile çekirdek

kümesi arasındaki ilişkiler incelenmiş ve bu iki kümenin her zaman örtüşmediği,

hatta limit kümesi boş olsa dahi çekirdek kümesinin anlamlı olabileceği gösterilmiştir.

Ayrıca, çekirdek kümesinin alt ve üst limit sınırları ile eşleştiği durumlar analiz

edilmiş; bu eşleşmenin tekil hale gelmesinin dizinin yakınsaklığı için yeterli bir koşul

olabileceği tartışılmıştır.

Tez kapsamında ayrıca, istatistiksel yakınsaklık kavramı da klasik tanımıyla ele

alınmış, reel sayı dizilerindeki kullanımından yola çıkılarak, bulanık sayı dizilerine

nasıl uyarlanabileceği tartışılmıştır. Bu noktada, bulanık sayı dizileri için istatistiksel

alt ve üst limit sınırlarının tanımı yapılmış, klasik limit kavramları ile ilişkisi ortaya

konulmuş ve aralarındaki farklılıklar örneklerle açıklanmıştır. Bunun sonucunda, kla-

sik limitin mevcut olmadığı durumlarda dahi istatistiksel limitlerin var olabileceği,

dolayısıyla bu yaklaşımın özellikle yakınsak olmayan dizilerin davranışlarını incele-

mede daha güçlü bir araç olabileceği vurgulanmıştır.

Tez beş ana bölümden oluşmaktadır. İlk bölümde çalışmanın amacı, kapsamı ve lite-

ratürdeki konumu açıklanmıştır. İkinci bölümde, bulanık sayıların temel tanımları,

seviye kümeleri, E1 uzayı ve istatistiksel yakınsaklık gibi çalışmada kullanılacak ön

bilgiler verilmiştir. Üçüncü bölümde, klasik reel analizde kullanılan alt ve üst li-

mit tanımlarının bulanık yapılara genellenmesi yapılmış, klasik ve alternatif limit

kavramları karşılaştırılmıştır. Dördüncü bölümde, çekirdek kavramı detaylı biçimde

incelenmiş, bu kavramın limit noktaları ve dizinin yapısal özellikleriyle olan ilişkisi

gösterilmiştir. Son olarak beşinci bölümde, istatistiksel yakınsaklık kavramı çekirdek

kümesi temelinde yeniden tanımlanmış, bu yeni kavram çerçevesinde çeşitli teorem

ve sonuçlara ulaşılmıştır.

Bulanık sayı dizileri üzerindeki yakınsaklık türlerinin araştırılması, son yıllarda bu-

lanık analiz literatüründe önemli bir yer edinmiştir. Klasik yakınsaklık tanımları,
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bulanık yapılarla doğrudan örtüşmediğinden, bulanık sayı dizilerinde yakınsaklık

kavramı farklı şekillerde yeniden ele alınmaktadır. Bu bağlamda, çekirdek kümeleri

aracılığıyla bulanık sayı dizilerinin davranışlarını analiz etmek, hem teorik hem de

uygulamalı açıdan önem taşımaktadır.

Bu çalışmanın amacı, bulanık sayı dizileri üzerinde klasik ve istatistiksel yakınsaklık

kavramlarını çekirdek kümeleri temelinde inceleyerek, yakınsak olmayan dizilerin

analizinde yeni perspektifler sunmaktır. Elde edilen teorik bulguların, bulanık ana-

liz, karar teorisi ve yapay zekâ gibi uygulamalı alanlarda katkı sağlayabilecek mate-

matiksel bir altyapı oluşturması hedeflenmektedir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Bulanık Sayılar

Tanım 2.1 Aşağıda verilen koşulları sağlayan bir X : R → [0, 1] fonksiyonuna

bulanık sayı denir.

• X normaldir, yani X(x0) = 1 olacak şekilde bir x0 ∈ R vardır.

• X bulanık dışbükeydir, yani her x, y ∈ R ve λ ∈ [0, 1] için,

X(λx+ (1− λ)y) ≥ min{X(x), X(y)}.

• X üst yarı süreklidir.

• {x ∈ R : X(x) > 0} kümesinin kapanışı kompakttır (Dubois ve Prade 1978).

Tanım 2.2 X : R → [0, 1] bir bulanık sayı olmak üzere X bulanık sayısının α

seviye kümesi

Xα = {x ∈ X | X(x) ≥ α}

eşitliği ile verilir.

Tüm bulanık sayılar kümesi L(R) ile gösterilsin. Bir d : L(R)×L(R) → R fonksiyonu

aşağıdaki gibi tanımlansın:

d(X, Y ) := sup
α∈[0,1]

d(Xα, Y α).

Puri ve Ralescu (1983) tarafından (L(R), d) nin bir tam metrik uzay olduğu kanıtlandı.

Tanım 2.3 X, Y ∈ L(R) verildiğinde X ≤ Y olması için gerek ve yeter şart tüm

α ∈ [0, 1] için Xα ≤ Y α olmasıdır (Dubois ve Prade 1980).

NeX ≤ Y ne de Y ≤ X geçerli değilse, iki bulanık sayı olan X ve Y nin karşılaştırılamaz

olduğu söylenir. Bu durumda X ̸∼ Y gösterimi kullanılır.

L(R) nin bir E alt kümesi verildiğinde her X ∈ E için X ≤ µ olacak şekilde bulanık

bir µ sayısı mevcutsa, E kümesinin üstten sınırlı olduğu söylenir. Tüm µ
′
üstten

sınırlar için bir üst sınır olan µ, µ ≤ µ
′
eşitsizliğini sağlıyorsa µ bulanık sayısına E
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nin en küçük üst sınırı (supremum) denir. Alt sınır ve en büyük alt sınır (infimum)

benzer şekilde tanımlanır. Bir E kümesi, hem yukarıdan hem de aşağıdan sınırlı

ise, yani yukarıdan ve aşağıdan sınırlı olduğu durumda, sınırlı olarak adlandırılır.

Denk bir şekilde, bu tanım bulanık sayılar kümesinde tanımlı metrik kullanılarak şu

şekilde de ifade edilebilir:

Bir E kümesi, eğer her X ∈ E için d(X,01) ≤ M olacak şekilde bir M ∈ R gerçek

sayısı varsa, sınırlı olarak adlandırılır. Burada 01, 0 gerçek sayısının karakteristik

fonksiyonunu ifade eder.

“Sup” (üst sınır) ve “inf” (alt sınır) kavramları yalnızca sınırlı bulanık sayı kümeleri

için tanımlanmıştır. Wu ve Wu (1997) tarafından ispatlanan önemli bir sonuç, E ⊆

L(R) kümesi sınırlı ise bu kümenin supremum ve infimumunun mevcut olduğunu

belirtmektedir (Fang ve Huang 2004).

X, Y ∈ L(R) olan iki bulanık sayı verildiğinde, bunların toplamı Z = X + Y olarak

tanımlanır; burada

Zα := Xα + Y α = [Xα + Y α, X
α
+ Y

α
], ∀α ∈ [0, 1].

Gerçek bir sayı a ∈ R verildiğinde, buna karşılık gelen bulanık sayı a1 ∈ L(R)

aşağıdaki şekilde tanımlanır:

a1(x) =

1, eğer x = a,

0, diğer durumlarda.

Açıkça görülmektedir ki, herhangi bir X ∈ L(R) bulanık sayısı ile a1 in toplamı için

aşağıdaki eşitlik yazılabilir:

(X + a1)
α = Xα + a = [Xα + a,X

α
+ a], α ∈ [0, 1].

Benzer şekilde,

(X − a1)
α = Xα − a = [Xα − a,X

α − a], α ∈ [0, 1].

a ≥ 0 olan durumlar için ayrıca aX çarpımı tanımlanır; burada

(aX)α = [aXα, aX
α
], α ∈ [0, 1].
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Açıkça, (X + a1), (X − a1) ve aX elemanları L(R) kümesindedir. Eğer a > 0 ise,

aşağıdaki sıkı sıralama sağlanır:

X − a1 < X < X + a1 ve d(X,X + a1) = d(X,X − a1) = a.

X = {Xk} bir bulanık sayı dizisi olsun. Bu dizi, {Xk : k ∈ N} kümesi sınırlı ise

sınırlı olarak adlandırılır. Eğer X = {Xk} dizisi, X0 bulanık sayısına yakınsıyor ise

lim
k

Xk = X0

şeklinde gösterilir. Bu ifade ise her ε > 0 için bir n0 = n0(ε) ∈ N doğal sayısı vardır

ki, tüm k > n0 için

d(Xk, X0) < ε

ifadesine denktir.

Eğer bir bulanık sayı dizisi olanX = {Xk} dizisinin bir c bulanık sayısına yakınsayan

bir alt dizi varsa c bulanık sayısına dizinin bir limit noktası denir. X bulanık sayı

dizisinin tüm limit noktalarının kümesi LX ile gösterilir.

L(R) içinde kapalı bir aralık şu şekilde tanımlanır:

[X, Y ] := {Z ∈ L(R) : X ≤ Z ≤ Y }, (1)

buradaX, Y ∈ L(R) dir. Eğer birW = {Wk} dizisinin tüm terimleri [X, Y ] aralığında

yer alıyorsa, dizinin limit noktaları da bu aralıkta yer alır.

Tez boyunca, sınırlı bir bulanık sayı dizisi için kısaca BSFN kısaltması kullanılacaktır.

2.2. İstatistiksel Yakınsaklık

Tanım 2.4 K ⊆ N olsun ve eğer limit δ(K) = limn
1
n
|{k ≤ n : k ∈ K}| mevcutsa,

bu sınıra K kümesinin asimptotik yoğunluğu denir. Burada |{k ≤ n : k ∈ K}|, K

kümesinin n’den küçük veya eşit elemanlarının sayısını ifade eder (Anastassiou ve

Duman 2011, Niven ve Zuckerman 1980).

Eğer δ(K1) = δ(K2) = 1 ise, o zaman δ(K1 ∩K2) = δ(K1 ∪K2) = 1 olur.

Eğer δ(K1) = δ(K2) = 0 ise, o zaman δ(K1 ∩K2) = δ(K1 ∪K2) = 0 olur.
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Gerçel veya karmaşık sayı dizilerinin istatistiksel yakınsaması ilk olarak Fast (1951)

tarafından tanıtılmıştır.

Tanım 2.5 x = (xk) bir gerçel veya karmaşık sayı dizisi olsun. Eğer her ε > 0 için

bir L reel sayısı mevcut olup,

lim
n

1

n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0,

oluyorsa, (xk) dizisi L’ye istatistiksel olarak yakınsar denir.

İstatistiksel limsup ve liminf kavramları Fridy ve Orhan (1997) tarafından aşağıdaki

şekilde tanıtılmıştır.

Tanım 2.6 k pozitif bir tamsayı ve x bir gerçel sayı dizisi olsun. Bx ve Ax kümeleri

aşağıdaki gibi tanımlanır:

Bx = {b ∈ R : δ({n : xn > b}) ̸= 0}, Ax = {a ∈ R : δ({n : xn < a}) ̸= 0}.

Bu durumda x dizisinin istatistiksel limsup ve liminf değerleri şu şekilde verilir:

st- lim supx =

 supBx eğer Bx ̸= ∅,

−∞ eğer Bx = ∅.

st- lim inf x =

 inf Ax eğer Ax ̸= ∅,

+∞ eğer Ax = ∅.
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3. BİR BULANIK SAYI DİZİSİNİN ALT VE ÜST LİMİTİ

Bu bölümde, bir BSFN’nin alt limit ve üst limit kavramları, reel sayılardaki karşılıkları

temel alınarak tanımlanmakta ve bu kavramların temel özellikleri incelenmektedir.

Alt sınır (infimum) için, reel sayılarla özdeş kabul edilen ancak BSFN’ler açısından

farklılık gösteren iki ayrı tanım önerilmektedir. Ayrıca, reel sayı dizileri için geçerli

olan bazı özelliklerin BSFN’ler için sağlanmadığı görülmektedir. Örneğin, bazı BSFN

örneklerinde üst limit, dizinin en büyük limit noktasıyla çakışmamaktadır.

Tanım 3.1 X = {Xk} bir BSFN olsun. {Xk} dizisinin alt ve üst limitleri aşağıdaki

şekilde tanımlanmaktadır:

lim inf
k

Xk = lim
n

inf
k≥n

Xk, lim sup
k

Xk = lim
n

sup
k≥n

Xk.

Bu tanımda, {infk≥n Xk} ve {supk≥nXk} dizilerinin yakınsak olduğu varsayılmaktadır.

Ancak, sınırlı bir bulanık sayı dizisinin alt ya da üst limitinin her zaman mevcut

olmayabileceği not edilmiştir (Wu ve Wang 2002). Bu duruma, aşağıda sunulacak

olan Örnek 3.8’de de değinilmektedir.

Önerme 3.2 {Xk} ve {Yk} dizilerinin bulanık sayıların yakınsak dizileri olduğu var-

sayılsın. Eğer n0 ∈ N olacak şekilde tüm k > n0 için Xk ≤ Yk bağıntısı sağlanıyorsa,

o hâlde Xk ≤ limYk bağıntısı elde edilir.

İspat v = limXk ve µ = limYk olarak tanımlansın. Tüm k > n0 için Xk ≤ Yk

koşulunun sağlanması, her α ∈ [0, 1] için aşağıdaki anlamı taşımaktadır:

Her k > n0 için Xα
k ≤ Y α

k ve X
α

k ≤ Y
α

k eşitsizlikleri geçerlidir.

Her iki tarafın limitinin k → ∞ iken alınmasıyla, her α ∈ [0, 1] için

vα = lim
k

Xα
k ≤ lim

k
Y α

k = µα,

vα = lim
k

X
α

k ≤ lim
k

Y
α

k = µα

eşitsizlikleri elde edilmektedir. Bu durumda, v ≤ µ olduğu sonucuna varılır.
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Önerme 3.2 uygulanarak, aşağıdaki iki teorem kolaylıkla kanıtlanabilir.

Aşağıdaki teorem, klasik analizde reel sayı dizileri için bilinen temel bir limit eşitsizliğinin

bulanık sayı dizilerine de genellenebildiğini göstermektedir.

Teorem 3.3 X = {Xk} bir BSFN olsun. Eğer lim infk Xk ve lim supk Xk limitleri

mevcutsa, aşağıdaki eşitsizlik sağlanmaktadır:

lim inf
k

Xk ≤ lim sup
k

Xk.

Sıradaki teorem, iki BSFN arasında asimptotik karşılaştırmalar yapılmasına ola-

nak tanır. Eğer bir noktadan sonra Xk ≤ Yk koşulu sağlanıyorsa limit alt ve üst

sınırlarının da aynı sıralamayı koruyacağı garanti altına alınmış olur. Bu da özellikle

yakınsaklık analizi, sıralı yaklaşımlar veya kararlılık analizleri gibi konularda kritik

önem taşır.

Teorem 3.4 X = {Xk} ve Y = {Yk} iki BSFN olsun. Eğer n0 ≥ 1 olacak şekilde

tüm k > n0 için Xk ≤ Yk bağıntısı sağlanıyorsa ve

lim inf
k

Xk, lim sup
k

Xk, lim inf
k

Yk, lim sup
k

Yk

limitleri mevcutsa, o hâlde aşağıdaki eşitsizlikler geçerlidir:

lim inf
k

Xk ≤ lim inf
k

Yk ve lim sup
k

Xk ≤ lim sup
k

Yk.

Önerme 3.5 X = {Xk} bir BSFN olmak üzere, v = lim infk Xk ve µ = lim supk Xk

olarak tanımlansın. O hâlde her ε > 0 için

M1(ε) = {k ∈ N : Xk < v − ε1} , M2(ε) = {k ∈ N : Xk > µ+ ε1}

kümeleri sonludur.

İspat Her ε > 0 için M1(ε) kümesinin yalnızca sonlu sayıda elemana sahip olduğu

gösterilecektir. Aksine, M1(ε̃) kümesinin sonsuz olduğu bir ε̃ > 0 olduğu varsayılsın.

İnfimum tanımı gereği, her n ∈ N için infk≥nXk ≤ Xn eşitsizliği sağlanmaktadır.
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Özellikle, n ∈ M1(ε̃) için Xn < v − ε̃1 olduğu bilindiğinden,

inf
k≥n

Xk ≤ Xn < v − ε̃1

elde edilir. Bu da her n ∈ M1(ε̃) için

d

(
inf
k≥n

Xk, v

)
> ε̃

eşitsizliğinin geçerli olduğunu gösterir. Ancak M1(ε̃) kümesinin sonsuz olduğu var-

sayımı altında, bu durum limn→∞ infk≥nXk = v eşitliğiyle çelişmektedir. Dolayısıyla

M1(ε) kümesinin sonlu olması gerektiği sonucuna varılır. Benzer şekildeM2(ε) küme-

sinin de sonlu olduğu gösterilebilir. Böylece önerme ispatlanmış olur.

Şimdi, Tanım 3.1 de verilen istatistiksel alt limit ve üst limit tanımlarına benzer

biçimde, alternatif bir limit kavramının tanımlanabilmesi için aşağıdaki yaklaşım

sunulmaktadır. X = {Xk} dizisi verildiğinde, aşağıdaki kümeler tanımlanır:

AX = {µ ∈ L(R) : {k ∈ N : Xk < µ} ∈ PI(N)} ,

AX = {µ ∈ L(R) : {k ∈ N : Xk > µ} ∈ P∆(N)} ,

BX = {µ ∈ L(R) : {k ∈ N : Xk > µ} ∈ PI(N)} ,

BX = {µ ∈ L(R) : {k ∈ N : Xk < µ} ∈ P∆(N)} .

Yukarıda tanımlanan kümeler, bulanık sayı dizilerinin limit davranışını klasik anlam-

daki alt ve üst limitlerden farklı bir bakış açısıyla incelemeye olanak sağlar. Buradaki

fikir, klasik noktadan-noktaya karşılaştırma yerine, ideal veya filtre temelli yoğunluk

kavramları kullanılarak limitlerin tanımlanmasıdır.

Buradan hareketle aşağıdaki tanımlar dikkate alınmaktadır:

PI(N) = {A ⊆ N : A kümesi sonsuz sayıda elemana sahiptir} ,

P∆(N) = {A ⊆ N : N \ A kümesi sonlu sayıda elemana sahiptir} .

Eğer X = {Xk} dizisi sınırlı ise, AX , AX , BX ve BX kümelerinin boş olmadığı

açıktır. Ayrıca:

• AX ve BX kümelerinin bir alt sınırı,
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• AX ve BX kümelerinin ise bir üst sınırı

bulunmaktadır. Bu nedenle, supremum ve infimumun varlığına ilişkin Fang ve Huang

(2004) tarafından elde edilen sonuçtan yararlanılarak

inf AX , supAX , supBX , inf BX

kavramlarının iyi tanımlı olduğu sonucuna ulaşılır. Ayrıca, inf AX = supAX ve

supBX = inf BX eşitliklerinin geçerli olduğu Teorem 3.7’de gösterilecektir.

Bu durum göz önünde bulundurularak aşağıdaki tanım önerilmektedir:

Tanım 3.6 Bir BSFN olan X = {Xk} verildiğinde, alt limit (Lim inf) ve üst limit

(Lim sup) kavramları aşağıdaki şekilde tanımlanmaktadır:

Liminf Xk = inf AX = supAX , Limsup Xk = supBX = inf BX .

Teorem 3.7 X = {Xk} dizisi sınırlı kabul edilirse, aşağıdaki eşitliklerin sağlandığı

görülmektedir:

inf AX = supAX ve supBX = inf BX .

İspat Sadece birinci eşitliğin doğruluğu gösterilecektir. inf AX ifadesi v ile, supAX

ifadesi ise µ ile gösterilsin. AX ve AX kümelerinin tanımlarından dolayı, her ṽ ∈ AX

için v ≤ ṽ ve her µ̃ ∈ AX için µ ≥ µ̃ olduğu bilinmektedir.

Bir ṽ ∈ AX alındığında, {k ∈ N : Xk < ṽ} kümesinin sonsuz olduğu anlaşılmaktadır.

Öte yandan, µ̃ ∈ AX olması durumunda, N \ {k ∈ N : Xk > µ̃} kümesinin sonlu

olduğu elde edilmektedir; bu da, tüm k ≥ Kµ̃ için Xk > µ̃ olacak şekilde bir Kµ̃ < ∞

sayısının varlığını ifade eder.

Bu koşullar altında, her ṽ ∈ AX ve µ̃ ∈ AX için, µ̃ < Xk′ < ṽ eşitsizliğini sağlayan

bir k′ ≥ Kµ̃ bulunduğu sonucuna varılır. Böylece, v = µ eşitliği elde edilmiş olur.

Bu durum, tüm ṽ ∈ AX ve µ̃ ∈ AX için µ̃ < ṽ eşitsizliğinin sağlandığını göstermek-

tedir.
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Elde edilen bu sonuçtan, (2) numaralı eşitsizlik doğrultusunda, her µ̃ ∈ AX ifadesinin

AX kümesinin bir alt sınırı olduğu anlaşılmaktadır. Bu durumda, infimumun tanımı

gereği aşağıdaki eşitsizlik elde edilmektedir:

µ̃ ≤ v = inf AX .

Bu eşitsizlik, tüm µ̃ ∈ AX için geçerlidir. Dolayısıyla, supremum’un tanımı uyarınca

aşağıdaki sonuç elde edilir:

µ ≤ v.

Şimdi µ < v durumunun geçerli olamayacağı gösterilecektir. Aksine, µ < v olduğu

varsayılsın. Bu durumda, µα < vα ya da µα < vα olacak şekilde bir α ∈ [0, 1]

bulunmuş olur.

Kesinliği sağlamak amacıyla yalnızca aşağıdaki durum ele alınacaktır:

µα < vα

ve bu varsayımın bir çelişkiye yol açtığı gösterilecektir.

vα ve µα nicelikleri arasındaki farkın pozitif olması nedeniyle, b = v(µα) tanımlansın.

Buradan b < α olduğu açıktır (hatta b = 0 da olabilir). Ayrıca, tüm λ ∈ (b, α] için

µλ < vλ

eşitsizliği geçerli olmaktadır.

Eğer µ(x) ve v(x) fonksiyonları üst yarı sürekliliğe sahipse, o hâlde (z, β) biçiminde

bir nokta bulunur; burada z ∈ (µα, vα) ve β ∈ (b, α) olacak şekilde

Her λ ∈ [β, α] için µλ < z ve vλ > z (3.1)

eşitsizlikleri sağlanmaktadır.

Aşağıdaki iki bulanık sayı şu şekilde tanımlanmaktadır:

γ1 =



0, x < x0,

β, x ∈ [x0, z),

1, x = z,

0, x > z,

γ2 =



0, x < z,

β, x ∈ [z, x0),

1, x = x0,

0, x > x0.
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Burada, x0 = lim infX0
k − 1 ve x0 = lim supX

0

k + 1 olmak üzere, bu sayıların sonlu

oldukları (bkz. (3.1)) gözlemlenmektedir.

Aşağıdaki eşitsizliklerin sağlandığı bilinmektedir:

µβ ≥ lim infXβ
k ≥ X0

k > x0 = γ1
β, µα < z = γ1

α,

vb ≤ µα < z = γ2
b, vβ > z = γ2

β.

Bu gözlemlerden şu sonuç elde edilmektedir:

µ ̸∼ γ1 ve v ̸∼ γ2. (3.2)

Şimdi aşağıdaki kümeler tanımlansın:

C1 =
{
k ∈ N : bazı λ ∈ (β, α] için Xλ

k ≤ z
}
,

C2 =
{
k ∈ N : bazı λ ∈ (β, α] için Xλ

k ≥ z
}
.

Bu tanımlardan açıkça

C1 ∪ C2 = N (3.3)

olduğu görülmektedir.

Öncelikle C1 kümesinin sonsuz sayıda eleman içerdiği varsayılsın. γ2 bulanık sayısının

ve x0 reel sayısının tanımına bağlı olarak, aşağıdaki ifade elde edilmektedir:

Her k ∈ C1 \K1 için Xk < γ2,

burada

K1 =
{
k ∈ N : bazı λ ∈ [0, 1] için X

λ

k > x0
}
.

K1 kümesinin sonlu olduğu açıktır. Bu nedenle, Xk < γ2 eşitsizliğini sağlayan k ∈ N

sayılarının sonsuz olduğu sonucuna varılmaktadır. Bu, γ2 ∈ AX olduğu anlamına

gelmektedir. Dolayısıyla, inf AX tanımından

γ2 ≥ v = inf AX

elde edilir. Bu sonuç (3.2) numaralı ifade ile çelişmektedir (yani v ̸∼ γ2). Bu nedenle,

C1 kümesinin sonlu olduğu sonucuna ulaşılır. Bu durumda, (3.3) numaralı ifadeye
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göre C2 kümesinin sonsuz olması gerekmektedir. γ1 bulanık sayısı ve x0 reel sayısı

göz önüne alındığında ∀k ∈ C2 \ (C1∪K2) için Xk > γ1 eşitsizliği elde edilir; burada

K2 =
{
k ∈ N : bazı λ ∈ [0, β] için Xλ

k < x0
}

olarak tanımlanmıştır. K2 kümesinin de sonlu olduğu bilinmektedir. Böylece C2 \

(C1∪K2) kümesinin sonsuz olduğu sonucu elde edilir. Bu durum γ1 ∈ AX anlamına

gelmektedir. O hâlde, γ1 ≤ µ = supAX eşitsizliği sağlanmaktadır. Ancak bu da

(3.2) numaralı ifadeyle çelişmektedir (yani µ ̸∼ γ1). Böylece Teorem 3.7’nin ispatı

tamamlanmış olmaktadır.

Şimdi Tanım 3.1 ve Tanım 3.6’nın farklı olduğunu gösteren bir örnek verelim.

Örnek 3.8 Aşağıdaki şekilde tanımlanan X = {Xk} bulanık sayı dizisini ele alalım:

Xk(x) =



x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,

−x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1
2

(
5k−2
5k−1

)
,

− 1

5k
(x− 1) +

1

2
, 1

2

(
5k−2
5k−1

)
≤ x ≤ 1

2

(
15k−2
5k−1

)
,

−x+ 2, 1
2

(
15k−2
5k−1

)
≤ x ≤ 2,

0, diğer durumlarda.

Şekil 1: (Xk) bulanık sayı dizisi

Bulanık µ sayısı aşağıdaki gibi tanımlansın:
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µ(x) =



x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,

−x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1
2
, 1

2
≤ x ≤ 3

2
,

−x+ 2, 3
2
≤ x ≤ 2,

0, diğer durumlarda.

Şekil 2: µ bulanık sayısı

inf Ax = infk∈N γk olduğu kolaylıkla görülür; burada

γk(x) :=



x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,

−x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1
2

(
5k−2
5k−1

)
,

− 1

5k
(x− 1) +

1

2
, 1

2

(
5k−2
5k−1

)
≤ x ≤ 1,

1

2
, 1 ≤ x ≤ 3

2
,

−x+ 2, 3
2
≤ x ≤ 2,

0, diğer durumlarda.

Fang ve Huang (2004)’ın çalışmasındaki Teorem 3.1 kullanılarak, infk∈N γk = µ elde

edilir. Dolayısıyla Tanım 3.6’ye göre Lim infXk = µ olduğu sonucuna varılır.

Benzer şekilde, supBx = supk∈N vk olduğu gözlemlenir.
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Şekil 3: (γk) bulanık sayı dizisi

vk(x) :=



x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,

−x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1
2
, 1

2
≤ x ≤ 1,

− 1

5k
(x− 1) +

1

2
, 1 ≤ x ≤ 1

2

(
15k−2
5k−1

)
,

−x+ 2, 1
2

(
15k−2
5k−1

)
≤ x ≤ 2,

0, diğer durumlarda.

Şekil 4: (Vk) bulanık sayı dizisi

Ayrıca, supk∈N vk = µ olduğundan, Tanım 3.6’ye göre LimsupXk = µ elde edilir. Öte

yandan, lim infXk (ve benzer şekilde lim supXk) dizileri mevcut değildir. Gerçekten
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de,

inf
k≥n

Xk =



x+ 1, −1 ≤ x ≤ 0,

−x+ 1, 0 ≤ x ≤ 1
2
,

1
2
, 1

2
≤ x ≤ 1,

− 1

5n
(x− 1) +

1

2
, 1 ≤ x ≤ 1

2

(
15n−2
5n−1

)
,

−x+ 2, 1
2

(
15n−2
5n−1

)
≤ x ≤ 2,

0, diğer durumlarda.

olduğundan bu dizi herhangi bir bulanık sayıya yakınsamamaktadır. Özellikle, her

n ∈ N için

d

(
inf
k≥n

Xk, µ

)
≥ 1

2
çünkü

∣∣∣∣∣
(
inf
k≥n

Xk

)1/2

− µ1/2

∣∣∣∣∣ = |1− 3/2| = 1

2
.

Bu örnek aşağıdaki sonuçları göstermektedir:

1. Bir {Xk} bulanık sayı dizisi için LiminfXk = Lim supXk eşitliği sağlanabilir;

ancak klasik anlamda limit, yani limXk, mevcut olmayabilir.

2. Her BSFN dizisi için LiminfXk ve LimsupXk mevcuttur; fakat lim infXk ve

lim supXk mevcut olmayabilir.

3. Bazı BSFN dizileri {Xk} için, LiminfXk ve LimsupXk’ye yakınsayan herhangi

bir alt dizi bulunmayabilir.

4. Bir BSFN dizisi {Xk}’nin sınır noktaları kümesi olan Lx boş olabilir.
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4. BULANIK SAYI DİZİSİNİN ÇEKİRDEĞİ

Çekirdek kavramı, karmaşık sayı dizileri bağlamında ilk olarak Knopp (1930) ta-

rafından ortaya atılmıştır. Aşağıda, bu kavram Aytar vd. (2008) tarafından bulanık

sayı dizilerine uyarlanarak tanımlanmaktadır.

X = Xk ⊂ L(R) biçiminde bir dizi göz önüne alınsın. Rn, Xn, Xn+1, Xn+2, . . . küme-

sini kapsayan L(R)’nin kapalı bir aralığı olarak tanımlansın. Bu durumda, aşağıdaki

kapsama ilişkisi açıkça elde edilir:

R1 ⊇ R2 ⊇ R3 ⊇ . . .

Tanım 4.1 Bir X = Xk bulanık sayı dizisinin çekirdeği,

core{X} =
∞⋂
n=1

Rn

biçimindeki kesişim olarak tanımlanır.

Önerme 4.2 X = Xk bir bulanık sayılar dizisi olsun. Eğer lim infX ve lim supX

mevcutsa, o hâlde coreX kümesi [lim infX, lim supX] aralığına eşit olur.

İspat Tanım 4.1’e göre

core{X} =
∞⋂
n=1

Rn

olmak üzere, burada Rn = [An, Bn], {Xn, Xn+1, Xn+2, . . .} kümesini içeren en küçük

kapalı aralık olarak tanımlanmaktadır. Bu durumda, her n ≥ 1 için

{Xn, Xn+1, Xn+2, . . .} ⊂ Rn = [An, Bn] (4.1)

ilişkisi elde edilir. Öncelikle,

[lim infX, lim supX] ⊂ core{X} (4.2)

kapsamasının geçerliliği gösterilecektir. Bu amaçla, herhangi bir γ ∈ [lim infX, lim supX]

ve herhangi bir n0 ∈ N alınsın. (4.1) numaralı bağıntıdan

An0 ≤ Xk ≤ Bn0 , her k ≥ n0 için (4.3)
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ilişkisi elde edilmektedir.

Bu eşitsizliğin sol tarafından, An0 ın {Xn0 , Xn0+1, Xn0+2, . . .} kümesinin alt sınırı

olduğu sonucu çıkarılmaktadır. Bu da An0 ≤ infk≥n0 Xk anlamına gelmektedir.

Şimdi ξn0+i := infk≥n0+i Xk, i = 0, 1, . . . biçiminde tanımlansın.

{Xn0 , Xn0+1, . . .} ⊇ {Xn0+1, Xn0+2, . . .}

olduğu için

ξn0 ≤ ξn0+1 ≤ . . .

ilişkisi sağlanmaktadır. Böylece, her i ≥ 0 için An0 ≤ ξn0+i elde edilir. Bu durumda,

Önerme 4.2 kullanılarak

An0 ≤ lim
i→∞

ξn0+i = lim
i→∞

inf
k≥n0+i

Xk = lim
n→∞

inf
k≥n

Xk = lim infX

sonucuna ulaşılır. Verilen γ ∈ [lim infX, lim supX] olduğu göz önüne alındığında,

An0 ≤ γ olduğu görülür.

Benzer şekilde, (4.3) eşitsizliğinin sağ tarafı dikkate alınarak Bn0 ≥ lim supX ≥ γ

olduğu gösterilebilir. Böylece,

γ ∈ [An0 , Bn0 ] = Rn0

olduğu sonucuna ulaşılır. n0 ∈ N keyfi seçildiğinden,

γ ∈
∞⋂
n=1

Rn = core{X}

olduğu sonucuna varılır. Bu nedenle, (4.2) numaralı kapsamanın geçerli olduğu

kanıtlanmıştır.

Şimdi,

core{X} ⊂ [lim infX, lim supX] (4.4)

ilişkisi gösterilecektir. Herhangi bir γ ∈ core{X} seçilsin.

γ ∈ [An, Bn], her n ≥ 1 için (4.5)

19



olduğu bilinmektedir. Şimdi ξn = infk≥nXk, ηn = supk≥nXk, n ∈ N olarak tanımlansın.

Açıktır ki, her k ≥ n için ξn ≤ Xk ≤ ηn olup

{Xn, Xn+1, Xn+2, . . .} ⊂ [ξn, ηn], her n ≥ 1 için (4.6)

ilişkisi elde edilir. Öte yandan, Tanım 4.1’e göre Rn = [An, Bn] aralığı, söz konusu

kümeyi kapsayan en küçük aralık olduğundan

[An, Bn] ⊂ [ξn, ηn], her n ≥ 1 için

ilişkisi sağlanmaktadır. Bu durumda, (4.5)’den γ ∈ [ξn, ηn] elde edilir, yani ∀n ≥ 1

için

ξn ≤ γ ≤ ηn,

eşitsizliği geçerlidir. Önerme 3.2 uygulanarak

lim
n→∞

ξn ≤ γ ≤ lim
n→∞

ηn

veya

γ ∈ [lim infX, lim supX]

sonucuna ulaşılır. Dolayısıyla, (4.4) numaralı kapsamanın da doğru olduğu görülmek-

tedir. (4.2) ve (4.4) numaralı kapsamalar birlikte ele alındığında, önerme ispatlanmış

olur.

Teorem 4.3 X = {Xk} bir BSFN ve core{X} ≠ ∅ olsun. Bu durumda,

LX ⊂ core{X} kapsaması geçerlidir.

İspat γ ∈ LX ve core{X} =
⋂

n≥1[An, Bn] olsun.

Her n ≥ 1 için γ ∈ [An, Bn] (4.7)

olduğu gösterilecektir.

Bu amaçla herhangi bir n ≥ 1 sabitlenmiş olsun. core{X} in tanımına göre, aşağıdaki

ilişki sağlanmaktadır:

Her k ≥ n için An ≤ Xk ≤ Bn (4.8)
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Diğer yandan, γ nın Xk dizisinin bir sınır noktası olması nedeniyle, γ ya yakınsayan

bir Xkm alt dizisinin var olduğu bilinmektedir. Bu alt dizi (4.8) numaralı eşitsizlik

içinde yerine konulduğunda:

Her km ≥ n için An ≤ Xkm ≤ Bn, m = 1, 2, . . .

eşitsizliği elde edilmektedir. Bu durumda, Önerme 3.2 uygulanarak

An ≤ γ ≤ Bn

sonucuna ulaşılır. Bu da (4.7) numaralı kapsamanın sağlandığını göstermektedir.

Dolayısıyla, γ ∈ [An, Bn] her n ≥ 1 için geçerli olduğundan,

γ ∈
⋂
n≥1

[An, Bn] = core{X}

olduğu görülmektedir.

Sonuç olarak, LX ⊂ core{X} olduğu ispatlanmıştır.

Teorem 4.4 X = {Xk} bir BSFN olmak üzere, lim infX ve lim supX limitlerinin

var olduğu kabul edilsin. Bu durumda,

LX ⊂ [lim infX, lim supX]

kapsaması geçerlidir.

İspat Bu sonuç, doğrudan Önerme 4.2 ve Teorem 4.3’den elde edilmektedir.

R kümesinin L(R) ye gömülebilir olması nedeniyle, yalnızca reel sayı dizileri için

geçerli olan bazı koşulların bulanık sayı dizileri için geçerli olmayabileceği gözlem-

lenmiştir.

• Teorem 4.3’de verilen kapsamanın tersi genel olarak geçerli değildir.

• İki BSFN’nin çekirdeği aynı olabilirken, bu dizilerin limit noktalarından oluşan

kümelerin farklı olabileceği görülmektedir.

Reel sayı dizileriyle elde edilen bazı özellikler bulanık sayı dizilerine de genelle-

nebilmekle birlikte, aşağıda verilen örnek aracılığıyla bazı farklılıkların da mevcut

olabileceği ortaya konulmaktadır.
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Örnek 4.5 (a) X = {Xk} dizisi ile bulanık sayı µ, Örnek 3.8’de tanımlandığı

biçimde verilsin. Z = {Zk} ve Y = {Yk} dizileri aşağıdaki şekilde tanımlansın:

Zk :=

Xk, eğer k tek ise,

v, diğer durumlarda.

Yk := v her k ∈ N için.

Bulanık sayı v, aşağıdaki gibi tanımlansın:

vk :=


x− 6, x ∈ [6, 7],

−x+ 8, x ∈ (7, 8],

0, diğer durumlarda.

Bu tanımlar doğrultusunda

LZ = {v}, LY = {v}, core{Z} = [µ, v], core{Y } = {v}

olduğu görülmektedir. Bu durum, iki farklı BSFN’nin aynı limit kümesine sahip

olmasına rağmen çekirdeklerinin farklı olabileceğini göstermektedir.

(b) Örnek 3.8’de tanımlanan X dizisi için core{X} = {µ} olduğu halde, limXk

limitinin var olmadığı gözlemlenmektedir.

(c) (a) şıkkında tanımlanan sınırlı Z dizisi için LZ = {v} elde edilmektedir.

Ancak, bu dizinin v ye yakınsamadığı belirtilmelidir.

(d) X = {Xk} dizisi ve µ bulanık sayısı Örnek 3.8’deki gibi tanımlı olmak üzere,

S = {Sk} dizisi şu şekilde tanımlansın:

Sk :=

Xk, eğer k tek ise,

µ, diğer durumlarda.

Bu tanıma göre, LS = core{S} = {µ} olduğu halde, S dizisinin limitinin mevcut

olmadığı tespit edilmektedir.

Şimdi bir BSFN’nin yakınsaklığı için yeterli bir koşul verilmektedir.
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Teorem 4.6 X = {Xk} bir BSFN ve

core{X} = [lim infX, lim supX] = {µ} olduğu varsayılsın. Eğer her ε ∈ (0, ε0) için

K1(ε) = {k ∈ N : Xk ̸∼ µ− ε1} ve K2(ε) = {k ∈ N : Xk ̸∼ µ+ ε1}

kümeleri sonlu olacak şekilde bir ε0 > 0 sayısı bulunuyorsa, o hâlde limXk = µ olur.

İspat Herhangi bir ε > 0 sabitlenmiş olsun.

N1 = max{n : n ∈ K1(ε)} ve N2 = max{n : n ∈ K2(ε)} olarak tanımlansın.

Önerme 3.5’e göre,

M1(ε) = {k ∈ N : Xk ≤ µ− ε1} ve M2(ε) = {k ∈ N : Xk ≥ µ+ ε1}

kümeleri sonludur. Bu kümelerdeki en büyük elemanlar sırasıyla N3 ve N4 ile göste-

rilsin. Bu durumda aşağıdaki eşitlik elde edilir:

N = K1(ε) ∪M1(ε) ∪ {k ∈ N : Xk > µ− ε1}.

Dolayısıyla,

her k > max{N1, N3} için Xk > µ− ε1

olur. Benzer biçimde, aşağıdaki sonuç elde edilir:

her k > max{N2, N4} için Xk < µ+ ε1

olur. Bu iki sonuç birleştirildiğinde:

her k > max{N1, N2, N3, N4} için µ− ε1 < Xk < µ+ ε1

olduğu görülür. Bu durum,

d(Xk, µ) < ε yani limXk = µ

şeklinde ifade edilen yakınsaklık sonucunu verir.

Sonuç Eğer X = {Xk} bir bulanık sayı dizisi ise, bu dizinin uç terimlerini

içeren en küçük kapalı ve dışbükey kümelerin kesişimi olan core{X} kümesinin,

[lim infXk, lim supXk] aralığıyla çakıştığı bilinmektedir. Bu sonuç, bu çalışmanın
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temel bulgularından birini oluşturmaktadır. Yakınsak diziler için, çekirdek ile dizi-

nin limitini içeren tekil öğe çakıştığından, çekirdek kavramı bu tür diziler için ek

bilgi sağlamamaktadır. Ancak dizi yakınsak değilse, çekirdek kavramı dizinin be-

lirli özelliklerinin yorumlanmasına imkân tanımaktadır. Örneğin, dizinin uç limit

noktalarının ve diğer limit noktalarının davranışları bu kavram aracılığıyla analiz

edilebilmektedir.

Bu duruma bir örnek olarak, Örnek 3.8’de verilen X = {Xk} dizisi ele alınabilir. Söz

konusu dizi yakınsak olmamakla birlikte, dizinin hemen hemen tüm terimlerinin ge-

ometrik olarak core{X} etrafında kümelendiği gözlemlenmektedir. Bu nedenle, özel-

likle yakınsak olmayan diziler söz konusu olduğunda, bulanık sayı dizisinin çekirdeği

önemli bir bilgi kaynağı olarak değerlendirilmektedir.

Bulanık sayılar dizisinin çekirdeği tanıtıldıktan sonra, doğal olarak ortaya çıkan ilk

soru, bu çekirdekle dizinin dönüştürülmüş hâlinin çekirdeği arasında bir dahil etme

ilişkisi bulunup bulunmadığıdır. Bu tür bir ilişki, klasik anlamda Knopp’un çekirdek

teoremi olarak bilinmektedir. Burada “bulanık sayılar dizisinin dönüştürülmüş di-

zisi” terimi kullanılmaktadır; ancak bu terimin henüz bulanık küme teorisi lite-

ratüründe yerleşmiş bir karşılığı bulunmamaktadır. Dolayısıyla, söz konusu teorem

ancak bu kavramsal açıklıktan sonra ifade edilebilecektir.

Aşağıdaki teorem, bulanık sayılar kümesi olan E1 de tanımlı bir bulanık sayı u nun

temel yapı taşlarını ortaya koyan önemli bir karakterizasyon teoremidir (Goetsc-

hel ve Voxman 1986). Teorem, her bulanık sayının α-kesitlerinin belirli fonksiyonel

özelliklere sahip aralıklar biçiminde tanımlanabileceğini belirtmektedir.

Bulanık sayıların çekirdekleri, α-kesitlerin λ = 1 düzeyindeki davranışlarıyla tanımlanır.

Bu nedenle supremum ve infimum gibi işlemler veya yakınsaklık kavramları, çekirdeklerin

analizi açısından doğrudan belirleyicidir.

Teorem 4.7 u ∈ E1 olmak üzere, her λ ∈ [0, 1] için [u]λ = [u−(λ), u+(λ)] tanımlansın.

O hâlde aşağıdaki koşullar sağlanmaktadır:
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1. u−(λ), (0, 1] aralığında sınırlı, sol-sürekli ve artan olmayan bir fonksiyondur;

2. u+(λ), (0, 1] aralığında sınırlı, sol-sürekli ve azalan olmayan bir fonksiyondur;

3. u−(λ) ve u+(λ), λ = 0 noktasında sağdan süreklidir;

4. u−(1) ≤ u+(1) eşitsizliği sağlanır.

Tersine, eğer bir α(λ) ve β(λ) fonksiyon çifti (1)-(4) koşullarını sağlıyorsa, her λ ∈

[0, 1] için [u]λ = [α(λ), β(λ)] olacak şekilde E1 de benzersiz bir u bulunur.

Teorem 4.8 u, v ∈ E1 olmak üzere,

D(u, v) = sup
λ∈[0,1]

max
{
|u−(λ)− v−(λ)|, |u+(λ)− v+(λ)|

}
şeklinde tanımlanan D fonksiyonunun, E1 üzerinde bir metrik oluşturduğu göste-

rilmiştir. Ayrıca, (E1, D) çiftinin bir tam metrik uzay oluşturduğu bilinmektedir

(Diamon ve Kloeden 1994, Wu ve Wu 1997).

Tanım 4.9 {un} ⊂ E1 olmak üzere, aşağıdaki kavramlar tanımlanır:

1. {un} dizisinin D metriğinde u ya yakınsadığı söylenir (kısaca D-yakınsaklık).

Bu durum, limn→∞D(un, u) = 0 eşitliği ile ifade edilir ve un
D−→ u veya

(D)- limn→∞ un = u biçiminde gösterilir.

2. {un} dizisinin seviyesinde u ya yakınsadığı (veya u nun, {un} dizisinin seviye

limiti olduğu) kabul edilir. Bu, her λ ∈ [0, 1] için limn→∞ u−
n (λ) = u−(λ) ve

limn→∞ u+
n (λ) = u+(λ) koşullarının sağlanması durumunda geçerlidir. Bu tür

yakınsama un
1−→ u veya (1)- limn→∞ un = u biçiminde ifade edilir.

Uyarı 4.10 Açık biçimde ifade edilmelidir ki, {un} dizisi D metriği altında u

ya ancak ve ancak {u−
n (λ)} ve {u+

n (λ)} dizileri, sırasıyla [0, 1] aralığında u−(λ) ve

u+(λ) fonksiyonlarına düzgün (uniform) olarak yakınsarsa yakınsar. Buna karşılık,
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seviye yakınsamasında [0, 1] üzerindeki λ için böyle bir düzgünlük koşulu aranmaz.

Bu nedenle, un
D−→ u yakınsaması her zaman un

1−→ u yakınsamasını ima ederken,

un
1−→ u yakınsaması tersini garanti etmez; yani un

D−→ u sonucuna ulaşılamaz (Wu

ve Wang 2002).

Tanım 4.11 fm(λ) : [a, b] → R (m = 1, 2, . . .) biçiminde verilen bir fonksi-

yon dizisinin, herhangi bir ε > 0 için λ ∈ (λ0 − δ, λ0] ve m ≥ m0 olduğunda

|fm(λ) − f(λ)| < ε koşulunu sağlayacak şekilde bir δ > 0 (δ < λ0) ve m0 ∈ N

bulunabiliyorsa, λ0 ∈ (a, b] noktasında f(λ) fonksiyonuna sol yarı düzgün şekilde

yakınsadığı söylenir.

Benzer şekilde, {fm(λ)} dizisinin λ0 ∈ [a, b) noktasında f(λ) ye sağ yarı düzgün

biçimde yakınsadığı da tanımlanabilir.

Uyarı 4.12 Wu ve Wu (1999) tarafından yapılan çalışmada yazarlar, ”fm(λ) :

[0, 1] → R (m = 1, 2, . . .) fonksiyon dizisi λ ∈ [0, 1] üzerinde f(λ) fonksiyonuna

sol yarı-tekdüze yakınsar” kavramını tanıtmışlardır. Bu tanımın, Tanım 4.11 ile

karşılaştırılması durumunda, {fm(λ)} dizisinin λ ∈ [0, 1] üzerinde f(λ) fonksiyo-

nuna sol yarı düzgün biçimde yakınsadığı kolaylıkla görülmektedir.

Başka bir deyişle, {fm(λ)} dizisinin her λ ∈ [0, 1] noktasında f(λ) fonksiyonuna

sola doğru yarı düzgün ve λ = 0 noktasında ise sağa doğru yarı düzgün biçimde

yakınsadığı anlaşılmaktadır.

4.1. E1 de supremum ve infimumun varoluş teoremi

Aşağıda sunulan teorem esasen Wu ve Wu (1997) tarafından yapılan çalışmadan

türetilmiştir. Ancak burada, daha sade bir ispat sunulmaktadır. Ayrıca, teoremde

verilen supremum ve infimum ifadelerinin, seviye kümelerinin uç noktaları açısından

hem özlü hem de kullanım açısından elverişli olması dikkat çekmektedir.

Teorem 4.13 A, E1 uzayının boş olmayan bir alt kümesi olsun. Eğer A kümesinin

bir üst sınırı varsa, o hâlde bu kümenin supremumu olan bir u ∈ E1 elemanının var

olduğu ve aşağıdaki ifadelerle tanımlandığı bilinmektedir:

u = supA =
⋃

λ∈(0,1]

λ

[
sup
a∈A

a−(λ), sup
a∈A

a+(λ)

]
, (4.9)
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u−(λ) = sup
a∈A

a−(λ), u+(λ) = inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r) her λ ∈ (0, 1] için, (4.10)

u−(0) = inf
λ>0

sup
a∈A

a−(λ), u+(0) = sup
a∈A

a+(0). (4.11)

Benzer biçimde, eğer A kümesinin bir alt sınırı varsa, o hâlde bu kümenin infimumu

olan bir v ∈ E1 elemanının var olduğu ve aşağıdaki biçimde tanımlandığı kabul

edilmektedir:

v = inf A =
⋃

λ∈(0,1]

λ

[
inf
a∈A

a−(λ), inf
a∈A

a+(λ)

]
, (4.12)

v−(λ) = sup
r<λ

inf
a∈A

a−(r), v+(λ) = inf
a∈A

a+(λ) her λ ∈ (0, 1] için, (4.13)

v−(0) = inf
a∈A

a(0), v+(0) = sup
λ>0

inf
a∈A

a+(λ). (4.14)

İspat M ∈ E1 elemanının A kümesinin bir üst sınırı olduğu varsayılsın. Bu

durumda, her a ∈ A için a ⪯ M eşitsizliği sağlanır. Dolayısıyla,

her λ ∈ [0, 1] için a−(λ) ≤ M−(λ), a+(λ) ≤ M+(λ)

eşitsizlikleri elde edilir.

Her sabit λ ∈ [0, 1] için, {a−(λ) | a ∈ A} ve {a+(λ) | a ∈ A} kümelerinin R de

üstten sınırlı olduğu açıktır. Bu nedenle

H(λ) =

[
sup
a∈A

a−(λ), sup
a∈A

a+(λ)

]
aralığı tanımlanabilir. Ayrıca, 0 < λ < µ ≤ 1 olduğunda H(µ) ⊂ H(λ) olduğu

gözlemlenir. Bu durumdan dolayı, bulanık kümelerin temsil teoremi gereği, R üze-

rinde

u =
⋃

λ∈(0,1]

λH(λ)

şeklinde tanımlanan bir bulanık küme u mevcuttur ve her λ ∈ (0, 1] için

[u]λ =
⋂
r<λ

H(r) =
⋂
r<λ

[
sup
a∈A

a−(r), sup
a∈A

a+(r)

]
=

[
sup
r<λ

sup
a∈A

a−(r), inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r)

] (4.15)

eşitliği elde edilir.
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Ayrıca, [u]0 kümesinin de kapalı bir aralık olduğu kolaylıkla gösterilebilir. Gerçekten,

her λ ∈ (0, 1] ve r ∈ (0, λ) için

[u]λ ⊂
[
sup
a∈A

a−(r), sup
a∈A

a+(r)

]
⊂

[
inf
µ>0

sup
a∈A

a−(µ), sup
µ>0

sup
a∈A

a+(µ)

]

eşitsizlikleri sağlanır. Bu durum,

[u]0 = cl

 ⋃
λ∈(0,1]

[u]λ

 ⊂
[
inf
µ>0

sup
a∈A

a−(µ), sup
µ>0

sup
a∈A

a+(µ)

]

eşitsizliğini verir. Burada
⋃

λ∈(0,1][u]λ kümesinin bir aralık olduğu unutulmamalıdır.

Dolayısıyla [u]0 sınırlı ve kapalı bir aralık olduğundan, u ∈ E1 olduğu sonucuna

varılır.

Ayrıca, denklem (4.15) ve Teorem 4.7 uyarınca aşağıdaki eşitlikler elde edilir:

u−(λ) = sup
r<λ

sup
a∈A

a−(r) = sup
a∈A

a−(λ), u+(λ) = inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r) her λ ∈ (0, 1] için

u−(0) = lim
λ→0+

u−(λ) = inf
λ>0

sup
a∈A

a−(λ), u+(0) = lim
λ→0+

u+(λ) = sup
λ>0

inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r).

Bu ifadelerle (4.10) ve (4.11) in ilk kısımları doğrulanmış olur. (4.11) in ikinci

kısmının kanıtlanması için,

sup
λ>0

inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r) = sup
a∈A

a+(0)

eşitliği gösterilmelidir. Açıkça

sup
a∈A

a+(0) ≥ sup
λ>0

inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r)

eşitsizliği geçerlidir. Diğer yandan, a+(λ) fonksiyonlarının azalan ve λ = 0 nok-

tasında sağdan sürekliliği nedeniyle,

sup
a∈A

a+(0) = sup
a∈A

sup
λ>0

a+(λ) = sup
λ>0

sup
a∈A

a+(λ) ≤ sup
λ>0

inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r)

eşitsizliği sağlanır. Böylece (4.11) in ikinci formülü de kanıtlanmış olur.

Son olarak, u elemanınınA kümesinin supremumu olduğunu, yani u = supA eşitliğini

sağladığı gösterilecektir. Denklem (4.11) e göre, her λ ∈ (0, 1] ve a ∈ A için

a−(λ) ≤ sup
a∈A

a−(λ) = u−(λ), a+(λ) ≤ inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r) = u+(λ)
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eşitsizlikleri geçerlidir. Bu da u nun A için bir üst sınır olduğunu gösterir.

Bununla birlikte, w ∈ E1 olmak üzere w’nun da A kümesinin bir üst sınırı olduğu

varsayılsın. Bu durumda her λ ∈ (0, 1] için

sup
a∈A

a−(λ) ≤ w−(λ), sup
a∈A

a+(λ) ≤ w+(λ)

olur. Buradan da

u−(λ) ≤ w−(λ), u+(λ) = inf
r<λ

sup
a∈A

a+(r) ≤ inf
r<λ

w+(r) = w+(λ)

eşitsizlikleri elde edilir. Böylece u ≤ w olduğu görülür; bu da u’nun A kümesinin

en küçük üst sınırı olduğunu, yani u = supA eşitliğini doğrular. Benzer yöntemle

infimum için de eşdeğer sonuçlar elde edilir.
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5. BULANIK SAYI DİZİSİNİN İSTATİSTİKSEL ÇEKİRDEĞİ

Bu bölümde, bulanık sayı dizileri için istatistiksel çekirdek kavramı tanıtılmakta ve

istatistiksel çekirdeğin klasik çekirdeğin bir altkümesi olduğu gösterilmektedir.

Tanım 5.1 X = {Xk} ∈ SB(L(R)) dizisinin istatistiksel çekirdeği

st-core X := [st- lim infX, st- lim supX]

şeklinde tanımlanmaktadır.

Uyarı 5.2 X = {Xk} ∈ SB(L(R)) dizisinin istatistiksel çekirdeği, Fridy ve Orhan

(1997) tarafından verilen tanıma benzer şekilde de ifade edilebilmektedir. H(X),

hemen her k için Xk terimlerini içeren L(R)’nin kapalı konveks aralıklarından oluşan

bir aile olmak üzere, X dizisinin istatistiksel çekirdeği

st-core X :=
⋂

H∈H(X)

H

şeklinde tanımlanmaktadır.

Teorem 5.3 X = {Xk} ∈ B(L(R)) ise

st-core X ⊆ core X

kapsaması sağlanmaktadır.

İspat st− lim infX ⪰ Lim infX olduğu, yani

inf Ax ⪰ inf A′
x

ilişkisi sağlandığı gösterilecektir. Buna göre

{µ ∈ L(R) : δ({k ∈ N : Xk ≺ µ}) ̸= 0} ⊆ {µ ∈ L(R) : {k ∈ N : Xk ≺ µ} ∈ PI(N)}

olduğu ortaya konulmalıdır. µ ∈ Ax olduğu kabul edildiğinde,

δ({k ∈ N : Xk ≺ µ}) ̸= 0
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yazılabilir. Yoğunluk tanımına göre, bu durumda

{k ∈ N : Xk ≺ µ} ∈ PI(N)

elde edilir. Dolayısıyla, µ ∈ A′
x olduğu görülmektedir. Böylece ispat tamamlanmış

olur.

Benzer şekilde, st− lim supX ⪯ Lim supX olduğu da gösterilebilir.

Örnek 5.4 Bu örnek ile Teorem 2.1.3’te verilen kapsamanın kesin olduğu gösteri-

lecektir.

Aşağıdaki şekilde tanımlanan bulanık sayılar ele alınsın:

µ(x) :=


x+ 2 , x ∈ [−2,−1],

−x , x ∈ [−1, 0],

0 , diğer durumlarda.

v(x) :=


x2 , x ∈ [0, 1],

(x− 2)2 , x ∈ [1, 2],

0 , diğer durumlarda.

γ(x) :=


x− 4 , x ∈ [4, 5],

−(x− 5)2 + 1 , x ∈ [5, 6],

0 , diğer durumlarda.

φ(x) := 81

olmak üzere X = {Xk} dizisi şu şekilde tanımlansın:

Xk :=



µ , k tek ve tam kare ise,

v , k tek fakat tam kare değil ise,

γ , k çift fakat tam kare değil ise,

φ , diğer durumlarda.
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Bu durumda sıralama

µ ≺ v ≺ γ ≺ φ

şeklindedir ve aşağıdaki eşitlikler sağlanmaktadır:

Lim infX = µ, Lim supX = φ, st- lim infX = v, st- lim supX = γ.

Sonuç X = {Xk} ∈ SB(L(R)) ise,

ΓX ⊆ st-core X

kapsaması sağlanmaktadır.

İspat Bu sonuç, Tanım 5.1’den doğrudan elde edilmektedir.
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