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OZET

BULASICI HASTALIKLARIN MATEMATIKSEL MODELLEMESI

Matematiksel modeller; sosyal bilimler, yasam bilimleri, ekonomik ve politik
meselelerde, ozellikle epidemiyolojide genis uygulama alanlar1 bulmustur. Bu
modeller araciligiyla, gelecekteki toplam hasta ve Oliim sayis1 gibi temel
parametreler tahmin edilebilmekte ve salgina karst alinan tedbirlerin etkisi
incelenebilmektedir. Literatiirde bulasici hastaliklarin anlasilmasi ve gelecege dair
tahminler elde edilmesi amaciyla hem deterministik hem de stokastik modeller
kullantlmistir.

Bu calismada, deterministik SIR model temel alinarak, modele eklenen farkl
kompartimanlar ile SIRD, SIRS, SEIR, SEIRS, MSEIR, MSEIRS gibi yeni modeller
elde edilmistir. Bunun yani sira, deterministik modellerin ger¢ek hayattaki
degiskenligi tam olarak yansitamamasi nedeniyle, deterministik SIR modeldeki
denklemlere Brown hareketi (Wiener siireci) eklenerek elde edilen stokastik SIR
model ele alinmistir.

Uygulama béliimiinde, Tiirkiye icin COVID-19 hasta sayilar1 giincel veriler
kullanilarak degerlendirilmistir. Bulagsma katsayisi, maksimum likelihood parametre
tahmini yontemiyle hesaplanmis, iyilesme katsayis1 ise COVID-19 iyilesme siiresi
olan 14 giin gbz oniinde bulundurularak belirlenmistir. Olusturulan deterministik
denklem FEuler yontemiyle, stokastik denklem ise Euler-Maruyama metoduyla
nliimerik olarak ¢oziilmiistiir. Coziimlerde MATLAB kullanilarak duyarli, hasta ve
iyilesen bireylerin grafiksel analizleri elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Matematiksel Modeller, SIR, Stokastik SIR, Bulasici
Hastaliklar
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ABSTRACT

MATHEMATICAL MODELING OF INFECTIOUS DISEASES

Mathematical models are widely used in social sciences, life sciences,
economics and politics, especially in epidemiology. These models can be used to
estimate basic parameters, such as the total number of future cases and deaths, and to
analyse the impact of measures taken to control the epidemic. Both deterministic and
stochastic models have been used in the literature to understand infectious diseases
and make future predictions.

In this thesis, various models such as SIRD, SIRS, SEIR, SEIRS, MSEIR and
MSEIRS are derived from the deterministic SIR model by adding different
compartments to it. In addition, since deterministic models do not fully reflect the
real-life variability, a stochastic SIR model obtained by adding Brownian motion
(Wiener process) to the equations in the deterministic SIR model is considered.

In the application section, COVID-19 patient numbers for Turkey are
evaluated using official data. The transmission coefficient is calculated using the
maximum likelihood parameter estimation method, and the recovery coefficient is
determined by considering the 14-day COVID-19 recovery period. The deterministic
equation is solved numerically using the Euler method, while stochastic equation is
solved numerically using the Euler-Maruyama method. Graphical analyses of
susceptible, infected and recovered individuals are obtained using MATLAB.

Keywords: Mathematical Models, SIR, Stochastic SIR, Infectious Diseas
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X : Rassal degisken

Var(X) : X rassal degiskeninin varyansi

B : Duyarli Bireylere Hastaligin Bulasma Oran1
cov(X,Y) : X ve Y rassal degiskenlerinin kovaryansi

d Oliim Oran1

¥ Iyilesme Orani
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o Bagisiklik Periyodunun Ortalama Gegiciligi
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GIRIS

Gegmisten gelen lziintiiler, gelecege dair endiseleri olan insan ve toplumlarin
kaygilarindan biri bulasici hastaliklardir. Bir niifus icinde her zaman var olan
hastaliklara endemik, bulasici bir hastali§in tahmin edilenden ¢ok daha fazla kiside
ortaya ¢ikmasina salgin (epidemi) adi verilir. Salginin iilkelerarasi, kitalararasi bir
boyuta ulagmasina ise kiiresel salgin (pandemi) denmektedir. (Samasti, 2020;
Hacihaliloglu, 2015).

Bulagsici hastaliklar, hastalig1 tagtyan mikroplarin veya parazitlerin dogrudan
veya dolayli yollarla bir canliya girmesiyle ortaya ¢ikar. Bulagici hastaliklar ayni tiir
iginde veya farkli tiirler arasinda yayilabilir. Baslica bulagsma yollar1 sunlardir:

1. Dogrudan bulagma: Hastalik etkeninin higbir araciya veya araca ihtiyag
duymadan direkt kaynaktan saglam bireye gecmesidir. Ornegin, deri temasiyla
bulagma, hasta bir anne tarafindan dogum sirasinda veya hamilelik siirecinde
hastaligin bebege ge¢cmesi bu kategoriye girer.

2. Dolayli bulagsma: Hastalik etkeninin kaynaktan ayrildiktan sonra bir madde
lizerinde bulunarak saglikli bireye bulasmasidir. Ornegin konusma, Sksiirme veya
aksirma esnasinda agizdan ¢ikan damlaciklarin hava yoluyla diger kisi tarafindan
solunmas1 veya saglikli bireyin hastanin kullanmis oldugu (kiyafet, yatak, yiyecek
vb.) esyalara dokunmasiyla hastaliga maruz kalmasi gibi durumlar igeren bulasma
stirecidir.

Bulasic1 bir hastaligin genellikle ates, halsizlik, istah kaybi, bas agris1 ve
genel viicut agris1 gibi belirtilerle kendini gosterdigi bilinmektedir. Ornegin kizil,
kizamik ve cicek gibi hastaliklarda dokiintiiler ortaya cikabilirken, sindirim sistemi
ile ilgili hastaliklarda ise ishal hastaligin habercisi olabilir.

Bazi 6nemli bulasici hastaliklar: Influenza (Grip), Ispanyol Gribi, HIV,
Ebola, Bruselloz, Difteri, Dizanteri, Menenjit, Belsoguklugu (Gonore), HINI
(Domuz Gribi), Kus Gribi, H7N9, Mers-Cov, COVID-19, Hepatit, Kizamik,
Kizamikg¢ik, Kolera, Sugigegi, Tetanos, Sitma, Psittakoz, Tiiberkiiloz, Zatiirre, Tifo,
Tifiis, Bogmaca, Tularemi, Uyku hastaligi.

Influenza (grip), verem, bogmaca solunum yoluyla bulasirken kolera, tifo,

dizanteri ve paratifo atesi gibi hastaliklar, igecek ve gidalarda bulunan hastalik



tastyan mikroplarin alinmasiyla ortaya cikar. Tifilis, veba, sitma ve Kirim-Kongo
kanamal1 ates ise arthropod vektorler (bit, pire, sivrisinek, kene) araciliiyla bulasir.
Frengi, kizamik¢ik, gonore konjonktiviti gibi hastaliklar ise hasta bir anneden
bebegine gecebilir. (Samasti, 2020; Wikipedia; Ellidokuz, 2002).

Bulagici hastaliga yakalanma ihtimali daha fazla olan bireyler,

1. Yash bireyler

2. Ug ayliktan daha kiiciik bebekler

3. Bagisiklik sistemi zayif olanlar

4. Bulagici hastaligin oldugu mekanlardaki canlilar

Bulasic1 hastaliklar, tibbin enfeksiyon hastaliklar1 dalinda incelenir ve bu
hastaliklarin  6nlenebilmesi, temizlik ve hijyen kurallarina siki bir sekilde
uyulmasiyla miimkiindiir. Bu baglamda, bulasic1 hastaliklar1 engelleyebilmek ig¢in
bireylere ve devlete 6nemli sorumluluklar diismektedir.

1. Bireylere yonelik sorumluluklar, toplumu olusturan insanlara saglik bilinci
kazandirmay1 igerir. Bu sebeple, bireyler kisisel, konut ve ¢evre temizligine siirekli
O0zen gostermeli ve zararli aliskanliklardan uzak durarak saglikli ve hijyenik
beslenme aliskanliklart gelistirmelidirler. Bu hedefe ulasabilmek {izere, toplumun her
kesimine, yeterli ve dengeli beslenme imkanlar1 sunulmalidir.

2. Cevreye yonelik sorumluluklar kapsaminda, igme ve kullanma sularinin
kirlenmesini onlemek icin gerekli tedbirler alinmalidir. Ayrica, atiklarin diizenli bir
sekilde toplanmasi ve ortadan kaldirilmasi i¢in ¢aba gosterilmelidir. Gida iireten ve
satan yerlerin hijyen ve temizlik standartlarina uygunlugu diizenli olarak kontrol
edilmelidir.

Pandemi ortaya ¢iktiginda hastalik yayilimini azaltabilmek adina alinan bazi
tedbirler sunlardir:

1. Ulkelere giris ve ¢ikislarda kisitlamalarin getirilmesi

2. Saglik kontrolleri

3. Karantina

4. As1 uygulamalari

5. Maske kullanimi

6. Salginin niteligine gore ticari faaliyetlerin sinirlandirilmasi (Samasti, 2020;

Wikipedia; Ellidokuz, 2002).



Salginlarin ve viriislerin yayilmasina engel olabilmek, en uygun miidahale
yontemini secebilmek i¢in vakalar iyice analiz edilmelidir. Vaka analizleri igin de
matematiksel modeller oldukga biiylik 6neme sahiptir.

Matematiksel modeller; sosyal bilimler, yasam bilimleri, ekonomik ve politik
meselelerde, oOzellikle epidemiyolojide genis uygulama alanlar1 bulmustur. Bu
modellerle gelecekteki toplam hasta ve 6liim sayist gibi temel parametreler tahmin
edilebilmekte ve bdylece salgina karsi alinan tedbirlerin etkisi incelenmektedir.
Parametrelerdeki  degisikliklerin  hassasiyetle  degerlendirilmesi  pandeminin
yayilmasint kontrol altina almada ise yarar. Hastaliklarin gelecekteki temel iireme
sayisi, esik degerleri, temas ve 6liim oranlar1 tahmin edilir. Modellerle kazanilan bu
bulasic1 hastaliklara dair bilgiler bulasmay1 kontrol etmede daha iyi stratejiler
tasarlamaya yardimci olur. Ayrica hastaliga karsi yapilan Onlemlerin ekonomik
sonuclar1 da ortaya koyulabilir. (Demirbilek, 2020; Singh-Grupta, 2021; Comunian
vd., 2020; Giizey, 2021)

Matematiksel modeller, bulasic1i hastaliklarin yayilmasini tahmin etmek
amaciyla kullanilan 6nemli araclar olarak bilinir ve bu alandaki bilinen ilk model,
1766’da Daniel Bernoulli tarafindan gelistirilmistir. Bernoulli, ¢icek hastalig1 i¢in
gelistirilen Variolation asilama ydntemini matematiksel bir modelle ele almistir, bu
da Bernoulli’nin matematiksel epidemiyolojiye 6nemli bir katki saglamasina yol
agcmistir. Bundan sonra, salgin hastaliklar1 konu alan epidemiyoloji dalinda
matematigin katkilar1 giderek artmistir. (Qiu vd., 2022; Akpinar, 2012; Eroglu vd.,
2020).

Bernoulli’nin ¢icek hastaligi i¢in ortaya koydugu denklem ve igindeki
bilinmeyenler su sekildedir:

sdx sd&é ssdx
—ds = - -
n ¢ émn

x = Mevcut yas

¢ = Bu yagsta hayatta kalanlarin sayis1

s = Bu yasta cicek hastalifina yakalanmayanlarin sayisi
n = Her yil ¢i¢ek hastaligina yakalanma riski

m = Hastaliktan 6lme riski (Bernoulli- Blower, 2004; Bernoulli- Chapelle,

2023).



1906°da Hamer, kizamik salgmlarmin tekrarini incelemek amaciyla kesikli
zaman modelini tasarlayarak bir neride bulunmustur. One siirdiigii model, birim
zamanda ortaya ¢ikan yeni vaka sayisinin, hastaliga duyarli ve hastalik tasiyan
bireylerin sayisina bagli oldugunu varsaymaktadir. Bu varsayim, modelleme alaninda
bir ilk olmasi agisindan 6nem tagimaktadir.

Ross, sitma hastalifindaki yeni vakalarin sayis1 ve kontrolii ile ilgilenmis,
1911°de diferansiyel esitlik modelini gelistirmistir. (Akpinar, 2012)

1766’da Bernoulli’nin actig1 matematiksel epidemiyolojinin kapisi 1927°de
W.0.Kermack ve McKendrick’in “A Contribution to the Mathematical Theory of
Epidemics” makalesiyle bilimsel bir temele oturtulmustur. Genellikle epidemik
modeller 1927°de Kermack ve McKendrick’in 6nerdigi ilk salgin modellerden biri
olan SIR salgin modeli temel alinarak tasarlanir. (Martcheva, 2015; Bilbay, 2015)

W.0.Kermack ve McKendrick’in onerdigi SIR (Suscetible-Infective-

Recovered) salgin modelinin matematiksel formu su sekildedir:

dx
dt
dy
dt
dz

dt
x+y+z=N

= —kxy
= kxy — ly

N : Toplam popiilasyon

X,y ve z sirasiyla popiilasyondaki duyarli, enfektif ve iyilesenler

k ve | sabit

W.O.Kermack ve McKendrick’in gelistirdigi bu model, matematiksel
modellerin bulasici hastaliklarin yayilimini tahmin etmedeki ilk 6rneklerindendir. Bu
modelle, kapal1 bir toplulukta bulagici bir hastaligin yayilimin1 zaman faktoriiyle ele
almay1 amaglamiglardir. Bir salgmin seyrinin, bir bireyin Omriine kiyasla kisa
oldugundan, niifusun, salgin hastaligin kendisinden kaynaklanan oliimlerle
degismedigi siirece sabit kaldigin1 varsaymislardir. Hastaligin sadece insandan insana
bulastigini kabul etmislerdir.

Zaman icinde salgin sona erebilecegini belirten bu model, epidemiyolojideki
en 6nemli sorunlardan birinin, bu sonlanmanin yalnizca duyarli birey kalmadiginda

mi1 gergeklestigi, yoksa etkilenmemis popiilasyonda hala birgok duyarl birey varken



enfektivite, iyilesme ve Oliim gibi ¢esitli faktorlerin etkilesiminin mi sonlanmayla
sonuclandigimi belirlemek oldugunu &ne siirmiistiir. Ozellikle 1665-1666 Londra
veba salgmi, 1865 Londra kolera salgimi ve 1906 Mumbai (Bombay) veba
salginlarindaki hasta sayilarindaki hizli yiikselis ve diisiislere yonelik Onerilerde
bulunmuslardir. (Akpinar, 2012; Bilbay, 2015; Kermack-McKendrick, 1927)

W.0.Kermack ve McKendrick, homojen bir popiilasyonda bir salginin
ilerleyisi iizerine matematiksel bir aragtirma yapmislardir. Bu aragtirmada, tam
bagisikligin tek bir hastalanma ile saglandigini ve bir bireyin enfeksiyonu aldigi anda
enfektif olmadigini varsaymislardir. Bu sartlar altinda sorunu en genel yonleriyle
incelemisler ve asagidaki sonucglara ulagmiglardir:

1. Genel olarak, her salgimin enfektivite, iyilesme ve 6liim oranlarina bagh
olarak belirli bir esik niifus yogunlugu bulunmaktadir. Eger niifus yogunlugu, bu esik
degerin altindaysa, hi¢bir salgin ortaya ¢ikmaz.

2. Bulasicilik oranindaki kiigiik artislar biiyiik salginlara yol agabilir.

3. Bir salgin, genellikle, duyarli niifus tiikenmeden 6nce sona erer.

4. Benzer sonuglar, bulasmanin bir ara konak araciligiyla gerceklestigi
durumlar i¢in de gegerlidir. (Kermack-McKendrick, 1927)

Giliniimiize dogru, salgin hastaliklarin anlasilmasi ve gelecege dair tahminler
elde edilmesi amaciyla hem deterministik hem de stokastik modeller kullanilmistir.
Deterministik modeller arasinda SIR, SIS, SIRD, SIRS, SEIR, SEIRS, MSEIR,
MSEIRS gibi ornekler bulunmaktadir. (Akpinar, 2012) Bu modeller, belirli bir
zaman aralig1 i¢inde yapilan incelemelerle aciklanmistir.

Hastaligin yapisina gore kullanilan model ¢esidi degisebilmektedir. Konu ile
ilgili yapilan caligmalara baktigimizda SIR model c¢ocuk felci, kizamik, sucicegi,
kabakulak, kizamikg¢ik, grip, ¢igek hastaligi, poliemyelit, ucuk, HIV (AIDS viriisii),
SARS, sar1 humma, kene atesi, kuduz, hantaviriis, ensefalit, dang hummasi, Bat1 Nil
viriisii, Tatarcik atesi ve arboviriisler hastaliklar1 i¢in kullanilmistir. SIS ya da SIRS
model ise gonore (bel soguklugu), tiiberkiloz, zatiirre, tifo, kolera, lejyoner hastaligi,
veba, lyme hastaligi, brusella, tuluremia, sarbon, menenjit ve bogaz agrisinda islev
gormistiir. Ayrica SI model HIV, gonore; SIS model ise sitma, frengi ve grip

hastaliklarint modellemede karsimiza ¢ikmaktadir. (Hacihaliloglu, 2015)



Deterministik matematiksel modelle yapilan ¢esitli bulasici hastaliklarla ilgili
bazi incelemeler sunlardir:

Sitma modeli fark denklemleri kullanilarak olusturulmus ve hastalikla
miicadelede diisiiniilen alternatif kontrol O6nlemlerinin etkileri arastirilmistir.
Modelde enfeksiyon oraninin zamansal degisimleri, popiilasyon bagisiklik diizeyi,
vektor popiilasyonlarmin  dinamikleri ve ozellikleri bir fonksiyon olarak
tanimlanmistir. Sitmanin endemik diizeyde kendini siirdliremeyecegi kritik bir
vektorel kapasite belirlenmistir. (Dietz vd., 1974)

Sugigegi (Varicella) SIR modeli kullanilarak incelenmistir. (Bilbay, 2015)
Baska bir calismada sugicegi ve zoster icin asilama ile yasa gore yapilandirilmis bir
epidemiyolojik-demografik model gelistirilmistir. Modelin demografik kismi
Amerika Birlesik Devletleri'ndeki dogurganlik ve 6liim verilerine dayanmaktadir.
Modelin epidemiyolojik kismi pasif bagisitk olan bebekler, duyarli, latent
(kulugkada), enfektif, yiiksek veya diisiik bagisiklikla iyilesmis, zoster gecirmis,
ylksek veya diisiik bagisiklikla asilanmis vb. epidemiyolojik durumlar i¢in bir dizi
bolmeden olugmaktadir. Parametreler epidemiyolojik verilerden tahmin edilmektedir.
Model i¢in kismi diferansiyel denklemler kullanilmistir. Bilgisayar simiilasyonlari
kullanilarak sucgicegi asilama programlarinin etkileri degerlendirilmistir. (Schuette-
Hethcote, 1999)

Tiberkiiloz viriisiiniin yayilmasit SEIR modeli ile ifade edildi ve lineer
olmayan birinci dereceden denklem Homotopi Analiz Metodu ile ¢6ziimleri
gerceklestirilmistir. (Ibrahim-Egbetade, 2013)

ABD’deki metropol bir kentte pandemik Influenza (HIN1) 2009 viriisiine
yonelik agilama ve maliyet etkinlikleri Ekim veya Kasim 2009°da farkli senaryolar
altinda kurgulanmistir. Yontem olarak Markov hastalik ilerleme modeli ile birlikte
epidemik model kullanilmigtir. (Khazeni vd., 2009)

A/HINI1 enfeksiyonunun Tayland’daki analizi, vaka oliim orani CFR ve
temel lireme orant R,’in tahmin edilmesiyle yapilmistir. Yontem olarak Poisson
Regresyon Analizi ve Newton-Raphson niimerik ¢6ziimii kullanilmistir. (De Silva
vd., 2009)

HIV viriisiiniin yayilimi1 nonlineer denklemlerle ele alinmistir. (Malik vd.,

2014)



Murray “Mathematical Biology:I : An Introduction * isimli kitabinda AIDS
ve gonore (bel soguklugu) hastaliklarini modellemistir. AIDS ve gonore (bel
soguklugu) ziihrevi yani cinsel yolla bulasan bir hastalik oldugundan modelleme
yaparken cinsiyet farkliliklar1 g6z 6niinde bulundurmustur. Toplam erkek niifusu N,
toplam kadin niifusu N * ile gostermistir. Sirasiyla erkek niifustaki duyarli S,
enfekte I ve iyilesmis R ile kadin niifustaki duyarli S *, enfekte I * ve iyilesmis R *
ile simgelemistir.

N=S+I+R
Nx=8x% +[* +R *

Murray bu modelinde hasta bir kadinin ( I *) duyarl erkegi (S ) ve hasta
erkegin (I ) duyarli kadin1 (S *) enfekte yapabilecegine dikkati ¢cekerek su sekilde
diyagram ¢izmistir:

S—> 1 —>R
Pad
S«—> [x—> R«
Sekil 1. AIDS hastalig1 i¢in SIR model akis diyagrami

Murray bel soguklugu hastaligina yakalanmanin bagisiklik kazandirmadigina

dikkat ederek iyilesen birinin tekrar hasta olacagini su sekildeki diyagramiyla

TN

S—> | —R

gostermistir: (Murray, 2001)

Sx—> [«x—> R«

-~

Sekil 2. Gonore (bel soguklugu) hastaligi icin SIR model akis diyagrami

Sark ¢ibani hastaligr iThink simiilasyon programi kullanilarak SIS modelle
modellenmistir. (Kurt, 2019) Baska bir ¢alismada sinek 1sirmasiyla bulasan Kutanéz

Leishmaniasis hastaliginin yayiliminmi arastirmak i¢in Bayes modelleme ile birlikte



SEIR yaklasimi uygulanmustir. Model daha sonra Iran'm merkezinde endemik bir
bolge olan Isfahan Eyaleti’ne yerel olarak uyarlanmistir. (Rajabi vd., 2016)

COVID -19 salgimi ile ilgili yapilan bir ¢alismada resmi saglik kuruluglarinin
verileri alinarak devletin pandemiyi onlemek i¢in okul kapatmalari, sokaga ¢ikma
yasaklar1 gibi kisitlamalarinin salginin seyrine etkisi incelenmistir. (Glizey, 2021)

Hepatit B bulasic1 hastalig1 i¢in hasta grubu akut ve kronik olarak ikiye
ayrilarak SI; I, R modelle arastirilmistir. (Khan vd.,2017)

Cocuk felci SVEIR modeliyle asilama durumu g6z Oniine alinarak
incelenmistir. (Bekiryazici, 2017)

Epidemik modellerde  ve y yani enfeksiyon ve iyilesme oraninin uygun bir
sekilde belirlenmesi gergek sonuglara yaklagabilmek icin 6nemlidir. Bu katsayilari
bulmak i¢in RSS (Residual Sum of Squares, kalan kareler) (Giizey, 2021), COVID-
19 takip sisteminde R yazilimindaki desolve kiitiiphanesi, optim( ) fonksiyonu
(Karasoy-Eren Dogu, 2020) en kiigiik kareler ve maksimum likelihood (Song vd.,
2021) gibi farkli yontemler kullanilmistir.

Salgimin gelecekteki durumunun degerlendirilmesinde ikincil enfeksiyon
say1s1 R, 1n 6nemi biiyiiktiir. Temel cogalma sayisi R,’1 bulmak i¢cin modeli temsil
eden denklem sisteminin hastalikla iligkili denge noktalar1 elde edilmistir. Ry’ 1in
1’den kiigiik olup olmayisina gore de denge noktalarinin ve sistemin kararligina dair
sonuglar cikarilmistir. Ry < 1 ise salgin azalirken R; > 1 oldugunda salgin
kontrolden ¢ikip iistel bir sekilde artmaktadir. (Cakan, 2021)

Epidemik modeldeki hastalik siddeti, iyilesme periyodu, baslangictaki hasta
say1s1 gibi parametrelerin degistirilebilmesine izin veren ¢aligmalar da vardir. Mesela
python programlama dilinde kodlanan YAYSIM isimli karar destek programi
bulunmaktadir. YAYSIM Tiirkiye’deki her sehrin niifus bilgilerini igermesiyle
kullanicilara istedikleri bir sehirde salginin sonucglarini gorebilmelerini saglar.
(Demirbilek, 2020)

Deterministik modellerden stokastik modellere gecis, gercek hayattaki
olasilig1 daha 1yi ele alabilmek amaciyla gerceklestirilmistir. Gergek¢i sonuglar elde
etmek icin, deterministik modellerin stokastik versiyonlari, 6érnegin stokastik SIR,
stokastik SIRS ve stokastik SEIRS gibi modeller, ortaya ¢ikmistir. (Yang vd., 2012;
Zhou vd., 2021)



Stokastik modellerle ¢alisilan bazi bulasici hastaliklar ve yontemleri:

Grip, kolera ve tetanos gibi hastaliklar igin stokastik SIRS modeli
onerilmistir. (Tocino-del Rey,2021) Siirekli zamanli bir Markov zinciri kullanilarak
Hepatit C bulasici hastaligi stokastik modelle ele alinmistir. (Imran vd., 2013)
Karnataka i¢cin COVID-19 bulasict hastaligi stokastik SIR modelle incelenmistir.
(Simha vd., 2020) Cift toz asilama ile kizamik hastaliginin stokastik modeli ele
alinmistir. (Tilahun vd., 2020) Stokastik SIS salgin modeliyle medya egitiminin
bulasici hastaliklarin seyrine etkisi arastirilmistir. (Zhao vd., 2018)

Bulasic1 hastaliklarla ilgili yapilan stokastik caligmalarda karmasik sistemler
de kullamlmistir. Ornegin, stokastik SIR modeli, esdeger yiiksek boyutlu stokastik
bir sistem haline getirilmistir. (Zuo-Zhou, 2022). Kizamik, kabakulak, bel soguklugu,
HIV/AIDS ve Bati Nil viriisii gibi heterojen popiilasyonlu bulasici hastaliklarin seyri
stokastik bir ortamda ¢ok gruplu SIR salgin modeliyle ele alinmistir. (Liu-Jiang,
2019) Ayrica COVID-19 stokastik gecikmeli modelle arastirilmistir. (Pitchaimani-
Devi, 2021)

Stokastik modeller sadece hastalifin seyrini degil, ayn1 zamanda salginin
ekonomik etkilerini de incelemistir. Stokastik genel denge SIR DSGE modeli ile
devletin salgina kars1 aldig1 6nlemlerin ekonomiye olan etkileri ele alinmistir. (Chan,
2022)

Bu tez calismasinda, salgin hastaliklarin deterministik ve stokastik olarak
matematiksel modellemesi incelenmis ve bu modellerin avantajlart  ve
dezavantajlarinin ele alinmasi amaglanmigtir. Uygulama boliimiinde, COVID-19’un
Tiirkiye’deki yayilma durumu SIR ve stokastik SIR modelleri kullanilarak analiz
edilmis, bu modeldeki parametreler maksimum likelihood yontemiyle tahmin edilmis

ve MATLAB yardimiyla elde edilen sonuglar grafiklerle desteklenmistir.



1. GENEL BiLGILER

1.1. Temel Tanimlar
Tamim 1.1.1. (Diferansiyel Denklem): Bir degisken ve bu degiskenin fonksiyonu ile
bu fonksiyonun belirli tiirevleri arasindaki bagintiya “diferansiyel denklem” adi
verilir. x reel degiskeninin fonksiyonu y(x) olmak iizere n. mertebeden bir
diferansiyel denklem:
F(x,y,y,y", ...,y™W) =0 (1.1)
seklinde tanimlanir. (Basarir-Tiirker, 2003)
Tanim 1.1.2. (Adi Diferansiyel Denklem): Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin, bir
tek bagimsiz degisken ve bagimli degiskenin (veya degiskenlerin) bu bagimsiz
degiskene gore tiirevlerini veya diferansiyellerini iceren bir diferansiyel denkleme
“adi diferansiyel denklem” denir.
Genel olarak y bagimli, x bagimsiz degiskenli bir adi diferansiyel denklem
F(x,y,y,y", .., y™) =0 (1.2)
seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanir.
Tamm 1.1.3. (Kismi Diferansiyel Denklem): Bir veya daha ¢ok bagimli degiskenin
birden ¢ok bagimsiz degiskene gore kismi tiirevleri ile beraber bagimli ve bagimsiz
degiskenleri iceren diferansiyel denkleme “kismi diferansiyel denklem” denir.
Genel olarak u bagimli degisken, x ve y bagimsiz degiskenler olmak iizere,
bir kismi diferansiyel denklem;
F(X,5,U, Uy, Uy, Ugyy Uyy, Uyy, ) = 0 (1.3)
seklinde bir fonksiyon olarak tanimlanur.
Tamim 1.1.4. (Mertebe ve Derece): Bir diferansiyel denklem i¢inde bulunan en
yiiksek mertebeli tiirevin mertebesine diferansiyel denklemin mertebesi; en yiiksek
mertebeli tiirevin derecesine (yani kuvvetine) de diferansiyel denklemin derecesi
denir. Diferansiyel denklemin derecesi hesaplanirken, denklem tilirevlerine gore
polinom olarak yazilmalidir.
Tanim 1.1.5. (Lineer (Dogrusal) Adi Diferansiyel Denklem): y bagimli degisken ve x

bagimsiz degisken olmak {izere n. mertebeden bir lineer adi diferansiyel denklem;

dn an-t d
ay(X) dx—ﬁ +ay_1(X) dx—y o +a1(x)ﬁ +ay(x)y = b(x) (1.4)
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biciminde ifade edilebilen bir denklemdir. Yani bir diferansiyel denklemde bagimli
degisken ve her mertebeden tiirevi birinci dereceden ise ve ayni zamanda bagiml
degiskenler veya tiirevler ¢arpim halinde yer almiyorlarsa, boyle denklemlere “lineer
(dogrusal)”, aksi halde “lineer olmayan (nonlineer) diferansiyel denklem” denir.

Tanim 1.1.6. (Homojen Adi Diferansiyel Denklem):

dn dn—l d
ay(X) dx—ﬁ + apy_1(X) dey Fenn, +a1(x)é +ay(X)y = b(x) (1.5)

denkleminde b(x) = 0 ise denkleme homojen denklem; aksi halde homojen olmayan
denklem denir.
Tanim 1.1.7. (Baslangi¢ ve Sinir Deger Problemi): Bir diferansiyel denklemin belli
kosullara gore coziimleri arandiginda, eger ek kosullar bagimli degisken ve
tiirevlerine gore tek bir noktada verilmisse probleme baslangic-deger problemi, eger
kosullar en az farkli iki noktada tanimlanmissa probleme sinir deger problemi denir.
Tanim 1.2.1. (Diferansiyel Denklem Sistemleri): Bir x bagimsiz degiskeni ile bunun
iki veya daha fazla fonksiyonu ve bu fonksiyonlarin x’e gore tiirevlerinden meydana
gelen sisteme “diferansiyel denklem sistemi” denir. Sayet x bagimsiz degiskeninin
Y,Z,W,U,... gibi n tane fonksiyonu bilinmeyen olarak sistemde bulunuyorsa n
bilinmeyenli diferansiyel denklem sistemi olur.

Iki bilinmeyenli fonksiyon ihtiva eden sistem,

F(x,y,v',v", .....,2,2,2",...) =0
Gx,y,y,y" .....2,2,72",...) =0

seklinde gosterilir. (Basarir-Tiirker, 2003)
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2. MATEMATIKSEL MODELLEME

Bulasict hastaliklar1 tanimlamaya yonelik bir¢ok matematiksel model
gelistirilmistir. Bu modeller arasinda SI, SIR, SIS, SIRD, SEIS, SEIR, MSIR,
MSEIR, SIUTR gibi temel modeller bulunmaktadir. SIR modeli, iyilesenler sinifinin

SI modeline eklenmesiyle ortaya ¢ikmistir. SIR modeline c¢esitli faktorlerin

eklenmesi ile birgok model gelistirilmistir.

2.1. SI Model
SI (Susceptible-Infectious) model, bulasici hastaliklarin yayilimini incelemek
i¢in kullanilan en basit epidemiyolojik modellerden biridir. Bu modelde, popiilasyon
iki ana gruba ayrilir: duyarli (S- Susceptible) ve enfekte bireyler (I-Infectious).
Lsi

S j—3 ]

Duyarli Enfekte
Sekil 3. SI model i¢in akis diyagrami

SI modelini temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

ds B
- N
dl B

— = —SI
dt

S: Hassas birey sayisi

I: Enfekte birey sayist

B: Birim zamanda enfekte bireyler ile yapilan uygun ortalama temas sayis1

N: Toplam popiilasyon miktari

Matematiksel modelleme yontemleri arasinda onemli bir yere sahip olan SI
modeli, bulagic1 hastaliklarin yayilma dinamiklerini anlamak i¢in kullanilmaktadir.
Bu model HIV ve gonore gibi cinsel yolla bulasan hastaliklarin yayilma siire¢lerini
incelemek, hastaligin duyarl bireyler arasindaki etkilesimlerini anlamak ve bulasma

hizin1 degerlendirmek amaciyla kullanilabilir.

12



2.2. SIS Model

Bu modelde hassas birey ve hastaliga yakalananlar aragstirilir. Hasta bireyler
tyilesir iyilesmez tekrar hastaliga duyarli olmaktadir.
B
v ST vl

S |=——> [ |=—> S

Duyarli Enfekte Duyarli
Sekil 4. SIS model i¢in akis diyagranm

SIS modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sistem formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

dS— BSI+I
dt N Y
dI—BSI 1
dt N 14

S: Hassas birey sayisi

I: Enfekte birey sayisi

B: Birim zamanda enfekte bireyler ile yapilan uygun ortalama temas sayis1

N: Toplam popiilasyon miktari

v: Tyilesme oran1

1/y: Ortalama bulasma periyodu

Hastalik seyri ile ilgili sdyle yorum yapilabilir:

B > vy ise hastalik endemik olarak kalir.

B < y ise hastalikli popiilasyon azalarak sifira yaklasir. Epidemi kalici

olmaz.

SIS model, bireylerin tedavi edilebildigi ancak aniden tekrar hastaliga
yakalanabilecegi hastaliklarin matematiksel modellenmesi i¢in kullanilmistir. Bu
model; gonore (bel soguklugu), frengi, tiiberkiloz, zatiirre, tifo, kolera, lejyoner
hastalig1, veba, lyme hastaligi, brusella, tuluremia, sarbon, menenjit ve bogaz agrisi

gibi cesitli hastaliklar iizerinde uygulanmistir. (Hacihaliloglu, 2015; Abbas, 2017)

13



2.3. SIR Model

SIR (Susceptible-infectious-Recovered) modeli, niifus S (Saglikl), I (infekte)
ve R (iyilesmis) kompartimanlarina ayrilir. Bu kompartimanlardaki niifus, salginin
ilerleyisi boyunca degisiklik gdsterir. Salginin baslangicinda, neredeyse tiim bireyler
S kompartimaninda bulunurken, ¢ok kii¢iik bir oran I kompartimanindadir ve R
kompartimaninda kimse bulunmamaktadir.  Salgimin ilerleyisi ile birlikte, S
kompartimanindaki niifus azalabilirken, I kompartimanindaki niifus artabilir.
Salginin sona ermesiyle birlikte ise, niifusun cogunlugu R kompartimanina gegerken,
S veya I kompartimaninda bulunan bireylerin sayist minimuma iner. (Mitra, 2021;

Hacihaliloglu,2015)

Esi v

S |=—> | 1 —>s [ R

Duyarli Enfekte Iyilesmis
Sekil 5. SIR Model i¢in akis diyagrami

SIR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir.

dS_ BSI
dt N
dI—BSI I
ac nN° Y
dr _
ac v

S: Hassas birey sayis1

I: Enfekte birey sayist

R: Bagisiklik kazanmis birey sayisi

B : Birim zamanda enfekte bireyler ile yapilan uygun ortalama temas sayisi

N: Toplam popiilasyon miktari
% SI : Birim zamanda tiim enfekte bireyler tarafindan sebep olunan bulagma

sayisl

y : lyilesme oram
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SIR modeli, ¢ocuk felci, kizamik, sugigegi, kabakulak, kizamikeik, grip, cigek
hastaligi, poliemyelit, uguk, HIV (AIDS viriisii), SARS, COVID-19, sar1 humma,
kene atesi, kuduz, hantaviriis, ensefalit, dang hummasi, Bati Nil viriisii, veba,
Tatarcik atesi ve arbovirlisler gibi hastaliklarin yayilimini incelemek amaciyla
kullanilabilir. (Hacihaliloglu, 2015; Ucakan, 2021)

SIR model, asilama stratejilerini i¢erecek sekilde iki ayr1 durumu ele alabilir.
Asilamasiz durumda, bireyler dogal enfeksiyon yoluyla saglikli (S), enfekte (I) ve
iyilesmis (R) kompartimanlar1 arasinda gegis yaparlar. Ote yandan, asimali durumda
belirli bir orandaki popiilasyon, asilama islemiyle diren¢ kazanir ve bu durum,
modelin dinamiklerini etkiler. Bu adaptasyonlar, hastaliklarin kontrol ve salgin

yoOnetimi stratejilerinin degerlendirilmesine katkida bulunan bir analitik ara¢ sunar.

2.3.1. Asilamasiz SIR Model
Asimasiz SIR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin

formu ve sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

dS— N BSI S
a M TN H
dI—BSI I I
dt N vi— H
dR_I R
7 - V- H

S: Hassas birey sayis1

I: Enfekte birey sayisi

R: Bagisiklik kazanmis birey sayisi

B : Birim zamanda enfekte bireyler ile yapilan uygun ortalama temas sayist
N: Toplam popiilasyon miktari

v : lyilesme oran

i : Dogum ve dogal 6liim orani

2.3.2. Asillamali SIR Model

Asilama ile dogrudan veya dolayli olarak enfeksiyonun sikligi
azaltilmaktadir. Dogrudan etki asilanmig bireylerin hastaliktan korunmasidir. Dolayli
etki ise siirii bagisikligi olarak ifade edilir. Siirii bagisiklig1 asilanma ile daha az hasta
ve asilanmamis duyarli birey olacagindan hastalarla hassas bireylerin uygun kontak

kurma ihtimalinin azalmasi durumudur.
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Asilama iglemi olan SIR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem

sisteminin formu ve sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir.

dS—1 SI S
dt—( pu— B il
ar _ SI- vyl I
dt—B—v 1
dR_I .

av v

S: Hassas birey sayis1

I: Enfekte birey sayisi

R: Bagisiklik kazanmis birey sayisi

V: As1 yapilan grubun biiytikliigii

B : Birim zamanda enfekte bireyler ile yapilan uygun ortalama temas sayist

N: Toplam popiilasyon miktari

% SI : Birim zamanda tiim enfekte bireyler tarafindan sebep olunan bulagma
sayi1sl
v : lyilesme oram

i : Olim orani

p: Asilanma orani
Asilamali SIR modelinde, epideminin seyrini anlamak icin reprodiiksiyon
sayist (Ry) kadar onemli olan bir diger onemli faktor de asilamaya bagh etkilesim

orani (R, ) dir.

R, = Asilamadan sonraki iireme sayist
R, =R, (1-p) esitligi R, ile R, arasindaki iliskiyi gosterir.

Y+ut+Bp
RUZT

SIR modelde R, < 1 =hastalik ortadan kalkar.

Ry > 1 = hastalik endemik olur. Yani hastalik bolgesel olarak kalicidir.

Asilamali SIR modelde ise R, < 1 =hastalik ortadan kalkar.

R, > 1 = hastalik endemik olur. Yani hastalik bolgesel olarak kalicidir.
(Abbas, 2017)
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2.4. SIRS Model
SIR modelinin genisletilmis versiyonu olup bagisiklik kazanmis bireylerin
gecici bir siire sonra yeniden duyarli hale gelebilecegi durumlar ifade etmek iizere

olusturulmustur. Yani SIRS modelle gecici bagisiklik kazanmis hastalar ifade
edilmektedir. (Abbas, 2017)

B
— SI vl vR
N R
Duyarh Enfekte Iyilesmis Duyarh

Sekil 6. SIRS model icin akis diyagrami

SIRS modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

dS— BSI+ R
dt N )’
dl B

— = ZSl-yl
ac N> Y
dR_ -

ac Y v

S: Hassas birey sayisi

I: Hasta birey sayisi

R: Bagisiklik kazanmig birey sayisi
N: Toplam popiilasyon miktari

% SI : Birim zamanda tiim enfekte bireyler tarafindan sebep olunan bulagma
sayi1sl

y : lyilesme oram

v: Bagisikligin kayip orani

SIRS model ile calisilan hastaliklara 6rnek olarak gonore (bel soguklugu),
tiiberkiloz, zatiirre, tifo, kolera, lejyoner hastaligi, veba, lyme hastaligi, brusella,

tuluremia, sugicegi, RSV, Hepatit-B, sarbon, menenjit ve bogaz agris1 verilebilir.

(Hacihaliloglu, 2015; Ucakan, 2021)
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2.5. SIRD Model

SIRD (Susceptible-Infectious-Recovered-Deceased) modeli, saghkli (S),
infekte (I), iyilesmis (R) ve 6len (D) kompartimanlarindan olusur. Bu modelde,
bireyler hastalig1 gecirip iyilesebilecegi gibi, vefat da edebilirler. SIRD modeli
epidemiyolojik analizlerde ve hastaligin  kontrolii ile 1ilgili stratajilerin

degerlendirilmesinde kullanilir.

R
B

Y
S — 1 Iyilesmis
N D
Duyarli Enfekte Olen
Sekil 7. SIRD model i¢in akis diyagrami

SIRD modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:
ds SI
dat = 'N
dl SI
- Py- (y +d)I

R _
ac Y

D_a
dt

S: Hassas birey sayis1

I: Hasta birey sayis1

R: lyilesmis birey sayis1

D: Olmiis birey say1si

B: Birim zamanda enfekte bireyler ile yapilan uygun ortalama temas sayisi

v: lyilesme orani

d: Oliim oran1

Genellikle, baglangicta hi¢ kimsenin iyilesme veya Olme sansina sahip

olmadig diistiniildiigiinden, R(0) = 0, D(0) = 0 olarak kabul edilir. (Mitra, 2021)
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2.6. SEIS Model

Bu modelde, duyarli bireylerin hastaliklar1 bir siire gizli kalir, ardindan
tyilesince bagisiklik kazanmadan tekrar duyarli hale gelirler. SEIS modeli, bireylerin
hastaliga maruz kaldiktan sonra bir siire enfekte olmus olarak kalabildigi durumlari
ele alir. Bu model, hastaligin gizli donemi ve bu donemin yayilim siirecindeki

etkilerini analiz etmek i¢in kullanilir.

B

2=

S1 eE vl

n n n
Duyarh Kulugkada Enfekte Duyarlt

Sekil 8. SEIS model i¢in akis diyagrami

SEIS modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

dS—B S+l BSI

dt

. _ BSI E(u+
75 - N (L+e)
ar _ E—I(y +
il v+ u)

S: Hassas birey sayis1

E: Kulucgka evresindeki birey sayisi
I: Hasta birey sayisi

y : lyilesme oram

1/e: Ortalama kulugka periyodu

B: Ortalama dogum orani1

p: Ortalama 6liim orani
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2.7. SEIR Model

SEIR modeli, bireylerin hastalik donemleri boyunca farkli kompartimanlarda
gecis yapabilecegi ve bu gecislerin hastalifin yayilma dinamikleri tizerindeki
etkilerini incelemek amaciyla kullanilir. Bu model, 6zellikle salginlarin kontrolii ve
Onlenmesi i¢in stratejilerin degerlendirilmesinde 6nemli bir aractir.

B

L g
Y SI B E [ vl R

SRR

Duyarli Kuluckada Enfekte Iyilesmis
Sekil 9. SEIR model i¢in akis diyagrami

SEIR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

ds = B BSI S
dt N s
dE = BSI E(u+
al =eE—-I(y+ pn)
dt € YT+ u

dR_ [ R

ar Y 28

S: Hassas birey sayis1

E: Kulugka evresindeki birey sayist
I: Hasta birey sayisi

R: Bagisiklik kazanmis birey sayisi
N: Toplam popiilasyon miktari

y : lyilesme oram

1/e: Ortalama kulugka periyodu

B: Ortalama dogum orani1

w: Ortalama 6liim orani
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2.8.MSIR Model

MSIR (Maternal Immunity-Susceptible-infectious-Recovered) modeli, pasif
bagisik bireylerin bagisikli§i kaybedip enfekte olabilecekleri ve ardindan aktif
bagisiklig1 kazanabilecekleri durumlar igerir. Bu model, salginlarin yayilimini ve

kontrol stratejilerini anlamak amaciyla kullanilir.

B
SMS B g1

N e
M)—>( s )=—> T J—>R

n i n l n l n i
Pasif bagisik Duyarh Enfekte Iyilesmis
Sekil 10. MSIR model i¢in akis diyagrami

MSIR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

dM—B oMS M
dt "
dS—5MS BSI S
dt N "
dl B

a7 -y I+
drR I R
dt_y =

M: Pasif bagisik yeni dogan sayisi
S: Hassas birey sayis1

I: Hasta birey sayis1

R: Bagisiklik kazanmis birey sayisi
N: Toplam popiilasyon miktar1

v: lyilesme oran1

B: Ortalama dogum orani

p: Ortalama 6liim orani

o: Bagisiklik periyodunun ortalama gegiciligi
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2.9. MSEIR Model

MSEIR ((Maternal Immunity-Susceptible-Exposed-Infectious-Recovered)
modeli, bulasict hastaliklarin yayilimini incelemek i¢in kullanilan daha karmasik bir
epidemiyolojik modeldir.

B

SMS LY ¢E

N YI
M )=>» S = E =3 I /=2 R

u¢ u¢ u*u Wu *

Pasif bagisik Duyarh Kulugka Enfekte Iyilesmis
Sekil 11. MSEIR model i¢in akig diyagrami

MSEIR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:

dM—B oMS M
dt H
dS—5MS BSI S
dt N H
dE—BSI E(e +
TE-N e+
dl

E—EE—I(Y‘F w)
dR_ I R

dt_y K

M: Pasif bagisik yeni dogan sayisi

S: Hassas birey sayis1

E: Kulucgka evresindeki birey sayisi

v : lyilesme orani

1/e: Ortalama kulugka periyodu

B: Ortalama dogum orani

p: Ortalama 6liim orani

o: Bagisiklik periyodunun ortalama gegciciligi (Hacihaliloglu, 2015)

MSEIR  modeli, ozellikle  ¢ocuk  hastaliklarinin ~ matematiksel
modellenmesinde kullanilir, ¢iinki yeni doganlar anneden aldiklari antikorlar

nedeniyle gecici bir bagisiklik kazanmaktadirlar. (Abbas, 2017)
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2.10. SIUTR Model

SIUTR  (Susceptible-infectious-Unreported-Tested-Recovered)  modeli,
sagliklt (S), enfekte (I), tedavi olmayan (U), tedavi edilen (T) ve iyilesmis (R)
kompartimanlarindan olusur. Bu model, hastalar1 tedavi edilen ve edilmeyen olarak
ayirarak hastalik siirecindeki farkli agamalart modeller. SIUTR model, o6zellikle
tedavi stratejilerinin etkilerini degerlendirmek ve salgin kontrolii iizerinde

planlamalar yapmak i¢in kullanilabilir.

AR

S
, ¥

(1-p)d

Y1

Sekil 12. SIUTR model i¢in akis diyagrami

SIUTR modeli temsil eden temel diferansiyel denklem sisteminin formu ve

sistemdeki bilinmeyenler su sekildedir:
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ds

E= A—AS —uS

dl—/lS (u+6+dpI

dt u I

du

= (1—=p)8I — (u+vy, ++ dy)U + y,T
dT

dR

E=OC1U+0(2T_‘UR

5§(0)=>0,1(0)=20,U(0) 20,T(0) =0,R(0) =0,

S: Hassas birey sayist

I: Hasta birey sayis1

U: Popiilasyondaki tedavi olmayan durumu gittikce kotiilesen hasta sayisi

T: Popiilasyondaki tedavi olan hasta sayis1

R: Bagisiklik kazanmis birey sayis1

A: Hassas sinifa dahil olan sabit birey sayis1

y1: U smifindaki bireylerden tedavi olarak T sinifina gecenlerin orani

y»: T smifindaki bireylerden tedaviyi birakarak U sinifina gegenlerin orani

«;: Tedavi altinda olmayan bireylerin iyilesme orani

&,: Tedavi altindaki bireylerin iyilesme orani

A: Hastaligin I, U ve T sinifindaki bireylerden hassaslara sirasiyla Sy, B2 ve
f5 oraninda bulasarak S sinifindan ayrilma oramidir.(A = S0+ B, U + B3T)

p: Hastaligin ilk agamasindaki enfeksiyon oran1 (0 < p < 1)

u : Yillik 6lim orant

6 : I siifindan diger siniflara taginanlarin sayisi

d;: I smifindaki bireyler i¢in hastaliktan kaynaklanan 6liim orani

dy: U smifindaki bireyler i¢in hastaliktan kaynaklanan 6liim orant

dr : T smifindaki bireyler i¢in hastaliktan kaynaklanan 6liim orant

Bu modelde I, U ve T farkli 6zelliklerdeki enfekte grubu temsil eder. Niifus
SIR modeldeki gibi duyarl, enfekte ve iyilesenlerin toplamidir.

(N=S+I1I+U+T+R)

( Hacthaliloglu, 2015; Elhia vd., 2014)
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3. DETERMINISTIiK SIR MODEL

SIR modele gore; bulasict bir hastalifa maruz kalan popiilasyon duyarh
(susceptible), enfekte (infective) ve etkilenmeyen-iyilesmis (recovered) olmak iizere
lic gruptan olusur. Modelin adi bu ii¢ grubun ilk harflerinin birlesiminden
gelmektedir. (Susceptible- Infectious- Removed\ Recovered) S+I+R= SIR.

Duyarli (Susceptible) Bireyler: Hastaliga heniiz yakalanmamis ancak bu
hastaliga kars1 bagisikliklart olmadigi i¢in hastaliga yakalanma ihtimali olan
bireylerdir. Bu grup genellikle S ile gosterilir.

Enfekte (Infective) Bireyler: Enfekte olmus, hastaligi tasiyan ve hastaliga
duyarl bireylere bulastirabilen bireylerdir. Enfekte olmus her kisi hastalig1 baskasina
bulastirabilir. Bu grup I ile gosterilir.

Etkilenmeyen-lyilesmis (Recovered) Bireyler: Hastaliga karsi bagisiklik
kazanarak iyilesen veya hastalik sonucunda 6len bireylerdir. Bu gruba Removed de
denir. Recovered adi hastaliga kars1 bagisiklik kazanarak iyilesenleri gostermek icin
kullanilmastir. Iyilesen bireylerin grubu genelde R ile gosterilir.

Bu ii¢ grubun toplami popiilasyonu olusturur. Genelde N ile gosterilir. SIR
model dis ¢evreye kapali oldugundan popiilasyon sadece duyarli, tastyici ve
etkilenmeyen bireylerden olusmaktadir. Bu ii¢ sinifin her birindeki birey sayisi
zamana gore degisir. Her bir dakika, saat, giin gibi zaman araliginda duyarlidan

tasiyiciya ve tasiyicidan iyilesene gecis olur. (Akpinar, 2012; Martcheva, 2015)

N= S(t)+I(t)+R(t)

S(t)=t anindaki duyarh birey sayisi

I(t)=t anindaki tasiyici birey sayisi

R(t)=t anindaki etkilenmeyen birey sayisi

3.1. SIR Modelin Ozellikleri

1. Toplam niifus homojen ve sabittir. Yani niifus homojen oldugundan
bireylerin yas, cografi ve sosyal konumlar1 dikkate alinmaz. Popiilasyona giris ve
cikislar yoktur. Yani dogumlar ve arastirilan hastalik disindaki nedenlerle

gerceklesen Oliimler ihmal edilmektedir. ( Qiu vd., 2022)
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N = S(t)+1(t) + R(t) (N sabit)
R(t) = N—=S(t) —I(t)

2. SIR model kendine has ozellikleri bulunan {i¢ gurubun birlesiminden
olusan bolmeli bir modeldir. (compartment model) Bolmeler arasindaki gegisler tek
yonlii olup sag tarafa dogrudur. Duyarlilar enfekte, enfekteler iyilesen bdlmesine
gecer. Hasta kisiler tekrar duyarl, iyilesmis kisiler bagisiklik kazandiklarindan tekrar
hasta olmazlar. Bu modele gore; enfeksiyondan kurtulmak omiir boyu bagisiklik

saglar. Dogustan bagisik olan birey ise yoktur.

Esi yI

Duyarli Enfekte Iyilesmis
Sekil 13. SIR Model akis diyagrami

dS_ BSI
dt N

dI—BSI I
ac N> Y

dR

= v
ac Y

S(0) =S,
1(0) = I,
R(0) = Ry

ds dlI dR
FTATANPT
olup N’ (t)=0 = N(t) = sabittir.
By> 0
B: Enfeksiyon orani, bulasma hizi olup genelde etkin temas orani olarak
adlandirilir. Birim zaman bagina S durumundan I’ya gecisi temsil eder. Yani duyarh

bireylerin enfekte olma oranidir.
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v: Iyilesme oranidir. Birim zaman bagina I durumundan R ye gecistir. Yani
enfekte olma halinden bulasict olmayan duruma gegis oranidir.

Salgin devam ettigi ve model tek yonlii oldugundan § > 0, y > 0 dir. (Singh-
Gupta, 2021; Giizey, 2021)

3. Hastaligin evreleri yani duyarli, enfekte ve iyilesmis bolmeler adi
diferansiyel denklem sistemini igeren bir baslangi¢ deger problemidir.

S, T : [0,0) = [0, ) belli bir popiilasyonda duyarli ve enfekte bireyler.
(Hynd vd., 2022)

4. SIR modeli temsil eden adi diferansiyel denklemler zamanla tersinirdir.
Yani t’nin isareti degistirilebilir. Boylece zamanda geriye dogru gidilmis olur.

5. Modele gore enfekte olan tiim bireyler hastalik belirtileri gosterdiginden
gozlemlenebilir, kesfedilebilirdir. Iyilesen bireylerin bagisikligim tekrar kaybedip
yine enfekte olabilecegi dikkate alinmaz.

6. t=0 iken S(0)=N ve R(0)=0 dir. Baslangi¢ periyodu olan t=0 hastaligin
kesfedilmesinden onceki ilk andir. Bu anda niifusun tamami hastaliga duyarliyken

hastalig1 geciren kimse yoktur.

7. SIR modeldeki % SI ifadesi insidans hizina karsilik gelir. Insidans tabiriyle
belirli bir niifusta belirli bir zaman dilimi i¢indeki hastaligin yeni olgu sayisi
belirtilir. Yani %SI ifadesi duyarli bireyler ile enfeksiyon kapanlarin etkilesimi
sonucunda birim zamanda hasta olan birey sayisin1 gosterir. (Ucakan, 2021)

8. Salgin kisa oémiirliidiir. Belli bir siire sonra biter. th_)rg S(t) =0, th_)rglo I(t) =
0, th_)rglo R(t) = N. (Eroglu-Bozkurt-Esenpinar-Tek, 2020) t— oo iken ( S, I, Reo) =
(0,0,1) e yakinsar. (Chan, 2022) Yani tiim bireyler hastalanarak iyilesecek veya
Oleceklerdir. Sonucta etkisiz (R) durumuna gececeklerdir ve hastalik o bdlgeden

kalkacaktir. Bu modelde karantina goz ardi edildiginden duyarlilarla enfekte

bireylerin temasa gegecegi varsayilmaktadir.
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Sekil 14. SIR modelde duyarli, enfekte ve iyilesmis bireylerin zamana gore durumu

3.2. Reprodiiksiyon Sayis1 ( Ry )

Reprodiiksiyon Sayist ( Ry ), belirli bir popiilasyon igindeki viriislin yayilma
potansiyelidir. Hastaliin hizim1 belirlemek i¢in kullanilan atak hizidir. Temel
cogalma orani veya ikincil enfeksiyon sayisi olarak da adlandirilir. Temel ¢ogalma
orant ile kastedilen enfekte olmus bir bireyin, duyarli bir toplulukta neden olabilecegi
yeni (ikincil) vakalarin ortalama sayisidir.

R, degeri, modelin yapisina baglh olarak farkli sekillerde hesaplanmaktadir.

Ornegin SIR modelde R, degeri, dogum ve arastirilan hastalik disindaki nedenlerle

gerceklesen oliimler dikkate alinmadiginda R, = f ile p=dogum orani olmak iizere,

dogumlarin géz oniline alindigr modifiye SIR modellerde ise R, = ﬁ formiiliiyle

bulunur. (Bilbay, 2015; Ucakan, 2021; Cakan 2021; Qiu vd., 2022)
Bulasma katsayisi (B) ve iyilesme orani (y) her hastaliga ve ayni hastaliin

farkli zamanlarina gore degiseceginden hesaplanan R, degeri de farkli olacaktir.
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Yani her hastaligin kendine 6zgii bir Ry degeri vardir. Ayrica her hastalik farkli
zaman dilimlerinde farkli R, degerini alabilmektedir. (Ucakan, 2021)

R, gelecekte bulasici hastaligin seyrinin nasil olabilecegi hakkinda bilgi
verdiginden onemlidir. Boylece bulasici hastalik karsisinda toplumun risk altinda
olup olmadigina karar verilebilir.

Ry > 1 ise enfeksiyon kapmis olan her bir kisi hastaligi en az 1 kisiye
bulastirtyordur. Yani enfeksiyona ugrayan birey sayis1 artmaya baglar. Bu artig {istel
bir sekilde olur. Sonra maksimuma ulagir. t— oo i¢in enfeksiyona ugrayan birey
say1si sifira yaklasir. Artan enfekte birey sayisi senaryosuna salgin denir.

Ry < 1 1ise virlis giderek daha az insana bulasiyordur. Bu durumda
enfeksiyona ugrayan birey sayisi azalmaya baslar. Yani salgin ortadan kalkar ve
pandemiye sebebiyet vermez. Viriisiin yayilmasimi engellemek icin Ry < 1
olmalidir.

R, =1 ise enfeksiyon sayis1 ayni kalmaktadir.

Kisaca;

Ry > 1 = enfeksiyon artar.

Ry = 1 = enfeksiyon sabittir.

Ry < 1 = salgin kademeli olarak kalkar. (Singh-Gupta, 2021; Eroglu vd.,
2020; Cakan, 2021)

3.3. SIR Model Avantajlar

1. Salgmlarin matematiksel modelleri arasinda ilk 6ne ¢ikan modeldir. Zira
salginlar1 ele alan deterministtik matematiksel modellerin temelidir. SIR modeline
cesitli kompartmanlar eklenerek SIRS, SEIR, SEIRS, MSEIR, SIRS, SIRD, SEIS
gibi modeller tiiretilmistir. (Akpinar, 2012; Satsuma vd., 2004)

2. Enfeksiyon ve iyilesme katsayilar1 ( ve v ) yardimiyla enfekte bireylerin
yani hastalarin sayis1 tahmin edilebilmektedir. Bdylece model matematikgilere
enfeksiyonun durumunu degerlendirme firsati sunar.

3. Giincel verilerle tutarli degerlendirmeler saglar. Ayrica pandemi siirecinin
devami hakkinda bir bildirime sahiptir. (Eroglu vd., 2020)

4. Eksikliklerine ragmen popiilasyonun hizi ve dogru bicimde

modellenmesinde hala etkili bir yontemdir. (Demirbilek, 2020)
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3.4. SIR Model Dezavantajlar

1. Parametreler deterministiktir. Giinliik kontak ve 6liim oranlari, iyilesme
periyodu her kisi i¢in sabit kabul edilir. Yani SIR modeli tiim B, y, R, parametrelerini
sabit sayar. Oysa ger¢ek hayatta bu veriler olasiliksal ve degiskendir. (Singh- Gupta,
2021; Demirbilek, 2020)

2. S(0) = N - I(0), S(t) > 0 azalan bir fonksiyon oldugundan son degeri sifir
olmalidir. Yani S(o0) = 0 dir. Ancak klasik SIR modeli bunu saglamaz. (Singh-
Gupta, 2021)

3. SIR modelinde salgin gegcicidir. Ama COVID-19 kisa siireli bir salgin
olmamis, uzun siirmiistiir. Bu siirede ger¢eklesen dogum ve arastirilan hastalik disi
Oliimler yok sayilmistir. Bu gercek verilerden uzaklasilmasina neden olur. (Karasoy-
Eren Dogu, 2020)

4. Olen insan sayisinin gdsterimini ortaya koyamaz. (Eroglu vd., 2020)

5. SIR modelinin temel varsayimi {i¢ bolmedeki bireylerin birbirleriyle ve
farkli bolmedeki bireylerle etkilesime gecmesidir. Ama gergek hayatta bireylerin
etkilesime gectigi kisi say1s1 sinirlidir ve homojen degildir (Demirbilek, 2020).
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4. STOKASTIK ANALIZ

SIR model, matematiksel epidemilojide énemli bir yere sahip olup, sonraki
pek cok modelin anlasilmasinda yapi tas1 olmustur. SIR modelin gelistirilmesiyle
pandemiyi daha iyi yansitan matematiksel modeller elde edilmistir. Bu modellerden
biri olan stokastik SIR model, salginlarin dogasini daha dogru bir sekilde temsil
ederek epidemiyolojik tahminlerin dogrulugunu artirmaktadir.

Diinya genelinde salginlarin seyri her zaman c¢evresel faktorlerden
etkilenmistir. Ornegin, sicaklik, nem, mevsimsel degisimler, giinliik insan
etkilesimleri gibi unsurlar, salginlarin yayilma hizim1 ve dinamiklerini
belirlemektedir. COVID-19 gibi salginlarin daha gercege yakin bir sekilde
modellenmesi i¢in ¢evresel faktorlerdeki degiskenlik ve olasiliklar gbz ardi
edilmemelidir. Bu baglamda, Stokastik Analiz biiylik bir 6neme sahiptir. Stokastik
Analiz; Olasilik Teorisi’ni kullanarak rassal fonksiyonlari inceleyen bir disiplindir.
Bu analiz, rassal fonksiyonlar1 ifade edebilmek i¢in stokastik silire¢ kavramindan
yararlanir. Stokastik siirecler, zaman igerisindeki rassal degisimleri modellemekte
kullanilir ve bu siiregler Brown hareketi, beyaz ve renkli giiriiltii gibi kavramlar
icermektedir.

Tanim:4.1.1.(Olasilik Teorisi): Olasilik

P:{Olaylar kiimesi} — [0,1]
biciminde bir kiime fonksiyonudur. Bu fonksiyonun tanim kiimesi durumla ilgili
biitiin ihtimalleri, degiskenleri iceren olaylar kiimesi; deger kiimesi ise [0,1]
araligidir.
Tanim: 4.1.2. (Sigma Cebiri): Q nin alt kiimelerinden olusan bir 3 5-cebiri asagidaki
ozellikleri saglar:
1.QEe .
2.XeEB =>X°={yeQ| yd X}eB.
3. Herhangi bir X,, € 3 dizisi i¢in Uy~ X,, € 3.
Ornegin, R™nin acik kiimeleri tarafindan iiretilen o cebiri R™ de bir Borel
kiimesidir.
Tanmim: 4.1.3.(Olasilik ol¢iimii): 3 {lizerindeki bir P olasilik 6l¢iimii asagidaki

ozellikleri saglamalidir:
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1.P(Q)=1.
2.XeEB=>PX)=0.
3.P (X)) =1- PX).
4. Bger X1, X3, ..., Xp.....karsilikl1 ayrik olaylar (yani X; N X; = @) ise,
P( Uy Xn) = T2y P(Xn)-
Tanim:4.1.4. Bir (Q, 3, P) olasilik uzayi, Q 6rnek uzayi, bu 6rnek uzayin alt
kiimelerinin bir 3 6-cebiri ve [3 lizerindeki P olasilik 6l¢liimiinden olusur.
Tamm: 4.2.1. (Rassal degisken): Ornek uzay iizerinde taniml bir X: Q > R reel
degerli fonksiyonu herhangi bir B € B Borel kiimesi i¢in
XYB) ={wen: X(w) €B}
sartin1 sagliyorsa X’e rassal degisken denir.
Tanim. 4.2.2.(Dagilim fonksiyonu): Rassal degisken X(w)’in dagilim fonksiyonu
F(x) = P{w € 2: X(w) < x})dur.
Tanim: 4.2.3. (Kesikli ve stirekli rassal degiskenler): Rassal degisken kesikli ve
siirekli rassal degisken olmak iizere ikiye ayrilir. Bir X rassal degiskeninin aldig
degerler sayilabilir ise X e kesikli, sayilamaz ise X’e siirekli rassal degisken denir.
Kesikli rassal degiskenin olasilik fonksiyonu
P(X = k) = Z pw), k=12, ...
w e nNX(w)=k
ile gosterilir.
Kesikli rassal degiskenin dagilim fonksiyonu
FX) = ) p(x)
xX1<x
ile hesaplanir.
Stirekli rassal degiskenin olasilik yogunluk fonksiyonu f, (X) ile gosterilir. Dagilim

fonksiyonu ise,

F(X)=P (X <x) = f @) dt

ile hesaplanir.
Tanim: 4.2.4.(Beklenen deger): (Q, 13, P) olasilik uzayinda X rassal degiskeninin P
olasilik dlgiistine gore beklenen degeri veya ortalama degeri

E(X) = [, XdP
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dir. R de siirekli bir rassal degisken icin

E(X) =/, xf (x)dx
Tanmim: 4.2.5. (Varyans): X rassal degiskeninin beklenen degeri E(X) = p olmak
lizere varyansi sdyle hesaplanir:

X rassal degiskeni kesikli ise Var (X) = E((X —p))? = E(X?) — u?

X rassal degiskeni siirekli ise Var (X) = ffooo(X — W)?f (x)dx (Partal, 2018)
Tanim:4.3.1.(Wiener Siireci): Bir W(t,w):[0, o] X Q- R stokastik streci
asagidaki kosullar1 sagliyorsa W siirecine Brown hareketi veya Wiener siireci
denir:

1. P(W(0) = 0) = 1 Diger deyisle bir olasilikla Wiener siireci sifirdan baglar.
2. Duragan ve bagimsiz artiglara sahiptir.
3.Vt > 0i¢in W(t,w) normal N (0, t) dagilimina sahiptir.
4. Wiener siireci her yerde siireklidir. Ancak higbir yerde tiirevlenemez. (Bozdag,
2010)
Tanim: 4.4.1.(Ito Integrali): dW,, Wiener siireci W (t)’nin diferansiyeli, f(t,X) ve
g(t,X), X ve t’nin deterministik fonksiyonlar1 olmak {izere stokastik diferansiyel
denklem,

dX, = f(t, Xp)dt+ g(t, X,)dW; 4.1)

X(to) = Xo

ile tanimlansin. (4.1) ile verilen denklemin genel ¢oziimii

Xe = Xotf, f(s,X)ds + f, g(s, X;)dW, 4.2)

seklinde yazilabilir. (4.2) ¢oziimiiniin sag tarafindaki ilk integral Riemann integral,
ikinci integral ise stokastik integraldir. f ve g,tve X deterministik fonksiyonlar
olmasina ragmen X stokastik bir siire¢ oldugundan dolay1 f(s,Xs) ve g(s,Xs)
katsayilar1 integralde stokastik davranirlar. Bu stokastik denklemin ¢dziimiinde
Kiyoshi ito’nun gelistirdigi asagidaki ito formiilii kullanilmaktadir.

Tanim:4.4.2.(Ito Formiilii): X, Stokastik diferansiyel denklemin ¢oziimii, f ikinci
mertebeden diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

Y; = f(X(t),t) asagidaki diferansiyel denklemi saglar:
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2
g(X, t) +a(X,t) g(X, t) + lbz(X, t) E(X, t)|dt
ot 0x 2

dY = 92

+ b(X,t) %(X, t)dW;

(Partal, 2018)

Winer siireci veya Brown hareketi kavramlari, sivida yiizen parcaciklarin
hareketinin arastirilmasi sonucunda ortaya ¢ikmistir. Bu degisken hareketi ilk ortaya
koyan kimyaci, biyolog ve fizyolog Jan Ingenhousz olmasina ragmen, Brownian
hareketi botanik¢i Robert Brown’a atfedilir. 1827 yilinda Iskogyali Robert Brown
suda yiizen polen parcalarin1 mikroskopta inceleyerek cok hizli, zigzag benzeri
hareket ettiklerini gozlemlemistir. Bu hareketin sebebi olarak basta polen
pargalarinin canli oldugunu diisiinmiis ancak suda yiizen toz parcaciklarinda da ayni1
hareketi goriince polenlerin canli olmadigini anlamistir. Daha sonra Albert Einstein,
bu zigzag benzeri hareketin sebebi olarak sivi molekiilleri ve polen parcacigi

arasindaki ¢arpismalarin oldugu kaydetmis ve bu harekete Brown hareketi demistir.

o~ "% - T -.-; L™ ‘-1 ™
r- -'11.-'.‘,. . ’:‘_"l.a'n'.. i--_i}.:*
L] L R T T I

-_- --“ = -‘:I il & iy f“'.l
-_;"-m'-*u. * gt = 5 .
w wet we AT h1e » oo .
e -E.". v *-.-: -.l

Sekil 15. Toz, polen gibi bir par¢acigin gaz, sivi molekiilleri gibi daha kiiciik
parcaciklarla ¢arpigsmasi sonucunda olusan Brown hareketinin simiilasyonu.
(Wikipedia)
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Sekil 16. Brown hareketinin grafigi

Brown hareketi sivilarin atomik yapida oldugunun ispatlanmasinda delil
olarak kullanilmistir. Zira polen tanecigine ¢ok sayidaki su molekiilii carpmakta ve
ortaya cikan bileske kuvvet her an yon ve biiyiikliik olarak degismektedir. Bu
degiskenlik ve olasilik Brown hareketinin bir stokastik siire¢ oldugunu
gostermektedir.

Doénemin matematikgileri ve fizik¢ileri Brown hareketi lizerinde calismalar
yapmustir. Albert Einstein, Ornstein-Uhlenbeck, Norbert Wiener Brown hareketinin
matematiksel modelinin temellerini ortaya koymustur. Wiener, Brown hareketi veya
Brown devinimindeki (Brown Motion) taneciklerin yoriingelerinin siirekli
fonksiyonlardan olusan kiimeler oldugunu gostermis ve bu siirekli fonksiyonlar
kiimesi i¢in Weiner Olgiisiinii gelistirmistir. 1923°te Wiener tarafindan gelistirilen
“Wiener 0l¢iisii” Brown hareketinin anlasilmasi ve ¢oziilmesinde dnemli katkilar
sunmustur. Boylece literatiire bu hareket Weiner siireci olarak gegmistir. Gelfand ve
Laurent Schwartz ¢alismalariyla gelistirilen genellestirilmis fonksiyonlar kurami,
Brown hareketinin yoriingelerindeki hi¢bir noktada tiirevi olmadig1 i¢in diferansiyel
ve integrallerini ¢6zmedeki zorlugu ortaya koymustur. Japon matematik¢i Kiyoshi
Ito, 1944-1946 yillarinda yayinladig1 makalelerle “Ito lemmalar1” ve “Ito integralini”
ortaya koyarak Brown hareketini kullanan stokastik diferansiyel denklemlerin

analitik ¢oziimiinde 6nemli kolayliklar saglamistir. (Biiyilikoz, 2018; Akarbulut 2019;
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Tiirkkan 2019; Sargin 2019; Wikipedia; Cengizhan 2019; Akdemir-Ogur, 2020;
Topuz 2021)

4.1. Stokastik SIR Model

Stokastik SIR model, epidemik siire¢leri daha dogru bir sekilde modellemek
amaciyla, deterministik SIR modele stokastik bilesenler eklenerek elde edilir. Bu
model duyarli (S), enfekte (I) ve iyilesmis (R) bireylerin zamana gore degisimini
stokastik diferansiyel denklem kullanarak ifade eder.

SIR epidemik model igin stokastik diferansiyel denklemler difiizyon
stirecinden tiiretilmektedir. S(t) ve I(t) € [0, N] rassal degiskenleri siireklidir.

Gegis olasilik yogunluk fonksiyonlar: icin ileri ve geri Kolmogorov kismi
diferansiyel denklemleri tiiretilerek dogrudan stokastik diferansiyel denklemler elde
edilir. Stokastik diferansiyel denklemler, siirekli durum siirecinin 6rnek yollarini
simiile etmekte kullanmishdir. Ayrica, stokastik diferansiyel denklemler niimerik
olarak Kolmogorov diferansiyel denklemlerini ¢6zmekten daha kolaydir ve siirekli
zaman Markov zinciri (CTMC) modelinin 6rnek yollarmi simiile etmekten daha
hizlidir. SIR epidemik modele karsilik gelen stokastik diferansiyel denklemlerin
sezgisel tliretilmesi agagidaki gibi tanimlanabilir:

AX(t)=( AS(t),AI(t) )T olmak iizere, [0,t] zaman aralifi At uzunlugunda
kiigiik alt araliklara bolinsiin. ty = t,t, = t +At ve Y/t At; = At olmak iizere, At,
At; = t; — t;_4, 1=1,...,n uzunlugunda daha kiiciik alt araliklara boliinsiin.

Yeterince kiigiik At;ler icin, At aralifindaki, {AX(t;)} rassal degiskenlerinin
bagimsiz ve aym dagilima sahip oldugunu kabul edelim. Bu durumda yeterince
biiylik n i¢in, Merkezi Limit Teoremine gore,

AX(t) = X, AX(ty)
olarak tanimlanan AX(t), E(AX(t)) ortalama ve CV(AX(t)) kovaryans matrisi ile
yaklasik normal dagilima sahiptir. (Allen 2017)
AX(t) — E(AX(t)) = Normal (O,CV(AX(t))

elde edilir. AX(t)’in, At mertebeden beklentisi (+1 veya -1) olasilikla,

(5)
E(AX(t) =z " At = fAt

B
NSI vI
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ve AX’in At mertebeden kovaryans matrisi ise,

2
T _ (AS(t) [ (AS) ASAI .
AX(AX)T = ($1) (as@)lare) = <ASA1 e oldugundan
(AS)?  ASAI Esr -5 s
CV(AX) = E(AX(AX)T) = , =" N At=CAt
ASAI  (AD) ~Es1 Esityi

seklinde ifade edilir.

SIR stokastik siireci icin stokastik diferansiyel denklemleri yazmak igin CAt
kovaryans matrisinin karekokii veya alternatif olarak G GT = C olacak sekilde bir G

matrisi olmalidir. (Allen 2017) G matrisi asagidaki gibi bulunur:

G= (CCL b) olsun. = GT=(

d ) olur.

a c
b d
C =GGT
B
(5 )€ DG 9
A B “\¢ da/\b d
bst Esivy
:<a2+b2 ac+bd)
ac+bd c*+d?

a2+b2=ESI
N

b=0=> a2=% SI olur. @a = — /% SI olsun.

__B
ac + bd = NSI

b=0> ac+bd=ac=—%51

_ /ﬁ _|B
a = NSI=>C— NSI

_ B _B _ _
c2+d?= LS+ =2 SI+ yl=d2=yl=d =-fy]
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a b)= _\/% 0

:>G=(
c d B
= SI —Jvi

Buradan da, AW(t) = (AW,(t),AW,(£))T ve AW;(t) ~Normal(0, At)
=12, icin AX(£) ~ FX(D)At + GX(0)AW (t) elde edilir.
dX(t) = FX(O)dt + GX D)W (©) (5.3)

stokastik diferansiyel denklem sistemine indirgenir.

Burada, W (t) = (AW, (t), AW,(t)) T iki bagimsiz Wiener siirecinden olusan bir
vektor olup, W;(t) ~Normal (0,t) ortalamasi sifir ve varyansi t olan normal dagilima
sahip rassal degiskendir ve dW;(t) ~Normal (0, dt) olarak tanimlanir. B(t) Brown
hareketi olmak tizere B(t) = W/(t) notasyonu da kullanilabilir. (5.3) stokastik
diferansiyel denklemi bir Ito stokastik diferansiyel denklemidir.

S(t) ve I(t) rassal degiskenleri dX(t) ifadesinde yerine yazilirsa, agagidaki
Ito stokastik diferansiyel denklem sistemi elde edilir:

ds(t) = f (S))dt + G(S(t))dW(t)
dl(t) = fU((t)dt + GU(t))dW(t) (5.4)
(5.4) denklem sisteminde f ve G fonksiyonlar1 yerine yerlestirilirse, asagidaki

stokastik SIR modeli elde edilir.

B BSI
ds = — Sldt T
_[E SI d d VY
—_— N - YI t + Wl dWZ

dR = yI(t)dt
1(0) = 1,,5(0) = S3,S(0) = N-R(0)-1(0) (5.5)
t— zaman parametresi
I(t) = t zamaninda aktif enfeksiyon sayis1
S(t) =t zamaninda aktif duyarl birey say1s1
R(t) = t zamaninda toplam iyilesme ve 6liim sayis1
dI(t), dS(t), dR(t) zamana bagli durumlardaki degisimi ifade eder.
W (t): Yogunluga sahip standart bir Weiner siireci
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B = Biliylme hizi: Duyarli, enfekte popiilasyon arasindaki etkilesimler
nedeniyle enfeksiyon sayisindaki artisi etkileyen biiytime oranidir.

v : lyilesme katsayis1

Enfeksiyonun ortadan kalkmasi iyilesme veya oOliimle olur. Stokastik SIR
modelde deterministik SIR modelde oldugu gibi iyilesen bireylerin tekrar hasta
olmayacag1 varsayilir.

N : Toplam bolge niifusu

I, : Baslangigtaki enfeksiyon sayisi

So ¢ Baslangigtaki duyarl birey sayisi

Eger I(t) = 0 ise salgin biter. Eger Wiener siiregleri ihmal edilirse (5.5) ile
verilen Ito stokastik diferansiyel denklemi orijinal SIR modele indirgenir. (Allen,

2017)
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5. MATERYAL VE METOD

Deterministik ve stokastik adi diferansiyel denklem sistemlerini analitik
olarak ¢ozmek her zaman miimkiin olmadigindan, niimerik ¢oziimlere ihtiyag
duyulmaktadir. Deterministik adi diferansiyel denklem sistemlerinin niimerik olarak
incelenmesinde Taylor agilim1 énemli bir rol oynarken, Stokastik Taylor a¢ilimi da
stokastik adi diferansiyel denklem ve denklem sistemleri i¢in niimerik metotlarin

tiiretilmesinde 6nemli bir aragtir.

5.1. Stokastik Taylor A¢ilimi
t t

X(8) = X(to) + F1 X(to)| [ ds + glX(2o)] f aw,

to to

1 1 -
+gX g X 5 W) ~ WP - 5 — e} + R
[0,T] araligindaki O=t, <t 1< <t <.<ty=T zaman
parcalanisina gore stokastik diferansiyel denklem i¢in niimerik integrasyon metodu

X(tiv) = X&) + F(X(&))At + g(X (&) AW;

1 .

+ S 9(X(@)g'(X())[(AW;)* — At] + R

olarak elde edilir. i = 0,1,2, ..., N — 1 ve X(t,) = X, baslangi¢ sart1 igin
At =t 1 —t; ve AW; = W(t;41) —W(t;) seklinde tanimlanmistir. AW; rassal

degiskeni de bagimsiz N(0; At) normal dagilmis rassal degiskendir.

5.2. Euler Maruyama Metodu
Niimerik ¢6ziim i¢in Stokastik Taylor serisinin birinci mertebeden sonraki
terimleri kesilip i = 0,1,2, ..., N — 1 i¢in X(t,) = X, baslangi¢ sart1 olmak tizere
X(tie1) = X (&) + F(X(&))At + g(X (&) AW,
seklinde ‘Euler Metodu’ veya ‘Euler-Maruyama Metodu’ elde edilir. (Partal,2018)

5.3. Maksimum Likelihood Metodu
Theta bir vektor olmak tlizere X4, X,, X3,.... X, 0rneklemi olasilik (yogunluk)
fonksiyonu f(x;6) olan bir kitleden alinan bir 6rneklemi i¢in 8 parametresi i¢in

olabilirlik fonksiyonu
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L(6; x1,%2,..., Xp) = f(x1, Xg,..., Xn; 0) =111 f(x;; 0)

seklindedir. Bu olabilirlik fonksiyonunu maksimum yapan deger 8 parametresinin en

¢ok olabilirlik tahmin edicisidir. Yani 6’nin en ¢ok olabilirlik tahmin edicisi
07 (x1, X2,..., Xp) =Maxgeg L(0; X1, X2,..., Xp)

dir. Genellikle olabilirlik fonksiyonunun logaritmas: alinarak maksimize edilir. Bu
fonksiyon logL (0; x4, x5,..., x,) seklindedir. Sonra 6 parametresine gore kismi
tirev almarak sifira esitlenip ¢oziildiikten sonra parametre tahmin edicileri elde

edilir. (Tiirkay, 2004; Song vd., 2021)
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6. UYYGULAMA

11 Mart 2020 tarihinde Tiirkiye’de ilk COVID-19 vakasinin goriilmesiyle
birlikte, pandeminin seyri ve etkileri lizerine bir¢ok bilimsel aragtirma yapilmistir.
Bu ¢aligmada, Tiirkiye’deki COVID-19 salgininin yayilimimi ve etkilerini incelemek
amaciyla SIR (Susceptible-Infected-Recovered) model kullanilmistir. Analizler,
pandeminin baglangicindan itibaren 70 ve 270 giinliik siire¢leri kapsamaktadir.
Tirkiye’nin bu donemdeki niifusu yaklagik 85 milyon olarak kabul edilmistir.

SIR modelde bulunan, enfekte bireylerin saglikli bireylere hastaligi
bulastirma oran1 § ve enfekte bireylerin iyilesme orani y parametreleri, maksimum
likelihood yontemiyle tahmin edilmistir. Caligmada, Tiirkiye’deki 70 giinliik hasta
verileri kullanilarak = 0.9895 ve y = 0.0105 olarak bulunmustur.

Pandeminin ilk dénemlerinde, f’nin 1’e yakin ve y’nin sifira yakin olmasi
beklenen bir durumdur. Bu, duyarli (saglikli) bireylerin sayisinin ¢ok oldugu ve
enfeksiyon oraninin iyilesme oranindan yiiksek oldugu anlamina gelmektedir. Bu
durum, salginin baslarinda enfeksiyonun hizla yayilmasini ve iyilesme oraninin daha
diisiik kalmasini agiklar.

Elde edilen bu parametrelerin
ds B

— = ——SI
dt N
a-_P SI -yl
dt N Y
dR I
a Y
denklem sisteminde yerine yazilmasiyla asagidaki baglangic deger problemi elde
edilir:
s 0.9895
dt 85000000
dl 09895 S - 0.0105
dt — 85000000 =
R _ 0.01051
dt
S(0)=N-1
[(0) =1
R(0)= 0
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Elde edilen bu sistemin ¢oziimii Euler yontemi ile gergeklestirilmistir.
Modelin parametreleri ve ¢oziimlenmesi MATLAB programlama dili kullanilarak
yapilmis olup, Sekil.17°de 70 giinliik siire¢ boyunca duyarli, enfekte ve iyilesen

bireylerin seyri tek bir grafik {izerinde gosterilmistir.
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Sekil 17. Tiirkiye’deki ilk 70 giin i¢in SIR modeli ile duyarli, hasta ve iyilesen birey
sayilari

Enfeksiyon orami (), maksimum likelihood parametre tahmin yontemiyle
hesaplanmistir. Bu hesaplamada, Tiirkiye’deki hasta sayisinin 270 giinliik verileri
kullanilmis ve § = 1.0063 olarak bulunmustur. Iyilesme oran1 (y) ise COVID-19’un
14 giinliik iyilesme siiresi géz oOnlinde bulundurularak 1/14 = 0.0714 olarak
belirlenmistir.

Elde edilen bu parametrelerin

dS_ BSI
dt N

a _B SI - yI
ac nN° Y
dr _

ac v
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denklem sisteminde yerine yazilmasiyla su baslangi¢ deger problemi elde edilir:

ds 1.0063
dt 85000000
dl  1.0063
— = 5z00000g 5! - 0:07141
dR
— = 0.07141
S(0) =N —1
100) = 1
R(0) = 0

Elde edilen bu sistemin ¢oziimii Euler yontemi ile gergeklestirilmistir.
Modelin parametreleri ve ¢oziimlenmesi MATLAB programlama dili kullanilarak
yapilmis olup, Sekil.18’de 270 giinliik siire¢ boyunca duyarli, enfekte ve iyilesen

bireylerin seyri grafik lizerinde gosterilmistir.
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Sekil 18. Tiirkiye’deki ilk 270 giin i¢in SIR modeli ile duyarli, hasta ve iyilesen birey
sayilari

Deterministik ve stokastik SIR modelleri karsilastirmak amaciyla,

Tirkiye’nin ilk 180 giinliik vaka simiilasyonlar1 gerceklestirilmistir. MATLAB

yardimiyla her iki modelin grafikleri ¢izilmistir. Bulagma katsayist (f), maksimum
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olasilik parametre tahmini yontemiyle hesaplanmis ve [ = 0.5513 olarak
bulunmustur. lyilesme katsayisi (y) ise COVID-19’un ortalama iyilesme siiresi olan
14 glin g6z Oniinde bulundurularak hesaplanmis ve 1/14=0.0714 olarak
belirlenmistir.

Elde edilen bu parametrelerin

s BSI
dt N
a_P SI -yl
dt N Y
dR I
a Y
deterministik SIR denklem sisteminde yerine yazilmasiyla asagidaki baslangi¢ deger
problemi elde edildi:
as 0.5513 g
dt 85000000
dl  0.5513 & i
dt — 85000000 =
diy 0.0714 1
a
o 2107 SIR Modeli
Duyarli
Enfekte | 4
lyilesen

Kisi Sayisi

\
\
(NN
AR

100 120 140 160 180
Gln

Sekil 19. Tiirkiye’deki ilk 180 giin i¢in SIR modeli ile duyarli, hasta ve iyilesen birey
sayilari
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Elde edilen bu parametrelerin

B BSI
ds = — Sldt AWy
_ [ s-yila d
= |y SI- vl de + W, — \JyIdw,

dR = yI(t)dt
Stokastik SIR denklem sisteminde yerine yazilmasiyla asagidaki baglangic deger

problemi elde edilir:

0.5513
dS

SIdt— [0.5513 —dW1

05513 81 _
SI- 0.0714 1] W, — vV 0.0714 IdW,

dR = 0.0714 I(t)dt

dl

[0.5513

Stokastik SIR Model Simiilasyonu (Tirkiye)
1{'5 ) ) ) ) ) ) ) 1

— Enfete ) [

a0k IHH_,_,_.#"""_'_' e yiagen (R |

70

Kisi Says
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Sekil 20. Tiirkiye’deki ilk 180 giin i¢in stokastik SIR modeli ile duyarli, hasta ve
tyilesen birey sayilari
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Stokastik ve deterministik SIR modelinin grafiklerini karsilastirdigimizda
duyarli, hasta ve iyilesen kisi sayilarinin ayn1 paralelde gittigi goriilmektedir. Yalniz
stokastik modeldeki duyarli ve hasta kisi sayilarinda dalgalanmalar goze carpar. Bu
dalgalanmalarin nedeni stokastik modelde tanimlanan duyarli ve hasta Kkisi
sayilarindaki Brown hareketidir. lyilesen bireyler ise Brown hareketiyle
tanimlanmadigindan dalgalanma olmadan diiz ¢ikmistir.

Stokastik  modeldeki  dalgalanmalar gercek hayattaki  degiskenligi
simgelemektedir. Zira stokastik modelin grafiginde bulunan dalgalanmalar ve

iyilesen birey sayisi her calistirildiginda farkli sekilde ortaya g¢ikmaktadir. Bu
farklilik asagidaki grafikten anlagilabilir.

Duyarh (S)

T T T T T

—_— = Path 1

== Sample Path 2
Sample Path3 | |

=~ Sampl= Path 4

= Sample Path &

{l Il i i i i i i
a 20 40 &0 BO 100 120 140 160 180
Zaman (giin)
Enfekte (I}

8

Popllasyon (3)
t
[
T

= Sample Path 1
= Sampl= Path 2 | 4

Sample Path 3
= Sample Path 4
Sample Path §

Popllasyon {[)

120 140 160 180

= Sample Path 1 [
= Sample Path 2

Sample Path 3 | |
= Sample Path 4
= Sample Path 5
1 1 1

a 20 40 &0 B0 100 120 140 160 180
Zaman (gln)

Popilasyon(R)

Sekil 21. Duyarli, enfekte ve iyilesen bireyler i¢in 6rnek yol (sample path)
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7. SONUC

Bu caligmada, bulasici hastaliklarin modellemesi {izerine yapilan incelemeler
sonucunda COVID-19 gibi salgin hastaliklarin modellemesinde deterministik ve
stokastik yaklagimlar karsilagtirllmigtir. 180 giinliik hasta sayisi verileri kullanilarak
olusturulan grafikler, her iki modelin de hastaligin yayilimin1 éngérebilmede faydali
olabilecegini gostermistir. Ancak stokastik SIR modelde enfekte ve duyarli bireyler
arasindaki dalgalanmalarin daha belirgin oldugu gozlenmistir. Bu dalgalanmalar,
gercek hayatta bireyler arasindaki iyilesme siiresi ve temas sikligi gibi faktorlerdeki
degiskenlikleri daha dogru bir sekilde yansitmaktadir.

Deterministik modeller, belirli parametreler altinda tutarli tahminler
saglarken, stokastik modeller bu parametrelerdeki degiskenlikleri dikkate alarak daha
gercekei bir goriiniim sunmaktadir. Bu baglamda, her iki modelin de kendi
avantajlar1 ve smirlamalar1 bulunmaktadir. Deterministik model, hastaligin genel
seyrini anlamada ve temel stratejiler gelistirmede faydalidir. Ancak, stokastik
modelin sagladig1 dalgalanmalar, salginin seyrindeki beklenmedik durumlar1 daha iyi

anlamamiza yardimci olabilir.

7.1. Oneriler

Gelecekteki ¢alismalarda, SIR ve stokastik SIR modellerinin yani sira daha
gelismis yontemler ve modellerin kullanilmasi dnerilmektedir. Ozellikle, kesirli SIR
model gibi fraksiyonel diferansiyel denklemlerle g¢alisan modellerin, hastaligin
dinamiklerini daha hassas bir sekilde analiz edebilecegi diisiiniilmektedir. Kesirli
modeller, klasik modellere gore daha esnek ve ayrintili bir yap1 sunarak, hastalik
yayiliminin karmasikligini ve uzun siireli etkilerini daha iyi yansitabilir.

Ayrica, yapay zeka ve makine d6grenmesi tekniklerinin bulagici hastaliklarin
modellemesinde kullanilmasi, hastaligin seyrini ve gelecekteki yayilimint daha dogru
tahmin etmede onemli katkilar saglayabilir. Yapay sinir aglar1 ve derin 6grenme
sayesinde, hastalik yayilimmin karmasikligini ortaya cikarabilir. Bu teknikler,
hastaligin yayilma hizini, enfeksiyon oranlarini ve diger 6nemli parametreleri tahmin

etmede kullanilabilir.
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Sonu¢ olarak, gelecekteki calismalarda bulasici hastaliklarla miicadelede
etkili stratejiler gelistirmek i¢in hem deterministik hem de stokastik modellerin yani
sira kesirli SIR modelleri ve yapay zeka tekniklerinin birlikte kullanilmasi
planlanmaktadir. Bu yaklagimlarin, hastaliin yayilimim1 daha dogru bir sekilde
tahmin etmemize ve olasi senaryolara kars1 daha hazirlikli olmamiza yol gostermesi
beklenirken, salginlarla miicadelede daha etkili stratejilerin gelistirilmesine katki

saglamasi ongoriilmektedir.
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