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Bu tez yedi boliimden olusmaktadir.

Birinci béliimde, bu ¢alismada model problem olarak kullanilan Burgers
denklemi hakkinda bilgi verilmektedir.

Ikinci boliimde, konuyla ilgili temel tammlar, teoremler ve yontemler kisaca
tanitilmaktadir.

Uciincii  boliimde, Methof of Lines yontemi agciklanarak bir uygulamas
yapilmistir.

Dordiincii boliimde, Burgers denkleminin analitik ¢oziimii verilmektedir.
Besinci bolim bu cahsmanin esasim teskil edip burada, lineerlestirilmis
Burgers denkleminin niimerik c¢oziimleri elde edilmistir. Ayrica, kullanilan

yontemlerin kararhilik analizi yapilmistir.

Altinct bolim yine tezin temel kism1 olup yontemler denkleme dogrudan
uygulanarak niimerik ¢oziimler elde edilmistir.

Yedinci boliimde, elde edilen sonuglarin karsilastirilmasi verilmektedir.
ANAHTAR KELIMELER: Burgers denklemi, Method of Lines, Euler yontemi,

Ikinci mertebeden ve Dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemleri, Crank-
Nicolson yontemi, Matris yontemi.
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This thesis consists of seven chapters.

In chapter 1, it is devoted to Burgers’ equation that is used as a model
problem in this study.

In chapter 2, it is briefly introduced general concepts, theorem and methods
concerning with the subject.

In chapter 3, The Method of Lines is explained and applied to a problem.

In chapter 4, analitic solution of Burgers’ equation is given.

Chapter 5 is the main part of this study in which numerical solutions of
Burgers’ equation reduced by the Hopf-Cole transformation are obtained. Also,

stability of the methods is investigated.

Chapter 6 is also important part of this thesis. In this chapter, the
methods are directly applied to Burgers’ equation.

In chapter 7, it is given the comparison of the obtained numerical solutions.

KEYWORDS: Burgers’ equation, Method of Lines, Euler method, 2. order and 4.
order Runge-Kutta methods, Crank-Nicolson method, Matrix method.
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BOLUM 1
1.1. GIRiS

Bir boyutlu Burgers denklemi,

8_U+U8_U_v82U
ot ox  ox>

seklindedir. Burada, v > 0 kinematik viskosite katsayisidir.

Burgers denklemi gaz dinamigi, tiirbiilans ( karigik akigkan akist ) ve sok
dalgalar teorisi  gibi c¢ogu fiziksel olaymn matematiksel modeli olarak goriiliir.
Tiirbiilans1 modelleyen ve tam ¢6ziimii agir1 derecede zor olan Navier-Stokes
denklemiyle Burgers denklemi, lineer olmayan terimlerinin sekli ve kiigiik katsayih
yiiksek mertebeli tiirevlerin sekli aynt oldugundan benzerdirler. Bu benzerlikten
dolay1l, Burgers denklemi sik sik tilirbiilanst igeren sivi  dinamik problemlerini
¢bzmede matematiksel model olarak kullanilir.

Baslangic ve sinir sartlarimin  degisik se¢imi icin Burgers denklemi, analitik
olarak ¢oziilebilen bir ka¢ lineer olmayan denklemden birisidir. 1950’ de Cole [1],
bir doniisiim yardimiyla bu denklemi lineer difiizyon denklemine doniistiirdii ve
keyfi bir baslangi¢ sarti i¢in tam olarak ¢ozdii. Ancak Re =1/v seklindeki biiyiik

Reynold sayilar1 i¢in analitik ¢6ziim yetersiz kalmaktadir. Ciinkii denklem,
viskositenin  ¢esitli  secimleri igin parabolik ya da hiperbolik  &zellikler
gosterebilmektedir. Bu yiizden pek cok yazar Burgers denklemini ¢dzmek igin,
sonlu farklar, sonlu elemanlar, sinir eleman metodu, varyasyonel yoOntemler gibi
niimerik yontemler Onerdiler.

E. Varoglu ve W.D. Finn [2], agirlikli kalan formiilasyonuna dayanan bir
sonlu eleman metodunu, J. Caldwell vd. [3] her sathada &nceki adimlardan bilgiler
kullanarak elemanlarin biiyiikliiklerini degistiren sonlu eleman metodunu, H.
Nguyen ve J.Reynen [4] Reynold sayisinin biiyiikk degerleri igin sonlu eleman
metodunun en kiiciik kareler zayif formiilasyonunu kullandilar. P. Jamet ve R.
Bonnerot [5] Burgers denklemini isoparametrik rectangular konum-zaman sonlu
eleman metodunu kullanarak ¢ozdiiler. Fakat bu yontem, sinir katmani bolgesindeki
niimerik ¢Oziim i¢in asir1 sayida konumsal grid noktasmna ihtiya¢ duydu. T. Ozis

vd. [6], v=20.01 igin bir sonlu eleman metodu kullanarak bulduklar1 niimerik



coziimleri tam c¢oziimlerle karsilastirdilar. A. Dogan [7], viskosite degerlerinin biiyiik
bir cimlesi icin yiiksek dogrulukta ¢6ziime sahip Galerkin sonlu eleman metodunu
kullandi ve bu metodun, daha 6nceki metotlarin ¢ogundan daha iyi sonug¢ verdigini
gosterdi.

K. Kakuda ve N. Tosaka [8] genellestirilmis sinir eleman metodunu, D.J.
Evans ve A.R. Abdullah [9] grup agik sonlu fark metodunu kullandilar. S. Kutluay
vd. [10] ise yiiksek dogrulukta niimerik ¢6ziimler elde etmek ic¢in Burgers benzeri
denklemlere tam-agik sonlu fark metodunu oOnerdiler. A. R. Bahadir ve M. Saglam
[11], sonlu fark ve simir eleman yaklagimlarinin kullanildigi bir metotla denklemi
cozdiiler.

E.B. Lin ve X. Zhou [12] kismi diferansiyel denklemlerin ¢éziimii icin
Burgers denklemini Ornek alarak Galerkin metodu ve sonlu fark metodunu
birlestiren yari-kapali zamani ayristirma metodunu kullandilar. S. Abbasbandy ve
M.T. Darvishi [13], Burgers denklemini Hopf-Cole benzeri herhangi bir doniisiim
kullanmadan (lineerlestirmeden) , zaman1 ayristirma metodu tizerine kurulan modife
edilmis Adomian ayrisim metoduyla direkt olarak ¢ozdiiler. T. Ozis ve A. Ozdes
[14], denklemin seri formundaki yaklasik ¢oziimiinii elde edebilmek igin bir direkt
varyasyonel metod kullandilar. ENN. Aksan ve A. Ozdes [15] zamani ayristirma
metodunu temel alan bir varyasyonel metodla denklemi ¢ozdiiler. Viskositenin
farkli degerleri icin bu yolla bulduklari niimerik ¢oziimleri tam ¢oziimle karsilastirdilar
ve bunlarm birbiri ile uyumlu oldugunu gosterdiler. E.N. Aksan [16] denkleme
zamanin ayristirilmasina dayanan Galerkin sonlu eleman metodunu uyguladi.

Burgers denkleminin ¢6ziimiinde, niimerik tekniklerle beraber Spline ve B-
spline fonksiyonlar1 da kullanilmaktadir. Ornegin, S. Kutluay vd. [17], uygun baslangig
ve sinir sartina sahip bir boyutlu Burgers benzeri denklemlerin niimerik ¢oziimlerini
hesaplamak icin en kiiciik kareler kuadratik B-spline sonlu eleman metodunu
tanittilar. T. Ozis vd. [18], Galerkin kuadratik B-spline sonlu eleman metodunu
kullanarak, Hopf-Cole dontisimii yardimiyla indirgenen  bir boyutlu  Burgers
denkleminin yaklasik c¢oziimlerini buldular. I. Dag vd. [19], denklemdeki lineer
olmayan terimi lineerlestiren bir kiibik B-spline diizenleme yontemini kullandilar.

Son yillarda ise ¢ok biiyilk Reynold sayilari igeren Burgers denklemini
¢6zmede yeni metotlar dnerildi. T. Ozis ve Y. Aslan [20], Reynold sayisinin miimkiin

olan biitiin yiiksek degerleri icin denklemi perturbasyon teknigini  kullanarak



cozdiiller. M.B. Abd-el-Malek ve S.M.A. El-Mansi [21], yaklasik baslangi¢c ve sinir
sarth Burgers denklemini ¢6zmek i¢in grup-kuramsal metotlar1 kullandilar.

Yogun c¢alismalara ragmen, lineer olmayan UU _ teriminin sok dalgalara

gotiirdigli buiytik Reynold sayilarinda Burgers denkleminin ¢oziimii hala Snemini
korumaktadir.

Biz bu calismada, hem Burgers denklemine hem de Hopf-Cole doniistimii
yardimiyla lineerlestirilmis Burgers denklemine Method of Lines (MOL)’1 uyguladik.
Bu yolla elde edilen adi tiirevli denklem sistemini ise Euler, ikinci mertebeden Runge-
Kutta ve Crank-Nicolsan yontemleri gibi niimerik yontemlerle ¢6zerek tam

coziimle karsilastirdik.



BOLUM 2

Bu kisimda, calismamizda kullanacagimiz bazi temel tanim, teorem ve

yontemler kisaca tanitilacaktir.

2.1. BIR MATRISIN OZDEGERLERI ILE ILGILIi TANIM VE
TEOREMLER

2.1.1. Tanim: A€ IR ve Ae IR olmak iizere,

P(1)=det(A—AI)
olarak tanimlanan P polinomuna A matrisinin karakteristik polinomu denir [22].

2.1.2. Tanmm: Ae IR’ matrisinin karakteristik polinomu P ise P polinomunun

koklerine A matrisinin karakteristik degerleri veya ézdegerleri denir [22].
2.1.3. Tanim: A€ IR! matrisinin A, (i=1,2,3,...,n) Ozdegerleri igin,
(A _A’iln)x = O

esitligini saglayan sifirdan farkli bir xe IR" vektorine A matrisinin A,

Ozdegerlerine karsilik gelen karakteristik vektorii veya ozvektorii denir [22].

2.1.4. Teorem ( 2. Gerschgorin veya Brauer Teoremi) : Bir A= laijon karesel
matrisinin a kosegen elemani hari¢ s. satirda bulunan elemanlarin  modiilleri

toplam1 P, olsun. Bu takdirde A ’nin her bir 6zdegeri,

<P

s

|A‘ - as.v

cemberlerinin en az birinin i¢inde veya iizerinde bulunur [23].



2.2. TUREVLERE SONLU FARK YAKLASIMLARI
2.2.1. Birinci Mertebeden Tiirevler icin Sonlu Fark Yaklasimlar

Ul(x,r) fonksiyonu degiskenlerine gore yeterince tiirevlenebilen bir fonksiyon
olsun. U(x+h,t) ve U(x—h,r) fonksiyonlarmin x noktasi civarindaki Taylor
seri acilimlari,

hoU KU I’ U

Ulx+h,t)=U(x,1)+——

+———t——=—+ 2.1
Iox 2! ax* 3! ox’ 1)

2 32 3733
hou B oU _hoU, 2.2)

Ulx=h,t)=U(x,r)—— -—
(= ht)=U (1) I'ox 2! ax* 3! ax’

dir. 2.1) ve (2.2)’ den dU/ox tiirevi gekilirse sirasiyla;

U _Ulx+ht)-Ulxt) hoU h U

2.3
ox h 200x> 3! ox’ (&3)
_ _ 2 2 13
a_U:U(x,t) U(x h,t)+ﬁ8l2]_h_8l3] 0.4
ox h 210x” 3! ox
yazihr. (2.1)" den (2.2) ¢ikartihr ve dU/dx tiirevi yalmz birakilirsa,
_ _ 2 93
U _Ulx+hit)-Ulx—ht) h*0U o 2.5)

ox 2h 6 ox’

bulunur. Bulunan bu (2.3), (2.4) ve (2.5) denklemlerinden U (x,t) fonksiyonunun

x civarindaki birinci mertebeden tiirev yaklasimlar,

aU _ Ux+h,t)-Ul(x,t)

+0(h) “Tleri fark ” (2.6)
ox h

U _ U(x,t)-U(x—h,t)
ox h

+0(h) “Geri fark ” 2.7



U _ U(x+h,t)-U(x—h,t)

+O0(h%) “ Merkezi fark ”
ox 2h

(2.8)

olarak elde edilir. Burada “O > sonsuz terimli bir ifadenin sonlu terimine kadar

alindigini, O(h) terimi ise h — 0 iken olusacak hatanin £ ile orantih oldugunu

gosterir [24].

2.2.2. ikinci Mertebeden Tiirevler I¢cin Sonlu Fark Yaklasimlari

0°U/ox* ikinci mertebeden tiirev yaklasimini bulmak i¢in U(x+2h,1) ve

U(x—2h,t) fonksiyonlarmin x civarindaki Taylor seri agilimlarini gz Sniine

alalim. Bu agilimlar sirasiyla,

2 2 3 3
U(x+2h,t)=U(x,t)+2ha_U+ﬂa 12] _I_%a l3/ N
ox 2 ox 6 Ox

oU 4h* 9*°U 8K’ U
Ulx=2ht)=U(xt)-2h—+—— ———— ¢
(x ) (x ) ox A 6 ox’

(2.9)

(2.10)

dir. (2.1) ve (2.9) denklemlerinden oU/ox yok edilip 9°U/ox* cekilirse;

U U(x,t)-2U(x+h,t)+ U(x+2h,t)_ha3U .
ox* h? ox’

elde edilir. Benzer sekilde (2.2) ve (2.10) denklemlerinden,

U  Ul(x,t)-2U(x—h,t)+U(x—2h,t) U
-~ = > +h—+
ox h ox

bulunur. (2.1) ve (2.2) denklemlerinden 0U/dx yok edilip

birakilirsa;

IV _Ulx+ht)-2U(x1)+U—ht) h*3U .
ox* h? 12 ox*

0°U/ox* yalniz



bulunur. Boylece,

U U(x,t)=2U(x+h,t)+U(x+2h,t)
ox? h?

+0(h)  “lleri fark” 2.11)

U Ul(x,t)-2U(x—h,t)+U(x—2h,t)
ox* h?

+0(h)  “Geri fark” 2.12)

U _U(x+h,1)=2U(x,1)+U(x~h,t)

e 2 +0(h*)

“Merkezi fark” (2.13)

tirev yaklasimlar1 elde edilir.

Problemin ¢oziim bolgesinin B ={(x,7):0<x<1,r>0, [ sonlu} oldugunu
kabul edelim. Sonlu fark yaklagimi igin ¢dziim bolgesi; At =k ve Ax=h=I/N
olmak iizere x, =ih, t, =nk (i=0,1,2,...N , n=0,1,2,... , Ne Z" ) koordinat
dogrulart yardimiyla kafeslere boliiniir, 6yle ki U(x,r) degiskeni sadece grid
noktalarinda deger alir.

Bir P(ih,nk) grid noktasi iizerinde U’ nun degeri,
U,=U(hnk)=U,, =U

gosterimlerinden biri ile ifade edilir.
Bu gosterimlerin - kullanilmasi  ve hatalarin  ihmal edilmesiyle birinci
mertebeden tiirevlerin sonlu fark yaklasimlar olan (2.6), (2.7) ve (2.8) formiilleri

sirasiyla;

a_U ~ Uin+l _Uin
ox h
w _ur-ur,
ox h



w _us,-Ur,

i+1

ox 2h

ikinci mertebeden tiirevlerin sonlu fark yaklagimlari olan (2.11), (2.12) ve (2.13)

formiilleri ise sirasiyla;

a2U = Uin _ 2Ui11 +Ui’12
ox* h?

U _U!'-2U!,+U!',
ox* h?

i+1

U _UL, 20! +U},
ox> h?

olarak yazilr.

2.3. BIRINCi MERTEBEDEN LINEER DENKLEMLER iCiN NUMERIK
YONTEMLER

Birinci mertebeden bir lineer adi tiirevli diferansiyel denklem,

U'(r)=AU(r) (2.14)

seklinde ifade edilebilir. AU(t)= f(U) denilirse (2.14) denklemi,

U')=r)

olarak yazilir. Burada A, sabitler matrisidir.

2.3.1. Euler Yontemi

(2.14) formundaki bir lineer denkleme FEuler ydnteminin uygulanmasiyla

¢coziimler,



Un+l — Un +kf(Un) s }’l=0,1,2,...
ya da
U™ =U"+kAU"

formiilityle hesaplanir [25].

2.3.2. ikinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemi

(2.14) denklemi icin ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemi,
* n 1 n
U'=U +Ekf(U )
olmak iizere,
Un+l — Un +kf(U“)

ile verilir.

Yani ¢oziimler »=0,1,2,... icin,

u'=u"+ k/”t(U” +%k/”LU”)

veya
U = U+ (kA" +%(k/1)2U"

formiilityle hesaplanir [25].

2.3.3. Dordiincii Mertebeden Runge-Kutta Yontemi

Dérdiincii mertebeden Runge-Kutta ¢oziimleri ise,



olmak {izere,
Uttt =u" +%(FO +2F +2F,+F,) , n=0,12,... (2.15)
seklindedir [25].
F,’ ler (i=0,1,2,3) daha agik olarak,
F,=fU")=F=Au"

2
F :f(U"+%/’<F0]:/"L(U”+%/’<(/lU”)]:>F1 =/1U"+%U”

2 2 213
K= f(U”%kFl):){U" +%k[lU” +%U"D: F, :lU”+%U" +k4’l U"

2 213
F,=flU"+kF)= /”L[U” +k[/lU" +%U” +%U" D

213 314
F, :/"LU”+k/12U”+%U"+k4/I U"

seklinde yazilir. Bunlarm (2.15) esitliginde yerlerine yazilmasiyla (2.14) lineer

denklemi icin dordiincii mertebeden Runge-Kutta c¢oziimleri,

10



&Y . (KkA) . (kA)

24

U™ =U"+kAU" + U"+ U"+ u" , n=0,1.2,...

ile bulunur [25].

2.4. BIRINCI MERTEBEDEN LINEER OLMAYAN DENKLEMLER IiCiN
NUMERIK YONTEMLER

2.4.1. Euler Yontemi

Genel olarak,
U'=f{U) (2.16)
seklindeki lineer olmayan denklemler i¢in Euler yontemi,
Ut =U"+kfU") . n=0,12,...
seklinde tanimlidir [25].

2.4.2. ikinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemi
(2.16) lineer olmayan denklemi icin ikinci mertebeden Runge-Kutta
yontemi,
. a1 "
U =U +Ekf(U) (2.17)

olmak iizere,

Un+l — Un +kf(U“) , n:O,l,Z,-.. (2.18)

11



formiilii ile verilir. Burada, (2.17) ile hesaplanan U~ degerleri ¢ , zaman
n+5

1 1

adiminda hesaplanan U’HE degerleridir. (2.18)’ de f fonksiyonu bu Un+2 ara

noktalarinda deger alarak U ni degerleri bulunur [25].

2.4.3. Crank-Nicolson Yontemi
(2.16) denkleminin Crank-Nicolson ydntemi ile ¢oziimlerinin bulunmasinda

n=0,1,2,... ic¢in,
Un+l :Un+§f(Un+Un+l)
formiilii kullanilir [25].

2.5. SONLU FARK YONTEMLERI iCiN GENEL KARARLILIK ANALIZi

Kismi diferansiyel denkleme karsiik gelen sonlu fark denkleminin
¢Oziimiinlin kismi diferansiyel denklemin tam ¢oziimiine yakisamasi igin gerekli
olan sartlara kararlilik sartlari, kararhlik sartlarinm  bulunmasi islemine de
kararlilik analizi denir.

Kararlhilik analizi i¢in bilinen iki yontem vardir. Biz burada matris

yonteminden bahsedecegiz.

2.5.1. Matris Yontemi

Matris yontemi, lineer denklemler i¢in kullamlan kararhlik analizlerinden
biridir. Sonlu fark denklemlerinin ¢oziimiiniin kararliliginin incelenmesinde yaygin
olarak kullanilir.

Bu yontemle kararliligi incelemek igin,

w_su

o P 0<x<!l , t>0
X

zaman bagimli, boyutsuz 1si-iletim problemini,

12



U@,)=g,k) . >0

Ull,t)=g,(t) , t>0
sinir sartlar1 ve

Ux0)=f(x), 0<x<I

baslangi¢ sartt ile diisiinelim. Burada gl(t), gz(t) ve f(x) fonksiyonlart biliniyor
olsun. Kismi diferansiyel denkleme karsilik gelen sonlu fark yaklasimi kapah

olarak matris notasyonunda,
v =A™ +b (2.19)

1) )

seklinde yazilabilir. U™ degerine ¢ok yakmn bir ¢ozim U™" olsun ve bu

¢Oziim yuvarlama hatalarim1 da icersin. Bu durumda,

U = au™ +b (2.20)

yazilabilir. Buradaki hatanin,

e =U"-U;

oldugu diisiiniiliirse hata vektori,
R L e e N/ A |

olur. (2.19) ifadesinden (2.20) ifadesinin ¢ikarilmasiyla,

) _ 4 )

13



bulunur. Bu esitlikten,

e("’) — Ag(’"*l) — A2€(m*2) — . = Ame(o) (221)

yazilabilir. Burada g(o):[elo e eg_l]T baslangic hatasidir. Baslangig

(m)

hatasinin =0’ da bilindigini kabul edelim ve e"’ hatasinin sinirhi kalma sartim

arastiralim:
A reel, simetrik ve ranki (N-1) olan bir matris olsun. Boylece A

matrisinin A4,A,,...,A,_, Ozdegerlerine (N-1) tane lineer bagimsiz W W,,. W, |
Ozvektdr karsihik gelir. Boylece, W, (k=1,2,3,...,N-1) lar IRN™! uzayi igin bir
bazdir. Dolayistyla (N-1) boyutlu herhangi bir vektor W, ° larin lineer birlesimi

olarak yazilabilir. ¢® e IR"" oldugundan,
=Yaw, (2.22)
yazilabilir. (2.22)’ nin (2.21)’ de yazilmasiyla,
N-1
M =A"Y aw, (2.23)
k=1

bulunur.

Ozdeger ve 6zvektor tanimimdan,

AW, = A’k W,

dir. Ayrica,
A"W, =4"W,

dir. Bu esitlik (2.23)’ de kullanilirsa,

14



(m) N-1 N-1 N-1

m) __ m _ m _ m

e =A E aW, = E aA"W, = E a W,
k=1 k=1 k=1

elde edilir.

(m)

m artarken e nin sinirh kalmast ( yani mutlak degerce istenildigi kadar

kiigiik bir pozitif sayidan kiigiik kalmasi ) igin,
<
m?x|lk| <1

olmahidir [23].
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BOLUM 3

3.1. METHOD OF LINES (MOL) YONTEMIi

Method of lines ( MOL ), lineer ve lineer olmayan denklemlerin baslangig
simr deger problemlerinin ¢6ztimiinii bulmakta kullanilan bir yontemdir [26].
Yontem, bir degiskene ( konum degiskenine) gore kismi diferansiyel denklemi
ayristirarak, sonucta denklemi kolaylikla ¢oziilebilen adi diferansiyel denklem
sistemine doniistlirtir. Kismi  diferansiyel denklem  biitiin degiskenlerine gore
ayrismadigindan, MOL bazen yari- ayristirma metodu olarak bilinir [27]. Ayristirma
sonlu farklar, sonlu elemanlar ya da agirlikli kalan y&ntemleri gibi ¢esitli yollarla
yapilabilir [28].

MOL yaklasimmin en 6nemli avantaji hem agik yontemlerin kolaylhigina
hem de adi diferansiyel denklemin ¢6ziimiinde zayif bir niimerik yontem
kullanmadik¢a, kapali  yontemlerin  stiinliigiine  (kararlilik  avantajina) sahip
olmasidir. Metodun bundan bagska ¢ok Onemli iki avantaji daha vardir. Birincisi,
bu metodla, sayisal hesaplamalarda ©nemli artiglar ve sinir sartlart igin ek
zorluklar olmadan yiiksek mertebeden yaklasimlart ¢dzmek miimkiindiir. Ikincisi,
zaman integrasyonunda giivenli ve etkili bir adi diferansiyel denklem ¢oziiciisiiniin

kullanimiyla, ¢ok kiigiik adimlar kullanmadan da iyi sonuglar alnabilir [29].

3.2. MOL YONTEMININ ISI DENKLEMINE UYGULANMASI

U, =U (3.1)

t XX

seklindeki 1-boyutlu lineer parabolik denklem,

U(x,0)= f(x)

baslangi¢ sarti ve 0<x</ olmak iizere,

u@,)=fk) ., t>0

ult,e)=£,) ., t>0

16



simir sartlar ile g6z 6niine alinsin.

x, =ih, h=x,—x

t,=nk, k=t, —t,
olmak iizere, (x,,z,) grid noktalarmi temsil etsin. U de bu (x,z,) grid

noktalarindaki ntimerik ¢oziimleri gdstersin. Yani, U (x,t) verilen kismi diferansiyel

denklemin tam ¢oziimii olmak iizere U (x,t)z U olsun.

[O,l] arahgli N parcaya boliinsiin. Bu durumda, N +1 tane grid noktas
olup Ax,

dir.
MOL yontemiyle ¢oziimii bulmak i¢in, denklemdeki x’ e gore tiirevin yerine

sonlu fark yaklasimi yazilarak denklem diskrize edilir. Yani,

a2Ui Ui+1 - 2Ui + Ui—l
ox* h?

N

alinir. Boylece kismi diferansiyel denklem,

dUi _ Ui—l — 2Ui +Ui+1

y - , i=123,..,N-1
1

seklinde kolaylikla ¢oziilebilen lineer adi diferansiyel denklem sistemine doniisiir

ve matris notasyonunda,

U'l)=AU@)+ £(t) (3.2)

seklinde yazilabilir. Burada, A iiclii bant matris ve f(r) siir sartlarini igeren

stitun matrisi olup asagidaki gibi tamimhidirlar [25].

17



—2 1 ] [ £,0)]
1 -2 1 0
1 -2 1 0
1 1 -2 1 1
A= ? ) f(t) = ?
1 -2 1

1 -2 1 0

L I - 2_(N—1)><(N—1) _f2 (t)_ (N-1)x1

Bu diferansiyel denklem sistemi cesitli niimerik yontemler kullanilarak c¢oziilebilir.
Bu boltimde, (3.2) diferansiyel denklem sisteminin ¢oziimiinii asagidaki
baslangic ve smir sartlar1 icin Euler yontemi, ikinci mertebeden Runge-Kutta ve
dordiincii mertebeden Runge-Kutta yontemleri ile elde ettik ve sonuglart Tablo
3.1, Tablo 3.2 ve Sekil 3.1, Sekil 3.2 de tam ¢oziimle karsilastirdik.
Simdi (3.1) denklemini,
U(x,0)=x(1-x) (3.1a)
Uu@,1))=U,r)=0 , >0 (3.1b)

baslangic ve smir degerleri ile goz Oniine alip MOL yontemini uygulayalim:

[0,1] arahgt N =10 olmak iizere N parcaya boliinsiin. Bu durumda

h=1/10 olup denklem sistemi,

dUi _ Ui+1 - 2Ui + Ui—l
dt n’

, i=12,..9

veya
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dt h?

du, _U,-2U,+U,
dt h?

dU, _U,—2U,+U,
dt h?

du, U, -2U,+U,
dt h?

Uy= 0

Ss8s
. II
[\®]

W
Il

[=)}

o

SIGEIGIGEGEE

N}

seklindedir. Burada,

, U =[U1 U2 U3

-19x9

19
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N
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ile gosterilirse diferansiyel denklem sistemi kisaca,

(3.3)

seklinde ifade edilir.

3.2.1. Euler Yontemi

Bu diferansiyel denklem sistemini ilk olarak Euler yontemiyle ¢6zelim. Bu
yonteme gore (3.3) seklindeki denklemlerin ¢oziimi,

U™ =U"+kAU" , n=0,1,2,...

formiilii ile hesaplanir [25]. Burada k, ¢ (zaman) yoniindeki grid mesafesi olup

formiil matris notasyonunda yazilirsa,

U1n+1 Ul” - » { _ Ul” -
0" gy -2 1 v,
U3:: Uy’ -2 1 Uy’
Us U, 1 -2 1 U,
Ut =g+ X 1 -2 1 U,
vt o, " 1 -2 1 U,
U7n+l U7" 1 ) 1 U7"
U U," -2 1|u
U9n+l Ugn_ 1 =2 U9"_
ve r= k/h2 olmak {izere acik olarak yazilirsa,
U +rl-our+ur) L i=1
Ut =4u"+ r(U,."_1 —2U" +U,."+1) L i=2,.8
ur+r(ur, -2ur) ,i=9

seklindedir.
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Euler yonteminde agik sonlu fark teknigi kullanildigindan, r <1/2 kararlilk

sarti saglanacak sekilde k ve h degerleri alinarak c¢oziim yapildi. Sonuglar ¢’ nin

farklr iki degeri i¢in Tablo 3.1 ve Tablo 3.2 de verildi.

3.2.2. ikinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemi

Ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemi ile (3.3) denkleminin ¢oziimii

Un+l =Un+(kAX/n+%(kA)2U n , l’l:0,1,2,...

formiiliiyle hesaplanir [25]. Algoritmanin matris formu,

_Ulnﬂ | Uln -2 1 Uln
U2n+1 Uzn 1 -2 1 U2n
U3n+1 U3n 1 _ 2 1 U3n
U4n+l U4n 1 -2 1 U4n

w1 nl, K ;
u/“ | =|U) |+ 7 1 -2 1 U,
U6n+1 Uﬁn 1 -2 1 Uﬁn
U7n+1 U7n 1 _ 2 1 U7n
Ut U, 1 -2 1 |Uu)
_U9n+l_ _Ugn_ | 1 _ 2 Ugn_
5 -4 1 Tu]
-4 6 -4 1 U,
1 -4 6 -4 1 U,
| ( . jz 1 —14 64 —64 14 1 g 4:
2 h2 5
1 -4 6 -4 1 U,
1 -4 6 -4 1|US
1 -4 6 -4|Uu,
1 -4 5 ]u,]
seklindedir.

21




Acik sekilde yazarsak,

u'+rlc2u vun )vosebur -aur, vur,) =1
u'+rur, —our U )+ 052 aun, v6u —aur, +Un,) =2
Ut =1u +rur, - 20 + U )+ 052U, - 4U", +6U —4U" +U,) L i=3,
u'+rur, —2ur v )05 (Un, —aur, veU -4ur,) ,i=8
u'+rur, 20"+ 052", - 4ut +5U)") ,i=9

olur. Yine agik sonlu fark teknikleri kullanildigindan r <1/2 olacak sekilde k ve
h degerleri secilerek bu algoritmadan elde edilen ¢oziimler Tablo 3.1 ve Tablo

3.2’ de verildi.
3.2.3. Dordiincii Mertebeden Runge-Kutta Yontemi

Dordiincii mertebeden Runge —Kutta yonteminde ¢dziimlerin hesabi igin,

U™ =U" +kAU" +%(kA)2U” +é(kA)3U” +2—14(kA)4U” . n=0,1,2,...

formiilii kullanilir [25].

Euler ve ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemlerinde yapilan islemler, bu

yontem icin de benzer olarak yapilir.
3.3. ISI DENKLEMININ ANALITIK COZUMU

(3.1) 1s1 denkleminin (3.1a) ve (3.1b) baslangic ve smir sartlar ile analitik
coziimiinii degiskenlerine ayristirma yontemini kullanarak bulalim. X sadece x’ in
ve T sadece ¢ nin birer fonksiyonu olmak {iizere ¢6ziim,

Ulx,t)= X ()T (1)

formundadir.

U =XxT'() ve U,=X"(x)T()
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olduguna goére (3.1) 1s1 denklemi,

X ()= X" (T(0) = -2 = % Xk As0 (sabin

seklinde yazilabilir. Buradan,
T’ >
—=XN=T=e"
T

olarak elde edilir.
X" +XX=0=>m+ X =0=m =il, m, =il
oldugundan X (x) ¢oziimii, ¢, ve ¢, iki keyfi sabit olmak iizere,
X (x) = ¢, sin(Ax)+ ¢, cos(Ax)
dir. O halde (3.1) 1s1 denklemini genel ¢6ziimii,
U(x,r)= (¢, sin(Ax)+c, cos(Ax))e "
olarak bulunur. Sol sinir sartindan,
UQ,1)=0=c,e™ =0=>¢,=0
olur. Boylece ¢oziim,
Ulx,r)=¢ sin(Ax)e ™"

sekline gelir. Sag smir sartindan,
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U(,t)=0=> ce*'sinA =0

2
olur. V ¢t icin e #0  d. ¢, =0 olmast durumunda da asikar c¢oziim elde

edileceginden ¢, # 0 olmalidir. O halde,

sindA=0=>A=nmw , n=0F1F2,...
dir. Boylece,
U,(x,t)= cne’”z”z[ sin(nx)

¢coziimii elde edilir. Burada ¢, yerine n’ nin farkli degerleri i¢in kullanmlabilen,
fonksiyon sabitlerini gosteren ¢, alinmistir. Bu sekildeki ¢oziimlerin her biri sinir

sartlarin1 saglar. Lineer denklemler i¢in ¢oziimlerin toplami da yine bir ¢oziim

oldugundan,
Ul(x,t)= ice sin (n7x) (3.4)
n=1

de cozimdiir (Siiperpozisyon ilkesi). Son olarak baslangic sartinin da saglanmasi

gerektiginden,

U(0)=x(1-x) = U(x0)=Y c,sin(um)= x(1-x)

n=1

olur. Bu ise x(I—x) fonksiyonunun 0 < x <1 icin Fourier siniis serisinin agtlmm

problemine esdegerdir. O halde,

1 1

c, = 2j-x(1 - x)sin(mtx)dx = Zstin(nmx)dx - Jx2 sin(mz:x)dx

0 0

olarak yazilirsa,
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1
stin(nﬂ:x)dx = —Lcos(nn')+ 21 5
0 nmw nm

veE

1
Jx sin(n7mx )dx = —icos(nn')+
0 nw

oldugundan,

bulunur. Bu deger

c ——Lsin(nﬂ')— 4
n’n’ '’

S

cos(nrm)+ 4
n

in(nm)

2 —sin(n)+—— 2 ~cos(nm)———
n’m? n’n’ n

371'3

(3.4) de yerine yazilirsa (3.1) 1s1

sartlarin1 saglayan ¢oziimdl,

U(x,t)=i[— 2

ya da

seklinde elde edilir.

. 4
> sin(n7)— e

i -(2k+1P7
= 2k +1)371'
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Tablo3.1 h=0.1 ve k=0.001 icin t=0.01 zaman adimindaki niimerik
¢oziimlerle analitik ¢oztimiin karsilastirilmasi
x Euler Ikinci Dérdiincii Analitik
mertebeden mertebeden cOziim
Runge-Kutta Runge-Kutta
0.1 0.07574 0.07597 0.07596 0.07560
0.2 0.14126 0.14145 0.14145 0.14114
0.3 0.19021 0.19029 0.19029 0.19016
0.4 0.22002 0.22005 0.22005 0.22002
0.5 0.23000 0.23001 0.23002 0.23000
0.6 0.22002 0.22005 0.22005 0.22002
0.7 0.19021 0.19029 0.19029 0.19016
0.8 0.14126 0.14145 0.14145 0.14114
0.9 0.07574 0.07597 0.07596 0.07560
Tablo 3.2 h=0.02 ve k=0.0001 i¢in ¢=0.1 zaman adimindaki niimerik
coziimlerle analitik ¢oztimiin karsilastirilmasi
x Euler Ikinci Dérdiincii Analitik
mertebeden mertebeden ¢Oziim
Runge-Kutta Runge-Kutta
0.1 0.02971 0.02973 0.02973 0.02972
0.2 0.05652 0.05654 0.05654 0.05652
0.3 0.07778 0.07782 0.07782 0.07780
0.4 0.09144 0.09148 0.09148 0.09146
0.5 0.09615 0.09619 0.09619 0.09616
0.6 0.09144 0.09148 0.09148 0.09146
0.7 0.07778 0.07782 0.07782 0.07780
0.8 0.05652 0.05654 0.05654 0.05652
0.9 0.02971 0.02973 0.02973 0.02972
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0.18
0.16 4
0.14 1
0.12 1
0.1

U(x,t)

0.08 A
0.06 1
0.04 4
0.02 A

0 T T T T T T T T T
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

——Euler —=— Tam ¢6ziim

Sekil 3.1 £7=0.1 ve k=0.001 icin #=0.05 zaman adiminda Euler yontemi ile elde

edilen ¢oziimiin analitik ¢6ztimle karsilastirilmasi

0.0025

0.002

0.0015 A

U(x,t)

0.001

0.0005 A

0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

—s— Buler —— [kinci mertebeden Runge-Kutta —— Tam ¢6ziim

Sekil 3.2 h=0.1 ve k=0.001 i¢in ~=0.5 zaman adiminda elde edilen niimerik

coziimlerle analitik ¢6ziimiin karsilastirilmasi
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BOLUM 4

Bu boliimde model problem olarak kullanilacak olan,

oU oU o°U

o U Ve 0
U(x,0)=U,(x) = sin(mx) (4.1a)
U@,r)=U(,1)=0 (4.1b)

baslangi¢-sinir deger probleminin analitik ¢6ziimii yapilacaktir.

4.1. BURGERS DENKLEMININ ANALITIK COZUMU

(4.1) ile wverilen Burgers denkleminin dogrudan analitik ¢dzlimiiniin
bulunmasi miimkiin degildir. Fakat bir doniisim yardimiyla lineer hale getirilerek
¢oziilebilen ¢ok az sayidaki non-lineer denklemlerden birisidir.

Burgers denklemi, Hopf-Cole doniisiimii olarak bilinen,
0
U=-2v—+= 4.2
0 (4.2)

seklinde bir doniisiim ile,

6 9%

E = Vﬁ (43)

lineer 1s1 problemine indirgenir [1]. Baslangi¢ ve smir degerleri ise (4.2)

doniisiimii altinda,
6,(x)=6(x.0)= ¢, expl- 2v) " [1 - cos(ax)[} (4.32)

6.(0.£)=6.(1,1)=0 (4.3b)
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haline gelir.
Simdi (4.3), (4.3a) ve (4.3b) seklinde indirgenmis baslangi¢-sinir deger
probleminin analitik ¢oziimiinii degiskenlerine ayirma yontemiyle bulalim:

Bunun ig¢in,
6(x.1)= X (X)T ()

(4.3) denkleminin bir ¢oziimii olsun.
20 ,
5. = Xre)
X

P9 x"(a)r ()

’0
ox’
20 ,
5, =X
t
esitlikleri (4.3) denkleminde yerine yazilirsa,

X ()r(t)=vx"(x)r ()

elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa,

X_” - lz =-A , A>0 (sabit)
X vT
olur. Buradan,
X" +AX =0
T+ T =0
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seklinde iki adi diferansiyel denklem elde edilir. Bu denklemlerin ¢6ziimleri

sirastyla,

X = A cos(Ax)+ B, sin(Ax)

dir. Bu coziimler,
8(x,1)= X (x)r(r)
ifadesinde yerine yazilirsa;
6(x.1) = [A cos(x) + B, sin(Ax)Jee ™ |
elde edilir. Burada cA = A , ¢B, = B denirse,
0(x,1)= e *""[Acos(Ax)+ Bsin(Ax)] (4.4)

olur. Sol smir sartindan

3_9 = ¢ *"'[- ALsin(Ax)+ BAcos(Ax)]
x

99 (0.0)= e (BA) =0
ox

~22vt

dir. e # 0 oldugundan B=0 olmalidir. Béylece (4.4) ¢6ziimii,

0(x,1)= Ae " cos(Ax)

haline gelir. Diger smir sartinin kullanilmasiyla,
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9 = —AAe ™™ sin(Ax)
ox

3_9(1,0 A% sin(1)
X

bulunur. Burada A=0 olursa asikar ¢6ziim bulunacagindan,
sinA =0

olmalidir. Boylece,

dir. A degerinin yerine yazilmasiyla,
6, (x,t)= Ane_”"z”Z’ cos(nmx)

coziimii elde edilir. Siiperpozisyon ilkesi geregince (4.3) denkleminin genel

¢Ozimi,
8(x,1)= A, + Y e A, cos(nx)
n=1

seklinde yazilabilir. Bu ise bir Fourier cosiniis serisidir. Burada A, , A, Fourier

katsayilari,

1 1

A, = J.OO (x)dx = cofexp{— (271'1/)71[1 - cos(ﬂ:x)]}ix

0 0

A = 2c0j.exp{— @2mv)! [1 — cos(m)]}cos(nn‘x)dx

0
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seklinde tanimhdir. Buradan (4.1) ile verilen Burgers denkleminin analitik ¢oziimii,

(4.2) doniisiimii yardimiyla

2ﬂvi ne’”z”zv’Aw sin(nx)

Ul(x,1)= —2=L
A+ Ze‘”z”zv’An cos(nmx)

n=1

olarak elde edilir [1].
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BOLUM 5

Bu bolimde, 4. bolimde verilmis olan (4.1) baslangig-sinir  deger
probleminin (4.3), (4.3a) ve (4.3b) seklinde ifade edilen lineerlestirilmis haline
MOL ydntemi uygulandi. Sonugta ortaya ¢ikan adi diferansiyel denklemlere c¢esitli

niimerik yontemler uygulanarak coziimler elde edildi.

5.1. LINEERLESTIRILMIiS BURGERS DENKLEMINE MOL YONTEMININ
UYGULANMASI

0
U=-2v— 5.1
"o (.1

Hopf-Cole doniisiimii kullanilarak (4.1) baslangic - sinir deger probleminin,

00 2°0

2., (5.2)
6(x,0)= ¢, expf- (2vz)'[1 - Cos(m)]} (5.2a)
6.(0,1)=6.(,1)=0 (5.2b)

seklindeki lineer 1s1 problemine doniistiigiinii biliyoruz [1].
Bulunan bu lineer 1s1 problemine Method of Lines yOntemini uygulamak

icin 6, sabit birakilip, 8 = yerine sonlu fark yaklagimi yazilir. Simir sartlarina ise

merkezi farklar uygulanir. (Burada ¢, =1 alinacaktir. )

h=x

i+1

—x, olmak iizere, [0,1] aralhgi N pargaya boliinsiin. (5.2)

denklemine MOL uygulanirsa,

ﬂ _ v6i+l _ 291’ +ei—l

y - . i=012..,N (5.3)
t

yazilabilir.

33



x =0’ daki sol simir sarti merkezi fark cinsinden,

seklindedir. i =0 icin (5.4) denklemi,

0,-6.,
2h

=0=6,=6,

olur. i=0 i¢in (5.3) denklemi ise,

do, _ 6,-26,+6.,
dt h?

(5.4)

(5.5)

(5.6)

dir. (5.5) ve (5.6) denklemlerinde problemin ¢oziim bolgesine diismeyen 6.

hayali degeri bulunmaktadir. Bu deger (5.5) in (5.6)” da kullanilmasiyla kolayca

yok edilir. Boylece,

d6,  —26,+26,

dt h?

elde edilir.

x=1"deki sag smur sartt merkezi fark cinsinden,

olarak yazilir. x=1"de i=N oldugundan,
6N+1 -6

I ==0= Oy =0y

olur. i=N i¢in (5.3) denklemi ise
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dOy _ Oy, =20, +6,,

5.8
dt h? (58)

dir. Burada da 6,,, degeri hayali degerdir. (5.7), (5.8) de yerine yazilarak bu
deger de yok edilir. Buradan,

de, _ 20,20,

dt n?
bulunur.
O halde,
v% ,i=0
46, _ 1, 0m=20 40 15 N
dt h
291‘1}!2_ 26, , i=N

0, -2 2 0,
0, 1 -2 1 0,
0, 1 -2 1 0,
d| 9, v 1 -2 1 0,
dat| | R ' :
0, , 1 -2 1 0, ,
0, 1 =2 1 0y,
| 0y | i 2 =2]] 6y |
ve
5 5 _
1 -2 1
1 -2 1
A= hv—z
1 -2 1
L 2 - 2_ (N+1)x(N+1)
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ile gosterilirse,

seklinde yazilabilir.

5.1.1. Euler Yontemi

(5.9) denklem sisteminin Euler yontemi ile ¢oziimiinii bulmak igin,

0" =0"+kAO" , n=012,.

(5.9)

algoritmasmin kullanildigin1 biliyoruz [25]. Buna g&re algoritmanin agik ifadesi,

90n+1 eon _ 2 2

61n+1 Oln 1 _ 2 1
92n+l 92n 1 _ 2
93n+1 _ 63;1 +ﬁ 1

: : h?

0| |en,

o | |on,
K B

veya r= kv/ h* olmak iizere,

0" +r(-20" +20"

0" +r(20", —20")

)
") L i=12..N-1
,i=N

i+1

0" =107+ (07, —20" +0

i+l

i=0

seklindedir. (5.2) lineer 1s1 denkleminin ¢oziimii olan 9(x,t)’ ler (5.2a) baslangig

sart1 kullanilarak bu algoritmadan kolayca bulunur. Bulunan bu degerlerin (5.1)
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doniisiimiinde  yerine yazilmasiyla, (4.1) ile verilen Burgers denkleminin U (x,)
¢Oziimleri elde edilmis olur.

Bu algoritma kullanilarak ¢esitli zaman adimlarinda, farkh k ve h
degerleri icin nlimerik ¢oziimler elde edildi. Sonuglar Tablo 5.1, Tablo 5.2 ve

Sekil 5.1, Sekil 5.2° de analitik ¢6ziimle karsilastirildi.

Tablo 5.1 h=0.1 ve v =1 i¢in ¢ =0.1 zaman adimmda farkhh k degerleri alinarak

Euler yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastiriimasi

X Euler Analitik ¢oziim
k=0.001 k=0.0001 k=0.00001
0.1 0.11016 0.10868 0.10866 0.10954
0.2 0.21100 0.20815 0.20811 0.20979
0.3 0.29364 0.28961 0.28959 0.29190
0.4 0.35008 0.34519 0.34518 0.34792
0.5 0.37398 0.36866 0.36860 0.37158
0.6 0.36147 0.35622 0.35608 0.35905
0.7 0.31208 0.30746 0.30729 0.30990
0.8 0.22946 0.22601 0.22589 0.22782
0.9 0.12158 0.11973 0.11966 0.12069

Tablo 5.2 v =0.1 ve k =0.00001 i¢in ¢ = 0.1 zaman adiminda farkli 2 degerleri

alinarak Euler yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢ziimle karsilastirilmasi

X Euler Analitik ¢oziim
N=10 N=20 N=50 N=100
0.1 0.21353 0.22100 0.22308 0.22346 0.22345
0.2 0.41919 0.43169 0.43533 0.43592 0.43580
0.3 0.60742 0.62068 0.62441 0.62508 0.62512
0.4 0.76542 0.77458 0.77723 0.77764 0.77772
0.5 0.87596 0.87692 0.87723 0.87718 0.87728
0.6 0.91654 0.90741 0.90468 0.90418 0.90425
0.7 0.86057 0.84294 0.83781 0.83695 0.83692
0.8 0.68432 0.66424 0.65843 0.65754 0.65731
0.9 0.38411 0.37045 0.36651 0.36590 0.36575

37



091 t=0.005

0.8 1
0.7 1
0.6 1

t=0.05
0.5 1

U(x,t)

0.4 1
0.3 1
0.2 1

0.1 1 t=0.5

0 @ ? ? ? ? ? ? ? @
o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

—— Tam ¢6ziim —e— Euler

Sekil 5.1 h=0.1, v=1 ve k=0.001 icin farkli zaman adimlarinda Euler yontemi

ile elde edilen c¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasi

0.9

U(x,t)

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

—— Tam ¢oziim —e— Euler

Sekil 5.2 h=0.1, v=0.1 ve k=0.0005 icin 0.2, 0.8 zaman adimlarinda Euler

yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastiriimasi
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5.1.2. Tkinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemi

(5.9) denklem sisteminin ikinci

¢cOziimil igin,

0" =0"+ (kAP " +%(kA)29 ", n=012,..

algoritmasi1 kullanilir [25]. Bu

90n+1 Oon _ 2
91n+l eln 1
92n+1 ezn
93n+1 _ 93n ﬁ
: h?
ONL | |Bhea
OV | | O
ov'] Loy L
6 -8 2
—4 7 -4
1 -4 6
(kv 1 -4
+—| —
2| K

algoritmanim acik ifadesi,

2

-2 1
1 -2 1
1 -2 1

1 -2 1

)

2

Tar

1 6"

—4 1 0,

6 -4 1 0,

1 -4 6 -4 1 |g

N-2

1 -4 7 —4|6,

veya r :kv/ h* olmak iizere,

Oin + r(Oin—l - 291'” +6/,

o +r(-20" +267 )+ 0.5 (66" 86", +26")
J+0.5r2(- 467, +76," ~ 46}, + 0]

i+2

)

0 =10" +rl07, —26, +67 )+ 0.5r2(7, — 46", +66, — 48" +6"

i-1

6 + r(Oin—l - 291'” +6/,

)+0.52(07, - 46" +76" — 46

" + r(29,-”_1 -26] )"‘ 0.5r° (291-”—2 —80., + 69!'”)
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seklindedir. (5.2a) baslangic sartinin kullanilmasiyla bu sistem kolayca c¢oziilerek
(5.2) denkleminin 6(x,r) coziimleri elde edilir. Bu sekilde hesaplanan 6(x,r)
degerleri, Euler ¢oziimiinde oldugu gibi, (5.1) doniisiimiinde yerine yazilarak, (4.1)
Burgers denkleminin ¢6ziimleri bulunur.

Yine yukaridaki algoritma kullanilarak cesitli zaman adimlarinda farkli &
ve h degerleri i¢in niimerik ¢oziimler elde edildi. Sonuglar Tablo 5.3, Tablo 5.4 ve

Sekil 5.3, Sekil 5.4’ de analitik ¢6ziimle karsilastirildi.

Tablo 5.3 h=0.1 ve v =1 i¢in t=0.1 zaman adiminda farkli k degerleri alinarak
ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemi ile elde edilen c¢oziimlerin analitik

¢Oziimle karsilastirilmasi

X Ikinci mertebeden Runge-Kutta Analitik ¢oziim
k=0.001 k=0.0001 k=0.00001
0.1 0.11072 0.10874 0.10866 0.10954
0.2 0.21207 0.20826 0.20812 0.20979
0.3 0.29510 0.28975 0.28960 0.29190
0.4 0.35179 0.34536 0.34520 0.34792
0.5 0.37576 0.36883 0.36861 0.37158
0.6 0.36315 0.35638 0.35609 0.35905
0.7 0.31350 0.30760 0.30730 0.30990
0.8 0.23049 0.22611 0.22589 0.22782
0.9 0.12212 0.11978 0.11966 0.12069
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Tablo 5.4 v =0.1 ve k =0.00001 ¢=0.1 zaman adiminda farkli 2 degerleri
almarak ikinci mertebeden Runge - Kutta yontemi ile elde edilen ¢o6ziimlerin

analitik ¢oziimle karsilastirilmasi

X Ikinci mertebeden Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
N=10 N=20 N=50 N=100
0.1 0.21353 0.22100 0.22308 0.22346 0.22345
0.2 0.41919 0.43169 0.43533 0.43593 0.43580
0.3 0.60742 0.62068 0.62441 0.62509 0.62512
0.4 0.76542 0.77458 0.77723 0.77764 0.77772
0.5 0.87596 0.87692 0.87723 0.87718 0.87728
0.6 0.91654 0.90740 0.90468 0.90417 0.90425
0.7 0.86057 0.84293 0.83780 0.83695 0.83692
0.8 0.68431 0.66424 0.65843 0.65754 0.65731
0.9 0.38411 0.37045 0.36651 0.36590 0.36575
1
091 1=0.005
0.8 -
0.7 -
- 061 1=0.05
< 05 4
2
= 041
03 -
0.2 -
0.1 - t=0.5

Tam ¢oziim —e—ikinci mertebeden Runge-Kutta

Sekil 5.3 £=0.1, v=1 ve k=0.001 icin farkli zaman adimlarinda ikinci
mertebeden Runge-Kutta yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik c¢oziimlerle

karsilastiriimasi
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0.9

0.8 1
0.7 1
0.6 1
0.5 1

U(x,t)

0.4 1
0.3 1
0.2 1

0.1 1

Y

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

—— Tam ¢oziim —e—ikinci mertebeden Runge-Kutta

Sekil 5.4 h=0.1, v=0.1 ve k=0.0005 icin 0.2, 0.8 zaman adimlarinda ikinci
mertebeden Runge-Kutta yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik coziimlerle

karsilastiriimasi

5.2. NUMERIK YONTEMLERIN KARARLILIGI

Bu kisimda Matris yontemi kullanilarak kararhihk analizi yapilmigtir.

5.2.1 Euler Yontemi icin Kararlihk Analizi

Lineerlestirilmis Burgers denkleminin Euler Yontemi ile ¢oziimii,

90n+1 90” -2 2 | 90”

eln+l eln 1 _ 2 1 61”

92n+1 92n 1 _ 2 1 92n

63n+1 _ 93” . kV 1 _ 2 1 93” (5 10)

S A B n

o, 0, 1 -2 1 0,

O;lltll Oy -2 1 Oy
_91’\’,“_ | 6y L 2 =2] 6y

olarak B&liim 5.1.1° de verilmisti. Bu yontemin kararliligim1 arastirmak igin (5.10)

ifadesinin sag tarafi
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n+l] B n ]
ZO"H [1-2r 2r i ZO"
91n+1 r 1_ 2}’ r Oln
2 r 1-2r r 2
6, _ ! 6, (5.11)
671:+1 r 1_ 2r r en'
O’Z;f r 1-2r r ONn"Z
N-1 _ N-1
o | 2r 1 2r_ py
LYN ] L YN ]

seklinde diizenlenir. Katsayilar matrisini A ile gosterirsek (5.11) ifadesi kisaca,
0" =A6" |, n=0,1.2,...
seklinde yazilabilir. Burada, r=kv/h*> ve 6" :16(;1 e - 0y, 6, JT
dir.
Brauer teoremi geregince A matrisinin biitiin satirlar igin,
a,=1-2r ve P = 2|r|

dir. v>0 oldugundan r >0 dir. O halde P, =2r dir. Boylece,

M —a,

=P =[A-(1-2r|=2r
yazilir. Buradan,

A=1+2r=2r=21 =1
A-1+2r==2r= A1 =1-4r

bulunur. Kararhhk igin,

Al<1 ve |A,]<1
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olmalidir. 4, =1 oldugundan bu sarti saglar. A, iginse
A <1=[1-4r<1=-2<-4r<0

yazilir. Buradan da r<1/2 elde edilir. O halde Euler ydnteminin kararhiligi igin,

b <

1 1
r<— veya —
2 y )

=

sart1 saglanmalidir.

5.2.2. ikinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemi I¢in Kararhlik Analizi

Lineerlestirilmis  Burgers denkleminin ikinci mertebeden Runge-Kutta

metodu ile ¢oziimiiniin matris formunun,

eonJrl_ 6011 _ 2 2 6011
eln+l eln 1 _ 2 1 Oln
62n+1 ezn 1 _ 2 1 ezn
03n+1 9371 kV 1 _ 2 1 9371
S il B )
91’\1:12 Oy_» -2 1 Oy_»
61’\1;:11 Oy =2 1jey,
9,'\’,“_ 0y | L 2 =2 6y
6 -8 2 Te, |
4 7 -4 1 6
I -4 6 -4 1 6,
2
1 -4 6 -4 1 "
%(%J , %, (5.12)
1 -4 6 -4 1|6,
1 -4 7 -4|e,
i 2 -8 6] 6 |

seklinde oldugu Bolim 5.1.2° de verilmisti. Sag taraf diizenlenirse
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1-2r+3r° 2r —4r? r’
7 1
r—2r* 1-2r+—r* r—2r? —r?
2 2
1 1
—r? r—2r* 1-2r+3r° r—2r* —r?
2 2
B:
1
—? r=2r? 1-2r+3r° r—2r* —?
2 2
1 7
—r? r—2r* 1-2r+—r2 r—2r*
2 2
r’ 2r—4r? 1-2r+3r°

(N+DXx(N+1) tipinde B matrisi elde edilir. (Burada r= kv/ h*  dir.) Boylece
(5.12) ifadesi kapali olarak

0""'=B6" , n=01.2.. (5.13)

seklinde yazilabilir.

B matrisinin 1. ve (N +1). satirlar igin,
am=1—2r+3r2 s 13;:‘2r—4r2‘+‘r2‘

dir. P, ifadesinde r* >0 dir. 2r—4r° icinse iki durum vardir:

5

1) Pozitif olma durumu:
2r—4r’>0= P = 2r—4r* +r* =2r -3

Bu durumda Brauer teoreminden,

|A‘ - aSS

=P :>\/1—(1—2r+3r2) =2r 37>
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yazilir. Buradan,

A=1+2r=3r"=2r-3r" = A =1
veya

A —=1+2r=3r==2r+3r’ = A =1-4r+6r’
elde edilir.

2) Negatif olma durumu:

2r—4r’ <0= P, =2r+4r*+r> =-2r+5r°
olup

|A/ - aSS

=P = \/1—(1—2r+3r2) = -2r+5r7
esitliginden,

A —1+2r=3r"==2r+5r" = A =1-4r+87°

A, —14+2r=3r"=2r-5> = A, =1-2r"

elde edilir.

2. ve N. satirlar igin,
a,, :1—2r+1}"2 s R 22‘}’—2;»2‘_}_1‘,-2‘:‘2’,_4r2‘+l‘r2‘

dir. Benzer sekilde, 2r—4r> ’nin pozitif veya negatif olmasina gére

1) 2r—4r*20= P, :2;'—4;’2+%r2 :21’—%;’2
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7 7
|/’L—aw =P =A-(1-2r+—r’)=2r——r
B ' 2 2
oldugundan,
/15—1+2r—zr2:2r—1r2 = A=1
2 2

),6—1+2r—zr2 =—2r+%r2 = A =1-4r+7r°

elde edilir.

2) 2?—4r2<0:>R=—2r+4r2+%r2=—2r+%r2
7, 9,
A-a|=P =|A-(-2r+=r")=-2r+=r
- ' 2 2
oldugundan,

L—1+2r—%r2:—2r+%r2 = A =1-4r+8r

2,8—1+2r—%r2:2r—%r2 = A=1-r

elde edilir.
3.4.5.,..,(N-1. satrrlar igin,

ass:1—2r+3r2 , P=2 +2‘r—2r2‘=‘r2‘+‘2r—4r2‘

1
2

dir. Bu durumdaki a, ve P degerleri 1. ve (N +1). satirdakiler ile aynidur.

s

Dolayisiyla bulunacak A degerleri de aynidir.

Matris analizine gore kararlilik igin,
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A<t o, i=12..8
olmalidir.
A=A, =1 oldugundan bu sart direkt olarak saglanir. Ayrica A, =A,’ dir.
A <1=[i-4r+6r|<1=-1<1-4r+6r° <1

= 2<6r'=4r<0

Bu ifadenin sol tarafindaki esitsizlik igin A <0 oldugundan reel kok yoktur. Sag

taraftakinden ise,

[SSER )

bulunur. Benzer sekilde,

|23|Slz>‘1—4r+8r2‘31:>—238r2—4r30:>r2S%
A<ti=fi-27 <1 2<27 <05 <1
|/16|Sl:‘l—4r+7r2‘31:>—237r2—4rS0:>r4Sg

A <1=|-r<i=2<-r <0 <2
elde edilirler. Kararhilik igin,

r< min{ri}

1<i<5
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olmalidir [23]. Buradan ikinci mertebeden Runge-Kutta yonteminin kararhihgn icin,

kv

h2S

N | =

1
r<— veya
2 Y

sart1 saglanmalidir.
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BOLUM 6

6.1. BURGERS DENKLEMININ NUMERIK COZUMU
U +UU, =vU,_ (6.1)

olarak verilen Burgers denklemi,

U (x,0) = sin(mx) (6.1a)
U©,1))=U1,1)=0 , t>0 (6.1b)

baslangic ve simir sartlan ile diisiiniilsiin. Burada, [0,1] araligi N parcaya bdoliinsiin.

Yani,

olsun. (6.1) denklemine MOL yodntemi uygulanirsa

du, +U. Ui —U., =y Un—2U,+U,,
d '\ 2h h*

veya

ﬂ — _Ui Ui+1 — Ui*l +v Ui+l — 21?1 +Ui—l (6.2)
dt 2h h

olur. Burada,

U, -U, U, , —-2U,+U,
U)=-U. i+1 i—1 +v i+l i i—1
O CEEAN T T

denilirse (6.2) denklemi kisaca,
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% = fU,) , i=123,.. ,N-1 (6.3)
t

olarak yazilabilir.

6.1.1. Euler Yontemi

Yukaridaki sekilde olusturulan (6.3) denklem sistemine,

U'=U"+kf(U") , n=0,12,...

Euler algoritmasinin uygulanmasiyla asagidaki lineer cebirsel denklem sistemi elde

edilir [25].
i=1 icin,

U1n+1 — Uln +kf(U1n)

dir. (6.1b) smir sarti U," =0 yerine yazilirsa,

kooww kv, 2
~u'u, +h—fU2 2k

Un+1:Un_
' "oon h?

U/’
elde edilir.
i=2 icin,

U ' =0 + kf U,

=U2n+k[—U2n[U3 z_hUl ]+V[U3 _2;{22 U, )J
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n+ n k n n k n n kV 2kV n kV n
U, ' =U, —EU2 U, +EU2 U+ 7U2 +?U1

T

i =3 icin,

U/“' = U + k(U

=U3n+k[_U3n[U4 2_hU2 ]+V[U4 _ZZ; +U2 ]J

no ka0 k.. kv, 2kv . kv,
:U3 —EU3 l]4 +EU3 U2 ?U4 —7U3 +?U2

i=N-2 igin,

U;/tlz = U1’\1/—2 + kf(U;—z)

n . [Uyno—Uy_ Uy ,—-2Uy ,+Uy_
:UNz_H{_UN{ leh N3]+v[ N-1 hz;z N3])

n k n n k n n kv n 2kv kv
=Uy., _EUN—2UN—1 +EUN—2UN—3 +_2UN—1 -

7U1"v_z +?U§z_3

i=N-1 icin,

UL =Usy, +kf(WU5L)

. . (UL-Un Ur-20" +U".

olur. (6.1b) smir sartinin kullanilmasiyla,
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n 0 ko o kv kv
UNfll =Uy, +EUN—1UN—2 _FUN—l +FUN—2

bulunur. Yani yontemin uygulanmasi ile n=0,1,2,... icin,

Uin_%UinUirirl-'-% irirl_zh_kszin , =1
k k 2
v =<Ul,"—EUI.”UZ,”H+EUZ,”UI.”_I+%UZ,”H—h—kszi”+h—]a;Ui”_l , 1=23,..,N=-2
U/ +%UinUinl _zh_kszin +%Uinl , i=N-1

denklem sistemi olusturulur. Bu sistemde (6.1a) baslangi¢ sartinin kullanilmasiyla
her n igin U ¢oziimleri kolayca bulunur.

Bu algoritma ile farkhh k& ve h degerleri icin elde edilen niimerik ¢&ziimler

Tablo 6.1, Tablo 6.2 ve Sekil 6.1° de analitik ¢oziimlerle karsilastirildi.

Tablo 6.1 h=0.1,v=1 ve k=0.001 i¢in farkli zaman adimlarinda Euler y&ntemi

ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasi

X t=0.1 1=0.2 1=0.3
Euler Anl. ¢oz. Euler Anl. ¢oz. Euler Anl. ¢oz.

0.1 0.10975 0.10954 0.04218 0.04193 0.01598 0.01582
0.2 0.21024 0.20979 0.08048 0.07999 0.03043 0.03014
0.3 0.29262 0.29190 0.11131 0.11062 0.04196 0.04155
0.4  0.34893 0.34792 0.13167 0.13082 0.04945 0.04896
0.5 0.37284 0.37158 0.13941 0.13847 0.05213 0.05161
0.6 0.36046 0.35905 0.13352 0.13258 0.04971 0.04921
0.7 0.31129 0.30990 0.11430 0.11347 0.04239 0.04196
0.8  0.22893 0.22782 0.08347 0.08284 0.03086 0.03054
0.9  0.12131 0.12069 0.04402 0.04369 0.01624 0.01607
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Tablo 6.2 v =1 ve k=0.00001 i¢in ¢ =0.01 zaman adiminda farkli & degerleri

alinarak Euler yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastirilmasi

X Euler Analitik ¢6ziim
N=10 N=20 N=50 N=100
0.1 0.27352 0.27331 0.27325 0.27324 0.27324
0.2 0.52209 0.52169 0.52158 0.52156 0.52156
0.3 0.72255 0.72202 0.72187 0.72185 0.72185
0.4 0.85536 0.85478 0.85462 0.85459 0.85459
0.5 0.90646 0.90590 0.90574 0.90572 0.90571
0.6 0.86898 0.86849 0.86836 0.86834 0.86833
0.7 0.74459 0.74422 0.74412 0.74410 0.74410
0.8 0.54414 0.54390 0.54383 0.54382 0.54382
0.9 0.28716 0.28704 0.28700 0.28700 0.28700
1
0.9
05 t=0.05
0.7 4
= %07 =0.1
X 054
= 04+
0.3 1 t=0.5
02 4
0.1 4
0 ——

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

—o— Tam ¢oziim — Euler

Sekil 6.1 h=0.01, v=0.1 ve k=0.00005 i¢in farkli zaman adimlarinda Euler yontemi

ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasi
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6.1.2. Tkinci Mertebeden Runge-Kutta Yontemi

(6.3) denklem sisteminin ikinci mertebeden Runge-Kutta metodu ile

¢coziimii n=0,1,2,... i¢in,

U =u +%kf(U”) (6.4)

olmak iizere,
U™ =U"+kf(U") (6.5)

formiilii ile hesaplanir [25]. Buradan ilk olarak i=1,2,3,....,N -1 igin,

u, =u +%kf(Ui”)

U,v — Uin +%k[— Uin[UiH _Ui—l j+vUi+l - 22]2: +Ui—l j

den U, degerleri bulunur. Bulunan bu degerlerin  (6.5) denkleminde yerine

yazilmasiyla,

n=0,1,2,... icin,

U™ =u"+kl —u* Uin—U, +vUi+l —2U, +U,, . i=123,..,N—-1
i i i 2h h2

algoritmasi elde edilir. Algoritmada (6.1a) baslangic sartinin kullanilmastyla U™

¢oziimleri kolayca hesaplanir.

Yine farkli & ve h degerleri icin bu algoritma ile elde edilen niimerik

¢Oziimler Tablo 6.3, Tablo 6.4 ve Sekil 6.2° de analitik ¢Gziimlerle karsilastirildi.
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Tablo 6.3 £=0.1,v=1 ve k=0.001 icin farkli zaman adimlarinda ikinci mertebeden

Runge-Kutta yontemi ile elde edilen c¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasi

X t=0.1 1=0.2 t=0.3

Runge-Kutta Anl. ¢6z. Runge-Kutta Anl. ¢6z. Runge-Kutta Anl. ¢oz.

0.1 0.11030 0.10954 0.04258 0.04193 0.01621 0.01582
0.2 021128 0.20979 0.08125 0.07999 0.03087 0.03014
0.3 0.29406 0.29190 0.11238 0.11062 0.04257 0.04155
0.4 0.35065 0.34792 0.13295 0.13082 0.05017 0.04896
0.5 0.37467 0.37158 0.14077 0.13847 0.05290 0.05161
0.6 036222 0.35905 0.13483 0.13258 0.05044 0.04921
0.7 0.31279 0.30990 0.11544 0.11347 0.04301 0.04196
0.8  0.23003 0.22782 0.08430 0.08284 0.03131 0.03054
09 0.12189 0.12069 0.04447 0.04369 0.01648 0.01607

Tablo 6.4 v =1 ve k=0.00001 i¢in ¢ =0.01 zaman adiminda farkli & degerleri
alinarak ikinci mertebeden Runge-Kutta yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik

coziimle karsilastiriimasi

X Ikinci mertebeden Runge-Kutta Analitik ¢6ziim
N=10 N=20 N=50 N=100
0.1 0.27353 0.27331 0.27325 0.27324 0.27324
0.2 0.52210 0.52170 0.52158 0.52157 0.52156
0.3 0.72256 0.72203 0.72188 0.72186 0.72185
0.4 0.85537 0.85478 0.85462 0.85460 0.85459
0.5 0.90647 0.90590 0.90574 0.90572 0.90571
0.6 0.86898 0.86850 0.86836 0.86834 0.86833
0.7 0.74459 0.74422 0.74412 0.74410 0.74410
0.8 0.54414 0.54390 0.54383 0.54382 0.54382
0.9 0.28716 0.28704 0.28700 0.28700 0.28700
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0.9 1 t=0.0
0.8 |
0.7 |
06 | t=0.1
0.5
0.4 |

U(x,t)

0.3 1 t=0.5
0.2
0.1

—6— Tam ¢6ziim ——ikinci mertebeden Runge-Kutta

Sekil 6.2 1=0.01, v=0.1 ve k=0.00005 icin farkli zaman adimlarinda ikinci
mertebeden Runge-Kutta yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik c¢oziimlerle

karsilastiriimasi

6.1.3. Crank-Nicolson Yontemi

Kullanim olarak pratik olan Crank-Nicolsan metodu,
Un+1=Un+§f(Un+Un+l)

formiilii ile tanimhdir [25]. Bu formiil (6.3) denklemi igin,

n __yrn n+l _ yrn+l no_ n n n+l n+l n+l
Uin+1 :Uin+§[_Uin(Ui+12hUi—1 +Ui+1 ZhUi—l ]+V[Ui+l 22]21' +U7 +Ui+l 212;'2 +U7 J]

seklinde yazilir. Crank-Nicolson kapali bir metot oldugundan bu ifade sonugta,

1+k_‘2} in+1+ iUin_ﬂz iTll_ iUi"+ﬂ2 in—jl
h 4h 2h 4h 2h

n k n n n kV n " n
— Y _EUi (U _Uifl)+W(Ui+1_2Ui +UH)

i i+l
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seklinde tridiagonal denklem sistemine doniistir. Bulunan bu esitlik (6.1b) siir

sartlar1 da goz Oniine alinarak matris formunda,

AU =B (6.6)

seklinde ifade edilebilir. Burada,

Y )
h? 4h ' 21
_ kb 14 kv
4h 2K h? 4h 7 2K
A=
k kv kv k kv
— Ul —— 1+— U, ——
4h "7 2p? W 4h "7 2n?
ko kv kv
L 4h 2h h Jv=-1x(v-1)
Uﬁl:[ 1n+l U;H Uzrxl/tl2 Ulr\l/tll]lTx(Nfl)
ve
i n k n n kv n n ]
U, —EUI U, +W(U2 —2U1)
n k n n n kv n n n
U, _EUz (U3 -U, )+W(U3 -2U, +U1)
n k n n n kv n n n
B U, _EUs (U4 -U, )+W(U4 —2U, +U2)
n k n n n kv n n n
UN—2 - EUN72 (UNfl - UN73)+ W(UAH - 2UN—2 + UN—3)
n k n n kv n n
| UN—l + EUN—lUN—2 + W (_ 2UN—l + UN—2) Jovoa

seklindedir. Lineer denklem sistemlerinin ¢&ziimiinde kullanilan metodlardan
birinin (6.6)’ ya uygulanmasiyla, (6.1) ile verilen Burgers denkleminin ¢dziimleri

bulunur.

58



(6.6) denklem

sistemi icin Crout yOntemi

kullanilarak, farkli & ve h

degerleri i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler Tablo 6.5, Tablo 6.6 ve Sekil 6.3” de

analitik ¢oziimlerle karsilastirildi.

Tablo 6.5 #/=0.1, v=1 ve k=0.001 ig¢in farkh

zaman adimlarmda Crank-Nicolson

yontemi ile elde edilen ¢Gziimlerin analitik ¢dziimlerle karsilastirilmasi

X t=0.1 1=0.2 t=0.3

C-N Anl. ¢oz. C-N Anl. ¢oz. C-N Anl. ¢oz.
0.1 0.11026 0.10954 0.04257 0.04193 0.01621 0.01582
0.2 021123 0.20979 0.08123 0.07999 0.03087 0.03014
0.3 0.29400 0.29190 0.11236 0.11062 0.04257 0.04155
0.4 0.35060 0.34792 0.13293 0.13082 0.05016 0.04896
0.5 037464 0.37158 0.14076 0.13847 0.05290 0.05161
0.6 0.36222 0.35905 0.13483 0.13258 0.05044 0.04921
0.7 031282 0.30990 0.11543 0.11347 0.04301 0.04196
0.8  0.23007 0.22782 0.08430 0.08284 0.03131 0.03054
0.9 0.12192 0.12069 0.04447 0.04369 0.01648 0.01607

Tablo 6.6 v =1 ve k£ =0.00001 icin 7= 0.01 zaman adiminda farkli /4 degerleri

alinarak Crank-Nicolson yontemi

karsilastiriimasi

ile elde edilen ¢o6ziimlerin analitik ¢oziimle

Crank-Nicolson

Analitik ¢6ziim

N=10 N=20 N=50 N=100
0.1 0.27353 0.27331 0.27325 0.27324 0.27324
0.2 0.52210 0.52170 0.52158 0.52157 0.52156
0.3 0.72256 0.72203 0.72188 0.72186 0.72185
0.4 0.85537 0.85478 0.85462 0.85460 0.85459
0.5 0.90647 0.90590 0.90574 0.90572 0.90571
0.6 0.86898 0.86850 0.86836 0.86834 0.86833
0.7 0.74459 0.74422 0.74412 0.74410 0.74410
0.8 0.54415 0.54390 0.54383 0.54382 0.54382
0.9 0.28716 0.28704 0.28700 0.28700 0.28700
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09 £=0.0,

0.8 1
0.7 1
0.6 1
0.5 1

t=0.1

U(x,t)

0.4 1 t=0.5
0.3 |

0.2
0.1 1

0 T T T T T T T T T

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

—o— Tam ¢6ziim — Crank-Nicolson

Sekil 6.3 #=0.01, v=0.1 ve k=0.00005 icin farkli zaman adimlarinda Crank-

Nicolson yontemi ile elde edilen ¢oziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastiriimasi
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BOLUM 7
7.1. SONUC-KARSILASTIRMA

(4.1) Burgers denklemi (4.1a), (4.1b) bagslangi¢ ve smir sartlar1 ile goz

ontine ahnarak iki durum icin yaklasik coziimler elde edildi.

7.1.1. Lineerlestirilmis Burgers Denkleminin Coziimleri

(4.2) Hopf-Cole doniistimui ile (4.3), (4.3a) ve (4.3b) baslangig—sinir deger
problemine indirgenen (4.1) Burgers denkleminin ¢oziimii icin Oncelikle MOL
yontemi kullanilarak problem, birinci mertebeden adi diferansiyel denklem sistemi
haline getirildi ve Euler ile ikinci mertebeden Runge-Kutta niimerik yontemleri
uygulanarak c¢oziildii.

Viskosite katsayisimin farkli iki degeri icin k& ve h degistirilerek elde
edilen c¢oziimler Boliim 5° de tablo ve sekillerle verildi. Coziimlerin analitik
¢oziimle uyumlu oldugu goriildii.

Her iki yontemde de v >0.002 igin literatiire uygun niimerik c¢oziimler
elde edildigi gorildii (Sekil 7.4-7.5).

Kullanilan yontemlerin etkinligini gozlemleyebilmek icin yine v, k ve A’ nin
gesitli degerleri icin elde edilen c¢oziimler, birbirleri ile ve analitik ¢dziimlerle
karsilastirildi (Tablo 7.1-7.3, Sekil 7.1-7.5). Her iki ¢oOziimiin de ozellikle 2” nin

kiigiik degerlerinde ¢ok uyumlu sonuglar verdigi goriildii.
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Tablo 7.1 h=0.01, v=0.5 ve k=0.00002 icin t=0.2 zaman adiminda elde edilen

niimerik c¢oziimler ile analitik ¢oziimiin karsilastiriimasi

X Niimerik ¢oziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.10394 0.10397 0.10390
0.2 0.20027 0.20032 0.20021
0.3 0.28143 0.28153 0.28131
0.4 0.33980 0.33993 0.33966
0.5 0.36838 0.36855 0.36824
0.6 0.36163 0.36177 0.36150
0.7 0.31685 0.31696 0.31676
0.8 0.23586 0.23592 0.23579
0.9 0.12600 0.12603 0.12595

Tablo 7.2 h=0.01, v=0.1 ve k=0.00005 i¢in 7=0.3 zaman adiminda elde edilen

niimerik ¢oziimler ile analitik ¢oziimiin karsilastirilmasi

X Niimerik c¢oziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.14670 0.14670 0.14672
0.2 0.20903 0.29005 0.29004
0.3 0.42599 0.42602 0.42601
0.4 0.54925 0.54928 0.54930
0.5 0.65171 0.65172 0.65173
0.6 0.71932 0.71932 0.71932
0.7 0.72672 0.72671 0.72670
0.8 0.63100 0.63097 0.63100
0.9 0.38390 0.38388 0.38387
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Tablo 7.3 h=0.02, v=0.01 ve k=0.0001 i¢in #=0.8 zaman adiminda elde edilen

niimerik ¢oziimler ile analitik ¢oziimiin karsilastiriimasi

X Niimerik ¢oziimler Analitik ¢6ziim
Euler Ikinci mertebeden
Runge-Kutta
0.1 0.08860 0.08860 0.08879
0.2 0.17718 0.17719 0.17736
0.3 0.26571 0.26571 0.26546
0.4 0.35414 0.35409 0.35282
0.5 0.44233 0.44223 0.43914
0.6 0.53012 0.52992 0.52401
0.7 0.61722 0.61690 0.60691
0.8 0.70320 0.70272 0.68708
0.9 0.78672 0.78606 0.76295
07

Sekil 7.1 h=0.1, v=0.5 ve k=0.0001 i¢in =0.1, 0.3, 0.5

niimerik ¢oziimler ile analitik ¢dztimlerin karsilastirilmasi

U(x,t)

0.6

0.5 -

0.4 -

0.3 -

0.2

0.1 4

0 M

0 01

—a&— Euler

03 04 05 06 07
X

ikinci mertebeden Runge-Kutta —8— Tam ¢6ziim
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zaman adimlarindaki



U(x.t)

o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
X

—a— Euler Ikinci mertebeden Runge-Kutta —8— Tam ¢6ziim

Sekil 7.2 h=0.01, v=0.09 ve k=0.00001 icin 0.2, 0.4 zaman adimlarindaki

niimerik ¢oziimlerle analitik ¢oziimlerin karsilastiriimasi

0.8

U(x,t)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

—a— Euler Tkinci mertebeden Runge-Kutta —8— Tam ¢6ziim

Sekil 7.3 h=0.02, v=0.05 ve k=0.0001 icin =0.6, 0.8, 1 zaman adimlarindaki

niimerik ¢oziimlerle analitik ¢oziimiin karsilastiriimasi
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U(x,t)

01 02 03 04 05 06 07 08 09
X

1

—— Euler —— Ikinci mertebeden Runge-Kutta

Sekil 7.4 1h=0.02, v=0.009 ve k=0.0001 icin

1=0.6, 0.9 zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢oziimlerin karsilastirilmasi

U(x,t)

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09

X

—— Euler —e— ikinci mertebeden Runge-Kutta

Sekil 7.5  ©=0.02, v=0.005 ve k=0.001 i¢in

=0.8, 1 zaman adimlarinda elde
edilen niimerik ¢oziimlerin karsilastirilmasi
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7.1.2. Burgers Denkleminin Coziimleri

(4.1), (4.1a) ve (4.1b) ile verilen baslangig-sinir deger probleminin yaklasik
¢cOziimiinii elde etmek icin denklem MOL ydntemi ile ayristirildi ve olusturulan
sisteme Euler, ikinci mertebeden Runge-Kutta ve Crank-Nicolson yontemleri
uygulandi.

Bolim 6’ da v=1 icin & ve kK’ min farkli se¢imleri ile elde edilen ¢6ziimler
analitik  ¢oziimle karsilastirildi (Tablo 6.1-6.6). Sonuglarm, viskositenin  bu
degerinde, alinan desimal i¢in A’ nin kiiciilmesiyle analitik ¢oziimle tam olarak
cakistig1 goriildii.

Farkli v, k, h ve t degerleri igin her ii¢ yontemle elde edilen c¢oziimler
birbirleri ve analitik c¢oziimle karsilastirildi (Tablo 7.4-7.8). Coziimlerin uyumlu
oldugu goriildi.

Her {ii¢ cozimde de cok kiiciik viskosite degerleri icin ¢ nin kiigiik
degerlerinde denklemin parabolik yapisinin bozulmadigi gézlendi ( Tablo 7.9, Sekil
7.9).

Tablo 7.4 h=0.01,v =0.5 ve k=0.00001 i¢in 7#=0.1 zaman adiminda elde edilen

nimerik ¢oziimlerin analitik ¢dztimle karsilastirilmasi

X Niimerik c¢oziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci Crank-Nicolson
mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.16807 0.16808 0.16806 0.16806
0.2 0.32450 0.32450 0.32448 0.32447
0.3 0.45743 0.45743 0.45739 0.45738
0.4 0.55481 0.55481 0.55476 0.55474
0.5 0.60491 0.60492 0.60487 0.60484
0.6 0.59770 0.59770 0.59766 0.59763
0.7 0.52720 0.52720 0.52717 0.52714
0.8 0.39473 0.39473 0.39471 0.39469
0.9 0.21171 0.21171 0.21170 0.21169
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Tablo 7.5 h=0.01, v =0.1 ve k£ =0.00001 icin t=0.3 zaman adiminda elde edilen

niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastirilmasi

X Niimerik c¢oziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci Crank-Nicolson
mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.14676 0.14676 0.14672 0.14672
0.2 0.29012 0.29012 0.29005 0.29004
0.3 0.42612 0.42612 0.42602 0.42601
0.4 0.54944 0.54945 0.54932 0.54930
0.5 0.65189 0.65189 0.65177 0.65173
0.6 0.71944 0.71944 0.71938 0.71932
0.7 0.72674 0.72674 0.72679 0.72670
0.8 0.63098 0.63097 0.63112 0.63100
0.9 0.38385 0.38385 0.38397 0.38387

Tablo 7.6 7=0.01,v =0.05 ve k =0.00002 i¢in ¢ = 0.6 zaman adiminda elde edilen

niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastirilmasi

X Niimerik coziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci Crank-Nicolson
mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.10432 0.10432 0.10430 0.10430
0.2 0.20792 0.20792 0.20788 0.20788
0.3 0.30999 0.31000 0.30994 0.30993
0.4 0.40949 0.40949 0.40942 0.40941
0.5 0.50481 0.50482 0.50472 0.50469
0.6 0.59276 0.59277 0.59266 0.59260
0.7 0.66450 0.66450 0.66441 0.66427
0.8 0.68676 0.68676 0.68674 0.68634
0.9 0.53276 0.53276 0.53280 0.53203
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Tablo 7.7 h=0.01, v =0.01 ve k =0.00005 icin t=1 zaman adiminda elde edilen

niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziimle karsilastirilmasi

X Niimerik c¢oziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci Crank-Nicolson
mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.07538 0.07538 0.07538 0.07538
0.2 0.15064 0.15065 0.15064 0.15065
0.3 0.22566 0.22567 0.22566 0.22567
0.4 0.30030 0.30032 0.30031 0.30031
0.5 0.37442 0.37443 0.37442 0.37442
0.6 0.44781 0.44783 0.44782 0.44782
0.7 0.52027 0.52029 0.52027 0.52027
0.8 0.59149 0.59151 0.59149 0.59148
0.9 0.66035 0.66036 0.66034 0.66002

Tablo 7.8 7=0.01, v =0.005 ve k =0.00001 i¢in ¢ =0.8 zaman adiminda elde

edilen niimerik ¢oziimlerin analitik c¢oziimle karsilastiriimasi

X Niimerik c¢oziimler Analitik ¢6ziim

Euler ikinci Crank-Nicolson
mertebeden
Runge-Kutta

0.1 0.08910 0.08910 0.08910 0.08909
0.2 0.17800 0.17800 0.17798 0.17797
0.3 0.26645 0.26645 0.26641 0.26641
0.4 0.35420 0.35420 0.35415 0.35415
0.5 0.44095 0.44095 0.44090 0.44090
0.6 0.52640 0.52640 0.52630 0.52629
0.7 0.60996 0.60996 0.60987 0.60985
0.8 0.69109 0.69110 0.69096 0.69102
0.9 0.76879 0.76880 0.76859 0.11368
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Tablo 7.9 h=0.01, k=0.00005 ve =0.3 i¢in farkli viskosite degerleri ile elde

edilen niimerik ¢oziimler

X V Euler ikinci Crank-Nicolson
mertebeden
Runge-Kutta

0.25 0.001 0.39813 0.39814 0.39814
0.0001 0.39843 0.39845 0.39844
0.00001 0.39846 0.39848 0.39847
0.000001 0.39847 0.39848 0.39847
0.0000001 0.39847 0.39848 0.39847
0.00000001 0.39847 0.39848 0.39847

0.50 0.001 0.75562 0.75563 0.75562
0.0001 0.75639 0.75640 0.75639
0.00001 0.75647 0.75648 0.75647
0.000001 0.75648 0.75649 0.75647
0.0000001 0.75648 0.75649 0.75648
0.00000001 0.75648 0.75649 0.75648

0.75 0.001 0.98716 0.98710 0.98710
0.0001 0.98920 0.98915 0.98915
0.00001 0.98940 0.98935 0.98935
0.000001 0.98942 0.98937 0.98937
0.0000001 0.98943 0.98937 0.98937
0.00000001 0.98943 0.98937 0.98937
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0.0045
0.004 1
0.0035 -
0.003
0.0025 A

U(x,t)

0.002 -
0.0015 -
0.001 A
0.0005 A

0 T T T T T T T T T
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

—— Buler —*— fkinci mertebeden Runge-Kutta —a— Crank-Nicolson —— Tam Coziim

Sekil 7.6  h=0.1, v=0.7 ve k=0.002 i¢in 7=0.8 zaman adimindaki niimerik ¢oziimler

ile analitik ¢6ztimiin karsilastirilmasi

0.8

0.7 4

0.6 -

0.5 1

0.4

U(x,t)

0.3

0.2 1

0.1

0 T T T T T T T T T
0o 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

X

—a—FEuler ------- [kinci mertebeden Runge-Kutta Crank-Nicolson —a—— Tam Coziim

Sekil 7.7 h=0.02, v=0.07 ve k=0.0005 icin 0.5 zaman adimindaki niimerik

¢Oziimlerle analitik ¢ozlimiin karsilastirilmasi
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U(x,t)

—&—FEuler  ---- Ikinci meretebeden Runge-Kutta

Crank-Nicolson —8— Tam ¢6ziim

Sekil 7.8 £=0.01, v=0.01 ve k=0.00005 i¢in ¢=0.3, 0.5 zaman adimlarmdaki

niimerik ¢oziimlerle analitik ¢oziimiin karsilastiriimasi

—a— Euler

ikinci mertebeden Runge-Kutta —8— Crank-Nicolson

Sekil 7.9 4=0.01, v=10"" ve k=0.00001 icin #=0.1,0.2,0.3 zaman adimlarindaki

niimerik ¢oztimler
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Ayrica lineerlestirilmis Burgers ve Burgers denklemleri i¢in elde edilen

niimerik ¢oziimler aym tabloda analitik ¢oziimle karsilastirildi.

Tablo 7.10 7=0.01, v=0.05 ve k=0.00001 i¢in =0.1 zaman adiminda elde edilen

niimerik ¢6ziimlerin analitik ¢dziimle karsilastirilmasi

x Euler Ikinci mertebeden Analitik
Runge-Kutta ¢Oziim
Lineer Burgers Lineer Burgers
Burgers Burgers
0.1 0.23028 0.23042 0.23028 0.23042 0.23041
0.2 0.44977 0.44999 0.44978 0.44999 0.44996
0.3 0.64677 0.64698 0.64677 0.64698 0.64692
0.4 0.80792 0.80782 0.80792 0.80782 0.80776
0.5 0.91656 0.91601 0.91656 0.91601 0.91602
0.6 0.95249 0.95132 0.95249 0.95131 0.95133
0.7 0.89092 0.88946 0.89092 0.88946 0.88949
0.8 0.70843 0.70708 0.70843 0.70708 0.70714
0.9 0.39862 0.39788 0.39862 0.39788 0.39788

Sonug¢ olarak, lineer ve non-lineer problemler icin uygulanan bu yodntemin
olduk¢a basarih oldugu ve Burgers tipi diger denklemlere de kolayca

uygulanabilecegi aciktir.
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