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1. GIRIS

Dogadaki olaylarin ¢ogu fizik kurallar1 yardimiyla cebirsel, diferansiyel veya
integral denklemler olarak ifade edilebilir. Bilim insanlar1 elde ettikleri bu
denklemlerin tam ¢oziimiinii bulmaya caligirlar. Ancak bu denklemlerin tam
¢ozimlerine ulagsmak her zaman mimkiin olmamaktadir. Denklemlerin tam
¢ozimiini bulmanin mimkiin olmadigr durumlarda yaklagik ¢coztimlerini bulmak
icin gesitli sayisal yontemler kullamlir [1].

Uygulamali bilimlerin bir ¢cok alaninda ortaya ¢ikan olaylarin ¢ogu kismi tiirevli
diferansiyel denklemler ile ifade edilebilmektedir. Ornegin 1s1 akisi, s13 su
dalgalarindaki dalgalarin yayilimi, dalga hareketi, katilarin titresimi, molekiillerin
yapisi, foton ve elektronlarin iligkisi, elektromanyetik dalgalarin 1g1nimi, ekolojide
pek ¢ok populasyon modeli, kimyasal bir reaktif maddenin dispersiyonu, akiskanlar
mekanigi, kuantum mekanigi, elektrik vs. gibi pek ¢ok model kismi diferansiyel
denklemler ile temsil edilmektedir. Dolayisiyla, icinde yasadigimiz diinyanin bu
gibi temel igleyislerini anlayabilmek icin ilgili kismi diferansiyel denklemlerin
ozelliklerini iyi bilmek gerekmektedir [2, 3].

Matematiksel olarak modellenen problemlerin lineer olmayan problemlere
geniglemesi 20. yiizyiln ilk geyreginde ilk kez Galerkin tarafindan ifade edilen
agirlikli kalanlar yontemi ile yapilmistir [4]. Daha sonra sonlu elemanlar yontemi
ile geligtirilen yontem, karmagik diferansiyel denklemlerin ¢oziimii igin son derece
kullanigh bir sayisal yaklagim halini aldi. Sonlu elemanlar yontemi varyasyonel
hesaplama prensipleri ve agirlikli kalanlar yontemi olarak iki sinifa ayrilir. Agirhikh
kalanlar yontemi diferansiyel denklemin 6nceden belirlenmis agirlik fonskiyonlar
kiimesi ile carpilip ¢oziim bolgesi tizerinde integrali alindiktan sonra bu integralin

sifira egit olmasi esasina dayanmaktadir [4].



1.1 Temel Tanimlar ve Kavramlar

Tanim 1.1.1. X # @ ve K reel ya da kompleks sayilarin bir cismi olsun. Her

a,f € K vez,y,z€ X igin

+: X xX—=X

K xX =X

igslemleri,

sartlar1 saglaniyorsa, X ciimlesine K cismi tizerinde bir vektor uzay denir [5].

Tamim 1.1.2. X bir vektor uzay1 ve ||.|| : X — R olsun. Eger Vz,y € X
vektorii ve her \ skaleri igin;

N1) o] = o,

N2) [[Az]] = Al |][

N3) flz + il < il + Iyl
sartlar1 saglaniyorsa, ||.|| fonksiyonuna X {izerinde bir yari-norm ve (X, |.||)
ikilisine de bir yari-normlu uzay denir.

Eger X vektor uzay: iizerinde (N2) ve (N3) aksiyomlariyla
N1y |z||=0<2=146

aksiyomu saglaniyorsa o zaman ||.|| fonksiyonuna bir norm ve (X, ||.||) bir normlu

uzay denir [5].



Tanim 1.1.3. Bir veya daha fazla bagimli degiskenin bir veya daha fazla degigkene

gore cesitli mertebeden tiirevlerini iceren bir denkleme diferansiyel denklem denir
[6].

Tanim 1.1.4. Bir veya daha fazla bagimlh degiskenin bir tek bagimsiz degiskene
gore cesitli mertebeden tiirevlerini iceren diferansiyel denkleme adi diferansiyel

denklem denir [6].

Tanim 1.1.5. Bir veya daha fazla bagimh degiskenin en az iki bagimsiz degiskene
gore cegitli mertebeden tiirevlerini iceren bir diferansiyel denkleme kismi

diferansiyel denklem denir [6].

Tanim 1.1.6. Bir diferansiyel denklemdeki bagimli degisken ve bunlarin
denklemde goriilen gesitli mertebeden tiirevleri birinci dereceden ve denklemi
bagimlh degisken ve onun tiirevleri parentezinde yazdigimizda katsayilar yalnizca
bagimsiz degiskenin fonksiyonu oluyorsa bu denkleme lineer difarensiyel denklem

denir. Aksi halde non-lineer diferansiyel denklem denir [6].

Tanim 1.1.7. Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal yontemler ile ¢oziimlerinin
elde edilmesinde kullanilan hesaplamalarin hemen hemen her agsamasinda hatalar
olugsmaktadir.  Olugan  bu  hatalar sayisal hesaplamalarim ilerleyen
asamalarinda artan bir gekilde biiytimiiyorsa kullanilan yontem kararhdir denir

[7].

1.2 Spline Fonksiyonlar

Newton ve Lagrange interpolasyon yontemlerini kullanarak cok sayidaki veri
noktalarina bir tek polinom ile yaklagmak kolay olabilir ancak bu, zaman zaman
biiyiik hatalarin ortaya ¢ikmasina da sebep olabilir. Bu durumda, ¢ok sayida
veri noktasina bir tek polinomla yaklagmak yerine veri noktalarini iceren araligin

birbirini 6rtmeyen alt araliklarinda daha kiigiik (birinci, ikinci, tiglincii vb.)
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dereceden polinomlar kullanilarak yapilan yaklagimlar iceren spline interpolasyon

yontemi énerilmektedir [8].

Tanim 1.2.1. a =2 <21 < 23 < ... <xy =bvem=0(1)N — 1 olmak tizere
n > 1 icin

i) §',8", 8", ...,S" Y tiirevleri ve S fonksiyonu tanimlanan her [z,,, 2 1]
araliginda ve z,, diigiim noktalarinda siireklidir.

i1) S, her [y, Tymy1] araliginda en fazla n. dereceden bir polinomdur.

sartlarin saglayan S fonksiyonuna n. dereceden spline fonksiyonu denir [9].

Spline fonksiyonlar i¢in agagidaki ozellikler verilebilir.

1. Spline fonksiyonlari, uygun bazlara sahip sonlu boyutlu vektoér uzaylaridir.
2. Spline fonksiyonlar, diizgiin fonksiyonlardir.

3. Spline fonksiyonlar bilgisayar ile yapilan hesaplamalarda kolaylik saglar.
4. Spline fonksiyonlar: tiirevleri ve integralleri de spline fonksiyonlaridir.

5. Yaklasim teorilerinde spline fonksiyonlarin uygulanmasiyla bant matrisler

olugur, olusan bu matrisler hesaplamalarda kolaylik saglar.

6. Diigiik dereceden spline fonksiyonlar ¢ok esnektir ve polinomlardaki gibi

salinim sergilemezler [43].

1.3 B-Spline Fonksiyonlar

Belirli derece ve diizgiinliikteki her spline fonksiyonu ayni derece ve diizgiinliikteki
B-spline fonksiyonlarmnin bir lineer kombinasyonu ile ifade edilebilir [10]. B-spline
fonksiyonlar1 pargali degerlidir ve n. dereceden B-spline fonksiyonu n — 1 kez
stirekli tiireve sahiptir. B-spline, ilk olarak basis spline ifadesinin kisaltmasi olarak

I.J. Schoenberg tarafindan kullamlmigtir [14].
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Tanim 1.3.1. Sifirinc1 dereceden B-spline fonksiyonlar parcali sabitlerdir. m > 0

ve B-spline fonksiyonlarinin olusturacagi noktalarin bir kiimesi

{---< T o< X1 <Tp< Xy < Tg < -n-

lim z,, =00 =— lim z_,,
m—0o0 m—0o0

olmak iizere sifirinci dereceden B-spline fonksiyonu

1, z,,. <z <2
B = " e (1.3.1)

m
0, diger durumlar

seklinde tanimlanir [9, 15, 23].
Sifirinc1 dereceden B-spline fonksiyonlar agagidaki ozellikleri saglar.
i) Vo vem icin BY () >0

ii) BY () siireklidir. (Sigramalarin oldugu tiim noktalarda sagdan siireklidir)

n+1
iii) Biitiin «’ler igin > B2 (z) = I'dir.
m=0
Genel olarak n. dereceden B-spline fonksiyonlar m = 0,+1,£2,... olmak
uzere;
T — Tm n— Tm+n - n—
Bl (@) = (— 2 ) prt(a) + (=L i) | (1) (13.2)
Tm4n — Tm Tm4n+1 — Tm+1

seklinde tanimlanir [16]. (1.3.2) esitliginden B!, B2, B3 ... B-spline fonksiyonlar:
kolaylikla elde edilebilir [23]. Ornegin 3.dereceden B-spline fonksiyonlar1 agagidaki

gibi elde edilir.

T — T Tt — T

Bl (2) = (—E20m o () 4 (LImi2 T g0 133

(0) = (B o)+ ()0 (o) (13.3)
(;c,j;l—x_mw)a [xmvmerl]

=4 Gasms)

Tmt2—Tmi1/’ [$m+17 xm+2]

0, diger durumlar



r— i — X
2 _ m 1 m+3 1
B, (z) = (————)B, (@) + (——————)Bpu(2) ,
Tm4+2 — Tm Tm+3 — Tm+1
( (z—2m)?
(Tm+2—Tm)(Tm+1—Tm)’ [xmy xm+1]
(x_xm)(xm+2_x) (xm+3_x)($_$m+1)
= @Emr2=2m)(@me1—=Tm)  (@Fmt3—Tm41)(@my2—Tmy1)’ [Zm+1, Tmeo]
(xm+4_$)2
(mm+4fzm+2)(zm+4fxm+3) ’ [xm+27 xm+3]
L 0, diger durumlar
r—xT xXr — T
3 m 2 m+4 2
B (z) = (———)B,(@) + (————)B,(2) (1.3.4)
Tm+3 — Tm Tm+4 — Tm+1
( (mfacm)3 [ ]
(mm+3*zm)(wm+2*xm)(fvm+l*xm) ) xm’ xm+1
(z=2m)*(ETmi2—2)
(@m43—2m)(Tmt2—Tm ) (Tm41—Tm)
(@2 1) (2—@m) (@ +5—2)
(@m+3=Tm+1)(@m+2—Tm+1)(Tm43—Tm)
(£_$m+1)2(mm+4_m) [CC T ]
($m+4*1‘m+1)(zm+3*$m+1)(fvm+2*xm+1) ’ m+1, bm+2
= < 2
(—=2m) (Tm+3—2)
(@m43=Tm)(Tm43—Tm+1) (Tm+3—Tm+2)
(z=2m41)(@m+3—2) (Tm4a—1)
(xm+4*1'm+l)(xm+3*wm+l)(xm+3*xm+2)
(m—xm+2)(xm+4—z)2 [l’ T ]
(l"m+4_-'Em+l)(Im+4_mm+2)(xm+3_wm+2) ’ m+27 m+3
(xm+4*35)3
(@mta—Tm+1) (Fma—Tm+2)(Tmia—Tm43)’ [Tm+3, Tnea]
0, diger durumlar

\
Sekil 1.1’de ilk dort BY, B}, B2, B2 B-spline fonksiyonlarinin aym eksen

tizerinde grafikleri ¢izildi [9)].

1.4 Kibik B-Spline Fonksiyonlar

[a,b] araligl a = 29 < 77 < @y < ... < xy_1 < Ty = bve h = x,1 —
z, olacak sekilde egit uzunluklu alt araliklara boliinsiin. (1.3.4) denklemi ile
verilen [T, Tmy4] araligindaki ¢,,(z) ile gosterilen kiibik B-spline fonksiyonu

[Tm_2, Tmio| arahiginda olacak sekilde diizenlenerek elde edilen kiibik B-spline



X X Koz Koz Xonas Xones

Sekil 1.2. [a, b] arahginda kiibik B-spline fonksiyonlar

fonksiyonlarin kiimesi {¢_1, ¢o, ..., dn11} [a, b] lizerinde tammlanan fonksiyonlar

i¢in baz olugturur [22]. m = —1(1)N + 1 igin ¢,,(z) kiibik B-spline fonksiyonlar

/

(x—xm_2)3 [Tm-2,Tm-1]
X R3+3h% (2-2 1) +30(0-Tp1)? —3(2-T1n1)® [Tt Tm)
gbm(x):ﬁ P343h2(Lm1-2)+30(Emg1-1)2 — 3 (Tmgr1-2)° [T s T
($m+2'$)3 [Tint1,Tma2]
0 d.d.

\

(1.4.1)
seklinde tanimlanir [22]. Sekil 1.2’deki gibi yerlegen kiibik B-spline fonksiyonlar ve
tiglincli mertebeye kadar tiirevleri [2,,_2, Ty 12] araligimin diginda sifirdir. Sekil 1.3
'de gortildugu gibi [ —— araliginda sadece

{Om-1, Pms Om+1, Pm+2} kiibik B-spline fonksiyonlar1 yer almaktadir. [2,,—2, Zm2]



Sekil 1.3. [, Tp41] araliginda kiibik B-spline fonksiyonlar

araligindaki ¢,,,(x), ¢!, (z) ve ¢! (z) fonksiyonlarinm {x,,_2, Ty—1, T, Tt 1, Timsa }

diigiim noktalarindaki degerleri hesaplanarak Tablo 1.1 ’de sunulmustur.

1
¢m($mf2> = ﬁ(xme 3 xm72)3 =0
1.3 2 2 3
Om(Tm—1) = E[h +3h° (Tm—1-Tm—1)+3(Tr—1-T 1) -3 (T —1-T—1)°] = 1
1
?bm(xm) = ﬁ[hg + 3h2(xm+1 — xm) + 3h<mm+1 - mm)2 - 3($m+1 - xm)g]
1
= ﬁ(hff + 3h® + 3h — 3h%) =4
1 h3
¢m(xm+1) = ﬁ<xm+2 — Im+1)3 = 3 =1
1
¢m(xmf2> = ﬁ(merQ - xm+2)3 =0
3
¢;n($m—2) = ﬁ(l‘m—Q - xm—2)2 =0
1 3
b (Tm—1) = ﬁBhQ + 6T 1 — Tm1) — Y Tpm1 — Tm1)?] = 7
1
O (1) = 75 [=3h° = 6h (@1 — ) + 9 (Tmsr — 2m)"] =0

6
qb;;l(xm*?) = ﬁ (xmfZ - $m—2> =0

1" 1 §)
" 1 12
" 6 6
gbm(‘rm—‘rl) = ﬁ(l’m_ﬂ — mm—f—l) = ﬁ

@b;;z (xm+2> =



Tablo 1.1: ¢,,,(x) kiibik B-spline fonksiyonu ve ¢/ (z) ve ¢ (x) tiirevlerinin diigiim
noktalarindaki degerleri

€ Tm—2 Tm—1 T, Tm41 Tm+2
G () 0 1 4 1 0
() 0 3 0 — 0
" 6 12 6
() 0 7 2o ThE 0

Integral hesaplamalarinda kolaylik saglamasi amaciyla 0 < & < h ve
h = Zpmi1 — Ty olmak tizere [z, T,4q1] araligim [0, k] araligina doniistiirecek
sekilde & = = — z,, lokal koordinat doniigtimii uygulanirsa (1.4.1) ile verilen ¢,,(z)

kiibik B-spline fonksiyonlari

bml€) = 37 [1+ 3120 — €) + 3h(h — )2 = 3(h — )]
bner®) = 5 [(Emar = (€ + 7P = 75 (= &)
bunr(€) = 5 [0+ 3% + 3he? — 3¢

1
Pmsa(E) = €

seklinde yazilir [4, 24].



2. AGIRLIKLI KALANLAR YONTEMI

2.1 Agirlikh Kalanlar Yontemi

Kismi bir diferansiyel denklemin analitik ¢oztim ile yaklasik ¢oziimiin arasindaki
farklarin bir agirlik fonksiyonu ile carpilarak toplamlarinin sifira esit olmasi icin
kullanilan yonteme agirhkh kalanlar yontemi denir [20, 21]. Yani agirhk
fonksiyonlarimin kiimesi yardimiyla bir kismi diferansiyel denklemin analitik
¢oziimiine en yakin yaklagik ¢oziimii bulmak i¢in kullanilan genel bir yontemdir
[19]. Bu yontem; sonlu elemanlar yonteminden o6nce diferansiyel denklemleri
¢ozmek igin geligtirildiginden sonlu elemanlar yonteminin temelini olusturur

denebilir.

Tanim 2.1.1. [ C R bir aralik ve W : I — R integrallenebilir bir fonksiyon
olsun. Her x € [ i¢in W(z) > 0 ve I'nin herhangi bir alt araliginda W (z) # 0 ise

W fonksiyonuna agirlik fonksiyonu denir [13].

Agirlikli kalanlar yontemi kisaca asagidaki sekilde ifade edilebilir:
Bir € bolgesinde T diferansiyel bir operator, U bagimh degisken ve f ise

bagimsiz degiskenin bilinen bir fonksiyonu olmak tizere
T(U (1) = f(x) 2.11)
diferansiyel denklemi i¢in U ¢ozlimiine, bir Uy yaklagimi
N
Ulw,t) = Un(z,t) = > 6;(1)¢;(x) (2.1.2)
j=1

olarak tanimlanir. (2.1.2) denkleminde ¢;(x) uygun baz fonksiyonlar olup 0, (¢)

her bir zaman adiminda belirlenmesi gereken parametrelerdir.
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(2.1.2) denklemiyle verilen yaklagik ¢oziim (2.1.1) denkleminde yerine yazilirsa
R(Q?, t) =T {UN<x7 t))} - f(xa t)
N
=T {Z 5j(t)¢j(x)} — flz) #0
j=1

kalan degeri elde edilir [1]. Burada R(x,t) kalan fonksiyonu 0,(¢)
parametrelerine ve x konum degiskenine baghdir. Agirlikli kalanlar yonteminin
ana fikri, R(x,t) kalammmn bir W;(z) agirhk fonksiyonuyla carpilip 2 bolgesi

lizerinden alinan integralini sifir olmaya zorlamaktir [4]. Yani;

/R($,t)ﬂ/,-(a:)d:v =0,i=1(1)N (2.1.3)

dir. Agirhikhi kalan formu olarak adlandirilan (2.1.3) integralinden elde edilecek

cebirsel denklem sisteminde ¢; parametrelerinin belirlenmesi igin W;(z) agirhk

fonksiyonlarinin kiimesinin lineer bagimsiz olmasi1 énem arz etmektedir [1].
Agirlikli - kalanlar  yontemleri baslica  Galerkin, Petrov-Galerkin,

Subdomain, Kollakasyon ve En Kiiciik Kareler yontemleridir.

2.1.1 Galerkin Yontemi

W; agirhik fonksiyonunun ¢; baz fonksiyonu ile ayni se¢ilmesiyle bilinen yontemdir.

Bu durumda

/

Fi= Q/fqbl-dx

olmak iizere (2.1.3) yaklagimu

N
> Ayd; = Fi (2.1.4)
j=1

olarak elde edilir. 0; parametreleri (2.1.4) cebirsel denkleminden elde edilir [1].
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2.1.2 Petrov-Galerkin Yontemi

W; agirhik fonksiyonu ¢; baz fonksiyonundan farkl secilmesi durumunda (W; # ¢;)

agirlikli kalan yontemi Petrov-Galerkin yontemi olarak adlandirilir. Bu durumda

Aij = /WiT(%’)dﬂ? # Aji
Q

Q
ve ) bolgesinde (2.1.3) yaklagimi 7' lineer bir operator olmak tizere
N
> /mT(¢j)dx 5, = /fWidx
=1 1o Q

veya
N
j=1

olarak elde edilir. Burada A matrisi simetrik olmayan bir matristir. 0,

parametrelerinin degerleri (2.1.5) cebirsel denkleminden bulunur [1].

2.1.3 Subdomain Yontemi

Bu yontemde W; agirhik fonksiyonlar: ve m = 0(1)N i¢in

1, zp, <o <2pp
W, =
0, diger durumlar

olarak tanimlanir. §; parametrelerinin bulunabilmesi i¢in alt araliklarin sayisi 9,
parametrelerinin sayisina esit olmalidir [12]. W; agirhik

fonksiyonlar1 (2.1.3) denkleminde yerine yazilirsa

/R(x,t)vm(x)dx — 0 ,m=0(1)N (2.1.6)

Qm
N bilinmeyenli N denklemden olusan cebirsel denklem sistemi elde edilir. 9;
parametreleri (2.1.6) ile verilen denklem sistemin ¢oziimiinden kolayca bulunur

11].
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2.1.4 Kollakasyon Yontemi

m = 1(1)N igin z,,’ler  ¢oztim bolgesinde secilmis noktalar olmak iizere bu
yontemde W; agirlik fonksiyonlar:
1, z==x,
/ U(z — xy)dr =
J 0, z#x,

ile tamimlanan W(x —x,,) ile gosterilir. Burada z,,’ler kollakasyon noktalar: olarak
adlandirilir ve keyfi segilir. (2.1.3) denkleminde W; agirlik fonksiyonu yerine W (x—
Ty,) yazilmasiyla

R(xp,t) =0, m=1(1)N (2.1.7)
elde edilir. (2.1.7) denklemi N adet kollakasyon noktalarinda hesaplanirsa N
bilinmeyenli N denklemli cebirsel denklem sistemi elde edilir ve bu denklem

sisteminin ¢6ziilmesi ile §; parametreleri kolayca bulunur [1, 11].

2.1.5 En Kiiciik Kareler Yontemi

Bu yontemde ¢; parametreleri, kalanin karesinin (2 ¢oztim bolgesindeki integralinin

minimum olacak gekilde belirlenir. Yani

OR
Q
olmahdir. (2.1.3) denklemi dikkate alndiginda (2.1.8) denkleminde W; = %%

olarak yazilabilir. 7' lineer bir operator ise ¢ = 1(1)N i¢in W; = T(¢;) olur

ve bu durumda (2.1.8) denklemi

Ay = [ 7670,z

Q
Fi= | fT(¢:)dx
/

olmak tlizere
N
j=1

seklinde yazlabilir [1].
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3. 1-BOYUTLU LINEER ISI DENKLEMININ

SAYISAL COZUMU

Bir ortamdaki 1s1 akiginin ve sicaklik dagiliminin ytizeydeki sartlara bagl oldugu
bilinmektedir. Ortamdaki 1s1 probleminin tanimi, ortami siirlayan ytizeylerdeki
1s1l gsartlar: tam olarak tarif edilmeden tamamlanamaz. Sinirlardaki 1s1l sartlarinin
matematiksel ifadeleri sinir gartlarn olarak adlandirihr [27]. Ist iletim denklemi
icin sayisal yaklagimlar farkli alanlarda kullanilmaktadir. Bu konuda bir ¢ok
aragtirmalar yapilmis ve hala yapilmaktadir. Ornegin; Marwaha ve Chopra [29]
kimyasal, elektriksel ya da niikleer enerjinin termal enerjiye doniigimi i¢in bir
plakdaki gecici termal dagilimin sayisal bir ¢oziimiini inceledi. Is1 denkleminin
analitik ¢oziimiintin 1s1 profilini tamimlamak adina, Elimoel ve Rogerio [30] iistel
siniisodial bir boyutlu analitik model kullandi. Monte [31] bir kompozit plakada
bir boyutlu gecici 1s1 iletiminin ¢oziimii i¢in analitik yaklagimlar yapti ve plakayi
gevreleyen akigkanin sicakliginin ani degisimleri igin bir boyutlu ¢ok katmanh
kompozit plakanin gegici tepkisi iizerine calgti. Lu [32], zamana bagh smur
sartlariyla bir boyutlu i¢i bog silindir kompozitte gecici 1s1 iletim denklemi icin
yeni bir analitik yontem uyguladi. Dhawan ve Kumar [25, 26] kuadratik ve kiibik
B-spline Galerkin yontemi ile bir boyutlu 1s1 denkleminin g¢egitli model

problemlerinin sayisal ¢oziimlerini yapti.

3.1 Kibik B-Spline Galerkin Yonteminin Is1 Denklemine

Uygulanmasi

Bu boliimde, uygulamalarda karsilagilan en genel sinir sartlari olan Dirichlet,
Neumann ve Robin smir sartlar1 altinda kiibik B-spline Galerkin yontemi

kullanilarak bir boyutlu 1s1 denkleminin sayisal ¢oziimii elde edilecektir [27].
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[a,b] araliginin m = 0(1)N — 1 i¢in h = 2,41 — o, olacak sekilde diizgiin bir
parcalanmasi a = xg < xy < --- < xy = b olsun.

90(x,t)  9°0(x,1)
ot oa2

(3.1.1)

ile verilen bir boyutlu lineer 1s1 denklemine kiibik B-spline Galerkin yontemi

uygulanirsa (3.1.1) denkleminin yaklagik ¢oziimii

N+1
t) =Y 6;(t)¢;(x) (3.1.2)
j=—1
ve i = —1(1)N + 1 i¢in W; agirlik fonksiyonu olmak iizere agirlikl kalan formu

ise

9n  POy] dOn OO, _
/W{at - a%}dw /W d:zc—v/W r=0 (3.1.3)

seklinde yazilabilir. (3.1.3) denkleminde f Wig—igdx integraline kismi integrasyon

uygulanirsa

b
829N 00N dW; 00
/W _Wﬁx ‘a_/d:c (%_dx

a

elde edileceginden (3.1.3) denklemi

b b
/W}ag;évdmvtv/ (dWia"l)d UW% b= (3.1.4)

drx Oz

a

halini alir. (3.1.4) denklemine (3.1.1) ile verilen 1s1 denkleminin zayif formu denir.

(3.1.4) denklemi [a, b] arahgiin [z,,, x,,.1] gibi bir alt aralig: igin

Tm+1 Tm+1
a Wy dW; 90 DO o

seklinde yazﬂablhr.

Kiibik B-spline Galerkin sonlu eleman yonteminde agirlik fonksiyonu baz
fonksiyonu ile aymi secileceginden W;(z) = ¢;(z) esitligi (3.1.4) denkleminde
yerine yazilirsa

b b
89]\[ ngﬁl 89]\[ 80N o
/¢i_at dx—i—v/ (dx _895) @ =0 (3.1.6)

a
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€ € €n.3 €n.2 en.s

a=Xy X X, Xn-3 Xy-2 Xy Xy=b

Sekil 3.1. [a, b] arahigindaki elemanlarin tegkili

denklemi elde edilir. .

m = 0(1)N — 1 igin [y, Tyy1] araliginda
em={2: Ty <2< Ty} (3.1.7)

seklinde tanimlanan e,, , m.eleman olarak adlandirilir ve araligin u¢ noktalarina
da diigiim noktalar: denir. Sekil 3.1’de gosterilen ve (3.1.7) kiimesinin tammladig:
her bir eleman igin (3.1.2) ile verilen ¢; kiibik B-spline fonksiyonlar1 ve d;
parametrelerinin lineer birlesimi kullanilarak yaklagimlar yapilacaktir. Boylece
[a,b] araligimin her e, alt araligi i¢in yaklagik ¢6ziim bilinecek ve biitiin aralik
tizerinde Oy (z, t) hesaplanacaktir [4]. [x,,, Tyy1] araligimda {ém—1, Gm, Gmi1, Pmia}
kiibik B-spline fonksiyonlarimin sadece sifirdan farkh olacagi dikkate alinirsa e,
elemanlarinin hesaplanmasinda kullanacagimiz (3.1.2) denklemindeki 6y (z,1)

yaklagik ¢oziimii
m+2

On(a,t) = 3 6(t)d;(x) (3.1.8)

j=m—1

seklinde yazilabilir. Diger taraftan [x,,, 2,,,1] araligina £ = x — 1, lokal koordinat
doniigimii uygulayalim. Bu durumda [z, Z,41] araligi [0,h]  araligina

doniigeceginden (3.1.8) denklemiyle verilen yaklagik ¢oziim

m+2

On(z,§) = Z d;()94(§) (3.1.9)

j=m—1
ve W, = ¢; goz 6ntinde bulundurularak (3.1.5) denklemiyle verilen zayif form ise

h

h
by dg; 00 Ay ),
/Qﬁiﬁdf“‘v/(dg 0—5) dg—v@a—g l6="0 (3.1.10)
0 0

olur. Burada 9,, parametreleri bulunmasi gereken bilinmeyen parametrelerdir.
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Simdi

m+2

- Z¢j

j=m—1
m-+2

d
%= 2 i
j=m—1
esitlikleri gbz Oniine almarak (3.1.9) yaklagik ¢oziimii (3.1.10) denkleminde
yerine yazilirsa (3.1.1) denklemi

foca |3 stone

=m—1

=m-—1

d§+v/¢ L%jéﬂﬂ@@id

m—+2 h
—v 4 6i(€) LZ Om(t)-E ()] ¢ =0
I=m—1 0
formuna doniigtir. Daha diizenli olarak
m+2 m+2 m+2 .
/gbzgzﬁ]d{ 0 +v /¢> QhdE | 65 — v Z [9id], 05 =0 (3.1.11)
Jj=m—1 j=m-—1 j=m—1

elde edilir [4]. (% ve d¢tﬁrevleri srastyla § ve ¢’ olarak sembolize edildi)

t=m—1mm+1Im+2vej=m—1mm+1,m+ 2 icin

h
=!@@%

h
%:!%@%

e __ h
Clj - gbng; ‘O
seklinde 4 x 4 tipinde matrisler olacagindan (3.1.11) denklemi

ACES + B — vCeE = 0

17



olarak yazilir [26] ve burada A®

[ h h h h T
‘({‘¢m—l¢m—1d€ ‘({‘¢m—1¢md§ g‘¢m—l¢m+1d€ ‘({‘¢m—1¢m+2d£
h h h h
{Qsmqu—ldg J¢m¢md€ 0f¢m¢m+1d€ L(]/‘¢m¢m+2d§

A h h h h
bf¢m+1¢mfld£ g‘¢m+1¢md£ J¢m+1¢m+ld£ g‘¢m+l¢m+2d€

h h h h
J¢m+2¢m—1d§ E{¢m+2¢md£ J¢m+2¢m+1d§ E{¢m+2¢m+2d£

seklindedir. ¢ =m — 1, 7 = m + 2 icin A° matrisinin A,,_1 ;,+2 eleman

h
Amfl,m+2 _/¢m1¢m+2d§

6 7
4 4 2¢ -7

h
1 {h?’ 3h? h
seklinde hesaplanir. A matrisinin diger elemanlari, B¢ ve C° matrisleri de benzer

sekilde hesaplanabilir. Sonug olarak A€, B¢ ve C'¢ matrisleri

(20 129 60 1
e b |120 1188 933 60
140 ' 60 933 1188 129
160 129 20|
(18 21 -36 -3
o1 |21 102 -87 —36
T 10k |—36 —87 102 21
|3 36 21 18 |
1 0 -1 0
e B[4 -1 -4
hilt —4 -1 4
0 -1 0 1

olarak bulunur. [x,,, Z,,+1] araligl i¢in elde edilen A, B¢ ve C° matrislerinin Sekil

3.2°deki gibi birlegtirilmesiyle
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genel m.satir elemanlari

h
A £ 5(1,120,1191, 2416, 1191, 120, 1)
—1
B:——(3,72,45,—240,45,72,3
10h( Y ) ) ) ) ) )
3
C': £(0,0,0,0,0,0,0)

olan global matrisleri i¢in [a, b] arahginda
Ad +vBs —vCs =0 (3.1.12)

global denklemi elde edilir [4, 68]. Burada § = (§_1,00,01,...,0n11)" olmak
lizere A, B ve C matrisleri N 4 3 boyutlu karesel 7’li bant matrislerdir. Ilerleyen
kisimlarda B — C' = D olarak ifade edilecektir.

Simdi daha once belirtildigi gibi en yaygin bilinen sinir sartlarindan Dirichlet,
Neumann ve Robin smir sartlari altinda verilecek 1s1 denkleminin model
problemleri i¢in kiibik B-spline Galerkin yontemi uygulanarak sayisal yaklagimlar

yapilacaktir.

3.2 Dirichlet Sinir Sartli Is1 Denklemi

Dirichlet siir sarth 1s1 denklemi igin 1s1 iletimi siirlarda fiziksel olarak sabit
olabilir ya da (3.2.1)’de verildigi gibi zamana bagh degisebilir [27, 28]. Dirichlet

siir sarti

0 t) = t
(70, 8) = A1(0) } (3.2.1)
O(zn,t) = Ba(t)
olarak verilir. zy ve x ) smir diigiim noktalar: i¢in
O0(xo,t) = Bi(t) = 61 + 400 + 61 = Pi(2) (3.2.2)

=01 =0(t) — (400 + 1)

=6 =Bt — (450 + 51)
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ve

O(xy,t) = Pa(t) = On_1 + 40n + Ons1 = Pa(t) (3.2.3)
= Ony1 = Pa(t) — (On—1 + 40n)
= Ony1 = Po(t) — (45N71 + 5N)
yazilir. (3.2.2) ve (3.2.3) smur sartlar (3.1.12) denkleminde uygulanirasa N + 1
bilinmeyenli ve N + 3 denklemden olusan denklem sistemi elde edilir. Denklem
sisteminin ¢oziilebilir hale gelmesi icin denklem sayisi ile bilinmeyen sayisini

esitlemek adma ilk ve son denklemler ¢ikarilir denklem sistemi diizenlenirse A =

[@;;] matrisinin elemanlar

ajp = agy — 4ag , Q12 = Qg3 — Agy

ag1 = azy — 4az; , Q3 = azz — a3y

az1 = a4 — 4ay , Q32 = Q43 — Q41

AN—1,N+1 = GN,N+2 — 4an N+3 , AN—1,N = GN,N+1 — ON,N+3
AN,N+1 = AN4+1,N+2 — 4AN£1,N+3 , ANN = ON4+1,N+1 — ON4+2,N+3
AN4+1,N+1 = GN42,N+2 — 4aAN1aN+3 5 AN41,N = AN+2,N+1 — ON+2,N+3

Gij = Qip1 41, 1= 11N + 1, j=3(1)N -1

D = [d;;] matrisinin elemanlar

diy = dyy — 4dy , dig = doz — do

dy = dsy — 4ds , dyy = dzz — d

31 = dyy — 4dy , dyy =dyz —dy

CZN—l,N-&-l =dn Nt2 — 4dN N3 , JN—I,N =dy N1 — dN N3
dynir = dyiinye — 4dyiins , dyn =dyiine — dyiants
dns1N+1 = Ansonss — 4dnsanes , Ansin = dnsoNe1r — Nio N+

dij = diy1 541, i = )N +1, j=3(1)N -1

ve
da a1 0 0
ds31 a31
- da . 0 : 0
M =B + B + B2 + 32
0 0 AN N+3 AN,N+3
dN+1,N+3 AN4+1,N+3
0 0 dN4y2,N+3 AN12,N+3
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olmak fiizere (3.1.12) denklemi matris formunda
AS+ DS+ M =0 (3.2.4)

olarak yazilir.

(3.2.4) denkleminde 6 ve § yerine [33]

. n+l _ Sn n+1 n
5:u7 5:¥

A (3.2.5)

ileri sonlu fark yaklagimi ve Crank-Nicolson yaklagimi yazilarak denklem

diizenlenirse

I U~ n+l __ i~_2~ n __ 1
(AtAJrQD)(S _(AtA 2D>6 M (3.2.6)

denklem sistemi elde edilir. Elde edilen bu cebirsel denklem sisteminin ¢oztimiinden
§"+1 parametreleri bulunur ve (3.1.1) ile verilen 1s1 denkleminin ¢oziimiine ulagihir.
(3.2.6) denklem sisteminde N + 1 denklem ve N + 1 bilinmeyen oldugundan
sistem ¢oziilebilir bir sistemdir. Iterasyona baglamak icin 6° degerlerine ihtiyag

oldugundan baglangic sartindan faydalanilacaktir.

3.2.1 Baslangic Durumu

(3.2.6) denklem sisteminde 6§ = 0;(0) baglangi¢ parametrelerinin hesaplanmas

i¢in (3.1.2) denkleminden faydalanilarak 6y (z,0) basglangig degeri;

N+1

O (2,0) = 6(z,0) = ) 89¢;(x)

j=—1

= 0% 01(2) + g0 (7) + ... + O on (@) + O 11 Ov 1 ()

olarak yazilabilir. Verilen basglangi¢ sart1 i¢in x,,, diigiim noktasinda

m—+2

(2, 0) = > 89;(z) , m=0(1)N

j=m—1
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yazilabileceginden ve Tablo 1.1 degerleri kullanilirsa

(9(1’0, 0) = 5,1 + 4(50 + 51 (327)

0(1,0) = 0) + 40° + 69

6(1’]\[_1, 0) = 6?\[72 -+ 45?\[71 -+ 5?\[

0(zn,0) = 6%_1 + 453 + 0}

N +1 denklemden olugan N + 3 bilinmeyenli denklem sistemi elde edilir. Denklem

sayisini bilinmeyen sayisina egitlemek igin

00 3
%(%70) 4 (67 —62y)

ve

00 3
3_95(:6]\/’ 0) = h (5?v+1 - 5?%1)

denklemleri (3.2.7) denklem sistemine ilave edilir. Bu durumda

(1 0 1
1 41
14 1

K = ;

1 4 1

1 41

-1 0 1

80 = (621,09, ..., 0% )7,

h 00 h 00 r
(xN’ t)

L= (5%(%,15),9(%)79(351)’ o Oaw) 5,

olmak tlizere

K& =1L (3.2.8)

denklem sisteminden

50 = (60—1?5& s 75?V+1)T
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parametresi kolaylikla bulunur ve (3.2.6) denklem sisteminde yerine yazilarak

iterasyona gecilir [34].

3.3 Neumann Sinir Sarth Is1 Denklemi

Fiziksel olarak Neuman sinir sarti sinirda sabit bir 1s1 akiginin oldugunu, sinir
sartlarimin homojen olmasi durumunda ise sinirda yalitim oldugunu ifade eder.
Bu yiizden Neumann sinir sarti ile 1s1 akigi sifir olan son derece iyi yalitilmig bir

yiizey modellenebilir [27] . Neumann simir sart

9 (20,t) = (t
gz(% )=m () } (3.3.1)
52 (TN, t) = 7a(t)
olarak verilir. Tablo 1.1'den faydalanarak
00 3
5 (0 t) = 7 (01— 0-1) =, (3.3.2)
— 0_1 =01 — h%
00 3
%(xN:t) ! (On+1 —On—1) = 7,
h
= Ony1 = On—1 + %

esitlikleri elde edilir. (3.1.12) denkleminde (3.3.1) ve (3.3.2) esitlikleri kullamlir
ve Dirichlet sinir sarth 1s1 denkleminde oldugu gibi denklem sayisi bilinmeyen

sayisina esit olacak sekilde diizenlerise A = [d,;] matrisinin elemanlar:

ap] = Qg2 , Q12 = Qg3 + ag

dg1 = a3 , Qg = agz + as;

asz; = Q42 , a33 = 43 + Qg

AN—1,N+1 = AN, N+2 , GN-1,N = GN,N+1 + AN,N+3
AN,N+1 = AN4+1,N+2 , AN,N = AN 4+1N+1 T AN{2,N+3
AN4+1,N+1 = AN42,N+2 5 OGN4+1,N = ON42,N+1 + AN4+2 N+3

aij = Qit1j41, 0= 1)N +1, j=3(1)N -1
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D= [ ij} matrisinin elemanlar:

Czn = dy» ; Ci12 = da3 + dn

dyy = dzo ) dyy = dzz + da,

6231 = dy ) Ci32 = dy3 +dn

dy_1n11 = dynia , dyoin =dyyi +dynes
CZN,N+1 = dNi1,N+2 ) CZN,N =dnyin+1 T dNy2Nt3
CZN+1,N+1 =dnto,Nt2 JN-H,N =dnyo,N+1 + dNio N3

CZZ']' - di+1,j+17 Z = 1(1)N —|— 1, j = 3(1)N — 1

ve

da asy 0 0
ds31 as1

~ h da h. | au h 0 h . 0

M=—2m —am +37% + 29
0 3 0 3 dN,N+3 3 aN,N+3
dN+1,N+3 AN+1,N+3

0 0 dN+2,N+3 AN+2 N+3

olmak tizere (3.1.12) denklemi kapali formda
AS+D5+M=0 (3.3.3)

olarak yazilir. (3.2.5) esitligi (3.3.3) denkleminde yerine yazilirsa N+1 bilinmeyenli

N + 1 denklemden olugan

I U~ n+l __ i~_2~ n __ 1
(AtA+2D>5 _( A 2D>6 N (3.3.4)

denklem sistemi elde edilir.

3.3.1 Baslangic Durumu

(3.3.4) denklem sisteminde (3.2.7) esitlikleri kullanilarak N + 3 bilinmeyenli N +
1 denklemden olusan denklem sistemi olusur. Sistemi ¢oziilebilir hale getirmek

icin (3.3.2) esitligindeki §_; ve dy41 degerleri (3.2.7) esitliginde yerine yazilir ve
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duzenlenirse

h
0(x0,0) = 45, + 26, — % (3.3.5)
0(z1,0) = do + 461 + 9o
@(CL’N_l, 0) = 5N—2 + 45]\/_1 + 5N
h
9(.1']\7, O) = 20n_1 + 406y + %
elde edilir. Bu durumda
1 4
1 4 1
K = )
1 4 1
2 4
60 = (69,67,...,6%)7,
L= (‘9(1‘0), Q(ZEI), s 76<xN))T
g hye g
N=|—0200--,0,——
( 3 Y ? ) Y ? 3 )
olmak iizere
K§®=L+N (3.3.6)
denklem sistemi elde edilir.
(3.3.6) denklem sisteminde §° = (89,02, ...,6%)T parametreleri bulunur ve bu

degerler (3.3.4) denklem sisteminde kullanilarak iterasyona gegilir [34].

3.4 Robbin Sinir Sartli Is1 Denklemi

Robin siir sarti uygulamada en sik karsilagilan sinir gartidir. Bu sinir sarti

Newton’'un soguma yasasinin matematiksel gosterimi olarak da bilinir ve fiziksel
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olarak 1sinin bir cisimden onu ¢evreleyen ortama ayni hizda akmaya devam ettigini

ifade eder [27, 28]. Robin smir sart

% (wo,t) — O(wo, t) = au(t
8?91('I07 ) ('TO? ) Oél( ) } (341)
Se(rn,t) +0(xN,t) = ax(?)
olarak verilir. Tablo 1.1’den ve (3.2.7) esitliklerinden faydalanarak
00
%(flfoﬂf) — 0(x0,1) = on(t)
3
— E (61 — 6_1) — 5_1 — 450 — 51 = o1 (342)
h 4h h—3
o= (m) iy (m) S (m) o
h 4h h—3
. (m) - (m) “ 2 (m) g
ve
a0
%(J/’N,t) —+ Q(LUN,t) = (Ig(t)
3
— E (5N+1 = 5]\[_1) + 5]\]_1 + 45]\[ + 6N+1 = Q9 (343)

N e _ (A Sn — h-3 5
M TR +3) T \hr3) N T \hrs) N
. h i 4h : h—3Y\ -
ON+1 = <h+3> @2 <h+3) oN = <h+3) ON-1

yazilabilir. (3.1.12) denkleminde (3.4.2) ve (3.4.3) esitlikleri yerine yazilir ve

diizenlenirse A = [a;;] matrisinin elemanlar

~ 4h ~ h—3

a1 = Q22 — 33021 ; Q12 = Q23 — 373021

~ 4h ~ h—3

Q21 = A32 — 373431 v @22 = A33 — jo34,

~ 4h ~ h—3

31 = Q42 — 373041 ; A32 = Q43 — 3,73041

~ _ 4h ~ _ h—3
AN-1,N+1 = GN,N+2 — 31 3AN,N+3 » AN-1,N = QN,N+1 — p73AN,N+3

~ _ 4h ~ _ h—3

AN,N+1 = AN+1,N+2 — ;, 3AN+1,N+3 » ON,N = AN+1,N+1 — 3,373AN+2,N+3
~ _ 4h ~ _ h—3
AN+1,N+1 = AN42,N+2 — 31 3AN+2N+3 , ON+1,N = AN42 N+1 — j730N+2,N+3

i = Qs 41, 1= 1N+ 1, j=3(1)N -1
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D= [dij} matrisinin elemanlar:

dyy = doy — h+3d 21 ) diy = dys — ,Hid 21
dyy = dsy — h+3d , dog = dyg — h+3 b3y,
ds; = dyy — h+3d41 ; dsy = dy3 — h+§d41
dy_1ne1 = dy e — %dN,N—l—S , dyaan=dyNni — Z—Ing,NJrg
dn N1 = dNy1, N2 — ff‘—ﬁ;dNﬂ,NJr?) , dyN = dnii N1 — Z—jrngH,Nﬁ
dnyin+1 = dyyo, N2 — %dN-&-Q,N-i-S , dyyin = dnio N1 — Z—J_rng+2,N+3
CZZ']' - di+1,j+17 Z = 1(1)N —|— 1, j = 3(1)N — 1
ve
d21 921 0 0
ds a3y
M h hOél d41 . hO[l Q41 + hOéQ 0 hOég 0
h+3 ]| o h+3] 0 h+3 | dywis h+3 ] aynis
dN+1,N+3 AN+1,N+3
0 0 dN+2,N+3 AN4+2 N+3
olmak tizere (3.1.12) denklemi yeni haliyle;
A+ DS+ M =0 (3.4.4)
olarak yazilir. (3.4.4) denkleminde (3.2.5) esitligi yazilirsa
A D sl = (—A-Yp)er— M 3.45
(At 3 ) (A 2 (3:4:5)

denklem sistemi elde edilir.

3.4.1 Baslangic Durumu

(3.4.5) denklem sistemine iterasyon uygulanabilmesi igin ¢° parametrelerinin

belirlenmesi gerekmektedir. (3.4.2) ve (3.4.3) esitliklerindeki 0_; ve o degerleri
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(3.2.7) denklem sisteminde yerine yazilirsa

12 6 h
0(0,0) = (m) %+ (m) 0 - (m) ™

O(x1,0) = dp + 401 + 62

O(xn-1,0) = dn_o +40n_1 + N

6 12 h
w0 = (535) o+ (irs) o+ (i)

clde edilir. Elde edilen (3.4.6) denklem sistemi matris formunda

12

6

h+3 h+3
1 4 1
1 4 1
K= ,
1 4 1
6 12
h+3 h+3 |

80 = (80,09, ...,0%)7,

L= (Q(Io), 9($1)7 e ag(wN))T

(hOél 0’07“.’0’_}7/062)71

h+3’ h+3

olmak tlizere

K®=L+ N

yazilabilir.

(3.4.6)

(3.4.7)

(3.4.7) ’de 6° = (69,69, ...,0%) parametreleri bulunur ve bu degerler (3.4.5)

denklem sisteminde kullanilarak iterasyona gegilir [34].

3.5 Kararlilik Analizi

Kiibik B-spline Galerkin yontemi ile elde edilen semanin kararliligi Von Neuman

Kararhlik analizi kullanilarak yapilacaktir. Von Neuman Kararlilik analizine gore
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£ mod sayisi ve h eleman biiyiikliigii olmak tizere

or = greimsh (3.5.1)
ile verilen Fourier modu icin
5n+1 _ ggn
seklindeki ¢g biliytime faktoriintin
lg| <1 (3.5.2)

sartini saglamasi durumunda yontem kararhdir [40].

(3.4.5) denklem sisteminde m. genellegtirilmis satir

h  3vAt 120  T2uAt 1191h  45vAt
o= — o = — g = —
YT040 0 20m 7 7T 140 20h ' ° 140 20h
2416h iy 2400 At h N 3vAt 120h n T2vAt
Ay = org = —— _— g =
Y140 20h T 140 " 207 T 140 20h
1191 N 450At  2416h  240vAt
4= a0 20n T 140 20h
olmak tizere
a6 4l + g0+ adl + agdlt + adlth +an it = (3.5.3)

0455;2_3 —+ 0465;2_2 + 0175;’:1_1 + 0585:;1 + Oé7(5;11+1 —+ OZGCSQH_Q + 0155;2_1_3
olacagindan ¢, parametreleri yerine (3.5.1) esitligi yazilirsa (3.5.3) esitligi

ap oLt m=3)Bh o Grtloim=28h 4 o rtleim+8)Bh _ (3.5.4)

a53n€i(m—3)ﬁh + aﬁénei(m—Q)ﬁh + a75n6i(m—1)ﬁh 4ot a5(§nei(m+3)6h
halini alir.
e™*" = cos(kh) + isin(kh)
Euler esitligi kullamlarak (3.5.4) ifadesi diizenlenirse

_ 2ascos(3Bh) + 206 cos(28h) 4 207 cos(Bh) + asg
9= 2ar1 cos(36h) + 2a cos(26h) 4 2az cos(Bh) + ay

(3.5.5)
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olmak tizere

5n+1 _ ggn

elde edilir. Diger taraftan cos(38h) ve cos(25h) trigonometrik fonksiyonlar: igin

diizenleme yapilirsa (3.5.5) esitiligi

r= % [4 cos®(Bh) + 240 cos®(Bh) + 1188 cos(Bh) + 1088] (3.5.6)
, _ GuAt [4 cos®(Bh) + 48 cos?(Bh) + 12 cos(Bh) — 104]

20h

olmak tlizere
r—+s
r—s

olur. Bu durumda
gl <1=0<]g* <1
olacagindan

r+s
r—s

2 2
_r s &

Clr=sf T

:>|7“—s|2—]r—|—3|22()

= 4rs <0

sart1 saglanmahdir. (3.5.6) esitliklerinde biitiin fh € R durumlar i¢in » > 0
ve s < 0 oldugundan |g| < 1 esitsizliginin saglanmasi bir sarta bagh degildir.

Dolayisiyla yontem sartsiz kararlidir.

3.6 Model Problemler

Simdi farkli model problemler i¢in her bir ¢ adiminda sayisal sonuglar elde edilecek

ve yontemin dogrulugu

N
Ly=,|h> 10; = (O5);]° (3.6.1)
7=0

Lo =100 = x| = mﬁx\ej — (On);]
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olarak wverilen L, ortalama hata normu ve L., maksimum hata normu ile

oOlctilecektir.

3.6.1 Problem 1

00 0%0

— —v—=0, 0<z<1 ,t>0
ot o2 =T =l b=

denklemiyle verilen 1-boyutlu lineer 1s1 denkleminin

0(0,t) =0, t>0

0(1,t) =0, t>0

Dirichlet sinir sartlar ve

0(x,0) = sin(mx)

baglangi¢ sart1 altindaki analitik ¢oziimii
O(z,t) = e ™ “sinTx

olarak verilmigtir [52].

t = 0.1 zamaninda v = 1, h = 0.025 ve At’nin farkli degerleri i¢in Problem
3.6.1'in sayisal coziimii yapildi ve elde edilen sayisal sonuclar analitik sonugla
Tablo 3.1’de kiyaslandi. Sayisal sonuglarin analitik sonuclarla uyum igerisinde
oldugu Tablo 3.1’de kolayca anlagilmaktadir ve At degeri kiigiilditkce Ly ve L,
normlarimin kiigiildiigi gozlemlendi. Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’de v = 1 ve v = 0.01
degerleri igin farkli ¢t zamanlarinda analitik ¢oziim, sayisal ¢oziim ve mutlak
hatanin grafikleri verildi. v viskozite katsayisinin daha kiiciik secilmesiyle
hataninda kiiciildigii Sekil 3.3 ve Sekil 3.4’de goriilmektedir. Problem 3.6.1°in
v=1, v=0.1, v =0.0001 icin farkl ¢ zamanlarinda ve farkli  konumlarinda
hesaplanan sayisal sonuglari ile analitik sonuclar kiyaslanarak Tablo 3.2’de verildi.

Tablo 3.2’de sonuclar uyum icerisinde oldugundan kiibik B-spline Galerkin
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Tablo 3.1: v = 1, h = 0.025 ve ¢t = 0.1 aninda farkli At degerleri i¢in Problem

3.6.1'in sayisal sonuclarinin analitik sonucla kiyaslanmasi

r At=0.01 At=0.001 At=0.0001 At=0.00001 Analitik
0.1 0.115081 0.115172 0.115173 0.115173 0.115173
0.2  0.218896 0.219070 0.219072 0.219072 0.219072
0.3 0.301285 0.301525 0.301527 0.301527 0.301527
0.4  0.354182 0.354463 0.354466 0.354466 0.354466
0.5 0.372409 0.372705 0.372708 0.372708 0.372708
0.6 0.354182 0.354463 0.354466 0.354466 0.354466
0.7 0.301285 0.301525 0.301527 0.301527 0.301527
0.8 0.218896 0.219070 0.219072 0.219072 0.219072
0.9 0.115081 0.115172 0.115173 0.115173 0.115173

Lo 2.1137e-04 2.1114e-06  2.1094e-08 1.9823e-10

Lo 2.9892e¢-04  2.9860e-06  2.9839e-08 2.7754e-10
Tos / - \\\ “os // - \ . // B \

02 / A o 1 "\ 05

Sekil 3.3: v =1, h = 0.1, At = 0.0001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem 3.6.1
'in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oztim(sol), analitik ¢oziim(orta) ve mutlak
hata(sag)

yonteminin (KBSGY) iyi sonuglar verdigi diigiiniilmektedir. v = 0.01, v = 0.0001,
v = 0.000001 viskozite katsayisinin daha kiigiik degerleri i¢in ¢ = 0.1 aninda Ls ve
L., normalar1 hesaplandi ve sonuglar Tablo 3.3’de verildi. Tablo 3.3 incelendiginde
sonuglar analitik sonuglara daha c¢ok

v degerinin kii¢iilmesiyle sayisal

yaklagmaktadir.
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x10™

t=0.2 1.6
t=0.4

y 2B \ /7 N\ 06| 14
08 /) \ ) =0.
/ \ 08 y / \\ =08

/

t=10| 12
// \
0.6 / \ 0.6 / \ 1

o(x,t)
a(x.t)

0.4 0.4

02 0.2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 08 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Sekil 3.4: v = 0.01, h = 0.1, At = 0.0001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem 3.6.1
'in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziim(sol), analitik ¢oziim(orta) ve mutlak
hata(sag)

Tablo 3.2: h = 0.0125, At = 0.0001 iken v=1, v = 0.01 ve v = 0.0001 igin Problem
3.6.1'in sayisal sonuclarinin analitik sonucla kiyaslanmasi
x t v=1 v =0.01 v = 0.0001

Sayisal ~ Analitik  Sayisal  Analitik  Sayisal  Analitik
0.25 0.4 0.013645 0.013645 0.679735 0.679735 0.706828 0.706828
0.6 0.001895 0.001895 0.666449 0.666449 0.706688 0.706688
0.8 0.000263 0.000263 0.653423 0.653423 0.706549 0.706549
1.0 0.000037 0.000037 0.640652 0.640652 0.706409 0.706409

0.50 0.4 0.019296 0.019296 0.961291 0.961291 0.999605 0.999605
0.6 0.002680 0.002680 0.942502 0.942502 0.999408 0.999408
0.8 0.000372 0.000372 0.924080 0.924080 0.999211 0.999211
1.0 0.000052 0.000052 0.906018 0.906018 0.999014 0.999014

0.75 04 0.013645 0.013645 0.679735 0.679735 0.706828 0.706828
0.6 0.001895 0.001895 0.666449 0.666449 0.706688 0.706688
0.8 0.000263 0.000263 0.653423 0.653423 0.706549 0.706549
1.0 0.000037 0.000037 0.640652 0.640652 0.706409 0.706409

Tablo 3.3: h = 0.0125, At = 0.0001 i¢in ¢ = 0.1 aninda v'nin farkli degerleri igin
Problem 3.6.1°'in Ly ve L., hata normalar:
v=0.01 v = 0.0001 v = 0.000001

Ly 3.0296e — 12 5.0783e — 13 4.7062e — 14
Lo 1.5990e — 11 2.4790e — 12 1.7899¢ — 13
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3.6.2 Problem 2

Bu problemde;
00 020

— —v—=0, 0<zz<1 ,t>0
ot o2 =T =l b=

le verilen 1s1 denkleminin

00
8_x(0’t) =0,
00
a—x(l,t) =2,

Neumann sinir sartlar: ve
0(z,0) = 2° + 1 + cos(mz)
baglangi¢ sart1 altindaki analitik ¢oziimii
O(z,t) =2t + 2>+ 1+e ™" cos(rz)

seklindedir [52].

Problem 3.6.2nin v = 1, At = 0.00001 ve h'nin cesitli degerleri i¢in t =
0.1 aninda KBSGY ile sayisal ¢oziimler elde edilerek sonuglar analitik sonucla
kiyaslandi ve Tablo 3.4’de verildi. h’nin degerleri kiictildiikce sayisal sonuclarin
analitik sonuclara daha yaklastigi Tablo 3.4’de goriilmektedir. A = 0.0125, At =
0.001 i¢in ¢ = 1 aninda v'nin farkhi degerlerinde L, ve L., hata normlar
hesaplanarak Tablo 3.5’de verildi. v viskozite katsayisinin kiigiik segilmesiyle
hatanin kiictildiigii Tablo 3.5’de goriildii. v = 1, h = 0.1, At = 0.00001 igin ¢t =
0.1 aminda KBSGY ile elde edilen sayisal sonuglar [41] galigmasiyla kiyaslanarak
Tablo 3.6 ve v = 1, h = 0.0125, At = 0.00001 i¢in t = 0.1 aninda elde edilen
saywsal sonuglar Tablo 3.7’de sunularak [41] calhigsmasiyla kiyaslandi. Problem
3.6.2 igin Tablo 3.6 ve Tablo 3.7°den KBSGY’nin [41] ¢ahgmasimdaki sonlu fark
yontemlerinden daha iyi sonuglar verdigi goriilmektedir. Farkli ¢ zamanlarinda

elde edilen sayisal ¢oziim, analitik ¢oztim ve mutlak hata v = 0.1, A = 0.0125,
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Tablo 3.4: v = 1, At = 0.00001 i¢in ¢ = 0.1 aninda Problem 3.6.2’nin sayisal

sonuclariin ve analitik sonug ile kiyaslanmasi.
x h=0.1 h=0.06 h=0.025 h=0.0125 Analitik
0.0 1.572717 1.572709 1.572708 1.572708  1.572708
0.1  1.564476 1.564467 1.564466 1.564466  1.564466
0.2 1.541534 1.541528 1.541527 1.541527  1.541527
0.3  1.509077 1.509073 1.509072 1.509072  1.509072
0.4  1.475175 1.475173 1.475173 1.475173  1.475173
0.4  1.450000 1.450000 1.450000 1.450000  1.450000
0.6  1.444825 1.444827 1.444827 1.444827  1.444827
0.7  1.470923 1.470927 1.470928 1.470928  1.470928
0.8  1.538466 1.538472 1.538473 1.538473  1.538473
0.9 1.655524 1.655533 1.655534 1.655534  1.655534
1.0 1.827283 1.827291 1.827292 1.827292  1.827292
Ly T7.2882e-06 8.9509e-07 1.0936e-07 1.3288e-08
Lo 1.0097e-05 1.3727e-06 1.7861e-07 2.2530e-08

Tablo 3.5: h = 0.0125, At = 0.001 iken ¢t = 1 aninda Problem 3.6.2’nin farkh v
degerleri i¢in Ly ve Lo, hata normlarinin hesaplanmasi

v=20.5 v=0.000 v =0.0005 v =0.00005
Ly 5.0276e-08 2.6742e-09 4.7375e-10  1.0818e-10
Lo 7.0151e-08 8.5404e-09 2.2772e-09  6.5212¢-10

At = 0.00001 i¢in Sekil 3.5’de ve v = 0.01, h = 0.0125, At = 0.00001 ig¢in Sekil
3.6 de verildi. Sekil 3.5 ve Sekil 3.6 'de goriildiigii gibi v viskozite katsayinin daha

kiigiik degerleri i¢in yontem daha iyi sonuclar vermekte ve hata kiigiilmektedir.
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Tablo 3.6: v = 1, h = 0.1, At = 0.00001 i¢in ¢ = 0.1 aninda Problem 3.6.2'nin
sayisal sonuglarinin [41] ¢ahigmasyla kiyaslanmasi.
h=0.1
x KBSGY  ASFY[41] KSFY[41] CNSFY[41] Analitik
0.0  1.572717  1.575718  1.575754 1.575736  1.572708
0.1 1.564476  1.567329  1.567363 1.567346  1.564466
0.2 1.541534  1.543962  1.543991 1.543976  1.541527
0.3 1.509077  1.510841 1.510862 1.510852  1.509072
0.4 1475175  1.476103 1.476114 1.476109  1.475173
0.5 1.450000  1.450000  1.450000 1.450000  1.450000
0.6 1444825  1.443897  1.443886 1.443891  1.444827
0.7 1470923  1.469159  1.469138 1.469148  1.470928
0.8 1.538466  1.536038  1.536009 1.536024  1.538473
0.9 1.655524  1.652671  1.652637 1.6526564  1.655534
1.0 1.827283  1.824282  1.824246 1.824264  1.827292
Lo 7.2882e¢-06 2.218e-03 2.154e-03  2.141e-03
Lo 1.0097e-05 3.010e-03  3.046e-03  3.028e-03

Tablo 3.7: v =1, h = 0.0125, At = 0.00001 icin ¢t = 0.1 aninda Problem 3.6.2’nin
sayisal sonuglariin [41] ¢ahgmasyla kiyaslanmasi.
h =0.0125
z  KBSGY ASFY[41] KSFY[41] CNSFY[41] Analitik
0.0 1.572708  1.572737  1.572773 1.572755  1.572708
0.1 1.564466 1.564494  1.564528 1.564511 1.564466
0.2  1.541527 1.541551  1.541580 1.541565 1.541527
0.3 1.509072 1.509089  1.509111 1.509100  1.509072
0.4 1.475173 1.475182  1.475193 1.475188 1.475173
0.5  1.450000  1.450000  1.450000 1.450000  1.450000
0.6  1.444827 1.444818  1.444807 1.444812 1.444827
0.7  1.470928 1.470911  1.470889 1.470900  1.470928
0.8 1.538473 1.538449  1.538420 1.538435 1.538473
0.9 1.655534 1.655506  1.655472 1.655489  1.655534
1.0 1.827292 1.827263  1.827227 1.827245 1.827292
Ly 1.3288¢-08  1.2e-05 4.6e-05 3.3e-03
Lo 2.2530e-08  2.9e-05 6.5e-05 4.7e-03
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t=0.8

02 04 0.6 08
X X

Sekil 3.5: v = 0.1, h = 0.0125, At = 0.00001 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem
3.6.2 'in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziim(sol), analitik ¢ztim(orta) ve mutlak
hata(sag)

x10°8

14

0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Sekil 3.6: v = 0.01, h = 0.0125, At = 0.00001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem
3.6.2 ’in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziim(sol), analitik ¢dziim(orta) ve mutlak
hata(sag)
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Tablo 3.8: v = 1, At = 0.00001 ve ¢t = 0.1 aninda h'nin farklh degerleri igin

Problem 3.6.3™in sayisal sonuclariin ve analitik sonugla kiyaslanmasi.
x h=0.1 h=0.06 h=0.025 h=0.0125 Analitik
0.0 0.718667  0.718835  0.717629 0.717578  0.717561
0.1  0.783961 0.783059  0.782837 0.782781  0.782763
0.2 0.835475  0.834532  0.834299 0.834241  0.834221
0.3  0.872561 0.871596  0.871358 0.871299  0.871279
0.4  0.894891 0.893919  0.893679 0.893619  0.893600
0.5 0.902344  0.901371 0.901130 0.901070  0.901050
0.6  0.894891 0.893919  0.893679 0.893619  0.893600
0.7  0.872561 0.871596  0.871358 0.871299  0.871279
0.8 0.835475  0.834532  0.834299 0.834241  0.834221
0.9 0.783961 0.783059  0.782837 0.782781  0.782763
1.0 0.718667  0.718835  0.717629 0.717578  0.717561
Lo 1.2946e-03 3.1472e-04  7.7559e-05 1.9249e-05
Lo 1.2938e-03 3.2033e-04 7.9696e-05 1.9876e-05

3.6.3 Problem 3

Bu problemde

ile verilen 1s1 denkleminin

0

5-0(0,) = 6(0,1) = 0,
5%9(1 £) +6(1,t) =0,

Robbin sinir gartlar1 ve

0(x,0) =1

baglangi¢ sart1 altindaki analitik ¢oziimii

O(x,t) =4 Z {;TZZQ } ~H cos (21% {:p — %])

seklindedir. Burada 1, degerleri 1) tant — 1/2 = 0 denkleminin pozitif kékleridir
[17].
Problem 3.6.3'tin v = 1, At = 0.00001 i¢in ¢ = 0.1 aninda A’nin farkl degerleri

icin KBSGY ile elde edilen sayisal sonuglar analitik sonugla kiyaslanarak Tablo
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Tablo 3.9: v = 0.5, v = 0.005, h = 0.0125, At = 0.001 icin farkl ¢ zamanlarinda

Problem 3.6.3in sayisal sonuclarinin analitik sonucla kiyaslanmasi.

v=205 v = 0.005
x t Sayisal Analitik Sayisal Analitik
0.25 0.4 0.720414 0.720397  0.999999  1.000689
0.6 0.607358 0.607344  0.999975  0.999975
0.8 0.512045 0.512034  0.999867  0.999865
1.0 0.431690 0.431680  0.999615 0.999611
3.0 0.078308 0.078307  0.989228  0.989208
0.50 0.4 0.760614 0.760597  1.000000  1.000978
0.6 0.641263 0.641249  1.000000  1.000000
0.8 0.540630  0.540618  1.000000  1.000000
1.0 0.455789  0.455779  1.000000  1.000000
3.0 0.082680 0.082678  0.999627  0.999625
0.75 0.4 0.720414 0.720397  0.999999  1.000689
0.6 0.607358 0.607344  0.999975  0.999975
0.8 0.512045 0.512034  0.999867  0.999865
1.0 0.431690 0.431680  0.999615  0.999611
3.0 0.078308 0.078307  0.989228  0.989208
Lo 1.7514e-06 2.9906e-05
Lo 1.8699¢-06 5.0395e-05

a(x.t)

x10*

a(x.t)

t=0.10

Sekil 3.7: v =1, h = 0.0125, At = 0.001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem 3.6.3
in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oztim(sol), analitik ¢oziim(orta) ve mutlak

hata(sag)

0.4 0.6
X

0.8 1

0.2

0.4 0.6
X
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Sekil 3.8: v = 0.5, h = 0.0125, At = 0.001 igin farkli ¢ zamanlarinda Problem
3.6.3 'iin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziim(sol), analitik ¢oziim(orta) ve
mutlak hata(sag)

x10*
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Sekil 3.9: v = 0.005, h = 0.0125, At = 0.001 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem
3.6.3 in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziim(sol), analitik ¢oziim(orta) ve
mutlak hata(sag)
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3.8’de verildi. Analitik ¢oziime en yakin degerin h = 0.0125 i¢in elde edildigi
ve h’nin kiigiilmesiyle sayisal sonuclarin analitik sonuca yaklagtigi Tablo 3.8’da
gorildi. h = 0.0125, At = 0.001 durumunda v = 0.5, v = 0.005 i¢in farkl ¢
zamanlarinda elde edilen sayisal sonuclar analitik sonuclar ile kiyaslanarak Tablo
3.9’de verildi. Problem 3.6.3 icin v viskozite katsayisinin kii¢iilmesiyle hatanin
biiyidigi Tablo 3.9’de gortildi. Farkli ¢ zamanlarinda sayisal ¢oziim, analitik
¢oziim ve mutlak hata grafigi v = 1, h = 0.0125, At = 0.001 icin Sekil 3.7’de,
v = 0.5, h = 0.0125, At = 0.001 i¢in Sekil 3.8’de ve v = 0.005, h = 0.0125,
At = 0.001 i¢in Sekil 3.9'da verildi. Tlerleyen ¢ zamanlarmda hatanmn azaldigi

Sekil 3.7, Sekil 3.8 ve Sekil 3.9’da goriilmektedir.
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4. 1-BOYUTLU BURGERS’ DENKLEMININ

SAYISAL COZUMU

4.1 Mevcut Caligsmalar

Burgers’ denklemi fizik ve matematikte zamana bagli lineer olmayan kismi
diferansiyel denklemlerden en iyi bilinen problemlerden biridir. Bu denklem
viskozlu bir sivida gok dalgalarinin ilerlemesi vasitasiyla akigkanlara yaklagim
teorisi ve tiirbiilansin matematiksel modellenmesi gibi cegitli olay tiirlerini
tamimlamak igin ortaya ¢ikmugtir [51, 52]. Burgers’ denklemine literatiirde ilk
defa U, x konum ve t zaman degiskenlerine bagli bir fonksiyon ve v viskozite

katsayisi olmak tizere
2

aa—[t]—l—Ug—Z :1)27[; (4.1.1)
bigiminde Bateman'm makalesinde rastlamilmigtir [53]. Hopf ve Cole (4.1.1)
denkleminin analitik ¢oziimiinii Fourier serisi ile hesapladilar [54]. Fakat Fourier
serisi formundaki analitik ¢oztim kullanigh olmasina ragmen, bu formdaki analitik
¢ozimiin v viskozite katsayisinin ¢ok kiiciik degerleri i¢in oldukca yavag yakinsayan
sonsuz seriler icermesi ve analitik ¢oziimiin keskin egilimli olmasindan dolay1 daha
hassas ve etkili sayisal yaklagimlara gerek duyuldu. Hatta viskozite katsayisinin
v < 0.01 oldugu durumlarda analitik ¢oziimdeki sonsuz serilerde terim kaybi
yaganmaktadir [55]. Burgers’ denkleminin lineer olmayan U %—g adveksiyon terimini
barindirmasi, fiziksel dalga olaylarini modelleyen v% terimini icermesi ve v
kinematik viskozite katsayisinin kii¢lik degerleri i¢in gok dalga 6zelligini sergilemesi
bir¢ok arastirmaci tarafindan bu denkleme olan ilginin temel nedenlerinden
bazilaridir [61]. Bu nedenle ozellikle gectigimiz son yillarda, bilimsel ve

mithendislik alanlarinin gegitli hesaplamalarimda baz alman (4.1.1) Burgers’

denkleminin sayisal ¢oziimii igin farkli sayisal yontemler uygulandi[56-60].
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Lagerstrom vd. [62] calismasinda Burgers’ denkleminin v viskozite parametresiyle
carpilmig yiiksek mertebeden tiirevler iciermesinden dolayr Navier-Stokes
denklemlerine benzedigini vurguladi. Ozis vd. [63] galigmasinda Burgers’
denklemine Hopf-Cole dontigiimii uygulayarak Galerkin sonlu elemanlar yontemi
icin lineer B-spline baz fonksiyonlar: kullanarak sayisal ¢oziime ulastilar ve Ozig
vd. [57] cahgsmasinda kuadratik B-spline baz fonksiyonlari kullanarak sayisal
¢Oztim elde ettiler. Dogan [64] lineer B-spline Galerkin sonlu elemanlar yontemini
kullanarak Burgers’ denkleminin sayisal sonucuna ulagti. Dag vd. [65-67] zaman
bolgesini diskrize edebilmek i¢in tamamen acik sema kullanarak farkh viskozite
degerleri igin kuadratik, kiibik B-spline ve en kiigiik kareler sonlu elemanlar
yontemlerini kullanarak Burgers” denkleminin sayisal ¢oztimiinti elde etti. Soliman
[68] Hopf-Cole dontigiimii kullanmadan kiibik B-spline fonksiyonlarimi kullanarak
Galerkin yontemi ile denklemin sayisal ¢oziimiinii buldu ve literatiirdeki diger
caligmalarla kiyasladi. Mukundan ve Awasthi [69] Hopf-Cole doniigiimii
uygulayarak Burgers’ denklemini bir boyutlu difiizyon denklemine dontistiirdii ve
gizgiler yontemiyle (Method of Lines) sayisal ¢oziimiinii elde etti. Ayni yil yiiksek
mertebeden pargalama yontemiyle Seydaoglu vd. [70], trigonometrik kuadratik
B-spline subdomain Galerkin yontemiyle Ay vd. [71] sayisal ¢oziimler elde edildi.
Daha sonra Bonkile vd. [72] Burgers’ denkleminin Hopf-Cole déntigiimlii ve
Hopf-Cole dontistimsiiz sayisal ¢oziimlerinin kiyaslanmasi iizerine aragtirma yapti.
Burgers denkleminin sayisal ¢oziimii tlizerine farkli akademik caligmalar ayni yil
icerisinde diger bilim insanlar tarafindan yapildi [73-80]. Lakshmi ve Awasthi
[81] tarafindan Hopf-Cole doniigiimii uygulanarak Burgers’ denklemi lineer 1s1
denklemine doniigtiiriildii ve kiibik B-spline kullanarak § = 1 ve 6 = 1/2 igin
sayisal ¢oziim buldu. Chen ve Zhang [82] yari-ayrik ve tam-ayrik zayif Galerkin
sonlu elemanlar yontemi kullanarak Burgers’ denkleminin sayisal c¢oziimlerini

elde ettiler. Aym yil Yagmurlu vd. [83] tarafindan bir boyutlu modifiye edilmig
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Burger denkleminin Strang ayrigtirma teknigiyle ayrigtirilmasindan sonra kiibik
B-spline kollakasyon sonlu elemanlar yontemiyle sayisal ¢oziimii elde edildi. Son
zamanlarda Ballem [84] Galerkin yontemi ile yeni galigmalar ortaya koydu.
Tezin bu boliimiinde Burgers” denklemine Hopf-Cole dontisiimi uygulanarak
bazi model problemlerin sayisal ¢oziimleri kiibik B-spline fonksiyonlar kullanilarak
Galerkin yontemi ile bulundu ve bulunan sonuclar literatiirdeki diger ¢aligmalarla

kiyaslandi.

4.2 Hopf-Cole Doniisuimii

(4.1.1) ile verilen Burgers’ denkleminin bir ¢6ziimii U(x,t) ve g—z(x,t) = 0,(z,1t)
olmak tizere

Uz, t) = —2v0—

(4.2.1)

doniigiimii ile denklem 1s1 denklemine déntigmektedir. Burada 6(z,t) 1s1
denkleminin bir ¢éztimiidiir. (4.2.1) doniistimii ilk defa defa Hopf [54] tarafindan
ifade edildi. Daha sonraki yillarda Cole [52] tarafindan da ifade edilerek Burgers’

denklemi ile 1s1 denklemi arasindaki iligki teorem ile ispatlandi.

Teorem 4.2.1. 0(x,t) , (3.1.1) 151 denkleminin herhangi bir ¢6ztimi olmak iizere

(4.1.1) Burgers’ denkleminin ¢6ztimii

0.(x,t)
= -2 4.2.2
U(z,t) e (4.2.2)
seklindedir.
ispat.
f = f(xat)

kendisi ve her mertebeden tiirevleri siirekli olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
(4.2.2) denklemine
Uz, t) = fu(x,t) (4.2.3)
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doniisimi uygulanirsa

elde edilir.
f fonksiyonu siirekli oldugundan f,; = fi, esitligi kullanilarak (4.2.4) denklemi

integrasyon sabitlerinin sifir kabul edilmesiyle x’e gore integrallenirse

[t t [ fotiats = [ 0ficue (1.25)
ft + %(fx)Q = foz

elde edilir. Burada f(z,t) = F [f(z,t)] olarak alinir ve (4.2.5) denkleminde yerine
yazilirsa

F0)6+ 5 [F0)6.1 = o {[F(0)6.]}
=0 [F"(0)02 + F'(0)0,.]
denklemi elde edilir. 6(z,t), (3.1.1) 181 denklemini sagladigindan
[F'(0))° = 20F"(0)

olur. Bu denklemde

denilirse

elde edilir. Bu denklemde ¢y = 0 alimip P(f) = =t~ = % oldugu goz oniine

alinirsa

a9 _ -1
dF 20
dF = —200~'dp
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veya

flz,t) = F(0) = —2vIn(0) + 4

bulunur. Son olarak (4.2.3) esitliginden

U(z,t) = [—2vIn(0) + 1], (4.2.6)
yazilir. Yani
0:
U(x,t) = —2v—
(.T, ) v 6

bulunur. Boylece, ispat tamamlanmaig olur.

(4.2.1) Hopf-Cole doéniigimii ile 1s1 denklemine déniigen (4.1.1) Burgers’
denkleminde baslangic sarti da degiseceginden simdi 6(x,t) basglangic degerini

bulmak igin (4.2.1) esitliginde x = £ doéniigiimii yapihp 0’dan z’e kadar integral

almursa
jU(g,t)dg = —2vlnb(,t) |§
0 — —20[Inf(x,t) — In6(0, )]
e [
olup

x

(—2v)™ / U(€,t)dg = In [9@0}

0

esitligi elde edilir. Buradan 6(z,t)
0(z,t) = 0(0, t)e20) " Jy Ui

olarak bulunur.
U(&,0) = Up(€) olmak tizere U(&,t) 'nin baglangig degeri ¢ = U(0,0) olsun.
Bu durumda
0(z,0) = ce20)" " Jg Uo(&)de (4.2.7)

seklinde ¢ sabitine bagh olarak bulunur.
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Teorem 4.2.2.

U+ UU, = vUyg,
Burgers’ denkleminin

Uz, t) = —2v0—
ile verilen ¢oziimii tektir.
Ispat. (4.1.1) Burgers’ denkleminin herhangi bir U(z,t) ¢Oziimii, (3.1.1) 1s1
denklemini saglayan (4.2.1) bi¢iminde 6(z,t) fonksiyonu tammlar. U(x,t) ve
Z(z,t) (4.1.1) denkleminin farkh iki ¢dziimii olsun. Baglangi¢ sartindan dolay1
U(z,0) = Z(x,0) 'dir. 0(z,0) baglangic degeri U(z,0) = Z(z,0) 'a bagh
oldugundan her bir durum i¢in ¢ sabitine kadar aymidir. Her iki ¢oziim sinir

degerleri igin ayni oldugundan (3.1.1) 151 denkleminin é(z, t) ¢oztimii aymdir. Bu

durumda U(z,t) ve Z(z,t) (4.2.1) kullamlarak elde edildiginden
Ulx,t) = Z(x,t)

olur, yani ¢oziim tektir.
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4.3 Model Problemler

Agagida verilen model problemler icin her bir ¢ adiminda sayisal sonuclar elde
edilecek ve yontemin dogrulugu (3.6.1) ile verilen Ly ve L. hata normlan ile

olctilecektir.

4.3.1 Problem 1
(4.1.1) Burgers’ denklemi igin
U(x,0) =sin(rz) , 0 <z <1

baglangic sart1 ve

U,t)=U(1,t)=0,0<t<T

siir sartlart verilsin. (4.2.1)" ile verilen Hopf-Cole déniigimii uygulanirsa,

Problem 4.3.1

06 0?0
b sl 1
5 Ua:::?’ O<zxz<1l ;t>0
1
G(x,O):exp{—(%)[l—cos(mc)]} , 0<zx<1 (4.3.1)
0 0
0 (O,t):a (Lt)=0,0<t<T

o o

Neumann siir sarth lineer 1s1 denklemi problemine déniigiir [52]. Ist denkleminin

analitik ¢oziimi, Cy ve C,, katsayilari

Cy = /16Xp {—(L) - Cos(ﬂx)]} da

2mv
0

1

C, = 2/exp {—(L) 1 - cos(m;)]} cos(naz)dz . n—(1,2,3,..)

2T
0

olmak tlizere

O(x,t) = Co+ Z C, exp (—n’mvt) cos(nmz) (4.3.2)

n=1
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dir. Diger taraftan 6,(x,t) tiirevi

%(9@ t) = 2mv Z nC, exp (—n’*r’vt) sin(nrz) (4.3.3)

n=1
olacagindan (4.3.2) ve (4.3.3) esitlikleri kullamlarak (4.1.1) Burgers’ denkleminin

analitik ¢oztimi

2mv i nC,, exp (—n*m?vt) sin(nrzx)
Uz, t) = —=L (4.3.4)
Co+ > Cpexp (—n?m2vt) cos(nmx)

n=1

olarak elde edilir [52].

4.3.2 Problem 2
(4.1.1) Burgers’ denklemi igin baglangig sarti
U(x,0) =4z(1—2),0<z <1 (4.3.5)

ve sinir sartlari

U,t)=U(1,t)=0,0<t<T

olsun. Hopf-Cole doniigiimii uygulanirsa (4.1.1) Burgers’ denklemi baglangig sart

2
0(x,0) = exp [Tz (3—295)} L, O<z<1 (4.3.6)
ve simir sarti
00 00
—(0,t) = —(1,¢t) = t
(0.0 = S (L) =0, >0

olan 1s1 denklemi problemine doniigtir. Ist denkleminin analitik ¢oztimii, Cy ve C,

katsayilari
1

Cy = / exp {‘3—9”2 (3 — 21;)} da

v
0

1
2

C, = 2/exp {_3—96 (3 — 295)] cos(nmx)dr , n=(1,2,3,...)
v
0
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olmak tizere

O(x,t) = Co+ Z C, exp (—n’mvt) cos(nmz)

n=1

seklindedir. Problem 4.3.2'nin analitik ¢coziimi katsayilar farkli olmak tizere 4.3.4

esitligi ile gosterilebilir.

4.3.3 Problem 3

Bu problem i¢in baglangic sarti

X

T e [ 1)

(4.3.7)

ve siir garti

Ula,t) = U(b,t) = 0 (4.3.8)

secildi. Problemin analitik ¢oziimii, tg = exp (%) olmak tizere,

> 1

U(z,t) = Lt
t T
1+ \/;QXP ()

dir [18]. (4.2.1) Hopf-Cole doniigiimii uygulanirsa problem

2 1+ exp (41;2;1)
O(x,0) =exp{ — +1n , a<z<b
(2,0) = exp § = 1+ exp (=)

00 00

—(0,t) = —(1,t) =0 , ¢t

(0.0 = 5 (L) =0 >0

baglangi¢ ve sinir garth (3.1.1) 1s1 denklemi problemine doniisiir.
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4.4 Sayisal Sonuglar

Bu kisimda, oOnerilen yontem 1ii¢ model probleme uygulandi. Yontemin
dogrulugunu gormek icin L, ve L., hata normlari hesaplandi ve elde edlen sayisal

sonuclar literatiirde mevcut calismalarla karsilastirilarak tablolar halinde sunuldu.

4.4.1 Problem 4.3.1’in KBSGY ile Coziimii

Problem 4.3.1 i¢in ¢t = 0.1 aninda v = 1, At = 0.00001 iken h’nin farkl degerleri
icin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢ozliimlerin analitik ¢oztim ile kiyaslanmasi
Tablo 4.1’de verildi. Tablo 4.1'de hA'nin degerleri kiiciildiitkge Ly ve L., hata
normlarininda kiigiildiigi goriilmektedir. v viskozite katsayisinin v = 1,v =
0.1 ve v = 0.01 degerleri igin ¢esitli ¢ zamanlarinda sayisal yaklasim yapildi
ve sonuglar analitik ¢oztim ile kiyaslanarak Tablo 4.2’de verildi. v’nin kiigiik
degerleri icin sayisal ¢ozimiin analitik ¢oziim ile uyum igerisinde oldugu Tablo
4.2’de goriildii. Tablo 4.3 'de KBSGY ile elde edilen sayisal sonuglar gesitli sonlu
fark yontemleri ile elde edilen sayisal sonuglar ile karsilagtirildi. Tablo 4.3 'den
KBSGY ile edilen sayisal sonuglarin hata normlarmin [37] ¢ahgmasidaki sonlu
fark yontemlerine gore daha kiigiik oldugu goriildii. Tablo 4.4’de elde edilen
say1sal sonuglar gesitli yontemlerle elde edilen sonuglarla kargilagtirildi[38, 39, 65].
KBSGY'nin analitik ¢oziime daha yakin sonuclar verdigi ve elde edilen sayisal
sonuclarin daha onceki ¢aligmalarda verilen sayisal sonuglarla uyum igerisinde
oldugu kolayca yine Tablo 4.4’de goriilmektedir. Problem 4.3.1 i¢in Hopf-Cole
doniigiimii uygulanarak kiibik B-spline Galerkin ve kuadratik B-spline Galerkin
yontemleri ile elde edilen sayisal sonuglara Tablo 4.5’de yer verildi. KBSGY ile
elde edilen sayisal sonuglar [57] ¢aligmasimin sayisal sonuglari ile uyum igerisinde
oldugu ve KBSGY nin analitik ¢oztime daha yakin sonuclar verdigi Tablo 4.5’de
goriildii. Problem 4.3.1de viskozite katsayisnin gok kiigiik degerleri i¢in (v < 0.01)

sayisal ¢oziimiin KBSGY ile bulunabilmesi yontemin etkili ve gii¢lii oldugunu
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Tablo 4.1: v = 1, At = 0.00001 iken ¢t = 0.1 aminda Problem 4.3.1’in A’nin farkh
degerleri icin sayisal ¢oziimlerinin analitik ¢oziimle kiyaslanmasi.
Sayisal Coziim Analitik
x h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Coziim
0.1 0.109534  0.109539  0.109538 0.109538  0.109538
0.2 0.209790  0.209792 0.209792 0.209792  0.209792
0.3 0.291886  0.291896  0.291896 0.291896  0.291896
0.4 0.347912 0.347924  0.347924 0.347924  0.347924
0.5 0.371564  0.371577  0.371578 0.371577  0.371577
0.6 0.359035 0.359045 0.359046 0.359046  0.359046
0.7 0.309896  0.309905 0.309905 0.309905  0.309905
0.8 0.227817  0.227818 0.227817 0.227817  0.227817
0.9 0.120684  0.120688 0.120687 0.120687  0.120687
Ly 8.1469e-06  3.6779e-07 7.0076e-08 1.1485e-08
Lo 1.3432e-05 9.4684e-07 1.5094e-07 1.9744e-08

gostermektedir. Sekil 4.5 ve Sekil 4.6’dan v = 0.01, v = 0.005 kiiciik viskozite
degerleri i¢in Burgers’ denkleminin sok dalgasi olugturdugu gorilmektedir. Farkl
t zamanlarinda sayisal ¢coziim ve analitik ¢oziim v = 1, At = 0.0001, A = 0.0125
igin Sekil 4.1°de verildi. Parametrelerin ayni degerleri i¢in ¢ = 0.25 zamaninda
mutlak hata grafigi Sekil 4.2’de verildi. Benzer gekilde v = 0.1, At = 0.0001, h =
0.0125 i¢in farkli ¢ zamanlarinda sayisal ve analitik ¢oziim Sekil 4.3’de ve t = 1.0
zamaninda mutlak hata grafigi ayn1 parametre degerleri i¢in Sekil 4.4’de verildi.
Sekil 4.2 ve Sekil 4.4’deki hata grafikleri incelendiginde v viskozite katsayinin
kii¢iilmesiyle hatanin biyiidiigi goriilmektedir. v = 0.01, At = 0.0001, A =
0.0125 i¢in farkhi ¢ zamanlarinda Sekil 4.5’de ve v = 0.005, At = 0.0001, h =
0.0125 icin farkli ¢ zamanlarinda Sekil 4.6'de sayisal ve analitik ¢oziimlere yer

verildi.
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Tablo 4.2: v = 1, v = 0.1, v = 0.01, h = 0.0125, At = 0.00001 iken
farkli ¢ zamanlarinda Problem 4.3.1'in sayisal ¢oziimlerinin analitik ¢oziimle
kiyaslanmasi.

v=1 v=0.1 v=0.01
x t Sayisal  Analitik  Sayisal ~ Analitik  Sayisal  Analitik
0.25 0.4 0.013572 0.013572 0.308894 0.308894 0.341917 0.341915
0.6 0.001889 0.001889 0.240739 0.240739 0.268966 0.268965
0.8 0.000262 0.000262 0.195676 0.195676 0.221482 0.221482
1.0 0.000036 0.000036 0.162565 0.162565 0.188194 0.188194
3.0 0.000000 0.000000 0.027202 0.027202 0.075114 0.075114

0.50 0.4 0.019235 0.019235 0.569632 0.569632 0.660659 0.660711
0.6 0.002672 0.002672 0.447206 0.447206 0.529406 0.529418
0.8 0.000371 0.000371 0.359236 0.359236 0.439135 0.439138
1.0 0.000052 0.000052 0.291916 0.291916 0.374419 0.374420
3.0 0.000000 0.000000 0.040205 0.040205 0.150179 0.150179

0.75 0.4 0.013631 0.013631 0.625438 0.625438 0.909846 0.910265
0.6 0.001890 0.001890 0.487215 0.487215 0.767086 0.767243
0.8 0.000262 0.000262 0.373922 0.373922 0.647335 0.647395
1.0 0.000036 0.000036 0.287474 0.287474 0.556025 0.556051
3.0 0.000000 0.000000 0.029772 0.029772 0.224811 0.224811

Tablo 4.3: v = 1, At = 0.00001 ve h = 0.0125 iken ¢ = 0.1 aninda Problem
4.3.1’in sayisal ¢oziimlerinin [37] ¢aligmasi ile kiyaslanmasi.
Sayisal Coziim Analitik

¢ KBSGY ASFY[37] KSFY[37] HSFY[37] Céziim
0.1 0.10954 0.10952 0.10953 0.10955 0.10954
0.2 0.20979 0.20975 0.20978 0.20981 0.20979
0.3 0.29190 0.29184 0.29187 0.29194 0.29190
0.4 0.34792 0.34786 0.34790 0.34801 0.34792
0.5 0.37158 0.37151 0.37155 0.37172 0.37158
0.6 0.35905 0.35898 0.35902 0.35926 0.35905
0.7 0.30991 0.30985 0.30988 0.31019 0.30991
0.8 0.22782 0.22778 0.22780 0.22818 0.22788
0.9 0.12069 0.12067 0.12068 0.12111 0.12069
Lo 1.1485e-08  4.689e-05 2.129e-05 2.3487e-04
Lo 1.9743e-08 6.633e-05 3.020e-05 4.3819e-04
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Tablo 4.4: v =1, At = 0.00001 ve h = 0.0125 iken ¢ = 0.1 aninda Problem 4.3.1
'in sayisal ¢oziimlerinin [38, 39, 65] ¢aligmalariyla kiyaslanmasi.
Sayisal Coziim Analitik
x  KBSGY KBSCY[65] MBSQI[38] ASFY[39] Cozim
0.1 0.109538 0.10952 0.109523 0.10952  0.109538
0.2 0.209792 0.20975 0.209762 0.20975  0.209792
0.3 0.291896 0.29184 0.291852 0.29184  0.291896
0.4 0.347924 0.34785 0.347868 0.34886  0.347924
0.5 0.371577 0.37149 0.371513 0.37151  0.371577
0.6 0.359046 0.35896 0.358979 0.35898  0.359046
0.7 0.309905 0.30986 0.309844 0.31985  0.309905
0.8 0.227817 0.22778 0.227771 0.22778  0.227817
0.9 0.120687 0.12067 0.120661 0.12067  0.120687

Tablo 4.5: v = 0.1, h = 0.0125, At = 0.0001 iken farkh ¢ zamanlarinda Problem
4.3.1 7 in sayisal ¢oziimlerinin [57] ¢cahgmasiyla kiyasi.
KBSGY KuBSGY[57] Analitik
x t Coziim
0.25 0.4 0.30889 0.30889 0.30889
0.6 0.24074 0.24074 0.24074
0.8 0.19568 0.19567 0.19568
1.0 0.16257 0.16256 0.16257
3.0 0.02720 0.02720 0.02720

0.50 0.4 0.56963 0.56961 0.56963
0.6 0.44721 0.44719 0.44721
0.8 0.35924 0.35923 0.35924
1.0 0.29192 0.29191 0.29192
3.0 0.04021 0.04020 0.04021

0.75 04 0.62544 0.62539 0.62544
0.6 0.48722 0.48719 0.48722
0.8 0.37392 0.37390 0.37392
1.0 0.28747 0.28746 0.28747
3.0 0.02977 0.02977 0.02977
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Sekil 4.1: v = 1, h = 0.0125, At = 0.0001 igin farkh ¢ zamanlarinda Problem
4.3.1’in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimleri(sol) ve analitik ¢oziimleri(sag)
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Sekil 4.2: v = 1, At = 0.0001, h = 0.0125 i¢in ¢ = 0.25 zamaninda Problem
4.3.1’in sayisal ¢oziiminiin mutlak hatasi
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Sekil 4.3: v = 0.1, At = 0.0001, A = 0.0125 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem
4.3.1'in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢6ziimii(sol) ve analitik ¢oziimii(sag)
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Sekil 4.4: v = 0.1, At = 0.0001, h = 0.0125 i¢in ¢ = 1.0 zamaninda Problem
4.3.1’in sayisal ¢oziimiiniin mutlak hatasi
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Sekil 4.5: v = 0.01, At = 0.0001, h = 0.0125 igin farkli ¢ zamanlarinda Problem
4.3.1’in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii
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Sekil 4.6: v = 0.005, At = 0.0001, h = 0.0125 i¢in farkh ¢ zamanlarinda Problem
4.3.1'in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢coziimi
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4.4.2 Problem 4.3.2’nin KBSGY ile Cozumii

Problem 4.3.2 i¢in farkli A degerlerinde KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimlerin
analitik ¢oztim ile kiyaslanmasi v = 1, At = 0.00001, ¢ = 0.1 aninda Tablo
4.6’da, v = 0.1, At = 0.00001, t = 0.5 aninda Tablo 4.77de ve v = 0.01,
At = 0.00001, ¢ = 1 anminda Tablo 4.8’de verildi. Tablo 4.6 , Tablo 4.7 ve
Tablo 4.8’de h degerlerinin kiiciik secilmesiyle sayisal ¢oziimiin analitik ¢oztime
daha yaklagtigi goriildii. Elde edilen sayisal sonuclarin analitik sonuglarla uyum
igerisinde oldugu diigiiniilmektedir. Farkli ¢ zamanlar1 ve farkli  konumlarinda
h = 0.0125, At = 0.00001,v = 1, v = 0.1, v = 0.01 icin elde edilen sayisal
¢ozuimler Tablo 4.9°da verildi. v viskozite katsayisinin kiigiik degerleri igin sayisal
sonug ve analitik sonuclar arasinda uyum oldugu Tablo 4.9'da goruldi. v = 0.01,
At = 0.00001 i¢in ¢ = 1 aninda elde edilen sayisal ¢oziimlerin L, ve L., hata
normlari [42] caligmast ile kiyaslanarak Tablo 4.10’da verildi ve [42] calismasindaki
sonlu fark yontemlerine nazaran KBSGY ile daha kiiciik hatalar elde edildiginden
Problem 4.3.2 i¢cin KBSGY'nin daha iyi ¢aligtigi Tablo 4.10’da goriildii. Farklh ¢
zamanlarinda v = 0.1, At = 0.00001, h = 0.0125 i¢in sayisal ¢oztimler elde
edilerek [47-49] caligmalarimin sayisal sonuglariyla Tablo 4.11’de kiyaslandi. Tablo
4.11°de elde edilen sayisal sonuclarin daha once yapilan ¢aligmalarla ve analitik
¢oziimle uyum icerisinde oldugu goriilmektedir. Tablo 4.11°deki kiyaslama
neticesinde KBSGY’nin [48] ve [49] ¢aligmalarindan daha iyi sonuglar verdigi
gorildi.

Farkli ¢ zamanlarinda Problem 4.3.2’nin sayisal ve analitik ¢oziimleri h =
0.0125, At = 0.0001,v = 0.1 igin Sekil 4.7’de ve ayni parametreler icin ¢ = 1
aninda mutlak hata grafigi Sekil 4.8’de verildi. h = 0.0125, At = 0.0001,v = 0.01
icin Sekil 4.9’da sayisal ve analitik ¢oziim, ¢ = 1 anindaki mutlak hata ise grafik
olarak Jekil 4.10’de verildi. v = 0.005 ve v = 0.0005 kii¢lik viskozite degerleri

icin farkli ¢ zamanlarindaki sayisal sonuclar Sekil 4.11 ve Sekil 4.12’de verildi.
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Tablo 4.6: v =1, At = 0.00001 i¢in ¢t = 0.1 aninda farkli h degerlerinde Problem
4.3.2’in KBSGY ile elde edilen sayisal sonuglarinin analitik sonugla kiyaslanmasi
Sayisal Coziim Analitik
x h=0.1 h =0.05 h=0.025 h=0.0125 Coziim
0.1  0.112891 0.112893 0.112892 0.112892  0.112892
0.2 0.216254 0.216253 0.216252 0.216252  0.216252
0.3 0.300961 0.300966 0.300966 0.300966  0.300966
0.4  0.358858 0.358863 0.358863 0.358863  0.358863
0.5 0.383416 0.383423 0.383423 0.383422  0.83422
0.6  0.370654 0.370658 0.370658 0.370658  0.370658
0.7 0.320063 0.320066 0.320066 0.320066  0.320066
0.8  0.235375 0.235372 0.235371 0.235371  0.235371
0.9 0.124718 0.124719 0.124718 0.124718  0.124718
Ly 3.6951e-06  5.4480e-07  1.0599e-07 1.5611e-08
Lo 6.2256e-06 1.19170e-06 1.6595e-07  2.0908e-08

v = 0.005 viskozite degerleri icin sayisal ¢oziimiin mevcudiyeti sayisal yaklagim
olarak KBSGY nin etkili oldugunu gostermektedir. Problem 4.3.2’nin v viskozite
katsayisinin kiigiilmesiyle sok dalgasi olusturdugu Sekil 4.7, Sekil 4.9 ve Sekil 4.11

‘de goriilmektedir.
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Tablo 4.7: v = 0.1, At = 0.00001 i¢in ¢t = 0.5 aninda farkli h degerlerinde Problem
4.3.2’in KBSGY ile elde edilen sayisal sonuclarinin analitik sonucla kiyaslanmasi
Sayisal Coziim Analitik
x h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim
0.1 0.112635  0.112664  0.112664 0.112664  0.112664
0.2 0.223417  0.223452  (0.223454 0.223454  0.223454
0.3  0.330055  0.330103  0.330105 0.330105  0.330105
0.4 0.429289  0.429316  0.429317 0.429317  0.429317
0.5 0.515406  0.515400  0.515399 0.515399  0.515398
0.6 0.577378  0.577326  0.577323 0.577323  0.577323
0.7 0.593139  0.593049  0.593044 0.593043  0.593043
0.8 0.523202  0.523105  0.523100 0.523100  0.523100
0.9 0.321825  0.321755  0.321752 0.321752  0.321752
Lo 5.7863e-05 3.0698e-06 1.8111e-07 1.8585e-08
Lo 1.0281e-04 6.0069e-06 3.4164e-07 3.4547e-08

Tablo 4.8: v = 0.01, At = 0.00001 i¢in ¢ = 1 aninda farkli A degerlerinde Problem
4.3.2’in KBSGY ile elde edilen sayisal sonuclarinin analitik sonucla kiyaslanmasi
Sayisal Coziim Analitik
x h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.00625 Cozim
0.1 0.078052  0.078087 0.078088 0.078089  0.078088
0.2  0.155934  0.155934 0.155934 0.155934  0.155934
0.3 0.233415  0.233305 0.233299 0.233298  0.233298
0.4  0.310091 0.309963 0.309954 0.309953  0.309953
0.5 0.385391 0.385660 0.385675 0.385676  0.385676
0.6 0.458593  0.460132 0.460229 0.460235  0.460236
0.7 0.528869  0.533074 0.533357 0.533375  0.533376
0.8 0.595313  0.604113 0.604738 0.604778  0.604781
0.9 0.656115  0.671862 0.673041 0.673118  0.673123
Ly 7.2612e-03 5.5309e-04  3.7469e-05  2.5553e-06
Lo 2.0784e-02 1.6160e-03 1.1602e-04  9.1995e-06
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Tablo 4.9: v = 1, 0.1, 0.01, h = 0.0125, At = 0.00001 icin farkl ¢ zamaninda
Problem 4.3.2’in KBSGY ile elde edilen sayisal sonuclarinin analitik sonucla
kiyaslanmasi

v=0.1
Sayisal  Analitik
0.317523 0.317523
0.246138 0.246138
0.199555  0.199555
0.165599 0.165599
0.027759  0.027759

v =0.01
Sayisal  Analitik
0.362262 0.362259
0.282038 0.282037
0.230452 0.230451
0.194691 0.194690
0.076134 0.076134

v=1
x t Sayisal  Analitik
0.25 0.4 0.014004 0.014004
0.6 0.001949 0.001949
0.8 0.000271 0.000271
1.0 0.000038 0.000038
3.0 0.000000 0.000000

0.50 0.4 0.019849
0.6 0.002757
0.8 0.000383
1.0 0.000053
3.0 0.000000

0.019849
0.002757
0.000383
0.000053
0.000000

0.584537
0.457976
0.367398
0.298343
0.041065

0.584537
0.457976
0.367398
0.298343
0.041065

0.683612
0.548300
0.453709
0.385675
0.152180

0.683679
0.548316
0.453714
0.385676
0.152180

0.75 0.4 0.014067
0.6 0.001950
0.8 0.000271
1.0 0.000038
3.0 0.000000

0.014067
0.001950
0.000271
0.000038
0.000000

0.645616
0.502676
0.385336
0.295857
0.030440

0.645616
0.502676
0.385336
0.295857
0.030440

0.920049
0.782816
0.662651
0.569289
0.227743

0.920500
0.782994
0.662720
0.569319
0.227743

Tablo 4.10: v = 0.01, At = 0.00001 i¢in ¢ = 1 aninda Problem 4.3.2’in farkli h
degerleri i¢in elde edilen Ly ve Ly, hata normlarmin [42] calismast ile kiyaslanmasi

Ly
h=0.05 h=0025  h=00125  h=001
KBSGY  7.2612¢-03  5.5309¢-04  3.7466¢-05  1.5720e-05
A-USFY[42]  2.0002¢-02  7.430e-03 2.111e-03 1.374¢-03
K-USFY[42]  1.9959¢-02  7.387¢-03 2.068¢-03 1.331¢-03
CN-USFY[42] 1.9979¢-02  7.407e-03 2.089¢-03 1.351¢-03
Loo
KBSGY  2.0784¢-02  1.6160e-03  1.1600e-04  4.9969¢-05
A-USFY[42] 4.7261e-02  1.7850e-02  5.220e-03 3.406¢-03
K-USFY[42] 4.7161e-02  1.7746e-02  5.112¢-03 3.300¢-03
CN-USFY[42] 4.7208¢-02  1.7796e-02  5.164¢-03 3.351e-03
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Tablo 4.11: v = 0.1, At = 0.00001, h = 0.0125 i¢in farkl ¢ zamanlarinda Problem

4.3.2" in sayisal sonuglarmin [47-49] ¢galigmalar ile kiyaslanmasi.

T

t

KBSGY

SF10[47]

KSF6[47]

HC[48]

SPY[49]

Analitik

0.25

0.50

0.75

0.4
0.6
0.8
1.0

0.4
0.6
0.8
1.0

0.4
0.6
0.8
1.0

0.317523
0.246138
0.199555
0.165599

0.584537
0.457976
0.367398
0.298343

0.645616
0.502676
0.345593
0.295857

0.317523
0.246138
0.199555
0.165599

0.584537
0.457976
0.367398
0.298343

0.645616
0.502676
0.345593
0.295857

0.317523
0.246138
0.199555
0.165599

0.584537
0.457976
0.367398
0.298343

0.645616
0.502676
0.345593
0.295857

0.317121
0.246143
0.199531
0.165569

0584348
0.457902
0.367427
0.298203

0.626990
0.477908
0.360630
0.272623

0.317399
0.246058
0.199437
0.165529

0.584429
0.457888
0.367320
0.298271

0.645527
0.502564
0.385232
0.295779

0.317523
0.246138
0.199555
0.165599

0.584537
0.457976
0.367398
0.298343

0.645616
0.502676
0.345593
0.295857

0.8

0.6

U(x.t)

0.4

0.2f

0.8F

t=0.2
t=0.4
t=0.6
t=0.8
t=1.0

0.6F

U(x,t)

0.4r

0.2r

0.2

0.4
X

0.6 0.8

0.2

0.4

0.6
X

0.8 1

Sekil 4.7: v = 0.1, h = 0.0125, At = 0.0001 i¢in farkli ¢ zamanlarinda Problem
4.3.2'nin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii(sol) ve analitik ¢ziimii(sag)
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Sekil 4.8: v = 0.1, At = 0.0001, h = 0.0125 i¢in ¢ = 1.0 zamaninda Problem
4.3.2’nin sayisal ¢ozimunin mutlak hatasi
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Sekil 4.9: v = 0.01, A = 0.0125, At = 0.0001 i¢in farkl ¢ zamanlarinda Problem
4.3.2'nin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii(sol) ve analitik ¢6ziimii(sag)
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Sekil 4.10: v = 0.01, At = 0.0001, A = 0.0125 igin ¢t = 1.0 zamaninda Problem
4.3.2'nin sayisal ¢oziiminin mutlak hatasi

U(x,t)

0.4r

0.2r

Sekil 4.11: v = 0.005, h = 0.0125, At = 0.0001 igin farkh ¢ zamanlarinda Problem
4.3.2'nin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii
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X

Sekil 4.12: v = 0.0005, h = 0.0005, At = 0.001 igin farkh ¢ zamanlarinda Problem
4.3.2’nin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oztimii

4.4.3 Problem 4.3.3’'nin KBSGY ile Coziimu

Problem 4.3.3 i¢in yontemin iyi ¢aligip caligmadigini v'nin kiiciik degerler secilmesi
durumunda yontemin verecegi sonuclar belirleyecektir. v = 0.5, h = 0.05, At =
0.0001 i¢in [a,b] = [0,8] arahiginda ¢ = 1.5,¢ = 3.0,¢t = 4.5 zamanlarindaki
KBSGY ile elde edilen sayisal sonuclar ve analitik ¢oziimle ve t = 3.0 zamani
icin [78] caligmasiyla kiyaslanarak Tablo 4.12’de verildi. Tablo 4.12’de KBSGY
ile elde edilen sayisal sonuglarin analitik sonugla ve [78] galigmasindaki sayisal
sonuglarla uyum igerisinde oldugu gorildi. At = 0.01 ve [a,b] = [0,1], iken
farkli t zamanlarindaki L, ve L., hata normlar1 v ve h’'nin farkl degerleri igin
hesaplanarak [43-46, 67] calismalaryla kiyaslandi, elde edilen sonuclar Tablo
4.13’de verildi. KBSGY nin [43] calismasindan kismen daha biiytiik hatalar verdigi
ve diger caligmalarda kullanilan yontemlerden ise daha iyi sonuclar verdigi Tablo
4.13’de goriildi. v = 0.5, h = 0.05, At = 0.0001 ve [a,b] = [0, 8] igin Problem
4.3.3’iin farkh ¢ zamanlarinda elde edilen L, ve L., hata normlar1 hesaplanarak
[37] calismasiyla Tablo 4.14 kiyaslandi. Tablo 4.14 incelendiginde KBSGY nin [37]

caligmasinda kullanilan sonlu fark yontemlerinden daha kiigiik hatalar verdigi
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goriilmektedir. v = 0.5, h = 0.05, At = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] igin farkh ¢
zamanlarinda sayisal ve analitik sonuclar Sekil 4.13’de ve mutlak hata ¢t = 4.0
zamaninda Sekil 4.14’de verildi. v = 0.05, h = 0.05, At = 0.0001 ve [a,b] = [0, 3]
icin farkhh ¢ zamanlarinda sayisal ve analitik sonuclar Sekil 4.15’de verildi ve
mutlak hata ¢ = 3.1 aminda Sekil 4.16’de gosterildi. At = 0.0001 ve [a,b] =
[0,3],h = 0.005 iken v = 0.005 igin farkh ¢ zamanlarinda sayisal ve analitik
sonuclar Sekil 4.17’de ve t = 3.1 aninda mutlak hata Sekil 4.18de verildi. Farkl ¢
zamanlarinda h = 0.0005, At = 0.0001 ve [a, b] = [0, 1] iken v = 0.0005 i¢in Sekil
4.19’da sayisal ve analitik sonuclar, Sekil 4.20’da ¢ = 3.1 aninda mutlak hata
verildi. Daha kiiciik viskozite degeri i¢in baglangicin ¢ok keskin oldugu ve sok
dalgasi izlenimi olugturdugu Sekil 4.19’da gortilmektedir. Sekil 4.15, Sekil 4.17 ve
Sekil 4.19 ’dan v'nin daha biiyiik degerleri i¢in grafigin yayilimi daha hizli oldugu
goriilmektedir. Sekil 4.16, Sekil 4.18 ve Sekil 4.20 ’den v viskozite katsayisinin

degerleri kiiclildiikge mutlak hatanin biiytidigiu gortldii.

67



70-9GGGTL L G0-277990'F 80-2968L6'G T
70-2€8LCEF G0-230868'T 80-2F0TLV'E  °T
TLSEO'0  TLSEO'0 | FL9TO0  ¥L9TO0  FLOTOO | ¥L0000  ¥LO00O  0°G
0£€G0°0  0€€S0°0 | G8TE0'0 ¥8ZE0'0  ¥8ZEO'0 | GTEOO0D  GTE000  CF
19€L0°0  T9€L0°0 | 86L50°0  8LG0°0 86.G0°0 | 98TTO0  98TT00  OF
69€60°0  69€60°0 | €EI600 €EI60°0  €EI60°0 | ¢8GE0°0  ¢8SEO0D  G'€
6760T°0  6V60T°0 | 66L8T°0 8E€LZT'0  8ELZT'0 | L0880'0  L0SS00  0'€
869TT'0  S69TT'0 | 0€9ST'0 0€9ST'0  0€9ST'0 | LTELTO0  LIELT0  GC
6EETT'0  6EETT'0 | €929T°0 @9L9T°0  €9L9T°0 | ¢FP192°0  TFI920  0C
€6L60°0  €6.60°0 | 60GST'0 609ST°0  60SST'0 | €TPOE0  €IFOE0 G
L8TL00  L8TLO'0 | I8STT'0 0SSTIT'0  O0SSIT'0 | LLG9Z°0  LLG9C0  O'T
66,600 66L£0°0 | LZF90°0  92F90°0  9T¥90°0 | LTEST'0  LgEST0 G0
queuy [esiAeq [82] quieuy [esiAeg queuy [esiAeq x
¢y =1 0¢=1 ¢1=1
‘ISeuR[seAny] RIATSRWSI[R) [Q)] UL ()°¢ = 7 0A O[WINZOD YII[eUR
UTULIOUINZO) [eSIARS T{RPULIR[URTIRZ § [[Y{Ie] UIL £ ¢ WI[qOI epuigiere [ 0] = [q ‘0] uayI 10000 = 4V ‘G0°0 = ¥ ‘G'0 = 2 :gT'F O[q¥L,

68



0.5 0.5
t=1.0
t=1.5
t=2.0 |4 0.4F
t=2.5
t=3.0
t=3.5|] 0.3}
= t=4.0 =
X <
) D
0.2r
0.1r

Sekil 4.13: v = 0.5,h = 0.05,At = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] i¢in farkh ¢
zamanlarinda Problem 4.3.3'iin KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii(sol) ve

analitik ¢oziimii(sag)
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Sekil 4.14: v = 0.5, h = 0.05, At = 0.0001 ve [a,b] = [0, 8] i¢in ¢ = 4.0 zamaninda
Problem 4.3.3™in sayisal ¢oziimiiniin mutlak hatasi
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Tablo 4.13: At = 0.01 ve [a, b] = [0, 1] igin Problem 4.3.3’in farkli v ve h degerleri
i¢in elde edilen Ly ve Lo, hata normlarmin [43-46, 67] galigmalariyla kiyaslanmasi
h = 0.005, v = 0.005

KBSGY [43] KBSGY[67] KBSCAT[46]

t=17 L, 20454e-05 1.063¢-05  3.5126e-04  3.5008¢-04
Ls 6.3558¢-05  3.987¢-05 1.2073¢-03 1.2118¢-03
t=24 L, 14741e-05  8.90e-06 2.4448¢-04  2.4439¢-04
Ls 6.4639¢-05 5837¢-05  8.0176e-04  8.077le-04

t=31 L, 6.4932c-04 6.0207e-04  6.3340e-04  6.3309¢-04
Lee 4.7906e-03 4.4348¢-03  4.7906e-03  4.7906¢-03

h=0.02, v=0.005

KBSGY UBSGY[44] KuarBSGY[45] KBSCA1[46]

t=18 Ly 1917705 9.80¢-06 3.3376¢-04
Lo 5.9290e-04 8.2608¢-03  3.546e-05 1.1526¢-03
t=24 L, 3.9735¢-05 1.167¢-05 2.4522¢-04
Lee 1.1199¢-04 7.4205¢-03  6.464¢-05 8.0008¢-04
t=32 L, 9.8643¢-04 1.26114¢-03  1.2298¢-03
Lo T7.4915¢-03 7.4915¢-03  7.49147¢-03  7.4915¢-03

h =002, v=001

KBSGY UBSGY[44] KuarBSGY[45] KBSCA1[46]

t=17 L, 1.6789-05 1.665¢-05 1.7792¢-04
L 9.5921c-04 8.0865¢-03  9.592¢-05 4.7456¢-04
t=21 L, 2.0830e-04 2.0839¢-04  2.4875¢-04
Lo 1.1476e-03 7.5352¢-03  1.1476¢-03 1.1476¢-03
t=26 L, 1.5727¢-03 1.5729¢-03 1.5411¢-03
Ls 8.0680e-03 8.0680e-03  8.0680¢-03 8.0680-03
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Tablo 4.14: v = 0.5, h = 0.05, At = 0.0001 ve [a,b] = [0,8] igin Problem
4.3.3" iin farkh ¢ zamanlarinda hesaplanan Ly ve Lo, hatalarimin [37] ¢calismasiyla

kiyaslanmasi
KBSGY  ASFY[37] KSFY[37] CNSFY[37] HSFY[37]
t=15 Ly 3.4710e-08 5.157e-05 4.768¢-05  4.959¢-05  4.972e-05
Lo 5.9790e-08 1.2480e-05 1.1255e-04  1.1856e-04 1.1891e-05
t=3.0 Ly 1.8980e-05 1.398e-05 1.267e-05  1.323e-05  1.328e-05
Lo, 4.0664e-05 3.573e-05  3.572e-05  3.573e-05  3.564e-05
t=4.5 Ly 4.3578e-04 1.4083e-04 1.4076e-04 1.4079¢-04 1.4056e-04
Lo, 7.7456e-04 7.1275e-04 7.1273e-04 7.1274e-04  7.1160e-04
0.25 T 0.25
t=1.0
t=1.7
0.2r t=2.4| - 0.2+
t=3.1
_015r 0.15¢
0.1F 0.1r
0.05 0.05F
0 : : ‘ 0
0 0.5 1 1.5 25 0 0.5 1 15 2 25 3
X X
Sekil 4.15: v = 0.05,h = 0.05, At 0.0001 ve [a,b] = 0,3] igin farkh ¢

zamanlarinda Problem 4.3.3’in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii(sol) ve
analitik ¢oziimii(sag)
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Sekil 4.16: v = 0.05, h = 0.05, At = 0.0001 ve [a,b] = [0, 3] igin ¢ = 3.1 zamaninda
Problem 4.3.3™in sayisal ¢oziimiiniin mutlak hatasi

05 : : : 05
t=1.0
t=1.7
0.4t =244  o04f
t=3.1
03f {1 03f
Z Z
) )
0.2t 1 02f
01f 1 o1}
0 ‘ ‘ 0 ‘ ‘
0 05 1 15 2 0 05 1 15 2
X X

Sekil 4.17: v = 0.005,h = 0.005, At = 0.0001 ve [a,b] = [0,3] i¢in farkh ¢
zamanlarinda Problem 4.3.3"in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii(sol) ve
analitik ¢Oziimii(sag)
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Sekil 4.18: v = 0.005,h = 0.005, At = 0.0001 ve [a,b] = [0,3] icin ¢t = 3.1

zamaninda Problem 4.3.3’lin sayisal ¢oziimiiniin mutlak hatasi

0.5 T T I 0.5
t=1.0
t=1.7
0.4F t=2.4 | 0.4}
t=3.1
0.3F 1 03
] )
0.2} 17 02t
0.1f 1 0.1f
0 | 1 ! 0 1 1 L
0 0.5 1 15 2 0 0.5 1 15 2

X

Sekil 4.19: v = 0.0005,~ = 0.0005, At = 0.0001 ve [a,b] = [0,1] i¢in farkh ¢
zamanlarinda Problem 4.3.3"in KBSGY ile elde edilen sayisal ¢oziimii(sol) ve
analitik ¢Oziimii(sag)
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Sekil 4.20: v = 0.0005,h = 0.0005, At = 0.0001 ve [a,b] = [0,3] i¢in ¢t = 3.1
zamaninda Problem 4.3.3™in sayisal ¢oziimiiniin mutlak hatasi
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5. SONUC

Bu ytiksek lisans tezinde 1-boyutlu lineer 1s1 denklemi i¢in Boliim 3’de Dirichlet,
Neumann ve Robin siir sgartlari altinda model problemlere kiibik B-spline
Galerkin yontemiyle sayisal yaklagimlar yapildi. Elde edilen sayisal sonuglarin
analitik sonuclarla uyumlu oldugu goriildii. Ly ortalama hata normu ve L.,
maksimum hata normu hesap edilerek yontemin iyi sonuglar verdigi gorildi.
Bolim 4’de bir boyutlu Burgers’ denklemine Hopf-Cole donitigiimii
uygulanarak denklem homojen Neumann sinir sarth 1s1 denklemine doniigtiiriildi.
Uc farkli model problem iizerinden sayisal sonuclar elde edilerek daha once yapilan
calismalardan ASFY, KSFY, CNSFY, AUSFY, KUSFY ile KBSGY yéntemleriyle
kiyaslamalar yapildi ve tezde kullanilan KBSGY nden elde edilen Ly ve L., hata
normlarinin diger caligmalardan daha iyi degerler verdigi gozlemlendiginden
KBSGY’nin kullamgh oldugu diisiiniilmektedir. Ilaveten Problem 4.3.1'de
viskozite katsayisimin ¢ok kiigiik degerleri i¢gin (v < 0.01) sayisal ¢Oziimiin
bulunabilmesi, Problem 4.3.2'nin v = 0.005 viskozite degerleri i¢in sayisal
¢oziimiin mevcudiyeti yontemin etkili ve giiglii oldugunu ve Problem 4.3.3’de
v = 0.0005 icin Sekil 4.19’de goriildiigii gibi sok dalgasi izlenimi olusturmasi
Burgers denkleminin karekteristik yapisiyla uyumlu oldugunu gostermektedir.
Sonug olarak; Burgers’ denkleminin model problemlerine Hopf-Cole dontigiimii
uygulanarak KBSGY ile elde edilen sayisal sonuclarin literatiirdeki trigonometrik,
tistel ve kuadratik baz fonksiyonu segilen Galerkin yonteminden daha iyi sonuclar
verdigi ve KBSGY'nin sonlu elemanlar yontemi calisan aragtirmacilarin ileriki

caligmalarinda fayda saglayacagi diistintilmektedir.
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