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1. GIRIS

Burgers denklemi, viskoz akis, tiirbiilans, gaz dinamigi, sok teorisi, trafik akisi, stokastik
stireg, kozmoloji vb. gibi bilim alanlarinda karsimiza ¢ikan en bilinen lineer olmayan kismi

diferansiyel denklemlerden biridir.
Ui +UU, = vUx

seklinde verilen Burgers denklemi ilk olarak 1915’ te Bateman [1] tarafindan tanitildi,
burada v viskosite katsayisidir. Bu denklem, Hollandali bilim adami J. M. Burgers [2]
tarafindan tiirbiilansh sivi hareketinin bir modeli olarak 6nerildi ve dikkate deger katkilarindan

dolay1 denklem onun adi ile anildi.

Viskosite katsayisinin kiiciik degerleri i¢in hiz kesintileri, yani soklar olusur. Kreiss ve
Kreiss [3], sokun ¢6ziim iizerindeki etkisini incelemek i¢in Burgers denklemini baslangic
ve homojen olmayan Dirichlet sinir sartlar1 ile birlikte ele alarak sokun sinirda olustugunu
gosterdiler. Burgers denklemini ¢ozmeye yonelik ilk girisimlerden biri, farkli baglangi¢
sartlar1 ile birlikte denklemin otuz bes farkli analitik ¢6ziimiinii sunan Benton ve Platzman
[4] tarafindan yapildi. Rodin [5], Hopf-Cole doniisiimii yardimiyla Burgers denklemi ig¢in
sinir deger problemlerinin bazi yaklagik ve tam ¢oziimlerini inceledi. Varoglu ve Finn [6],
agirlikl kalan yontemine dayali bir sonlu eleman yontemi gelistirdiler. Cadwell vd. [7] yine
sonlu eleman yontemiyle problemin ¢oziimiinii arastirdi ve burada yapilan calismanin bir
genellestirilmesi Cadwell ve Smith [8] tarafindan verildi. Re = % , Reynold sayis1 olmak
izere, biiyiik Reynold sayilar1 i¢in sonlu eleman yontemi ile bulunan coziimlerin sonlu
fark yontemleri yardimiyla elde edilen ¢oziimlerden daha iyi oldugunu gosterdiler. Burgers
denklemini ¢6zmek i¢in degisik sonlu eleman yontemleri kullanildi [9, 10]. Gelinas vd. [9]
yiiksek dogrulukla uygulanabilen bir sonlu eleman yontemi sundular. Cadwell vd. [7], hareketli
diigiim noktalar1 kullanarak gelistirdikleri sonlu eleman yontemi ile Burgers denklemini
cOzdiiler. Asaithambi [11], konumsal tiirevler i¢in ikinci mertebeden sonlu fark denklemlerini ve
Taylor seri acilimi kullanarak basit bir niimerik yontem sundular. Kadalbajoo vd. [12], Burgers
denklemini ¢cozmek i¢in kapali bir sema gelistirdiler ve burada non-lineerligin iistesinden gelmek
icin yari lineerlestirme teknigi kullandilar. Crank-Nicolson semasina dayali bir niimerik yontem,
Kadalbajoo ve Awasthi [13] tarafindan 6nerildi. Burada Burgers denklemini once Hopf-Cole
doniisiimiinii kullanarak lineer 1s1 denklemine indirgeyip, ardindan Crank-Nicolson semasini

kullanarak ¢ozdiiler. Bu ¢alismada semanin hem konumda hem de zamanda ikinci dereceden
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dogrulukta oldugunu ve ayrica sartsiz kararli oldugunu gosterdiler. Rashidi ve Erfani [14], Bur-
gers denkleminin yaklagik analitik ¢oziimlerini gelistirmek icin diferansiyel doniisiim yontemini
kullandilar. Abbasbandy ve Darvishi [15, 16] Adomian ayrisim yontemi ile denklemi ¢ozdiiler.
2015 yilinda, Mukundan ve Awasthi [17], Burgers denklemini ¢6zmek icin yeni bir niimerik
teknik sundular. Cizgiler yontemi (MOL) kullanilarak yar1 ayristirma ile tek boyutlu denklemi

elde etmek i¢cin Hopf-Cole doniisiimiinii kullandilar.

Kutluay vd. [18], bu tezde ele alinan problemin yaklasik ¢oziimlerini elde etmek
amaciyla klasik agik sonlu fark yontemini kullandilar. Burgers denkleminin bir bagka
niimerik ¢oziimii Kutluay vd. [19] tarafindan, kiibik B-spline kollokasyon yontemiyle elde
edildi. Coziim siirecinde, denklemde yer alan lineer olmayan terime yari lineerlestirmeye
dayali bir lineerlestirme teknigi uyguladilar. Elde edilen niimerik coziimleri literatiirdeki
niimerik ¢oziimler ile karsilastirdilar. Ly ve L. hata normlarin1 hesapladilar ve elde ettikleri
coziimlerin oldukga iyi oldugunu gosterdiler. Kutluay ve Ucar [20], Coupled Burgers denklemini
kuadratik B-spline fonksiyonlar yardimiyla sonlu eleman Galerkin yontemini kullanarak
cozdiiler. Aksan vd. [21], lineer olmayan kismi diferansiyel denklem olan Burgers denklemini,
zamani ayrigtirma yontemi kullanilarak p adet lineer olmayan adi diferansiyel denkleme
doniigtiirdiiler ve her bir lineer olmayan denklemi en kiiciik kareler yontemiyle ¢ozdiiler.
Farkli zaman adimlarindaki ¢esitli viskosite degerleri i¢in elde edilen niimerik ¢6ziimleri, tam
coziimlerle kargilagtirarak her ikisinin de birbirleriyle uyum icinde oldugunu gosterdiler.
v = 0.01°den kii¢iik viskosite degerleri i¢cin tam ¢oziim bulunamazken, elde edilen niimerik
¢oziimler icin denklemin matematiksel yapisinin bozulmadigimi gosterdiler. Aksan [22],
Burgers denkleminin kiibik B-spline Galerkin sonlu eleman yontemini kullanarak niimerik
coziimlerini elde etti. Aksan [23], Burgers denklemini kuadratik B-spline fonksiyonlar
yardimiyla Galerkin sonlu eleman yontemi uygulayarak ¢ozmiistiir. Aksan [24] Burgers
denklemini ¢ozmek icin; zamanda ayristirma yontemi lizerine insa edilen Galerkin sonlu
elemanlar yontemi uygulamistir ve her zaman adimi i¢in elde edilen lineer olmayan denklem
sistemi Newton yontemini kullamlarak ¢ozdii. Ozis vd. [25], bu tezde ele alinan problemin
yaklasik ¢oziimiinii elde etmek i¢in kuadratik B-spline fonksiyonlarimi kullanarak Galerkin
sonlu eleman yontemini uyguladilar. Elde edilen niimerik ¢6ziimlerin, tam ¢oziimiin basarisiz
oldugu cok kiiciik viskosite "v" degerleri i¢in problemin matematiksel yapisina uygun
oldugunu gosterdiler. Calismada elde ettikleri niimerik c¢oziimler ile literatiirde bulunan

diger niimerik c¢oziimleri karsilagtirip, yontemin kararlilik analizini verdiler. Kutluay ve Esen



[26], Burgers denkleminin niimerik ¢oziimiinii, kuadratik B-spline Galerkin sonlu elemanlar
yontemi kullanilarak elde ettiler. Semayi, tam coziimleri bilinen test problemini ¢dzmek
icin uyguladilar. Elde edilen niimerik ¢oziimleri tam coziimlerle karsilastirdilar ve ¢oziim
yonteminin kararlilik analizini yaparak yontemin sartsiz kararli oldugunu gosterdiler. Bir
bagka calismada Kutluay vd. [27], uygun sinir ve baglangi¢ sartlar1 ile Burgers denkleminin
yaklagik c¢oziimlerini elde etmek icin kuadratik B-spline fonksiyonlar1 kullanarak en kiiciik
kareler sonlu eleman yontemi sundular. Yine Burgers benzeri denklemlerin yaklagik ¢oziimlerini
bulmak i¢in lineerlestirilmis kapali sonlu fark yontemi kullandilar. Yontemin, kiigiik viskosite
degerleri icin niimerik ¢oziimler elde etmekte basarili oldugunu gosterdiler [28]. Ucar [29],
yiiksek lisans tezinde; Burgers denklemini, denklemdeki lineer olmayan terim yerine on
yedi farkli lineerlestirme teknigi kullanarak sonlu fark yontemleri ile niimerik ¢oziimler
elde etti. Inan ve Bahadir [30], lineer olmayan Burgers denklemini agik iistel sonlu fark yontemi
kullanarak c¢ozdiiler. Lineer olmayan Burgers denklemini lineer 1s1 denklemine doniistiirmek
icin Hopf-Cole doniisiimiinii kullandilar. Inan ve Bahadir [31], ayrica kapali iistel sonlu
fark yontemini kullanarak da problemin niimerik ¢oziimlerini elde ettiler. Bu calismada her
zaman adiminda lineer olmayan sistemi ¢6zmek icin Newton yontemini kullandilar. inan
ve Bahadir [32], Burgers denkleminin Crank-Nicolson iistel sonlu fark ¢oziimiinii veren
bir yontem sundular. Bu calismada ayristirma i¢in Crank-Nicolson semasii ve her zaman
adiminda sistemi ¢ozmek icin de Newton-Raphson yontemini kullandilar. Inan [33], alternatif
bir Crank-Nicolson ve kapali iistel sonlu fark yontemi Onererek; mevcut ¢alismada Burgers
denklemini Hopf-Cole doniisiimiiyle lineer 1s1 denklemine indirgeyip niimerik ¢6ziim elde
ettiler. Onal ve Esen [34], kesirli Burgers denkleminin yaklagik ¢oziimiinii bulmak amaciyla
Crank-Nicolson sonlu fark yontemi uyguladilar. Onerilen yontemin etkinligini gostermek
icin Ly ve L. hata normlarin1 hesapladilar. Yagmurlu vd. [35], denklemi kollokasyon
sonlu eleman yontemi ile cozdiiler. Esen ve Tagbozan [36], kiibik B-spline fonksiyonlar
yardimiyla kollokasyon yoOntemiyle Burgers denklemini cozdiiler. Esen vd. [37], zaman
kesirli olan kismi diferansiyel denklemlerin yaklasik ¢6ziimiinii bulmak i¢in yeni bir yontem
kullandilar. Celikten ve Aksan [38], iki boyutlu Burgers denklem sistemini alternating direction
yontemi ile ¢ozdiiler. Mevcut yontem kullanilarak bulunan sayisal ¢oziimler ile analitik
coziimler ve bazi diger arastirmacilar tarafindan verilen sayisal c¢oziimler ile karsilastirildi.
Calismalarinda, von-Neumann (Fourier) kararlilik analiz yontemi kullanilarak yontemin sartsiz
kararl1 oldugunu gosterdiler. Ali vd. [39] lineer olmayan Burgers’ denklemini B-spline sonlu

eleman yontemiyle sayisal olarak ¢ozdiiler. Kullandiklar1 yontem sonlu elemanlar iizerinde
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kiibik B-spline kollokasyona dayaniyordu. Bunun amaci ¢oziim bolgesi iizerinde bagiml
degiskenin ve ilk iki mertebeden tiirevinin siirekliligi saglamakti. Dag vd. [40] calismalarinda bir
boyutlu Burgers’ denkleminin sayisal ¢coziimlerini sonlu elemanlar tizerinde kiibik B-splinelarin
kollokasyonlarma bagl bir yontemle elde ettiler. Onerilen methodun dogrulugunu ii¢ tez
problemiyle gosterdiler ve bulduklari sayisal sonuglart tam ¢6ziim ile iyi uyum i¢inde oldugu
sonucuna vardilar. Soliman [41] Burgers’ denkleminin sayisal ¢oziimlerini hem agirlik hemde
interpolasyon fonksiyonlarini kiibik B-spline kullanarak Galerkin yontemi ile elde etti. Yazar
kullandig1 yontemin viskositenin ¢ok kiiciikten ¢ok biiyiige degisen araliktaki degerleri i¢in
Burgers’ denklemini etkin bir sekilde ¢ozdiigiinii gosterdi. Gardner vd. [42] zamana bagimli
1zgaralar {izerinde sonlu eleman yontemini uygulayarak kiiciik viskosite katsayilari icin bile

dogru ve hassas sayisal ¢coziimler elde ettiler.

Bu tezde Burgers denklemi verilen cesitli baglangi¢ ve sinir sartlariyla birlikte ele alind.
Denklemin niimerik c¢oziimleri sirasiyla agik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark yontemi
kullanilarak elde edildi. Her iic yontem i¢in kararlilik analizi verilerek elde edilen sayisal

cOziimlerin analitik ¢oziimlerle karsilastirilmasi cizelge ve grafikler halinde sunuldu.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1 Sonlu Fark Yontemleri

Sonlu Fark Yontemi, analitik acidan ¢oziilmesi zor olan diferansiyel denklemlerin
coziimiinde kullanilan sayisal yontemlerden biridir. Bu yontemde, fark denklemlerinden
faydalanarak diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimlerine yaklagilir. Diger sayisal yon-
temlerde oldugu gibi, diferansiyel denklemler yerine cebirsel denklemlerin olusturulmasi
esasina dayanir. Yontem dogasi geregi bir takim avantaj ve dezavantajlara sahiptir. Yontemin
oldukca basit uygulanir olmasi, kolay programlanabilmesi, yiiksek dereceli yaklagimlar vermesi
yontemin avantajlari arasinda sayilirken, ¢alisilan problemin fiziksel 6zelliklerinin direkt olarak
uygulanamiyor olmasi, yalnizca basit geometriler lizerinde uygulanilabilmesi ve bazi kararlilik

kisitlamalar1 yontemin dezavantajlari olarak sayilabilir.

Sonlu fark yontemlerinde tiirevler i¢in ileri fark, geri fark ve merkezi fark olmak iizere ii¢

yaklagim kullanilir.
Sonlu fark ¢oziimii su adimlardan olugur:
e Coziim bolgesi diigtimlerden (grid) olusan bir 1zgaraya boliiniir.

e Verilen denklemde goriilen tiirevlerin yerine uygun sonlu fark semalar1 yazilir. Bunun
sonucunda c¢aligilan diferansiyel denklem; eger denklem lineer ise lineer cebirsel denklem
sistemi aksi halde yani diferansiyel denklem lineer degil ise lineer olmayan cebirsel denklem

sistemi elde edilir.

e Sonugta bulunan cebirsel denklem sistemi ya direkt ya da 0z yinelemeli (iterative)

metotlardan biri yardimiyla ¢oziiliir.

Kismi diferansiyel denklemde goriilen tiirevler yerine Taylor seri acilimindan elde edilen

fark yaklasimlart;

U (x,t) ifadesinde x ve ¢ ile gosterilen bagimsiz degiskenleri agisindan yeterince
tirevlenebilen ©Onceden tamimli bir fonksiyon olarak verilmis olsun. h; x yOniinde

k; t yoniindeki artis miktar1 olmak iizere [0,/] x [0,00) yar1i sonsuz bolgesinde



bir (x;,#,) nodal noktast;

xi=iAx=ih i=0,1,2,3,....M

t, = nAt = nk n=1,2,3,...
ile verilsin. Temsili bir P (ih,nk) nodal noktasinda verilen U fonksiyonu i¢in hesaplanan deger
U, =U (ih,nk) = U}

ile ifade edilir. Bu gosterimin kullanilmasi ve kesme hatalarinin atilmasi ile U fonksiyonunun

x ve t yoniindeki birinci ve ikinci mertebeden tiirevler yerine sirasiyla asagidaki sonlu fark

yaklagimlari " n
88_1; ~ M 2.1.1)
88_1; N % (2.1.2)
%_Z 4 % (2.13)
8(9_(; N w (2.1.4)
cz?_ltl y U_TU_l (2.1.5)
%2;21 LU —ZU;’LL; +Ul (2.1.6)
?;XIQJ . Ul —22]2,-”_1 +Ut 2.1.7)
aalez] ~ Ut _22]2z'"+U£1 (2.1.8)
yazilir.

Burada (2.1.1)-(2.1.3) denklemlerine sirasiyla x yoniinde birinci mertebeden tiirev igin iki
nokta ileri fark formiilii, iki nokta geri fark formiilii ve iki nokta merkezi fark formiilii; (2.1.4)
ve (2.1.5) denklemlerine ¢ yOniinde birinci mertebeden tiirev i¢in iki nokta ileri ve iki nokta
geri fark formiilii denir. Benzer sekilde (2.1.6)-(2.1.8) denklemlerine sirasiyla x yoniinde ikinci
mertebeden tiirev i¢in ii¢ nokta ileri fark formiilii, ti¢ nokta geri fark formiilii ve ii¢ nokta merkezi

fark formiilii denir [43].



Sonlu fark yontemlerinden siklikla bagvurulan ve klasik sonlu fark yontemleri olarak

adlandirilan yontemler
e Acik (Explicit) Sonlu Fark Yontemi
e Kapal1 (Implicit) Sonlu Fark Yontemi
e Crank-Nicolson Sonlu Fark Y6ntemi
dir.

Yontemin uygulanigini gostermek igin

U=0aU,, 0<x<lI, t>0 (2.1.9)
151 denklemiyle birlikte
Ux0)=f(x), 0<x<I (2.1.10)
baslangi¢ sarti ile
U(0,/)=g1(¢t), t>0 (2.1.11)

U(l,t)=gx(), t>0
sinir sartlarini goz 6niine alalim. i1k olarak ¢oziim bolgesi
Xi = ih

t, = nk

olacak sekilde bir 1zgaraya boliiniir. x ve ¢ degiskenleri sirasiyla & ve k ile gosterilen farkli adim
uzunluklarina sahiptir. x, [0,/] aralifinda tanimli oldugu i¢in, » = [/M dir. Burada amacimiz U

¢oziim fonksiyonunun (x;,#,) diigiim noktalarinda yaklasik ¢6ziimiinii hesaplamaktir.

Bir sonraki adim, diferansiyel denklemde goriinen tiirevler yerine uygun fark yaklasimlarinin

yazilmasidir ki buna gore yontemler isimlendirilir:

2.1.1 Acik Sonlu Fark Yontemi

(2.1.9) Is1 denklemini, (2.1.10) baslangi¢ sart1 ve (2.1.11) sinir sartlartyla birlikte goz 6niine

alalim.

(2.1.9) Is1 denkleminde goriilen ¢ acisindan verilen birinci mertebeden tiirev yerine ileri

fark yaklagiminin ve x’ e gore ikinci mertebeden tiirev yerine n. zaman adiminda merkezi fark
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yaklagiminin yazilmasiyla yani
ou UMt -ur

ok
’U _ U, - 20+ U,
ox? h?

fark denklemlerinin (2.1.9) 1s1 denkleminde yazilmasiyla

urtt-uy _ anril —2U7 + UL,
k h?

elde edilir. Bu denklemin diizenlenmesiyle
Ut = rUt + (1= 20U + UL

elde edilir. Burada r = % dir. (2.1.12) Acik sonlu fark semas1 matris formunda

[ 12~ r 0 0
r 1-2r r 0
A= 0 r 1-2r --- 0
0 0 0 1-2r
up B [ 781 ]
Uy Uyt 0
U Ut 0
U= Ut = b=
Ul 4 UME} 0
n
Uﬁnh2 UI’VII_2 0
| UM—l _ | U]ﬁ[tll ] | 782 |
olmak tizere
UI’H—] :AUn+b

(2.1.12)

olarak ifade edilir Bu (M —1) x (M —1) tipindeki denklem sisteminin ardigik olarak

cOziilmesiyle istenilen "¢" zamanindaki ¢oziime ulasilir [44].

2.1.2 Kapali Sonlu Fark Yontemi

(2.1.9) Is1 denklemini, (2.1.10) baslangic sart1 ve (2.1.11) sinir sartlariyla birlikte goz oniine

alalim.

(2.1.9) Is1 denkleminde goriilen ¢ acisindan birinci mertebeden tiirev yerine ileri fark

yaklagimini ve x* e gore ikinci mertebeden tiirev yerine (n+ 1). zaman adiminda merkezi fark

yaklagiminin yazilmasiyla yani
ou UMt -ur
ot k
8



P up -2 oy
ox2 h2

fark denklemlerinin 1s1 denkleminde yazilmasiyla

1 1 1
urtt _, U —2ult + Ul
k h?

elde edilir. Basit bir diizenlemeyle,
—rUM (L 2nurtt —utt =0, i=1()M -1 (7) (2.1.13)

elde edilir. Burada r = ‘;:—f dir. (2.1.13) kapal1 sonlu fark semas1 matris formunda

[ 1+2r  —r ]
—r  142r —r
—r  142r —r
A=
—r 142r —r
—r 1+2r —r
—r  1+42r
C U] gy R ]
Uz Uyt 0
U Uyt 0
U" = , Uttt = ., b=
Up 3 Uyt 0
Unr—» Uty 0
L UAnd—l _ U[ﬁ[tll | 782 ]

olmak uizere

AU =y +b

olarak yazilabilir Bu (M —1) x (M —1) tipindeki denklem sisteminin ardigik olarak

¢Oziilmesiyle istenilen "¢" zamanindaki ¢oziime ulasilir [44].

2.1.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

(2.1.9) Is1 denklemini, (2.1.10) baslangic sart1 ve (2.1.11) sinir sartlariyla birlikte goz Oniine
alalim.

Acik ve kapali yontemleri daha genel bir formiilde birlestirmek miimkiindiir:

1 +1 +1 +1
Uin+ _Uin _ 06{9 Uinfl _2Uin +U£H

hz

U, 20t +Uirfu}

. +(1—9){ =

(2.1.14)



Bu yaklasima (2.1.9) 1s1 denklemi i¢in agirlikli averaj yaklasimi denir. A¢ikca bu yaklagim 6 =0
alindiginda acik sonlu fark yaklagimini verirken, 8 = 1 alindiginda kapali sonlu fark yaklasimini
verir. 6 = 0.5 6zel durumu i¢in Crank-Nicolson olarak bilinen bir kapal1 sonlu fark yaklagimi

elde edilir.

(2.1.14) denkleminde 6 = 0.5 alinmasiyla
U + 2+ 20Ut — UM = PO+ (2= 20)U 41U (2.1.15)

elde ederiz. Burada r = ‘;l‘—f dir. (2.1.15) Crank-Nicolson semasinda matris formu

[ 24+2r  —r
—r  242r —r
—r  242r —r
A=
—r 24+2r -—r
—r  242r —r
—r  242r
[ 2—2r r i
r 2—2r r
r 2=2r r
B =
r 2-—2r r
r 2—2r r
r 2—2r
up | Ut [ r(gi(tnr1) +1(10) ]
U Uyt 0
Us Uyt 0
Un — 7 Un—H — , b=
Un 3 Uyt 0
U1}\14—2 Uﬁrf[tlz
L Uni1 Lt | r(g2(tnt1) +82(tn)) |

olmak tlizere

AU =BU" +b

olarak ifade edilir Bu (M —1) x (M —1) tipindeki denklem sisteminin ardigik olarak

coziilmesiyle istenen "t" zamanindaki ¢oziime ulagilir [44].
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2.1.4 Kararhhk Analizi

U 02U
—=a——, 0 I, t>0
P Ocaxz, <x </, >

151 denklemi i¢in agirlikli averaj yaklagimi

4L —aq0
k

Uin:Lll _ 2Ui}’l+l + U_rl+l

i+1 Uinfl - 2Uin + U},
hz

+(1—9){ - '“”

dir. Verilen bu ifade de 6 =0, 6 = 1/2 ve 6 = 1 durumlar sirastyla acik sonlu fark yontemine,

Crank-Nicolson yontemine ve kapali sonlu fark yontemine karsilik gelir.

Agirlikl averaj yaklasiminda Fourier yontemi (von-Neumann yontemi) kullanarak kararlilik

analizini uygulayalim.
— oiBph i —\/—
Ui =ePPed, i=v-—1
seklinde bir ¢6ziim bulmaya calisalim. Bu ifade agirlikli averaj yaklasiminda yazilir ve gerekli

diizenlemeler yapilirsa
£ roé (a’ﬁh 24 e*"ﬁh) —14r(1-9) (e"ﬁh 24 e*”ﬁh)
elde edilir. Burada r = ‘;l‘—f dir. Euler formulii,
P = cos Bh+isin Bh

kullanilmasiyla
E—rOE (2cosfh—2)=1+r(1—06)(2cosPh—2)
elde edilir. Trigonometrik 6zdesliklerin

Bh

cosBh =1 —2sin27

kullanilmasiyla, & parametresi

. zﬁh
_ 1 —4r(1—6)sin” =
1+4r95in2%

olarak bulunur.

e 6 = 0 ise acik sonlu fark yaklagiminin kararlihig: i¢in gerek ve yeter sart |£| < 1 dir. Bu

durum r kararlilik parametresinin r < % olmas1 anlamina gelir.
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e 0 = 1 ise kapali sonlu fark yaklagiminin kararliligi i¢in gerek ve yeter sart |&| < 1 dir. Bu

durum r kararlilik parametresinin r > 0 olmas1 anlamina gelir yani yaklasim sartsiz kararlidir.

e 0 = 1/2 ise Crank-Nicolson sonlu fark yaklagiminin kararliligi i¢in gerek ve yeter sart
|E] <1 dir. Bu durum r kararlilhik parametresinin » > 0 olmasi anlamina gelir yani yaklagim

sartsiz kararhdir [29].
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3. MODEL PROBLEMLER

Tezin bu kisminda

Ui +UUy = vUyy (3.0.1)

ile verilen Burgers denklemi icin beg temel problem tanitilacaktr.

Burgers denklemi analitik ¢oziimii bilinen ¢ok az sayidaki lineer olmayan kismi diferansiyel
denklemlerden biridir. Denklem Hopf-Cole doniisiimii olarak bilinen bir doniisiimle lineer 1s1

denklemine doniistiiriilerek analitik olarak ¢oziilebilir.
Bu tezde ele alinacak model problemler ve onlarin analitik ¢oziimleri soyledir:

Problem 1 (3.0.1) Burgers denklemi
U (x,0) = sin(7x), 0<x<1

baslangic sart1 ve
U(0,1)=U(1,1) =0, t>0
sinir sartlari ile birlikte goz oniine alinacaktir.

Bu problemin tam ¢oziimii,

- 22 .
U (n.r) = 2nvy,  ne " Vay,sin (nmx)

ap+ Y e T g, cos (nmx)

dir. Bu ifade de ag ve a, ile gosterilen terimler Fourier katsayilaridir ve sirasiyla,

ap = /01 exp{— 2zv) 1 —cos(n’x)]}dx

1
ay = 2/ exp{— (22v) ! [1 —cos ()] feos(nmi)dy  (1=1,23,...)
0
biciminde tanimlanir.

Problem 2 (3.0.1) Burgers denklemi

U (x,0) :% {1—tanh{4i(x—15)H

v
baslangic sartlar1 ve

U(0,t) =1, U (30,7) =0, t>0

sinir sartlar ile birlikte ele alindi. Bu problem i¢in analitik ¢oziim

Unr) =5 {l—tanh{ﬁ (X‘%HS) H
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seklindedir.
Problem 3 (3.0.1) Burgers denklemi
U,r)=1, U(l,t)=0.2, t>0.

sinir sartlar ile birlikte ele alinip baslangic sart1 problemin

[a+p+ (o —p)exp(n)]
1+exp(n)

U (x,t) = , 0<x<1, t>0,

seklindeki tam ¢oziimiinde 7 = 0 alinarak elde edilir. Burada «, 8 ve u sabitler olup
n=ax—u—p)/v

dir.

Problem 4 (3.0.1) Burgers denkleminin tam ¢oziimii

1% X
— S<x<1.
U (x,t) v {x+tan<2+2vt)}, 05<x<1.5

dir. Bu problemde ¢ = 0 icin baglangi¢, x = 0.5 ve x = 1.5 i¢in sinir sartlar1 problemin tam

¢Oziimiinden elde edilir.

Problem 5 (3.0.1) Burgers denklemi

2vrsin(mx)

U (x,0) =
(x,0) o +cos(mx)’

0<x<1,
baslangic sart1 ve
U(0,t)=U(1,1) =0, 0<r<T.
sinir sartlar ile birlikte ele alindi. Burada o > 0 parametredir.
Problemin tam ¢6ziimii,

2mve TV sin(7x)
o +e "V cos(mx)’

U (x,t) = 0<x<1

Y

seklindedir.
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4. BURGERS DENKLEMININ SONLU FARK COZUMLERI

Bu boliimde

U _ 9V _ v82U

ot ox  dx2
formunda goz Oniine alinan Burgers denkleminin UU, lineer olmayan terimi yerine
Rubin-Graves tipi lineerlestirme teknigi kullanilarak denklemin her ii¢ klasik sonlu fark
yaklagimi elde edildi. Kullanilan sayisal yontemin dogrulugunu gostermek ve literatiirdeki

caligsmalarda elde edilen sonugclarla kargilagtirmak i¢in

. N . 2
L, = HUanalltzk . UNH2 _ h 26 ‘quznalztlk _ (UN)j‘
J:

L. = ‘Uanalmk r UN’ — max

qunalitik il (UN)]‘ ‘

N—1 analitik __ )
||e|| _ l Z U] (UN)]
1 N 4 ‘ [y @nalitik
J= J

biciminde verilen hata normlar1 hesaplandi.

4.1 Acik Sonlu Fark Yontemi

Tezin bu alt boliimiinde (3.0.1) ile verilen Burgers denklemine acik sonlu fark yontemi

uygulanacaktir. Bu amagla denklemdeki "#" yoniinde birinci mertebeden tiirev yerine

' k
ileri sonlu fark yaklagiminmi, U U lineer olmayan terim yerine

ur. —ur
e ( 2h

sonlu fark yaklasimi ve x yoniinde ikinci mertebeden tiirev yerine de

U, —2Ur+ U

Ux_x g 1 h2 l+]
acik merkezi fark yaklagimi yazilmasiyla
n+1 n vk n n n k n n n :
Ui =Uit+.3 (UL 20"+ U, - Ui (U —Uy) , i=1(1)M 1

seklinde agik sonlu fark semasi bulunur.
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4.1.1 Niimerik Sonuclar

Bu tezin 3. boliimiinde tanitilan bes model problemin agik sonlu fark yontemi ile bulunan

niimerik sonuclari sunuldu.

Birinci problemin agik sonlu fark yontemiyle bulunan sayisal ¢oziimleri Cizelge 4.1-4.3°
te sunuldu. Cizelge 4.1° de, ¢+ = 0.1 zamaninda kinematik viskosite "v = 1" icin farkh
konum adim uzunluklari (A =1/10,1/20,1/40,1/80) alinarak elde edilen yaklagik ¢oziimlerin
problemin analitik ¢coziimiiyle karsilagtirllmasi verildi. Cizelgeden "A" kiiciildiikce her iki hata
normunun biiylik oranda diistiigi goriildi. Cizelge 4.2° de, farkli zamanlarda h = 0.005,
k = 0.0001 alnarak degisik viskosite degerleri (v = 1,0.1,0.01) icin elde edilen yaklasik
coziimler ile analitik ¢6ziimlerin kargilastirilmasi verildi. Coziimlerin birbiriyle uyumlu oldugu
goriilmektedir. Cizelge 4.3" te, +t = 0.1 de v =1 ve k = 0.00001 degerleri icin degisik
mesh uzunluklar1 almarak bulunan yaklagik ¢oziimlerdeki ||e||;, Lo ve L., hata normlarinin

literatiirdeki baz1 ¢caligmalarla karsilastirilmasi verildi.

Cizelge 4.1 : Problem 1’ in; t = 0.1 de v =1 ve kK = 0.00001 degerleri icin farkli £
degerlerine karsilik yaklasik ¢coziimler ile tam ¢oziimiin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=1/10 h=1/20 h=1/40 h=1/80 Coziim

0.1 0.11029  0.10972  0.10958  0.10954 0.10954
0.2 0.21127  0.21015 0.20987  0.20981  0.20979
0.3 0.29404  0.29242  0.29202 0.29192  0.29190
0.4 0.35063  0.34859 0.34808 0.34795  0.34792
0.5 0.37464  0.37233  0.37175 0.37161  0.37158
0.6 0.36219  0.35982  0.35923  0.35908  0.35905
0.7 0.31277 0.31061  0.31007 0.30993  0.30991
0.8 0.23002  0.22836  0.22794  0.22784  0.22782
0.9 0.12189  0.12098 0.12076  0.12070  0.12069

Ly x 10° 220186 0.54044 0.12545 0.02175
L. x10° 3.14769 0.77290 0.18040 0.03181
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Cizelge 4.2 : Problem 1’ in; farkl1 zamanlarda # = 0.005, k = 0.0001 ve farkl1 viskosite
degerleri icin yaklasik ¢oziimleri ile analitik ¢oziimlerin kargilagtirilmasi

v=1.0 (k=0.00001) v=0.1 v=0.01
X t Yaklagik  Analitik Yaklasik Analitik Yaklasik Analitik
0.25 0.4 0.01357 0.01357 0.30887 0.30889 0.34188 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24072  0.24074 0.26894 0.26856
0.8 0.00026 0.00026 0.19566 0.19568 0.22146 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16255 0.16256 0.18818 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02720 0.02720 0.07511 0.07511

0.50 0.4 0.01923 0.01924 0.56961 0.56963 0.66068 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44719 0.44721 0.52938 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35922  0.35924 0.43910 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29190 0.29192 0.37439 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04020 0.04020 0.15017 0.15018

0.75 0.4 0.01363 0.01363 0.62548 0.62544 0.91034 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48724 0.48721 0.76724 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37393  0.37392 0.64736 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28748 0.28747 0.55601 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02977 0.02977 0.22480 0.22481

Cizelge 4.3 : Problem 1’ in ; t = 0.1 de v =1, kK = 0.00001 ve farkli # degerleri
icin elde edilen niimerik ¢coziimlerdeki hata normlarinin literatiirdeki bazi
caligmalarda elde edilen hata normlart ile karsilastirilmasi

h
Metot 0.1 0.05 0.025 0.0125 0.01
llell; 0.008320 0.002043 0.000474 0.000082 0.000035
L, 0.002202 0.000540 0.000125 0.000022 0.000009
L 0.003148 0.000773 0.000180 0.000032 0.000014

llell, [26] 0.00109  0.00026  0.00012  0.00008
lell, [28] 0.00476  0.00144  0.00038  0.00007
lell, [27] 0.01217  0.00694  0.00365  0.00186
L, [31] 0.000579 0.000164 0.000060 0.000048
L.. [31] 0.000827 0.000234 0.000086 0.000068

Problem 2’ nin agik sonlu fark yontemiyle elde edilen niimerik ¢oziimleri Cizelge 4.4-4.7°
de verildi. Cizelge 4.4’ te, t = 2 zamaninda kinematik viskosite v = 0.5 ve k = 0.0001
icin farkli konum adim uzunluklari(%) alinarak bulunan sayisal sonuglarin problemin analitik

cOziimiiyle karsilastirilmasi sunuldu. Cizelgeden "h" kiiciildiikge her iki hata normunun azaldigi
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goriilmektedir. Cizelge 4.5’ te, t = 2 zamaninda h = 0.1 farkli viskosite degerleri i¢in degisik
zaman adimlar1 alinarak her iki hata normu verildi. Cok belirgin olmasada hata normlarinin
k min kiiciilmesiyle azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.6’ da, farkli zamanlarda 4 = 0.1 ve k =
0.0001 ¢esitli viskosite (v = 1,0.5,0.1) degerleri i¢in elde edilen yaklagik ¢6ziimlerin analitik
coziimlerle kiyaslamasi yapilip, uyum icinde olduklar1 goriilmiistiir. Cizelge 4.7° de degisik
zaman adimlart alinarak 2 = 0.1 ve k = 0.0001 cesitli viskosite (v = 1,0.25,0.125,0.025)

degerleri i¢in Ly ve L. hata normlar verildi.

Cizelge 4.4 : Problem 2’nin t =2 de v = 0.5, k = 0.0001 ve farkli 4 degerleri icin
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilagtirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim

10 0.99753 0.99753 0.99753  0.99753 0.99753
12 0.98205 0.98202 0.98202  0.98201 0.98201
14 0.88089 0.88082 0.88080  0.88080 0.88080
16 0.49988 0.49997 0.49999  0.50000 0.50000
18 0.11918 0.11920 0.11920  0.11920 0.11920
20 0.01799 0.01799 0.01799  0.01799 0.01799
22 0.00247 0.00247 0.00247  0.00247 0.00247
24 0.00034 0.00034 0.00034  0.00034 0.00034

Ly x 10*  2.04359 0.52737 0.15037  0.06037
L. x10* 1.37792 0.35073 0.09470  0.03346

Cizelge 4.5 : Problem 2’ nin farkli viskosite degerleri i¢in ¢t = 2 de h = 0.1 ve farkh
zaman adimlar1 alinarak L, ve L., hata normlarinin kargilastirilmasi

k=0.005 k= 0.0005
v Ly x10° Lox10° L, x10° L. x10°
0.5 0.34018 0.19373 0.21328 0.14116
0.25 1.18751 0.98384 0.90363 0.82351
0.125 4.04741 4.67901 3.45201 4.29820

18



Cizelge 4.6 : Problem 2’ nin A = 0.1, k£ = 0.0001 ve farkl1 viskosite degerleri icin
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

v=1.0 v=0.5 v=0.1
x t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
10 0.5 0.93246 0.93245 0.99478 0.99478 1.00000 1.00000
1.0 0.93992 0.93991 0.99593 0.99593 1.00000 1.00000
1.5 0.94661 0.94660 0.99683 0.99683 1.00000 1.00000
2.0 0.95258 0.95257 0.99753 0.99753 1.00000 1.00000

15 0.5 0.53120 0.53121 0.56214 0.56218 0.77836  0.77730
1.0 0.56217 0.56218 0.62242 0.62246 0.92795 0.92414
1.5 0.59266 0.59267 0.67915 0.67918 0.97964 0.97702
2.0 0.62245 0.62246 0.73107 0.73106 0.99450 0.99331

20 0.5 0.08510 0.08510 0.00858 0.00858 0.00000 0.00000
1.0 0.09535 0.09535 0.01099 0.01099 0.00000 0.00000
1.5 0.10669 0.10669 0.01407 0.01406 0.00000 0.00000
2.0 0.11920 0.11920 0.01799 0.01799 0.00000  0.00000

Cizelge 4.7 : Problem 2’ nin farkli zamanlarda 4 = 0.1, k = 0.0001 farkl1 viskosite
degerleri icin L, ve L. hata normlari

Niimerik Coziim
t v=1 v=025 v=0.125 v=0.025
0.5 L, x 10> 0.05637 0.03407 0.16288  5.43450
L. x 10" 0.00571 0.00336 0.02171 1.24912
1.0 L, x 10> 0.07136 0.05754 0.25050  6.55754
L. x 101 0.00660 0.00549 0.03264  1.43211
2.0 L,x 10> 0.09471 0.08817 0.34030  7.00145
L. x 10" 0.00859 0.00812 0.04264  1.54256
3.0 Lryx10>2 0.11952 0.10704 0.38163  7.02423
L. x 10" 0.01107 0.00962 0.04680  1.54737

Problem 3’ {in agik sonlu fark yontemi ile elde edilen yaklasik ¢coziimleri Cizelge 4.8-4.10°
da verildi. Cizelge 4.8’ de, t = 0.1 zamaninda v = 0.01, k = 0.001 i¢in farkli konum adim
uzunluklari (2 = 0.025,0.0125,0.01,0.005) alinarak elde edilen yaklagik ¢6ziimlerin problemin
analitik ¢ozlimiiyle karsilastirilmas: sunuldu. Cizelgeden "h" kiiciildiikce L, ve L. hata
normlarinda azalma oldugu goriilmektedir. Cizelge 4.9’ da, t = 0.1 zamaninda 2 = 0.05 farkhi

viskosite degerleri i¢in farkli zaman adimlar1 alinarak L, ve L., hata normlar verildi. Hata
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normlarinin k£ nin kiigiilmesiyle ¢ok az da olsa azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.10° da farkhi
zamanlarda v = 0.01, £ = 0.001 ve farkli konum adim uzunluklari (2 = 0.025,0.01) alinarak

elde edilen yaklagik ¢oziimlerin problemin analitik ¢oziimiiyle kargilagtirilmasi verildi.

Cizelge 4.8 : Problem 3’ iin t = 0.1 de v =0.01, kK = 0.001 ve farkli /& degerleri i¢in
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimiiniin kargilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=0.025 h=0.0125 h=0.01 h=0.005 Cozim

0.1 0.98571 0.97852 0.97778 0.97683  0.97416
0.2 0.46543  0.47781 0.47949 0.48177  0.48347
0.3 0.20916  0.20812 0.20799 0.20782  0.20796
0.4 0.20019  0.20015 0.20015 0.20014  0.20015
0.5 0.20000  0.20000 0.20000  0.20000  0.20000
0.6 0.20000  0.20000 0.20000  0.20000  0.20000
0.7 0.20000  0.20000 0.20000  0.20000  0.20000
0.8 0.20000  0.20000 0.20000  0.20000  0.20000
0.9 0.20000  0.20000 0.20000  0.20000  0.20000

Ly x 10° 5.32159 1.74813 1.37476  0.95062
L. x 10> 1.80493  0.56635 0.42287 0.28294

Cizelge 4.9 : Problem 3’ iin r = 0.1 de farkl viskosite degerleri alinarak 7 = 0.05 ve
farkli k£ degerleri i¢in L, ve L. hata normlari

k=0.005 k = 0.0005
v Ly x 10> Lox 10" L, x 10> L. x 10!
0.01 2.14247 0.73389 1.97415 0.66280
0.03 2.22286 0.75116 2.14643 0.72897
0.05 4.54914 1.47228 4.46582 1.45121
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Cizelge 4.10 : Problem 3’ iin farkl1 zamanlarda v = 0.01, k = 0.001 ve farki 4 degerleri

icin niimerik ¢oziimleri ile tam ¢dziimiiniin kargilagtirilmasi

t=0.5 t=1
X h=0.025 h=0.01 TamCozim h=0.025 h=0.01 Tam Coziim
0.1 1.00000  1.00000 1.00000 1.00000  1.00000 1.00000
0.2 1.00000  0.99996 0.99990 1.00000  1.00000 1.00000
0.3 1.00025  0.99616 0.99465 1.00000  1.00000 1.00000
0.4 0.77759  0.78899  0.78485 1.00000  1.00000 1.00000
0.5 0.23804  0.23664 0.23794 1.00000  0.99995 0.99990
0.6 0.20112  0.20073  0.20073 1.00044  0.99612  0.99465
0.7 0.20003  0.20001  0.20001 0.77809  0.78918 0.78485
0.8 0.20000  0.20000  0.20000 0.23751  0.23656 0.23794
0.9 0.20000  0.20000  0.20000 0.20112  0.20072  0.20073
Ly x 10° 9.50782  2.04691 9.89092  2.06278
L. x 10> 3.45430  0.71294 3.54040  0.72519

Problem 4’ iin acik sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri Cizelge 4.11-4.13’

te verildi. Cizelge 4.11° de, farkli zamanlarda & = 0.01 ve farkli viskosite (v = 1,0.1,0.01)

degerleri icin kararlilik kisitlamasina bagh kalarak elde edilen yaklasik ¢éziimlerin problemin

analitik coziimilyle karsilagtirilmas: verildi. Coziimlerin birbiriyle uyumu goriilmektedir.

Cizelge 4.12° de, farkli zamanlarda v = 0.002 ve k = 0.005 alararak farkli konum adim

uzunluklart (k2 = 0.05,0.025,0.0125,0.01) i¢in L, ve L., hata normlari verildi. "A" kiigiildiikge

L, ve L., hata normlarinda azalma oldugu goriilmektedir. Cizelge 4.13’ te, farkli zamanlarda

h =0.01 ve k = 0.002 alararak farkl: viskosite degerleri (v = 0.005,0.001) i¢cin L, ve L., hata

normlari sunuldu.
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Cizelge 4.11 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda farkli viskosite degerleri ve 7 = 0.01
icin niimerik ¢oziimleri ile tam ¢dziimlerinin kargilastirilmasi

X t v=1.0 (k=0.00001) v=0.1(k=0.0001) v=0.01(k=0.001)
Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam

0.75 0.4 0.73175 0.73175 0.10837 0.10837 0.01137 0.01137

0.6 0.61797 0.61798 0.10559 0.10560 0.01134 0.01134

0.8 0.53411 0.53411 0.10295 0.10295 0.01131 0.01131

1.0 0.46986 0.46986 0.10043 0.10043 0.01128 0.01128

3.0 0.21101 0.21101 0.08052 0.08052 0.01098 0.01098

1.00 0.4 0.98081 0.98082 0.14631 0.14631 0.01538 0.01538
0.6 0.82692 0.82693 0.14246 0.14246 0.01533 0.01533
0.8 0.71397 0.71397 0.13881 0.13881 0.01529 0.01529
1.0 0.62767 0.62767 0.13533  0.13533 0.01525 0.01525
3.0 0.28141 0.28141 0.10806 0.10806 0.01483 0.01483

1.25 0.4 1.23474 1.23476 0.18611 0.18611 0.01960 0.01960
0.6 1.03861 1.03862 0.18104 0.18104 0.01954 0.01954
0.8 0.89549 0.89549 0.17620 0.17623 0.01948 0.01948
1.0 0.78654 0.78654 0.17167 0.17167 0.01943 0.01943
3.0 0.35188 0.35188 0.13628 0.13628 0.01888 0.01888

Cizelge 4.12 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda v = 0.002, k£ = 0.005 ve farkli &
degerleri icin L ve L. hata normlari

Niimerik Coziim

t h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01
0.5 L,x10° 0.66645 0.21751 0.10379 0.09026
Lo x 10°  1.33344  0.43233 0.18912 0.15961

1.0 L,x10° 1.28143 0.41788 0.20067 0.17486
Lo x 10°  2.54235  0.79747 0.35304 0.29946

2.0 Lr,x10° 2.40866 0.78774 0.38195 0.33375
Lo x 10° 456629 1.43744 0.64579 0.55035

3.0 L,x10° 3.43520 1.12751 0.55081 0.48230
Lo x 10°  6.26899  2.00040 0.90700 0.77585
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Cizelge 4.13 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde h =
0.01, £ =0.002 i¢in L, ve L. hata normlari

v =0.005 v =0.001

t Lyx107 Lwx107 L, x 10 L, x 10"
0.1 0.24216 0.41880 0.30228 0.60414
0.2 0.47474 0.80148 0.59844  1.17657
0.3 0.70104 1.16561 0.89048  1.72665
0.4 0.92226 1.51450 1.17920  2.27068
0.5 1.13907 1.85121 1.46505 2.79286

Problem 5’ in acik sonlu fark yontemi ile elde edilen yaklasik c¢oziimleri Cizelge
4.14-4.15° te verildi. Cizelge 4.14° te, t = 0.1 zamaninda v = 1 ve k = 0.00005 icin farkl
konum adim uzunluklart (A = 0.1,0.05,0.025,0.0125) alinarak elde edilen yaklasik ¢ziimlerin
problemin analitik ¢Oziimiiyle karsilastirilmasi sunuldu. Cizelgeden "h" kiiciildiikce L, ve
L. hata normlarinin azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.15° te, farkli zamanlarda & = 0.025,
k = 0.0001 alnarak degisik viskosite degerleri (v = 0.01,0.1,1) i¢in elde edilen yaklagik
coziimler ile analitik ¢oziimlerin karsilastirilmasi verildi. Coziimlerin birbiriyle uyumlu oldugu

goriilmektedir.

Cizelge 4.14 : Problem 5’ in t = 0.1 de v = 1, k = 0.00005 ve farkli & degerleri i¢in
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=01 h=005 h=0.025 h=0.0125 Cozim

0.1 0.54403 0.53655 0.53467  0.53421 0.53427
0.2 1.07995 1.06279 1.05850  1.05747 1.05758
0.3 1.59496 1.56354 1.55581 1.55396 1.55409
0.4 2.06550 2.01280 2.00009 1.99704 1.99716
0.5 2.44855 2.36592 2.34641  2.34175 2.34179
0.6 2.67057 2.55121 2.52373  2.51719 2.51708
0.7 2.62079 2.46851 2.43442  2.42633 2.42602
0.8 2.17057 2.01340 1.97919 1.97111 1.97069
0.9 1.25459 1.14908 1.12663 1.12135 1.12102

L, x 107 1.17313 0.25556 0.05025  0.00211
Lo x 101 1.99879 0.44115 0.08754  0.00430
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Cizelge 4.15 : Problem 5’ in r = 0.1 de farkli viskosite de8erlerinde & = 0.025, k =
0.0001 i¢in niimerik ¢éziimleri ile tam ¢oziimlerinin karsilagtiriimasi

v =0.01 v=0.1 v=1

X Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.1 0.00990 0.00990 0.09449 0.09449 0.53447 0.53427
0.2 0.02030 0.02030 0.19308 0.19308 1.05808 1.05758
0.3 0.03182 0.03182 0.30050 0.30051 1.55511 1.55409
0.4 0.04531 0.04531 0.42294 0.42298 1.99902 1.99716
0.5 0.06221 0.06221 0.56916 0.56927 2.34491 2.34179
0.6 0.08525 0.08526 0.75173 0.75193 2.52178 2.51708
0.7 0.12040 0.12042 0.98572 0.98522 2.43216 2.42602
0.8 0.18369 0.18383 1.26105 1.25314 1.97705 1.97069
0.9 0.32959 0.32986 1.30943 1.27173 1.12527 1.12102
L, x 101 0.34830 0.13485 0.03645

Lo, x 101 2.14843 0.44070 0.06490

4.2 Kapali Sonlu Fark Yontemi

(3.0.1) Burgers denklemi kapali formda
Ut + (UUx)n-H Al V(Uxx)n_H

biciminde yazilabilir. Burada ¢ yoniinde birinci mertebeden tiirev yerine

1
- urtt—urn
! k

ileri sonlu fark yaklagimi, (UU. x)"le lineer olmayan terim yerine

U, —un yrtl _pyrtl un ., —ur
n+l ~ .’H_l i+1 i—1 n i+1 i—1 _qmn i+1 i—1
u)" =u (—2h ) +U, (—2h Ul (—2h )

Rubin-Graves [45] yaklagimi ve x yoniinde ikinci mertebeden tiirev yerine de

Ujjil o 2Uin+1 + U(l+1

(Uxx)n_H = h2 el

kapal1 merkezi fark yaklagimi yazilirsa
1 1
Uin_._1 — Uin +U(t+1 Ui}}H B Ui}il +Un Ui}rLl _ Uin:rl _qmn Ui’}H _ Uinfl
k ! 2h ! 2h ! 2h

+1 +1 +1
_ Uin—l B 2Uin + Uir—lH
1% h2
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elde edilir. Basit bir diizenleme ile

1 \% 1 uUr,-UuU" 2v ur v
yntl U i +1 —1 i

1 ut,-=-ur

kapal1 sonlu fark semasi elde edilir.

—yn

1

4.2.1 Niimerik Sonuclar

Bu kisimda, 3. boliimde tanitilan bes model problemin kapali sonlu fark yontemi ile elde

edilen niimerik sonuglar sunuldu.

Problem 1’ in kapali sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri Cizelge 4.16-4.19°
da verildi. Cizelge 4.16° da, + = 0.1 zamaninda viskosite v = 1 i¢in farklt konum adim
uzunluklart (A =0.1,0.05,0.025,0.0125) alinarak elde edilen niimerik ¢oziimlerin problemin
tam ¢ozlimiiyle karsilagtirilmasi verildi. Cizelgeden "h" kiigiildiikce L, ve L., hata normlarinin
azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.17° de, t = 0.1 zamaninda v = 1 ve h = 0.025 alinarak farkli
zaman adim uzunluklarinin (k = 0.0002,0.0001,0.00005,0.000025) se¢imi i¢in elde edilen
niimerik ¢oziimlerle tam ¢oziimiin kargilastirilmasi verildi. Cizelgeden "k" kii¢iildiikce L, ve L
hata normlarinin azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.18” de, farkli zaman degerlerinde 7 = 0.0125,
k = 0.0001 ve viskositenin (v = 1,0.1,0.01) degerleri i¢in elde edilen niimerik ¢oziimler ile
tam coziimlerin karsilastirilmasi verildi. Coztimlerin birbiriyle uyumlu oldugu goriilmektedir.
Cizelge 4.19° da, t = 0.1 zamaninda v = 1, kK = 0.00001 ve farkli konum adim uzunluklar
alinarak elde edilen niimerik ¢oziimlerdeki L, , L., ve ||e||; hata normlarimnin literatiirdeki bazi

calismalarla kargsilagtirilmasi verildi.
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Cizelge 4.16 : Problem 1’ in t = 0.1 de v =1, kK = 0.00001 ve farkli & degerleri icin
niimerik ¢oziimil ile tam ¢6zlimiiniin karsilagtiriimasi

Niimerik Coziim Tam

X h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim

0.1 0.11030 0.10973 0.10959  0.10956 0.10954
0.2 0.21129 0.21017 0.20990  0.20983 0.20979
0.3 0.29407 0.29245 0.29205  0.29194 0.29190
0.4 0.35066 0.34862 0.34811 0.34798 0.34792
0.5 0.37468 0.37237 0.37179  0.37164 0.37158
0.6 0.36223 0.35985 0.35926  0.35911 0.35905
0.7 0.31280 0.31064 0.31010  0.30997 0.30991
0.8 0.23004 0.22838 0.22797  0.22786 0.22782
0.9 0.12190 0.12099 0.12077  0.12071 0.12069

Ly x 10°  2.22733 0.56608 0.15114  0.04744
L. x10° 3.18248 0.80904 0.21620  0.06757

Cizelge 4.17 : Problem 1’ int = 0.1 de v =1, h = 0.025 ve farkli k degerleri icin
niimerik ¢6ziimii ile tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X k=0.0002 k=0.0001 k=0.00005 k=0.000025 Coziim
0.1 0.10969 0.10964 0.10961 0.10960 0.10954
0.2 0.21009 0.20999 0.20994 0.20991 0.20979
0.3 0.29232 0.29218 0.29210 0.29207 0.29190
0.4 0.34844 0.34827 0.34818 0.34814 0.34792
0.5 0.37213 0.37195 0.37186 0.37182 0.37158
0.6 0.35959 0.35942 0.35933 0.35929 0.35905
0.7 0.31039 0.31024 0.31016 0.31012 0.30991
0.8 0.22818 0.22807 0.22801 0.22798 0.22782
0.9 0.12088 0.12082 0.12079 0.12078 0.12069
Ly x 10 3.95856 2.67016 2.02613 1.70434

L. x 10* 5.60318 3.78896 2.88320 2.43056
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Cizelge 4.18 : Problem 1’ in farkli zamanlarda & = 0.0125, k = 0.0001 ve farkli v
degerleri i¢in niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilagtiriimasi

v=1.0 v=0.1 v=0.01
X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 0.4 0.01361 0.01357 0.30895 0.30889 0.34197 0.34191
0.6 0.00190 0.00189 0.24078 0.24074 0.26901 0.26856
0.8 0.00026 0.00026 0.19571 0.19568 0.22151 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16260 0.16256 0.18822 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07512 0.07511

0.50 0.4 0.01928 0.01924 0.56974 0.56963 0.66080 0.66071
0.6 0.00268 0.00267 0.44731 0.44721 0.52949 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35935 0.35924 0.43920 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29202 0.29192 0.37447 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04024 0.04020 0.15019 0.15018

0.75 0.4 0.01366 0.01363 0.62565 0.62544 0.91041 0.91026
0.6 0.00190 0.00189 0.48748 0.48721 0.76735 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37417 0.37392 0.64748 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28769 0.29043 0.55612 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02980 0.02977 0.22486 0.22481

Cizelge 4.19 : Problem 1’ int = 0.1 de v =1, kK = 0.00001 ve farkli & degerleri icin
elde edilen niimerik ¢oziimlerdeki hata normlarinin literatiirdeki bazi
calismalarda elde edilen hata normlari ile karsilastirilmasi

Metot h=0.1 h=005 h=0.025 h=0.0125 h=0.01

llel|, 0.008418 0.002141 0.000572 0.000180  0.000133
Ly 0.002227 0.000566 0.000151 0.000047  0.000035
L 0.003182 0.000809 0.000216 0.000068  0.000050

lell, [26] 0.00109  0.00026  0.00012  0.00008
llell, [28] 0.00476  0.00144  0.00038  0.00007
lell, [271 0.01217  0.00694  0.00365  0.00186
L, [31] 0.000579 0.000164 0.000060  0.000048
L. [31] 0.000827 0.000234 0.000086  0.000068

Problem 2’ nin kapali sonlu fark yontemiyle elde edilen niimerik ¢oziimleri Cizelge
4.20-4.22° de verildi. Cizelge 4.20° de, t = 0.1 zamaninda viskosite v = 0.5 ve k = 0.0001
icin farkli konum adim uzunluklart (2 = 0.4,0.2,0.1) alinarak elde edilen niimerik ¢6ziimlerin

problemin analitik ¢oziimiiyle karsilagtirllmas: verildi. Cizelgeden "h" kiigiildiikge L, ve Lo
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hata normlarinin azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.21° de, farkli zamanlarda ve farkl viskosite
degerleri icin £ = 0.1 ve k = 0.001 alarak niimerik ¢oziimler elde edildi. Niimerik ¢oziimlerle
analitik ¢oziimlerin uyumlu oldugu goriildii. Cizelge 4.22° de, degisik zamanda & = 0.1 ve

k =0.01 cesitli viskosite (v =1,0.25,0.125,0.025) degerleri igin L, ve L. hata normlart verildi.

Cizelge 4.20 : Problem 2’ nint = 0.1 de v=0.5, k = 0.0001 ve farkl1 & degerleri i¢in
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢éziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam
X h=04 h=02 h=0.1 Cozim
10 0.99364 0.99363 0.99363 0.99363
12 0.95485 0.95480 0.95479 0.95478
14 0.74079 0.74078 0.74078 0.74077
16 0.27877 0.27886 0.27888 0.27888
18 0.04975 0.04974 0.04974 0.04974
20 0.00704 0.00703 0.00703 0.00703
22 0.00096 0.00096 0.00096 0.00096
24 0.00013 0.00013 0.00013 0.00013
L, x 10 2.30653 0.58002 0.14442
Lo x 10*  1.67005 0.42210 0.10643

Cizelge 4.21 : Problem 2’ nin 7 = 0.1, kK = 0.001 ve farkli viskosite degerleri icin
niimerik ¢oziimil ile tam ¢6ziimlerinin karsilastirilmasi

v=1.0 v=0.5 v=0.1
x t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
10 0.5 0.93246 0.93245 0.99478 0.99478 1.00000 1.00000
1.0 0.93992 0.93991 0.99593 0.99593 1.00000 1.00000
1.5 0.94660 0.94660 0.99683 0.99683 1.00000 1.00000
2.0 0.95258 0.95257 0.99753 0.99753 1.00000 1.00000

I5 0.5 0.53120 0.53121 0.56214 0.56218 0.77824  0.77730
1.0 0.56217 0.56218 0.62241 0.62246 0.92781 0.92414
1.5 0.59265 0.59267 0.67914 0.67918 0.97956 0.97702
2.0 0.62245 0.62246 0.73105 0.73106 0.99447  0.99331

20 0.5 0.08510 0.08510 0.00858 0.00858 0.00000 0.00000
1.0 0.09535 0.09535 0.01099 0.01099 0.00000 0.00000
1.5 0.10669 0.10669 0.01407 0.01406 0.00000 0.00000
2.0 0.11921 0.11920 0.01800 0.01799 0.00000  0.00000
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Cizelge 4.22 : Problem 2’ nin farkli zaman adimlarinda ve farkli viskosite degerlerinde
h=0.1de k=0.01 i¢in L, ve L. hata normlari

Niimerik Coziim

t v=1 v=0.25 v=0.125 v=0.025

0.5 L,x10> 0.05624 0.02951 0.13228  4.83842
L. x 10" 0.00570 0.00312 0.01965 1.07311

1.0 L, x10*> 0.07144 0.04890 0.19566  5.72187
L. x 101 0.00660 0.00507 0.02862  1.26234

2.0 L,x 10> 0.09512 0.07278 0.25260  6.08551
L., x 10" 0.00858 0.00735 0.03626  1.32951

3.0 Lpx10> 0.12006 0.08650 0.27504  6.10637
L. x 10" 0.01107 0.00859 0.03917 1.33447

Problem 3’ iin kapali sonlu fark yontemiyle elde edilen niimerik c¢oziimleri Cizelge
4.23-4.25" de verildi. Cizelge 4.23° te t = 0.1 zamaninda v = 0.01, £k = 0.001 ve farkli &
(h=0.05,0.025,0.0125) degerleri i¢in niimerik ¢oziimlerle analitik ¢6ziimiin kargilagtirilmasi
yapilmig ve "h" kiiciildiik¢e niimerik ¢oziimlerin analitik ¢6ziime yaklastig1 goriilmiistiir. Cizelge
4.24° te farkli zamanlarda v = 0.01, k = 0.01 ve farkli # konum adim uzunluklar1 i¢in niimerik
cOziimleriyle analitik ¢6ziimiiniin karsilagtirilmas: yapilip "A" kiiciildiikce niimerik ¢coziimlerin
tam ¢oziime yaklagtig1 goriilmiistiir. Cizelge 4.25° te t = 0.5 zamaninda v = 0.01, A = 1/36,
k = 0.025 i¢in tam ¢6ziim ve literatiirdeki baz1 ¢caligmalarda elde edilen yaklasik ¢oziimler ile
uyumlu oldugu goriildii.

Cizelge 4.23 : Problem 3’ iin + = 0.1 zamaninda v = 0.01, kK = 0.001 ve farkl &
degerleri icin niimerik ¢coziimler ile tam ¢dziimiin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim

0.1 1.03816 0.98426  0.97725 0.97416
0.2 0.43839 0.46781 0.47991 0.48347
0.3 0.21308 0.20959  0.20854 0.20796
0.4 0.20040 0.20020  0.20016 0.20015
0.5 0.20001  0.20000  0.20000 0.20000
0.6 0.20000  0.20000  0.20000 0.20000
0.7 0.20000  0.20000  0.20000 0.20000
0.8 0.20000  0.20000  0.20000 0.20000
0.9 0.20000  0.20000  0.20000 0.20000

Ly x 10> 1.92280 0.47521 0.12453
L. x 10> 6.39994 1.76648  0.46604
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Cizelge 4.24 : Problem 3’ {in farkli zamanlarda v = 0.01, k = 0.01 ve farkl1 & degerleri

icin niimerik ¢oziimleri ile tam ¢dziimiiniin kargilagtirilmasi

t=05 r=1
X h=0.025 h=0.02 Tam Cozim h=0.025 h=0.02 Tam Coziim
0.1 1.00000  1.00000 1.00000 1.00000  1.00000 1.00000
0.2 0.99999  0.99995 0.99990 1.00000  1.00000 1.00000
0.3 0.99709  0.99443  0.99465 1.00000  1.00000 1.00000
0.4 0.75540  0.76031 0.78485 1.00000  1.00000 1.00000
0.5 0.25498  0.25502 0.23794 0.99999  0.99991 0.99990
0.6 0.20239  0.20216  0.20073 0.99678  0.99378  0.99465
0.7 0.20009  0.20007  0.20001 0.75387  0.75887 0.78485
0.8 0.20000  0.20000  0.20000 0.25625  0.25652  0.23794
0.9 0.20000  0.20000  0.20000 0.20263  0.20240 0.20073
Lyx10° 7.69956  7.16760 8.15327  7.79487
L. x 10> 2.94442  2.45348 3.09791  2.59780

Cizelge 4.25 : Problem 3’ iin t = 0.5, v =0.01, h = 1/36, k = 0.025 kapali yontemi
ile elde edilen niimerik sonuglarin literatiirdeki bazi sonuglar ile
karsilagtirilmasi

X

[42]

[39]

[40]

[41]

Tam
Coziim

0.000
0.056
0.111
0.167
0.222
0.278
0.333
0.389
0.444
0.500
0.556
0.611
0.667
0.722
0.778
0.833
0.889
0.944
1.00

1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.998
0.985
0.851
0.447
0.238
0.205
0.201
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200

1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.999
0.985
0.847
0.452
0.238
0.204
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200

1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.999
0.986
0.850
0.448
0.236
0.204
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200

1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.999
0.986
0.850
0.448
0.238
0.204
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200

1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.996
0.965
0.796
0.469
0.275
0.217
0.204
0.201
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200

1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.998
0.980
0.847
0.452
0.238
0.204
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
0.200
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Problem 4’ {in kapali sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri Cizelge
4.26-4.28" de verildi. Cizelge 4.26’ da, farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde
(v=1, 0.1, 0.01), h = 0.0125, k = 0.001 i¢in niimerik ¢oziimleriyle analitik ¢dziimiiniin
karsilastirilmasi verilmistir. Cizelge 4.27° de farkli zamanlarda v = 0.002, k = 0.005 ve farkh
h (h =0.05, 0.025, 0.0125) degerleri i¢in L, ve L. hata normlar1 verilmigtir. "h" kiigiildiik¢ce
L, ve L. hata normlarinda azalma oldugu goriilmektedir. Cizelge 4.28° de farkli zamanlarda
ve farkli viskosite degerlerinde (v = 0.005, 0.001) 2 = 0.0125, k = 0.002 i¢in L, ve L. hata

normlar1 verildi.

Cizelge 4.26 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde
h = 0.0125, k = 0.001 i¢in niimerik c¢oziimleri ile tam ¢oziimiiniin

karsilagtiriimasi
v=1.0 v=0.1 v =0.01
X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam

0.75 0.4 0.73183 0.73175 0.10837 0.10837 0.01137 0.01137
0.6 0.61803 0.61798 0.10560 0.10560 0.01134 0.01134
0.8 0.53414 0.53411 0.10295 0.10295 0.01131 0.01131
1.0 0.46989 0.46986 0.10043 0.10043 0.01128 0.01128
3.0 0.21101 0.21101 0.08052 0.08052 0.01098 0.01098

1.00 0.4 0.98094 098082 0.14631 0.14631 0.01538 0.01538
0.6 0.82700 0.82693 0.14246 0.14246 0.01533 0.01533
0.8 0.71402 0.71397 0.13881 0.13881 0.01529 0.01529
1.0 0.62770 0.62767 0.13534 0.13533 0.01525 0.01525
3.0 0.28142 0.28141 0.10806 0.10806 0.01483 0.01483

1.25 0.4 1.23486 1.23476 0.18611 0.18611 0.01960 0.01960
0.6 1.03868 1.03862 0.18104 0.18104 0.01954 0.01954
0.8 0.89553 0.89549 0.17623 0.17623 0.01948 0.01948
1.0 0.78657 0.78654 0.17167 0.17167 0.01943 0.01943
3.0 035189 0.35188 0.13628 0.13628 0.01888 0.01888
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Cizelge 4.27 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda v = 0.002, k£ = 0.005 ve farkli &
degerleri icin L ve L. hata normlari

Niimerik Coziim
t h=0.05 h=0.025 h=0.0125
0.5 L, x10° 0.54058 0.09220 0.03197
Lo x10° 1.12338 0.21909  0.03856
1.0 L, x10° 1.03527 0.17334  0.06330
Lo x 10° 2.13910 0.39844  0.07680
20 Lr,x10° 1.93342 0.31626  0.01243
Lo x 10° 3.83162 0.69300  0.01523
3.0 L, x10° 2.74277 0.44088  0.01835
Lo x 10° 5.18650 0.93140  0.02266

Cizelge 4.28 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde & =
0.0125, k£ = 0.002 i¢in L, ve L. hata normlari

v =0.005 v =0.001
t Ly x 1070 L,x10" [, x10" L, x 10"
0.1 0.40214  0.48300 1.43085 0.36541
0.2 0.79941 0.96403 2.81516  0.70787
0.3 1.19275 1.44310 4.16718 1.03049
0.4 1.58253 1.92020 5.49318 1.34395
0.5 1.96896  2.39537 6.79688 1.65060

Problem 5’ in kapali sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri Cizelge
4.29-4.31° de verildi. Cizelge 4.29° da, t = 0.1 zamaninda v = 1 ve k = 0.0001 icin farkh
konum adim uzunluklart (A = 0.1,0.05,0.025,0.0125) alinarak elde edilen niimerik ¢oziimlerin
problemin analitik ¢oziimiiyle karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden "h" kiigiildiik¢ce L, ve L. hata
normlarmin azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.30° da, r = 0.1 zamaninda v = 1 ve h = 0.0125
almarak farkli zaman adim uzunluklarinin (k = 0.0002, 0.0001, 0.00005, 0.000025) secimi igin
elde edilen niimerik ¢oziimlerle analitik ¢oziimiin karsilastirilmasi verildi. Bu cizelgeden "k"
kiigiildiikkgce L ve L., hata normlarinin azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.31° de, t = 0.1 de
farkli viskosite degerleri i¢in 72 = 0.0125, k = 0.00005 alarak niimerik ¢oziimleriyle analitik

cOziimlerinin karsilastirilmasi verilmistir. Coziimlerin birbirleriyle uyumu goriilmektedir.
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Cizelge 4.29 : Problem 5’ in t = 0.1 de v =1, k = 0.0001 ve farkli 4 degerleri icin
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim

0.1 0.54448 0.53710 0.53526  0.53483 0.53427
0.2 1.08093 1.06397 1.05977 1.05879 1.05758
0.3 1.59662 1.56552 1.55793 1.55615 1.55409
0.4 2.06808 2.01582 2.00329  2.00035 1.99716
0.5 2.45232 2.37021 2.35093  2.34640 2.34179
0.6 2.67571 2.55684 2.52961 2.52322 2.51708
0.7 2.62707 2.47510 2.44122  2.43329 2.42602
0.8 2.17687 2.01971 1.98565 1.97771 1.97069
0.9 1.25876 1.15310 1.13071 1.12551 1.12102

Ly x 101 1.21150 0.29593 0.09205  0.04444
L. x 10" 2.06179 0.50775 0.15601  0.07398

Cizelge 4.30 : Problem 5’ inf = 0.1 de v =1, h = 0.0125 ve farkl1 k£ degerleri icin
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢6ztimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X k=0.0002 k=0.0001 k=0.00005 k=0.000025 Coziim

0.1 0.53525 0.53483 0.53462 0.53452 0.53427
0.2 1.05970 1.05879 1.05834 1.05812 1.05758
0.3 1.55767 1.55615 1.55541 1.55504 1.55409
0.4 2.00264 2.00035 1.99923 1.99868 1.99716
0.5 2.34962 2.34640 2.34483 2.34405 2.34179
0.6 2.52740 2.52322 2.52118 2.52018 2.51708
0.7 2.43812 2.43329 2.43094 2.42978 2.42602
0.8 1.98227 1.97771 1.97548 1.97438 1.97069
0.9 1.12839 1.12551 1.12410 1.12341 1.12102

Ly x 10> 0.74226 0.44442 0.29904 0.22739
L. x 10> 1.22658 0.73980 0.50206 0.38512
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Cizelge 4.31 : Problem 5° in ¢t = 0.1 de farkli viskosite degerleri icin h =
0.0125, k = 0.00005 alarak niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimlerinin

karsilagtirilmasi
v =0.01 v=0.1 v=1

X Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.1 0.00990 0.00990 0.09449 0.09449 0.53462 0.53427
0.2 0.02030 0.02030 0.19308 0.19308 1.05834 1.05758
0.3 0.03182 0.03182 0.30051 0.30051 1.55541 1.55409
04 0.04531 0.04531 0.42297 0.42298 1.99923 1.99716
0.5 0.06221 0.06221 0.56925 0.56927 2.34483 2.34179
0.6 0.08526  0.08526 0.75189 0.75193 2.52118 2.51708
0.7 0.12041 0.12042 0.98542 0.98522 2.43094 2.42602
0.8 0.18380 0.18383 1.25535 1.25314 1.97548 1.97069
0.9 0.32995 0.32986 1.28139 1.27173 1.12410 1.12102
L, x 10> 0.70711 0.34243 0.29904

L. x 10> 4.05789 1.11053 0.50206

4.3 Crank-Nicolson Sonlu Fark Yontemi

Bu kisimda (3.0.1) ile verilen Burgers denkleminde goriilen ¢ yoniinde birinci mertebeden

tiirev yerine

1
e urtt—ur
’ k

ileri sonlu fark yaklasimini U Uy lineer olmayan terimi yerine

WU + (UUy)"

UU, = 2

Crank-Nicolson yaklagimi ve bu yaklagimdaki (U UX)"Jrl yerine de Rubin-Graves yaklagimi

ur . —un gl ur . —un
( ) ! 2h Y 2h ! 2h

ve esitligin sag tarafindaki x yoniinde ikinci mertebeden tiirev yerine de

i+1 i+1
h? h?

urtt —ourttuyrtt v —our4UR
_|_

Crank-Nicolson fark yaklagimi yazilir. Basit bir diizenleme ile Burgers denklemin

Crank-Nicolson sonlu fark yaklasimi
1 \% 1 ur.,-UuU" Y% un Vv
ntl Sy VO n+l ~ Zi+l i1 v n+l (2 Y
Ui ( Y 2h2)+U’ (k+ 4h +h2>+U’+‘ (4h 2h2>
v I v v
=Ul (gz) + U1 (z - ﬁ) Ui (3)
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olarak elde edilir.

4.3.1 Niimerik Sonuclar

Bu tezin 3. boliimde tanitilan bes model problemin Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile

bulunan sayisal sonuclar sunuldu.

Problem 1’ in Crank-Nicolson sonlu fark yontemiyle bulunan sayisal ¢coziimleri Cizelge
4.32-4.35" te verildi. Cizelge 4.32° de, t = 0.1 zamaninda viskosite v = 1 ve k = 0.00001
icin farkli konum adim uzunluklari (2 = 0.1,0.05,0.025,0.0125) alinarak elde edilen niimerik
¢cOziimlerin problemin analitik ¢oziimiiyle karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden "h" kiiciildiikce
L, ve L., hata normlarinin azaldig: goriilmektedir. Cizelge 4.33” te, t = 0.1 zamaninda v = 1 ve
h = 0.025 alinarak farkli zaman adim uzunluklarmm (k = 0.1,0.05,0.025,0.0025) farkli se¢imi
icin elde edilen niimerik coziimlerle analitik ¢oziimiin karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden
"k" kiclildiikce L, ve L. hata normlarinin azaldigir goriilmektedir. Cizelge 4.34° te, farkh
zamanlarda & = 0.0125, k = 0.0001 alinarak viskositenin degisen degerleri (v = 1,0.1,0.01)
icin elde edilen niimerik ¢oziimler ile analitik ¢oziimlerin karsilastirilmasi verildi. Coztimlerin
birbiriyle uyumlu oldugu goriilmektedir. Cizelge 4.35’ te, t = 0.1 zamaninda v = 1, k = 0.00001
ve farkli konum adim uzunluklari alinarak elde edilen niimerik ¢oziimlerdeki L, , L., ve |||,

hata normlarinin, literatiirdeki bazi ¢alismalarla kargilagtirilmasi verildi.

Cizelge 4.32 : Problem 1’ in t = 0.1 de v =1, kK = 0.00001 ve farkli & degerleri icin
niimerik ¢oziimil ile tam ¢oziimiiniin karsilastiriimasi

Niimerik Coziim Tam

X h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim

0.1 0.11029 0.10973 0.10959  0.10955 0.10954
0.2 0.21128 0.21016 0.20989  0.20982 0.20979
0.3 0.29406 0.29244 0.29203  0.29193 0.29190
0.4 0.35064 0.34860 0.34809  0.34797 0.34792
0.5 0.37466 0.37235 0.37177  0.37163 0.37158
0.6 0.36221 0.35984 0.35924  0.35909 0.35905
0.7 0.31279 0.31062 0.31008  0.30995 0.30991
0.8 0.23003 0.22837 0.22796  0.22785 0.22782
0.9 0.12189 0.12099 0.12076  0.12071 0.12069

Ly x10° 2.21459 0.55326 0.13829  0.03457
L. x10® 3.16508 0.79095 0.19830  0.04957
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Cizelge 4.33 : Problem 1’ in t = 0.1 de v =1, h = 0.025 ve farkli k degerleri icin
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X k=0.1 k=005 £=0.025 k£=0.0025 Cozim

0.1 0.09470 0.10753 0.10903  0.10958 0.10954
0.2 0.18268 0.20591 0.20883  0.20987 0.20979
0.3 0.25710 0.28640 0.29057  0.29202 0.29190
0.4 0.31097 0.34120 0.34635  0.34808 0.34792
0.5 0.33768 0.36416 0.36990  0.37175 0.37158
0.6 0.33189 0.35161 0.35742  0.35923 0.35905
0.7 0.29100 0.30324 0.30850  0.31007 0.30991
0.8 0.21666 0.22276 0.22678  0.22794 0.22782
0.9 0.11573 0.11795 0.12013  0.12076 0.12069

Ly x 10> 2.43406 0.53141 0.11933  0.01251
L. x 10> 3.69544 0.75202 0.16785  0.01799

Cizelge 4.34 : Problem 1’ in 2 = 0.0125 ve k = 0.0001 farkl1 viskosite degerleri icin
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢6ziimiiniin karsilastirilmasi

v=1.0 v=0.1 v=0.01
X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
0.25 0.4 0.01358 0.01357 0.30892 0.30889 0.34193 0.34191
0.6 0.00189 0.00189 0.24076 0.24074 0.26898 0.26856
0.8 0.00026 0.00026 0.19570 0.19568 0.22149 0.22148
1.0 0.00004 0.00004 0.16259 0.16256 0.18820 0.18819
3.0 0.00000 0.00000 0.02722 0.02720 0.07512 0.07511

0.50 0.4 0.01925 0.01924 0.56970 0.56963 0.66076 0.66071
0.6 0.00267 0.00267 0.44728 0.44721 0.52945 0.52942
0.8 0.00037 0.00037 0.35932 0.35924 0.43916 0.43914
1.0 0.00005 0.00005 0.29200 0.29192 0.37443 0.37442
3.0 0.00000 0.00000 0.04023 0.04020 0.15018 0.15018

0.75 0.4 0.01364 0.01363 0.62566 0.62544 0.91046 0.91026
0.6 0.00189 0.00189 0.48747 0.48721 0.76733 0.76724
0.8 0.00026 0.00026 0.37415 0.37392 0.64744 0.64740
1.0 0.00004 0.00004 0.28766 0.28747 0.55608 0.55605
3.0 0.00000 0.00000 0.02979 0.02977 0.22484 0.22481
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Cizelge 4.35 : Problem 1’ in t = 0.1 de v =1, k = 0.00001 farkli ~ degerleri icin
elde edilen niimerik ¢oziimlerdeki hata normlarinin literatiirdeki bazi
calismalarda elde edilen hata normlariyla karsilastirilmasi

Metot h=0.1 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 h=0.01

llell; 0.008369 0.002092 0.000523 0.000131  0.000084
Ly 0.002215 0.000553 0.000138 0.000035  0.000022
L 0.003165 0.000791 0.000198  0.000050  0.000032

lell, [26] 0.00109  0.00026 0.00012  0.00008
le|l, [28] 0.00476  0.00144  0.00038  0.00007
lell, [27] 0.01217  0.00694  0.00365  0.00186
L [31] 0.000579 0.000164 0.000060  0.000048
L. [31] 0.000827 0.000234 0.000086  0.000068

Problem 2’ nin Crank-Nicolson sonlu fark yontemiyle bulunan niimerik ¢oéztimleri Cizelge
4.36-4.38" de verildi. Cizelge 4.36’ da, t = 0.1 zamaninda viskosite v = 0.5 ve k = 0.0001
icin farkli konum adim uzunluklar1 (2 = 0.4,0.2,0.1) alinarak elde edilen niimerik ¢6ziimlerin
problemin analitik ¢coziimiiyle karsilagtirilmasi verildi. Cizelgeden "A" kiiciildiikce her iki hata
normunun azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.37’ de, farkli zaman ve farkli viskosite degerleri
icin h = 0.1, k = 0.001 alarak L, ve L. hata normlar1 verildi. Cok belirgin olmasada hata
normlarin k nim kiiciilmesiyle azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.38° de, degisik zamanda
h=0.1 ve k =0.01 cesitli viskosite (v = 1,0.25,0.125,0.025) degerleri igin L, ve L., hata

normlar1 verildi.

Cizelge 4.36 : Problem 2’ ninz = 0.1 de v =10.5, k = 0.001 ve farkli 4 degerleri i¢in
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

x h=04 h=02 h=0.1 Cozim

10 0.99364 0.99363 0.99363 0.99363
12 0.95485 0.95480 0.95479 0.95478
14 0.74079 0.74078 0.74078 0.74077
16 0.27877 0.27876 0.27888 0.27888
18 0.04976 0.04974 0.04974 0.04974
20 0.00704 0.00703 0.00703 0.00703
22 0.00096 0.00096 0.00096 0.00096
24 0.00013 0.00013 0.00013 0.00013

L, x 10* 230774 0.58119 0.14557
Lo x 10 1.67035 0.42263 0.10681
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Cizelge 4.37 : Problem 2’ nin &7 = 0.1, k = 0.001 ve farkli viskosite degerleri icin
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimlerinin karsilagtirilmasi

v=1.0 v=0.5 v=0.1
x t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam
10 0.5 0.93246 0.93245 0.99478 0.99478 1.00000 1.00000
1.0 0.93992 0.93991 0.99593 0.99593 1.00000 1.00000
1.5 0.94660 0.94660 0.99683 0.99683 1.00000 1.00000
2.0 0.95258 0.95257 0.99753 0.99753 1.00000 1.00000

15 0.5 0.53120 0.53121 0.56214 0.56218 0.77835 0.77730
1.0 0.56217 0.56218 0.62242 0.62246 0.92794 0.92414
1.5 0.59266 0.59267 0.67915 0.67918 0.97963 0.97702
2.0 0.62245 0.62246 0.73106 0.73106 0.99450 0.99331

20 0.5 0.08510 0.08510 0.00858 0.00858 0.00000 0.00000
1.0 0.09535 0.09535 0.01099 0.01099 0.00000 0.00000
1.5 0.10669 0.10669 0.01407 0.01406 0.00000 0.00000
2.0 0.11920 0.11920 0.01800 0.01799 0.00000  0.00000

Cizelge 4.38 : Problem 2’ nin 2= 0.1 de k = 0.01 ve farkli zaman adimlarinda ve farkli
viskosite degerleri icin L ve L., hata normlari

Niimerik C6ziim
t v=1 v=025 v=0.125 v=0.025
0.5 L,x10*> 0.05637 0.03398 0.16278  5.43800
L., x 10" 0.00571 0.00335 0.02173 1.24948
1.0 L, x 10> 0.07136 0.05736 0.250261 6.56259
Lo x 101 0.00660 0.00549 0.03265 1.43365
2.0 Lryx10> 0.09471 0.08782 0.33982  7.00746
Lo x 10" 0.00859 0.00811 0.04264 1.54442
3.0 L,x10*> 0.11951 0.10655 0.38100  7.03024
Lo x 10" 0.01107 0.00961 0.04680 1.54922

Problem 3’ iin Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile bulunan niimerik ¢oziimleri Cizelge
4.39-4.41° de verildi. Cizelge 4.39° da ¢+ = 0.1 zamaninda v = 0.01, kK = 0.001 ve farkli A
(h=0.05,0.025,0.0125) degerleri i¢in niimerik ¢dztimlerle analitik ¢6ziimiin kargilagtirilmasi
yapilmig ve "h" kiiciildiik¢e niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oztime yaklastigi goriilmiistiir. Cizelge
4.40’ ta farkli zamanlarda v = 0.01, k = 0.05 ve farkli 4 degerleri i¢in niimerik ¢oziimleriyle

tam ¢oziimiin karsilagtirilmas1 yapilip "A" kiiciildiikce niimerik ¢oziimlerin analitik ¢oziime

38



yaklagtig1 gortilmistiir. Cizelge 4.41° de r = 0.5 zamaninda v = 0.01, 7 = 1/36, k = 0.025
icin analitik ¢6ziim ve literatiirdeki bazi1 ¢alismalarda elde edilen yaklasik ¢oziimler ile uyumlu
oldugu goriildii.

Cizelge 4.39 : Problem 3’ iin7 = 0.1 de v =0.01, £k = 0.001 ve farkli 4 degerleri i¢in
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢dziimiiniin kargilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Co6zim

0.1 1.03968 0.98499  0.97788 0.97416
0.2 0.43738 0.46663  0.47888 0.48347
0.3 0.21286 0.20937  0.20833 0.20796
0.4 0.20039 0.20019  0.20016 0.20015
0.5 0.20001  0.20000  0.20000 0.20000
0.6 0.20000 0.20000  0.20000 0.20000
0.7 0.20000 0.20000  0.20000 0.20000
0.8 0.20000  0.20000  0.20000 0.20000
0.9 0.20000  0.20000  0.20000 0.20000

L, x 10> 195682 0.50188  0.14417
Lo x 10% 6.55162 1.75999  0.49905

Cizelge 4.40 : Problem 3’ iin farkli zamanlarda v = 0.01, k = 0.005 ve farkli &
degerleri i¢in niimerik ¢oziimleri ile tam ¢6ziimiiniin kargilastirilmasi

t=0.5 t=1
X h=0.025 h=0.02 Tam Cozim h=0.025 h=0.02 Tam Coziim
0.1 1.00000 1.00000  1.00000 1.00000 1.00000  1.00000
0.2 1.00000  0.99999 0.99990 1.00000 1.00000  1.00000
0.3 1.00017  0.99843  0.99465 1.00000 1.00000  1.00000

0.4 0.77502  0.78203 0.78485 1.00000 1.00000  1.00000
0.5 0.23958  0.23906 0.23794 1.00000  0.99999  0.99990
0.6 0.20122  0.20104 0.20073 1.00038  0.99855 0.99465
0.7 0.20003  0.20003  0.20001 0.77524  0.78222 0.78485
0.8 0.20000  0.20000  0.20000 0.23919  0.23886 0.23794
0.9 0.20000  0.20000  0.20000 0.20123  0.20105 0.20073
Lrx10°  8.80566  5.38846 9.13028  5.53895

L..x10> 3.34706 1.89754 3.43212 1.95010
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Cizelge 4.41 : Problem 3’ iin t = 0.5, v=0.01, h = 1/36, k = 0.025 Crank-Nicolson
yontemi ile bulunan niimerik sonuclarin literatiirdeki baz1 sonuclar ile
karsilagtirilmasi

60 =0.5 Tam
X [42] [39] [40] [41] Coziim

0.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.056 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.111 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.167 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.222 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000
0.278 0.998 0.999 0.999 0.999 1.000 0.998
0.333 0985 0.985 0.986 0.986 1.009 0.980
0.389 0.851 0.847 0.850 0.850 0.855 0.847
0.444 0.447 0452 0.448 0.448 0413 0.452
0.500 0.238 0.238 0.236 0.238 0.239 0.238
0.556 0.205 0.204 0.204 0.204 0.206 0.204
0.611 0.201 0.200 0.200 0.200 0.201 0.200
0.667 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.722 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.778 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.833 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.889 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
0.944 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200
1.00 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200 0.200

Problem 4’ {in Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile bulunan sayisal ¢oziimleri Cizelge
4.42-4.44° te verildi. Cizelge 4.42° de farkli zamanlarda v = 0.002, k = 0.005 ve farkli &
(h = 0.05,0.025,0.0125) degerleri i¢in L, ve L. hata normlari verilmistir. Cizelge 4.43’ te
farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde (v = 0.005, 0.001) 2 = 0.0125, k = 0.002
icin L ve L. hata normlar verilmistir. Cizelge 4.44’ te farkli zamanlarda ve farkli viskosite
degerlerinde (v=1,0.1,0.01) = 0.0125, k = 0.001 i¢in sayisal ¢6ziimlerle analitik ¢oziimlerin

karsilastirilmasi verildi.
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Cizelge 4.42 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda v = 0.002, k£ = 0.005 ve farkli &
degerleri icin L ve L. hata normlari

Niimerik Coziim
t h=0.05 h=0.025 h=0.0125
0.5 Ly, x10° 2.75020 3.94053  4.75442
Lo x 108 1.13448 2.14747  2.93617
1.0 L, x10° 4.44805 5.27320 5.89974
Lo x 108 1.74459 2.59094  3.16834
2.0 L,x10° 6.71828 6.77574  7.17355
Lox 108 237916 291650  3.32100
3.0 L,x10° 8.37947 7.75309  7.97799
Lo x 108 271704 3.05659  3.37707

Cizelge 4.43 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde i =
0.0125, £k = 0.002 i¢in Lyve L., hata normlar1

v = 0.005 v =0.001
t Ly x10® Lox10% L, x 10" L. x10’
0.1 0.93124 6.51748 1.71639 1.43399
0.2 1.18860 7.34043 2.52361 1.99973
0.3 1.35233 7.70617 3.04568 2.29788
0.4 1.47494 7.92084 3.43654  2.48550
0.5 1.57387 8.06386 3.75222 2.61681
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Cizelge 4.44 : Problem 4’ iin farkli zamanlarda ve farkli viskosite degerlerinde
h = 0.0125, k£ = 0.001 i¢in niimerik c¢oziimleri ile tam ¢Oziimiiniin

karsilagtirilmasi
v=1.0 v=0.1 v=0.01
X t Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik Tam

0.75 04 0.73143 0.73175 0.10837 0.10837 0.01137 0.01137
0.6 0.61774 0.61798 0.10559 0.10560 0.01134 0.01134
0.8 0.53393 0.53411 0.10295 0.10295 0.01131 0.01131
1.0 0.46972 0.46986 0.10043 0.10043 0.01128 0.01128
3.0 0.21098 0.21101 0.08051 0.08052 0.01098 0.01098

1.00 0.4 0.98038 0.98082 0.14631 0.14631 0.01538 0.01538
0.6 0.82661 0.82693 0.14246 0.14246 0.01533 0.01533
0.8 0.71373 0.71397 0.13881 0.13881 0.01529 0.01529
1.0 0.62748 0.62767 0.13533 0.13533 0.01525 0.01525
3.0 0.28137 0.28141 0.10805 0.10806 0.01483 0.01483

1.25 0.4 1.23419 1.23476 0.18611 0.18611 0.01960 0.01960
0.6 1.03820 1.03862 0.18103 0.18104 0.01954 0.01954
0.8 0.89518 0.89549 0.17623 0.17623 0.01948 0.01948
1.0 0.78630 0.78654 0.17167 0.17167 0.01943 0.01943
3.0 035183 0.351838 0.13627 0.13628 0.01888 0.01888

Problem 5’ in Crank-Nicolson sonlu fark yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimleri
Cizelge 4.45-4.47° de verildi. Cizelge 4.45" te, t = 0.1 zamaninda v = 1 ve k = 0.00005
icin farkli konum adim uzunluklari (A = 0.1,0.05,0.025,0.0125) alinarak elde edilen niimerik
¢cOziimlerin problemin analitik ¢oziimiiyle karsilastirilmasi verildi. Cizelgeden "h" kiiciildiikce
her iki hata normunun azaldig1 goriilmektedir. Cizelge 4.46° da, t = 0.1 zamaninda v = 1 ve
h = 0.0125 alinarak farkli zaman adim uzunluklarinin (k = 0.0002,0.0001,0.00005,0.000025)
secimi icin elde edilen niimerik ¢oziimlerle analitik ¢6ziimiin kargilastirilmasi verildi. Cizelgede
"k" kiigtildiikkce her iki hata normunun azaldi1 goriilmektedir. Cizelge 4.47° de, t = 0.1
de farkli viskosite degerleri (v = 1,0.1,0.01) i¢in 2 = 0.0125, k = 0.0005 alarak niimerik
¢Oziimleri ile analitik ¢6ziimlerinin karsilastirilmasi verilmistir. Coziimlerin birbirleriyle uyumu

goriilmektedir.
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Cizelge 4.45 : Problem 5’ inr = 0.1 de v = 1, kK = 0.00005 ve farkli 4 degerleri icin
niimerik ¢oztimleri ile tam ¢oziimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X h=01 h=0.05 h=0.025 h=0.0125 Cozim

0.1 0.54418 0.53674 0.53486  0.53442 0.53427
0.2 1.08028 1.06318 1.05892 1.05791 1.05758
0.3 1.59551 1.56420 1.55652 1.55468 1.55409
0.4 2.06636 2.01381 2.00115 1.99813 1.99716
0.5 2.44981 2.36735 2.34791 2.34329 2.34179
0.6 2.67229 2.55309 2.52568  2.51918 2.51708
0.7 2.62288 2.47070 2.43667  2.42863 2.42602
0.8 2.17266 2.01550 1.98133 1.97329 1.97069
0.9 1.25598 1.15041 1.12798 1.12272 1.12102

Ly x 107 1.18591 0.26898 0.06409  0.01568
L. x 101 2.01976 0.46329 0.11025  0.02698

Cizelge 4.46 : Problem 5’ inf = 0.1 de v =1, h = 0.0125 ve farkl1 k£ degerleri icin
niimerik ¢oziimleri ile tam ¢6ztimiiniin karsilastirilmasi

Niimerik Coziim Tam

X k=0.0002 k=0.0001 k=0.00005 k=0.000025 Cozim
0.1 0.53442 0.53442 0.53442 0.53442 0.53427
0.2 1.05792 1.05791 1.05791 1.05791 1.05758
0.3 1.55471 1.55469 1.55468 1.55468 1.55409
0.4 1.99817 1.99814 1.99813 1.99813 1.99716
0.5 2.34333 2.34330 2.34329 2.34329 2.34179
0.6 2.51924 2.51919 2.51918 2.51918 2.51708
0.7 2.42869 2.42864 2.42863 2.42863 2.42602
0.8 1.97335 1.97330 1.97329 1.97329 1.97069
0.9 1.12275 1.12273 1.12272 1.12272 1.12102
Lox10°  1.60528 1.57548 1.56801 1.56614

L.x10° 2.75687 2.70999 2.69821 2.69527
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Cizelge 4.47 : Problem 5’ in ¢t = 0.1 de farkl1 viskosite degerleri i¢in 4 = 0.0125, k =
0.0005 alarak niimerik ¢oziimleri ile tam ¢oziimlerinin kargilagtiriimasi

v =0.01 v=0.1 v=1

X Niimerik Tam Niimerik Tam Niimerik

0.1 0.00990 0.00990 0.09449 0.09449 0.53442 0.53427
0.2 0.02030  0.02030 0.19308 0.19308 1.05792 1.05758
0.3 0.03182 0.03182 0.30051 0.30051 1.55470 1.55409
0.4 0.04531 0.04531 0.42297 0.42298 1.99815 1.99716
0.5 0.06221 0.06221 0.56924 0.56927 2.34330 2.34179
0.6 0.08526 0.08526 0.75188 0.75193 2.51919 2.51708
0.7 0.12041 0.12042 0.98537 0.98522 2.42862 2.42602
0.8 0.18380 0.18383 1.25516 1.25314 1.97328 1.97069
0.9 0.32994 0.32986 1.28083 1.27173 1.12271 1.12102
L, x 10> 0.70354 0.32265 0.15666

L. x 10> 4.03793 1.05057 0.26877

Model problemlerin grafikleri Crank-Nicolson yontemi ile elde edilen niimerik ¢oziimler

kullanilarak cizildi.

Problem 1’ in v = 1, 0.1, 0.001, 0.005 viskosite degerleri i¢in farkli zamanlarda yaklagik
coziimleri ile analitik ¢oziimlerinin karsilastirilmas: Sekil 4.1-4.4” te verilmistir. Sekil 4.4’ te
v =0.005 analitik ¢6ziimiin bozuldugu buna karsin niimerik ¢6ziimiin problemin dogasina uygun

davrandig1 goriildii.

Problem 2’ nin v = 1/2, 1/8, 1/24 viskosite degerleri igin farkli zamanlarda yaklagik

coziimleri ile analitik ¢oziimlerinin karsilastirilmasi Sekil 4.5-4.7" de verilmistir.

Problem 3’ iin v = 0.01 viskosite degeri i¢in farkl1 zamanlarda yaklagik ¢oziimleri ile analitik

cOziimlerinin karsilastirilmasi Sekil 4.8” de verilmistir.

Problem 4’ iin v = 0.01 viskosite degeri i¢in farkl1 zamanlarda yaklasik ¢6ziimleri ile analitik

coziimlerinin karsilastirilmasi Sekil 4.9° de verilmistir.

Problem 5’ in v =1, 0.1, 0.01, 0.005 viskosite degerleri i¢in farkli zamanlarda yaklagik

coziimleri ile analitik ¢coziimlerinin karsilastirilmasi Sekil 4.10-4.13” te verilmistir.

Her bir problem icin elde edilen yaklasik c¢oziimler ile analitik ¢oziimlerin uyumu

(4.1)-(4.13)’ ten agikc¢a goriilmektedir.
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0.7

0.6

Problem 1’ inv =1, k = 0.0001, 7 = 0.0125 parametre degerleri icin elde

edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda t = 0.05 (kirmizi), ¢t = 0.1

Sekil 4.1

(mor), t = 0.15 (mavi), t = 0.20 (lacivert), t = 0.25 (sar1) gosterimi.
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Sekil 4.2 : Problem 1’ inv=20.1, k= 0.0001, 2 = 0.0125 parametre degerleri i¢in elde
edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda r = 0.2 (kirmiz1), t = 0.4
(mor), t = 0.6 (mavi), t = 0.8 (lacivert), ¢t = 1.0 (sar1) gosterimi.
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1
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z
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0.

0.3

0.2

0.1

0.0125 parametre degerleri i¢in

elde edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢ = 0.2 (kirmiz1), ¢
0.4 (mor), t = 0.6 (mavi), t = 0.8 (lacivert), t = 1.0 (sar1) gosterimi.

= 0.01, £ = 0.0001, A

Problem 1’ in v

3

Sekil 4
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Sekil 4.4 : Problem 1’ in v = 0.005, k = 0.0001, 2 = 0.0125 parametre degerleri i¢in
elde edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢ = 0.2 (kirmiz1), ¢ =
0.4 (mor), t = 0.6 (mavi), t = 0.8 (lacivert), t = 1.0 (sar1) gosterimi.
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Sekil 4.5 : Problem 2’ nin v = 0.5, k = 0.025, h = 0.1 parametre degerleri icin elde
edilen niimerik c¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢+ = 0.0 (kirmiz1), t = 5
(mor), t = 10 (mavi) gosterimi.
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Sekil 4.6 : Problem 2’ nin v = 1/8, k = 0.025, h = 0.1 parametre degerleri icin elde
edilen niimerik c¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢+ = 0.0 (kirmiz1), t = 5
(mor), t = 10 (mavi) gosterimi.
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Sekil 4.7 : Problem 2’ nin v = 1/24, k = 0.025, h = 0.1 parametre degerleri icin elde
edilen niimerik c¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢+ = 0.0 (kirmiz1), t = 5
(mor), t = 10 (mavi) gosterimi.
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Sekil 4.8 : Problem 3’ {in v = 0.01, £k = 0.005, & = 0.02 parametre degerleri i¢in elde
edilen niimerik ve tam ¢6ziimlerinin farkli zamanlarda t = 0.25, 0.5, 0.75,
1.0 (soldan saga) gosterimi.
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Sekil 4.9 : Problem 4’ iin v = 0.01, k = 0.001, 7 = 0.0125 parametre degerleri i¢in
elde edilen niimerik ¢coziimlerinin farkli zamanlarinda ¢t = 1 (kirmiz1), t =2
(mor), t = 3 (mavi), t = 4 (lacivert), t = 5 (sar1) gosterimi.
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Sekil 4.10 : Problem 5’ in v =1, k = 0.0001, 2 = 0.025 parametre degerleri i¢in elde
edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda r = 0.1 (kirmizi), t = 0.2
(mor), t = 0.3 (mavi), t = 0.4 (lacivert), t = 0.5 (sar1) gosterimi.
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Sekil 4.11 : Problem 5 in v = 0.1, kK = 0.001, & = 0.025 parametre degerleri i¢in
elde edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda t = 1 (kirmiz1), t =2
(mor), t = 3 (mavi), t = 4 (lacivert), t = 5 (sar1) gosterimi.
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Sekil 4.12 : Problem 5’ in v = 0.01, k = 0.005, & = 0.025 parametre degerleri i¢in
elde edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢t = 5 (kirmiz1), = 10
(mor), t = 15 (mavi), t = 20 (lacivert), t = 25 (sar1) gosterimi.
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Sekil 4.13 : Problem 5’ in v = 0.005, &k = 0.01, &2 = 0.025 parametre degerleri i¢in
elde edilen niimerik ¢oziimlerinin farkli zamanlarda ¢t = 5 (kirmiz1), = 10
(mor), t = 15 (mavi), t = 20 (lacivert), t = 25 (sar1) gosterimi.
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4.4 Kararhhk Analizi

(3.0.1) ile verilen Burgers denklemi

ot dx 02

icin agirlikl averaj yaklagima,

n+1 n
urtl_yn

1 1 n n
Urt 2ot 1 Ut Un_, =20+ U"

dir. Burada 6 = 0, 1, 1/2 durumlart sirastyla agik, kapali ve Crank-Nicolson sonlu fark

yontemlerini ifade eder.

Simdi, (4.4.1) ile verilen yaklasima kararlilik testi icin von-Neumann yontemi uygulanacak-

tir.

Yontemi uygulama amaciyla U]} ifadesi yerine
Up=éPrheq,  i=v=1

alinir. Basit bir diizenleme ile

1 . eiBh _ e—iﬁh eiﬁh 24 e—iﬁh

1 . eiﬁh _ e—iﬁh eiﬁh 24 e—iﬁh
%—U(I—G) <T>+V(l—9)< 2

P = cos Bh+ isin Bh

bulunur. Bu ifadede

olarak bilinen euler formiiliin kullanilmasiyla

1-9) (%Bh) +v(1-6) (—2C°31§H>
F+ 00 (080 —yg (2082

>—
|
-
—~

elde edilir. Burada
. Bh
cosfBh=1—2sin >

esitligi kullanilirsa
1-(1-0) [% sin’ % +iGk sinﬁh}

140 | #4sin” B+ i sin B
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bulunur. Elde edilen bu esitlikte r = k/h? olmak iizere

. 1= (1-8) |4vrsin® B 4 ik sin B

1+6 [4vrsin® B+ ik sin Bh|
elde edilir.

0 = 0 degeri i¢in (4.4.1) denklemi ile verilen yaklasim ise agik sonlu fark yaklagimini ifade
eder. Bu durumda ele alinan yontemin kararliligi i¢in gerek ve yeter sart |&| < 1 olmasidir.

€] < lise 0 <|&|* <1 olur

|§|2=< 4WSH12[3 ) +(Tksmﬁh)2

esitligi |€|* < 1 ifadesinde
Bh  Bh

sinfBh = 2sm7cos—

yerine yazilir ve gerekli diizenlemeler yapilirsa;

21,2
2B 4B U k 4sin2&0052@ <1

+16V%r?sin 7 > 5

1 —8vrsin

elde edilir. Buradan

A A h
r [Uzhz + (4v* = 0?n?) sin® %} <2v

bulunur. Kararlilik i¢in r parametresinin

< min v 1
r mn| ——=,=—
- U2h2’ 2v

sartin1 saglayacak bicimde r = k/ h? olarak secilmesi gerekir.

0 =1 degeri i¢in (4.4.1) denklemi ile verilen yaklasim ise kapali sonlu fark yaklagimini ifade
eder. Bu durumda ele alinan yontemin kararliligi igin gerek ve yeter sart |&| < 1 olmasidir. r > 0
sart1 her zaman saglanacagi icin kapali sonlu fark yonteminin sartsiz kararli oldugu sonucuna

varilir.

0 = 1/2 degeri icin (4.4.1) denklemi ile verilen yaklagim ise Crank-Nicolson sonlu fark
yaklagimini ifade eder. Bu durumda ele alinan yontemin kararliligi igin gerek ve yeter sart |£| <
1 esitsizligin saglamasidir. » > O sart1 her zaman saglanacagi icin Crank-Nicolson sonlu fark

yonteminin sartsiz kararli oldugu sonucuna varilir [29].
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5. SONUC

Bu tez calismasinda farkli baglangic ve simir sartlari ile birlikte goz Oniine alman
Burgers denkleminin; denklemde goriilen U %—g lineer olmayan terimi yerine bir lineerlestirme
teknigi olan Rubin-Graves lineerlestirme teknigi kullanilarak sonlu fark yontemleriyle yaklasik
coziimleri elde edildi. Secilen viskosite degerleri i¢in farkli zamanlarda elde edilen yaklasik
coziimlerin analitik coziimler ile karsilagtirilmasi ¢izelge ve grafikler verilerek yapildi. Elde
edilen yaklasik ¢oziimler ile literatiirde verilen yaklasik coziimler ve analitik ¢oziimler ile

uyumlu oldugu goriildii.

Sonug olarak burada uygulanan lineerlestirme teknigi Burgers denklemine benzeyen diger
lineer olmayan denklemlere de uygulanarak sonlu fark yontemleriyle yaklasik coziimler

kolaylikla elde edilebilir.
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