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OZET

BURGERS’ TiPI KISMI DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN
YUKSEK MERTEBEDEN PARCALAMA (SPLITTING)
METODLARI ILE SAYISAL COZUMLERI UZERINE

SEYDAOGLU, Muaz

Doktora Tezi, Matematik Anabilim Dali
Tez Damgmani: Prof. Dr. Turgut OZIS
Mart 2015, 62 sayfa

Bu tezde, 1- boyutlu Burgers’ tipi kismi diferansiyel denklemlerin
farkli sinir kogullar1 i¢in yiiksek mertebeden pargalama(Splitting) metodlar:
ile ¢ozlimleri aragtirilmigtir. 2. mertebeden reel katsayili parcalama metod-
lar1 zorunlu olarak bazi negatif katsayilari icerir ve dolayisiyla bu metod-
lar Laplacian operatoriinii barindiran Burgers’ tipi denklemler gibi zaman-
terslenemeyen (time-irreversible) sistemler igin kullanilamazlar. Bu nedenle reel
kismi pozitif olan kompleks katsayili parcalama metodlart ve reel pozitif
katsayili ekstrapolasyon teknigi ile iiretilmis metodlar uygulanmigtir. Eger
sistem tam olarak ¢oziilebilen (ya da sayisal olarak kolayca hesaplanabilen)
problemin perturbasyonu olarak digiiniiliirse, Burgers’ tipi denklemlere ol-
dukca etkili metodlar uygulanabilir. Bir kiimesi reel ve pozitif katsayilardan
olusan kompleks katsayilh metodlarin, yani a; € RT ve b; € C*, ve disiik
mertebe parcalama metodlar: kullanilarak ekstrapolasyon teknigi ile elde edilen
metodlarin Burgers’ tipi denklemler icin oldukca hassas c¢oziimler iirettigi
sayisal orneklerde gosterilmistir.

Anahtar s6zciikler: Burgers’ tipi denklemler, Parcalama metodlar1, Ekstra-

polasyon metodlari, Kompleks katsayilar, Ayrik Fourier Déntigtimi.
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ABSTRACT

ON THE NUMERICAL SOLUTIONS OF THE BURGERS’
TYPE PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS WITH HIGH
ORDER SPLITTING METHODS

SEYDAOGLU, Muaz

Ph.D. in Mathematics Department
Supervisor: Prof. Dr. Turgut OZIS
Mart 2015, 62 pages

In this thesis, high order splitting methods have been used for calculating
the numerical solutions of the Burgers’ type partial differential equations in
one space dimension with different boundary conditions. However, splitting
methods with real coefficients of order higher than two necessarily have
negative coefficients and can not be used for time-irreversible systems, such
as Burgers’ type equations, due to the time-irreversibility of the Laplacian
operator. Therefore, the splitting methods with complex coefficients having
positive real parts and extrapolation methods with real and positive coefficients
have been employed. If we consider the system as the perturbation of an exactly
solvable problem (or can be easily approximated numerically), it is possible to
employ highly efficient methods to approximate Burgers’ type equations. The
numerical results show that the methods with complex time steps having one
set of coefficients real and positive, say a; € R and b; € C*, and high order
extrapolation methods derived from a lower order splitting method produce
very accurate solutions of the Burgers’ type equations.

Key Words Burgers’ type equations, Splitting methods, Extrapolation

methods, Complex coefficients, Discrete Fourier Transform.
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1 GIRIS

Bu caligmada

ou 0 v Q%u

% "o 2) T Vo
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sirasiyla Viskoziteli Burgers’, Viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony-Burgers’ ve
Viskoziteli Rosenau-Burgers’ denklemlerinin, u(z,0) = ug(z) baslangic kosulu
ile birlikte yiiksek mertebeden parcalama metodu ile sayisal integrasyonu
ele alinmigtir. Burada ¢, zaman degiskenidir x, uzay1 degiskenidir v > 0,
Re = 1/v bigiminde Reynold saysi ile iligkili kinematik viskozite paramet-
residir ve [ ise pozitif reel sayidir. Yukaridaki denklemler arasinda en c¢ok
bilinen viskoziteli Burgers’ denkleminin denge durumu c¢oziimleri ilk olarak
(Bateman, 1948) tarafindan verilmistir. Bu denklem Burgers’ (Burger, 1948)
tarafindan tiirbtilansin matemetik modellenmesinde kullanilmigtir. Daha sonra
gaz dinamigi, sok dalgalarin modellenmesi, tarfik akiglar1 ve siirekli stokastik
siirecler gibi bir¢ok farkli uygulama alaninda bu denklemden faydalanilmigtir.
Ote yandan Burgers’ denkleminin c¢oziimleri Hopf-Cole déniigiimii yardimiyla
bulunabilir ve ¢oziimler Fourier seri cinsinden yazilabilir (Hopf, 1950; Cole,
1951). Farkli baglangi¢ degerleri i¢in Burgers’ denkleminin ¢éziimleri (Benton
and Platzman, 1972) galigmasinda listelenmistir. Bazi smirhh durumlar igin
Burgers denkleminin ¢oziimleri var oldugundan bu denklem bazi sayisal
metodlar1 test etmek igin kullanilabilir. Bu yiizden sonlu fark yontemleri,
sonlu eleman yontemleri, sinir eleman yontemleri ve spektral yontemler
kullanilarak sayisal ¢oziimii {izerine bir ¢ok c¢alisma yapilmigtir (Caldwell
and Smith, 1982; Evans and Abdullah, 1984; Mitta and Signnal, 1993; Ozis
and Ozdes, 1996; Kutluay et al., 1999; Kutluay and Esen, 2004; Hassanien
et al., 2005; Liao, 2008; Ozis and Erdogan, 2009; Ozis et al., 2005). (Jain
and Raja, 1979) calismasinda Burgers’ denklemi, konveksiyon ve difiizyon
kismi olarak iki alt denkleme parcalanip her biri sonlu fark yontemleri ile
ardigik ¢oziilmiigtiir ve bu yontem ” pargalama teknigi (splitting-up technique)”

olarak adlandirilmigtir. Benzer strateji ile (Jain and Holla, 1978) ¢alismasinda



kiibik spline metodu kullanilmigtir ve ”iki-zaman-seviyeli par¢alama (two-time-
level splitting)” olarak adlandirilmigtir. (Jain et al., 1992) galigmasinda ise
Burgers’ denklemi 3 alt denkleme parcgalanip kiibik spline metodu ile yeni bir
algoritma Onerilmisgtir ve ”{i¢g-zaman-seviyeli pargalama (three-time-level split-
ting)” olarak adlandirilmigtir. Kuintic B-spline kollokasyon prosediirii yardimi
ile Burgers’ ve modifiye edilmis Burgers’ denkleminin zaman ve uzay parcalama

teknikleri ile ¢oziimleri de (Saka and Dag, 2008) ¢aligmasinda bulunabilir.

Ote yandan (Holden et al., 1999) cahsmasinda genellestirilmis Kortweg-
De Vries(KdV) denklemine Godunov ve Strang pargalama metodlari uy-
gulanip, her iki metodun da yakinsaklik ozellikleri incelenmigtir. Sobolev
uzayindaki, iyi konumlanma(well-posedness) teoremi kullamlarak KdV denk-
lemi i¢in (Holden et al., 2011) ve baz1 Burgers nonlineerlige sahip denklemler
icin ise (Holden et al., 2013) galigmalarinda Godunov ve Strang parcalama
metodlar1 uygulanarak yeni bir analitik yaklagim sunulmustur. Burgers’ nonli-
neerlige sahip denklemlerin nonlineerlik ve katilik(stiffness) 6zelliginden dolay1
yakin zamana kadar uygulanan metodlarin ¢ogu diigiik mertebeye sahiptir.
Kat1(Stiff) kismi diferansiyel denklemler igin yiiksek mertebeden hassasiyete
sahip ¢oziimler elde etmek igin (Kassam and Trefethen, 2005) galigmasinda
4. mertebe modifiye edilmig {istel zaman-farkhilagtirma (Exponential time-

differencing) metodu sunulmustur.

Bu ¢alismada Burgers’ nonlineerlige sahip denklemlerin yiiksek mertebe-
den kompleks katsayili parcalama metodlar1 ve ekstrapolasyon teknikleri ile
sayisal integrasyonu diisiintilmiigtiir. Bu tiir prosediirler terslenemeyen sistem-
leri integre etmeye izin vermektedir. Kompleks katsayili parcalama metodlar:
yakin bir zamanda otonom ve nonotonom parabolik denklemleri integre etmek
icin (Blanes et al., 2013a; Castella et al., 2009; Hansen and Ostermann, 2009;
Seydaoglu and Blanes, 2014) ¢aligmalarinda sunulmustur. Burgers’ tipi denk-
lemlerin bir ¢ogu kiiciik vizkosite parametresi ’yii barindirdigindan, pertiirbe
edilmig tam olarak ¢oziilebilir (ya da sayisal olarak kolayca yaklagilabilir)
problemler i¢in tiiretilmig metodlar da kullanilabilir. Genellikle kiiciik para-
metre v'niin varliglr sayisal metodlar icin asilmasi gereken bir engel olarak
goriilmektedir. Ancak pertiirbe edilmis sistemler igin gelistirilen parcalama

metodlar1 v'niin varligini avantaja ¢evirmektedir.



(Blanes and Casas, 2005; Goldman and Kaper, 1996; Sheng, 1989;
Suzuki, 1990) caligmalarinda 2. mertebeden biiyiik reel katsayili pargalama
metodlarinin negatif katsay1 icerdigi gosterilmistir ve dolayisiyla bu metodlar
Burgers’ tipi denklemlere uygulanamazlar. Bundan dolay:1 bu calismada, pozitif
reel kisma sahip kompleks katsayili ve diigsiik mertebe parcalama metod-
larina ekstrapolasyon teknigi uygulanarak elde edilmis pozitif reel katsayili
parcalama metodlarindan faydalanilmigtir. Burgers’ tipi denklemlerin periyo-
dik smir kosullar i¢in uzay ayriklagtirma tekniklerinden spektral metodlar
kullanilmigtir. Ayrica, sonlu fark metodlar1 ve WENO sonlu fark metodlar
yardimi ile Dirichlet sinir kogullar1 ile verilen Burgers’ denkleminin uzay
ayriklagtirilmas: yapilmigtir.

Yukaridaki geligmeler izlenerek hazirlanan bu ¢caligmanin ikinci boliimiinde
sonraki boliimler icin gerekli bilgiler verilmigtir.

Boliim 3’ te uzay ayriklagtirma metodlar1 hakkinda bilgi verilmig ve bu
calisma boyunca ortaya c¢ikabilecek denklemler i¢in uygulamalar sunulmustur.

Bolim 4’ te bu caligma boyunca kullanilan zaman ayriklagtirma metod-
lar1 gosterilmistir.

Boliim 5’ te parcalama metodlarina deginilmis ve bu ¢alismada Burgers’
tipi denklemlere uyguladigimiz metodlar hakkinda bilgi verilmistir.

Bolim 6" da Burgers’ tipi denklemlere uzay ayriklagtirma ve parcalama

metodlart uygulanmig ve elde edilen sayisal ¢oziimler degerlendirilmistir.






2 ON BILGILER

2.1 Uygulama Ornekleri

Bu kisimda, gelecek boliimlerde deginilecek gesitli zaman ve uzay ayriklagtirma
metodlarinin basit uygulamalarini gosterecegimiz kismi diferansiyel denk-

lem(KDD) 6rnekleri verilmigtir.

2.1.1 Dogrusal Adveksiyon Denklemi

Ik olarak dogrusal adveksiyon denklemini gz 6niine alalm. Bu denklem,
a sabit olmak tizere
0
el - = 2.1
8tu<x’ t)+ aaxu(aj, t)=0 (2.1)
seklinde ifade edilir. Bu denklem ile z € (—o0, 00) bdlgesi tizerinde ki Cauchy

problemi, ¢t > 0
u(z,0) = ug(x), (2.2)

basglangic degeri ile tanimlanir. Bu denklemin ¢oztimii ¢ > 0 igin
u(z,t) = ug(x — at), (2.3)

seklinde verilir. Zaman ilerledikce, baslangic degerleri a hiziyla, a > 0 ise
saga dogru veya a < 0 ise sola dogru degismeden ilerler. Dolayisiyla u(x,t)
¢Ozumi, her bir x — at = xg dogrusu boyunca sabittir ve bu dogru denklemin
karakteristigi olarak bilinir. Karakteristikler x — ¢ diizlemi tizerinde, z’(t) = a,
x(0) = zo adi diferansiyel denklemini saglayan egrilerdir (LeVeque, 1992).
u(z,t) fonksiyonunun karakteristik tizerindeki degisim oranim bulmak igin,
u

(z,t)’nin bu egrilerin bir tanesi tizerinde tiirevini géz 6niine alirsak

d 0 0 /
_ Ou ou
= E + a%
=0

olur. Dolayisiyla u fonksiyonunun bu karakteristikler tizerinde sabit oldugu
acikca gortilir.
Daha genel olarak, degisken katsayili adveksiyon denklemi, a(x) diizgiin

fonksiyon olmak tizere

—u(x,t) + —(a(x)u(x,t)) =0, (2.4)



bi¢imindedir. (2.4) denklemi agagidaki gibi diizenlenebilir

(57 + o)z ) (o) =~ (@uta) (25)

Buradan u’'nun evoliisyonunun,

x(0) = xo,
denklemini saglayan herhangi bir z(t) egrisi boyunca
9 :
a(u(z(t},t)) = —ad' (x)u(z(t),1), (2.7)
adi diferansiyel denklemini sagladigi goriiliir. (2.6) ile verilen denklem karak-
teristikler olarak adlandirilir. Bu durumda u(z,t) ¢dziimii bu egriler boyunca

sabit degildir (LeVeque, 1992).

2.1.2 Viskozitesiz (Inviscid) Burgers’ Denklemi

Dogrusal adveksiyon denkleminde tagimm hizi a(x) yerine ju(z) secilirse

0 o0 1 2 _
a(u(w(t),t)) + %(iu(x@’ t))” =0, (28)

veya
0 0

seklinde dogrusal olmayan denklem elde edilir. Bu denklem i¢inde viskoz terimi
icermediginden viskozitesiz Burgers’ denklemi olarak adlandirihir (LeVeque,
1992). Diizglin baglangi¢ degerine sahip (2.8) denkleminin kiigiik zaman degeri

i¢in ¢oziimii asagidaki karakteristikler yardimiyla olugturulur. Karakteristikler
/(1) = u(x(t), 1), (2.9)

denklemini saglar. Coztimiin zamana gore tlirevi

d 0 /
%u(x(t),t) = au(x(t),t) + %U(I(t%t)x (t)
~ Ou ou
=0

bi¢iminde elde edilir. Dolayisiyla zaman ilerledikce u ¢oziimii her bir karak-

teristik boyunca sabit kalir ve (2.9) denkleminden 2'(t) egimi de sabittir.



Boylece karakteristikler baslangic degeri ile tamimlanmig diiz cizgiler olur.
Bu karakteristiklerin cakismadigi durumlarda diizgiin baslangic degeri kul-
lanilarak yeterince kii¢iikk zaman degeri i¢in u(xz(t),t) ¢oztimi belirlenebilir.

Her bir (z,t) degerleri igin

x(t) = (+u(¢,0)t

denklemini ¢ degeri i¢in ¢ozersek

u(z,t) = u(¢,0)

elde edilir (LeVeque, 1992).

2.1.3 Difiizyon Denklemi

Bir boyutlu diftizyonun temel diferansiyel denklemi

0 0?
au(:c, t) = a@U(x(t), t) (2.10)

bi¢imindedir. Burada u(z(t),t), x, t ve « sirasiyla difiizyon gosteren maddenin
yogunlugu, uzay koordinati, zaman koordinati ve difiizyon katsayisi olarak

adlandirihirlar. (2.10) bir boyutlu difiizyon denkleminin
u(z,0) = ug(x), z € R, (2.11)
baglangi¢ kosulu ile verilen baglangi¢ deger probleminin ¢oziimii

(1) = /Ruo(g)K(x _e0de, weR,

bi¢imindedir. Burada difiizyon ¢ekirdegi olarak adlandirilan K (y, t) fonksiyonu

asagidaki gibi tanimlanir.

2
K(y,t) = (drat) Y 2exp [ —L ) .
() = (dnat) ey (- L

Herhangi bir £ ve t > 0 degeri igin K(x — &,t) gekirdegi (2.10) denkleminin
¢Oztiimii olur ve diftizyon denkleminin temel ¢6ziimii olarak adlandirihr (Logan,

2008).

2.1.4 Viskoziteli (Viscid) Burgers’ Denklemi

Burger (Burger, 1948) tarafindan galigilan viskoziteli Burgers denklemi

u2

U + (?)m = Vlgy, u(z,0) = up(x), (2.12)



bigimindedir. Burada kolayhk olmasi agisindan 2 (u(z(t),t)) = w, & (u(z(t),t)) =
U, aa—;u(x(t),t) = U, notasyonlart kullanilmigtir. Bu denklem viskositesiz
burger denklemine Re = %, Reynold sabiti olarak bilinen v viskozite para-
metresi ile difiizyon terimi eklenerek elde edilmistir. (2.12) denkleminin ¢esitli
baslangi¢ kogullarina gére Hopf-Cole (Hopf, 1950; Cole, 1951) doniigiimii kul-
lanilarak tam ¢oztimleri Fourier seriler cinsinden ifade edilebilir. Bolim 2’de
bu denklemin ¢esitli baglangic ve sinir kosgullari ile verilmisg referans ¢oztimleri
hesaplanacak ve bu ¢oziimler boliim 6’da sayisal metodlarin dogrulugunu test

etmek icin kullanilacaktir.

2.1.5 Viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony-Burgers’ Denklemi

Bu tezde ele alacagimiz diger bir denklem
up + Puy + (u;)x = Vlgy + Ugat, u(z,0) = up(x), (2.13)
bi¢imindedir. Burada v ve [ pozitif reel sayilardir. Bu denklemin dispersiv
etkisi agagida verilen Benjamin-Bona-Mahony denklemi ile aynidir (Benjamin
et al., 1972).

wt B+ () =ty 0(2,0) = o). (214)

Disipatif etki ise viskoziteli Burgers’ denklemi ile aynmidir. Burada viskoziteli

Burgers’ denkleminde kullamlan notasyonlara dikkat edilir ise %(aa—;u(x(t), 1))

yerine u,,; notasyonu kullanilmigtir. Boliim 2’de bu denklemin periyodik sinir
kogulu ve cesitli baglangic kosulu ile verilmig referans ¢oziimleri hesaplanacak
ve bu ¢oziimler bolim 6’da sayisal metodlarin dogrulugunu test etmek icin

kullanilacaktir.
2.1.6 Viskoziteli Rosenau-Burgers’ Denklemi
Sonraki uygulama denklemimiz agagidaki gibidir.
Up + Ugpgzzt — VlUge + Py + uuy =0, u(z,0) = ug(x), (2.15)
Burada v ve (8 pozitif reel sayilardir. Bu denklemin dispersiv etkisi

Uy + Uggzat + ﬁux + Uy = 07 U’(J;7 O) = Uo(l'), (216)



seklindeki Rosenau denklemi (Rosenau, 1988) ile aymdir. Disipatif etki ise

viskoziteli Burgers’ denklemi ile aynidir. Burada onceki notasyonlara benzer

bigimde %(%u(m(t), 1)) yerine ug.¢ notasyonu kullanilmigtir. Boliim 2’de ve

boliim 6’da bu denkleme tekrar deginilecektir.
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3 UZAY AYRIKLASTIRMA METODLARI

Bu boliimde, tez ¢aligmasi boyunca kullanacagimiz uzay ayriklagtirma

yontemlerine yer verilmis ve ilgili kavramlar aciklanmigtir.

3.1 Sonlu Farklar Yontemi

Ik olarak bir [a,b] araliginda verilmig herhangi bir U(x) fonsiyonunun

tirevi olan dUd—gx) = U’(z) fonsiyonunun baz1 = noktalar i¢in yaklagik olarak
hesaplanmasina deginecegiz. x ekseninin h diizgiin adim uzunlugu olmak tizere

ayriklagtirilmas: agagidaki gibi verilir.
Tn = nh, (OSnSn-}—l)

burada h = z;ﬁ dir. Bu yo6ntemde amag, U(z) fonksiyonunun z, 1zgara
noktalarinda yaklagik degerlerini hesaplamaktir. Yukaridaki ayriklagtirma
teknigi goz ontine alimirsa, ileri fark formiilii kullanilarak tiireve yaklagim

formiilii agagidaki gibi elde edilir.

U(x+h)—U(x)

U'(z) ~
(‘,'E) h 7
Ote yandan tiirevin geri fark formiilii ile yaklagim
Ulx)—-U(x—nh
)~ V=V =1)

seklinde olur. Yukaridaki iki formiiliin ortalamasi alinarak tiireve daha duyarh

merkezi fark formuli

oy L[U@+h)=Ulx) Ulx)-Ulx—h)
U'z) ~ 5 h + N
veya
U(x+h)—U(z —h)
/ ~
Ula) = 2h
seklinde olusturulur.
Benzer fark yaklagimlari kullanilarak 2. mertebeden tiirevin, di%gx) =

U"(x), sonlu fark yaklasim formiilleri agagidaki gibi kolayca elde edilebilir.

Ileri fark formiilii yardimuyla

Ux+h)—U'(x)
h
Ul +2h)—U(+h) Ul+h)-U)
h? h?
U(z +2h) —2U(x 4+ h) + U(x)
12

U// (iC)

Q

Q
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olur. Benzer gekilde geri fark formiilii yardimiyla

Ulz)—U'(x—h)

U//(x) h
_ U@)-U(@—h) Ulx—nh)-U(x—2h)
- h? - h?
U(z) —2U(z — h) + U(xz — 2h)

B2
elde edilir. Taylor seri yontemini kullanarak 2. mertebeden tiireve merkezi fark
yaklagimi kolayca elde edilebilir. U(z + h) ve U(x — h) fonksiyonlarimin Taylor

seri acilimi sirasiyla

Ulx+h)=U(z)+hU'(x) + %2U”(x) + h—gU”’(x) + O(hY).

6
. ! h2 " h3 " 4
U(x—h)=U(x)—hU (93)+?U (x)—EU (x) + O(h").

gibi verilir. Yukarida verilen iki denklemi taraf tarafa toplarsak 2. mertebeden

tiurev yaklagimi
U(x —h) + Uz + h) = 2U(z) — h*U" (z) + O(h").

- U(x+h)—=2U(x)+U(x —h)
B2

seklinde elde edilir. Yukaridaki formiillerde goriillen 7" sembolii, herhangi

U'(x) = + O(h?). (3.1)

bir forksiyonun asimptotik davranmigi hakkinda bilgi verir. Burada ”"O(h)”
ifadesi hata teriminin A ile orantili olarak degistigini belirtir. Dolayisiyla
(3.1) yaklagiminda ortaya ¢ikan hata terimi O(h?), yaklagimin 2. mertebeden
hassasiyete sahip oldugunu géstermektedir (Everstine, 2010).

Simdi bu formullerin Boliim 2’de sunulan uygulama ¢rneklerine uygulan-

masina deginecegiz.
Dogrusal adveksiyon denklemi

Ik olarak z € [0,1] araliginda tammh (2.2) baglangic kogulu ile verilmig
(2.1) denklemini periyodik sinir kogulu ile birlikte gz oniine alalim. Burada
uzay tiirevli u, fonksiyonuna sonlu fark yaklagimi uygulayarak U, (t) ~ u(x,,t)

olacak sekilde yari-ayrik sistem elde edilir. Bu durumda sinir kogulu

u(0,t) = u(1,1), u'(0,t) = u'(1,1) (3.2)
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bi¢imindedir. (2.1) denkleminde w, tiirevi yerine geri fark formiili

(1) = %(u(m, £ — ulx — h, 1)) + O(h)

yazilirsa birinci mertebeden upwind fark semas1 Uy(t) = U, (t) olmak iizere

d a .
EU](t) = E (Uj_l(t) - Uj<t>> ] = 1,2, e,y (33)

seklinde elde edilir. Benzer bi¢imde u, tiirevi yerine ileri fark formiili
1
uz(x,t) = E(u(x + h,t) —u(x,t)) + O(h)

yazilirsa birinci mertebeden upwind fark semasi Uy (t) = U,+1(t) olmak iizere

d a .
%Uj(t) = E (Uj(t> - Uj+1<t)) J=12....n, (34)

seklinde elde edilir. Goriildiigii gibi uzay ayriklagtirma yontemi kullanarak
baglangig degerleri U;(0) = u(z;,0) ile verilen n tane dogrusal Adi diferansiyel
denklem sistemi olugturulur. Yari ayrik (3.3) ve (3.4) denklem sistemleri
U(t) = (Uy(t),Us(t), ..., Un(t))T olmak tizere, U'(t) = DU (t) vektor notasyonu

bigiminde ifade edilebilir. Burada n x n boyutlu D matrisi (3.3 ) sistemi i¢in

-1 1

>l e

ve (3.4) sistemi i¢in

> e

-1 1

bicimindedir. Ote yandan w, tiirevi yerine merkezi fark formiilii

() = %(u(:ﬁ b ) — u(x — ht) + O(R?)

yazilir ise 2. mertebe fark formiili Uy(t) = U,(t) ve Ui(t) = U,11(t) olmak

uzere

EUJ(t) = % (Uj—l(t) - Uj-‘rl(t)) J=L2...n, (35)
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seklinde elde edilir. U'(t) = DU(t) vektoér notasyonu bi¢iminde yazilirsa D

matrisi

0 -1 1
1 0 -1
(3.6)

> e

1 0 -1

-1 1 0

bi¢giminde olur. Denklemde bulunan tiirevler yerine sonlu fark formiilleri
yazilarak elde edilen D matrisinin elemanlari, denklemin tanimli oldugu sinir
kogullarma gore belirlenir. Yukarida yazdigimiz matrisler x € [0, 1] arahginda
periyodik sinir kogullarina gore elde edilmistir (Hundsdorfer and Verwer, 2003).

Simdi diger sinir kogullarina kisaca deginecegiz.

e Dirichlet sinir kogulu:

Bu durumda z € [0, 1] i¢in siir kogulu
u(0,t) =0, u(1,t) =0, (3.7)

bigiminde verilir. Sonlu fark formiileri uygulanirken Uy(t) = U,,41(t) =0
esitligi goz ontine alinarak D matrisinin elemanlar1 yukaridakilere benzer

bi¢imde kolayca olugturulabilir (Strang, 2007).

e Neumann sinir kogulu:

Bu durumda z € [0, 1] i¢in simir kogulu

u'(0,t) =0, u'(1,t) =0, (3.8)
bigiminde verilir. Sonlu fark formiileri uygulanirken Uy(t) = Ui (t) ve
Un(t) = Upy1(t) esitligi goz tiniine almarak D matrisinin elemanlar

yukaridakilere benzer bigimde kolayca olusturulabilir (Strang, 2007).
Difilizyon denklemi

Simdi x € [0,1] uzay araliginda tamimh (2.11) baglangi¢ degeri ile verilen
(2.10) denklemini (3.2) periyodik sinir kogullariyla birlikte géz oniine alalim.
Denklemin igerisinde bulunan uzaya gore ikinci tiireve sahip u,, terimi yerine

(3.1) ile verilen 2. mertebe hassasiyete sahip merkezi fark formiilii yazilirsa

o (2, 1) = %(u(w by t) = 2u(a, t) + ulw + by 1) + O(R?)
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denklemi elde edilir. Buradan Uy(t) = U, (t) ve Ui (t) = U,4+1(t) olmak iizere

d o .

S Ui) = 55 (Ujma(t) = 2U5(8) + Upna () 7=1,2,....m, (3.9)
bi¢ciminde adi diferansiyel denklem sistemi elde edilir. Bu denklem sistemi,
U(0) = u(z,0) baglangi¢ kosulu olmak tizere U’(t) = DU (t) vektor notasyonu
biciminde ifade edilebilir. Dolayisiyla n x n boyutlu D matrisi asagidaki gibi
elde edilir.

D=— (3.10)

Benzer sekilde u,, tirevli terimi yerine sinir kogullar1 dikkate alinarak diger
fark formiilleri yazilmasiyla D matrisleri kolayca olugturulabilir (Hundsdorfer
and Verwer, 2003).

(Griffiths and Schiesser, 2010) kitabinda difiizyon denkleminin farkl sinir
kosullarina gore gesitli yiiksek mertebeden sonlu fark formiilleri elde edilmigstir.
Bunlardan bir tanesi, (3.7) Dirichlet sinir kogullariyla birlikte verilen (2.10)

denklemi igin elde edilmis 4. mertebe sonlu fark matrisi

45 —154 214 —156 61 —10 ... 0
6 -30 16 -1 0 0 ... 0
1
D= _ _ — 3.11
200)? 1 16 30 16 1 0 ... 0 (3.11)
0 ... —10 61 —156 214 —154 45
bi¢imindedir.

3.1.1 WENO (Weighted Essentially Non-oscillatory) sonlu fark

metodlari

WENO metodlar1 parcali diizgiin ¢oziimlerin siireksizlik icerdigi prob-
lemler icin gelistirilmigtir. Bu tiir metodlar ok ¢oziimleri iceren problemler
i¢in oldukca basgarili bulunmuslardir. WENO sonlu fark yontemlerinin amaci
yiiksek mertebeden hassasiyet elde etmek ve siireksizligin oldugu yerlerde osi-

latorden kurtulmak icin uyarlanabilir interpolasyon prosediiriinii kullanmaktir



16

(Shu, 2003). Bu prosediirii kisaca gostermek igin agagidaki korunum yasasi

denklemini ele alalim (Shu, 2003, 2009).

up + (f(u)e =0
Burada £ (u(z(t),t)) = w ve 2(f(u(z(t),t))) = (f(u)), notasyonlar

kullanilmigtir. Bu ayriklagtirma yonteminde (f(u)), tirevi

1 . .
(f(W)alo=a; = E(fj—&-l/Z = fi-1/2)

bi¢iminde yaklagik olarak hesaplanir. Burada fjH 2 saysal aki olarak ad-

landirihir. (Shu, 2003) ¢aligmasinda f'(u) > 0 durumlari i¢in 5. mertebe WENO

sonlu fark semasi

r F(1 £(2 (3
fj+1/2 = wlf;.,.)l/g + w2f;+)1/2 + w3f;+)1/2 (3'12>

bigiminde verilmistir. Ayrica 3. mertebe akilar

O = 3hluioa) = L flug) + )
R -1 5 1

fﬁ)l/g = 5 S + o f () + S f(uge0)
. 1 5 1

2, = 3 (w) + S f (i) = & f(ujv2)

bigiminde tanmmlanmigtir. (3.12) denklemindeki nonlineer agirliklar, lineer

agirhiklar v = %, Yo = g ve v3 = 1% olmak tizere

Wy
Wi = =3
> k1 Wi
Wy, = _ Ok
(€ + Br)?

bicimindedir. Hesaplamalarda e=10"° olarak almir. Diizgiinliik gostergeleri

Br’lar agagidaki gibi tanimlanmistir.

B = gy (Flusa) = 27 (ua) + ) 5 () = 4 aga) + 3 )
B = 3o (Flusa) = 27 (u) + Flugen))* + 7 (Flag) = flugin)?
B = 3o (Flus) = 2f (i) + flugi))* +  (3F() — 4 () + F i)

Interpolasyon iligkileri ve yeniden olugturma siirecleri hakkinda detayh
bilgi igin (Shu, 2009) derleme makalesine bakimz. Bu ¢alismada bu metod,
u2

f(u) = % almarak Burgers’ denkleminin Dirichlet smir kosullar ile birlikte

sayisal ¢oztimlerini bulmak i¢in kullanilmigtir. Bu yontem kullanilarak uzay

ayriklagtirmas: yapildiktan sonra elde edilen adi diferansiyel denklem sistemi

herhangi bir zaman ayriklagtirma metodu ile kolayca ¢oziilebilmektedir.
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3.2 Spektral Metodlar

Bu yontemlerde amag sonlu fark yontemlerinde oldugu gibi verilen {z;}
1zgara noktalar kiimesi ve bu noktalardaki fonksiyon degerleri olan {U(x;)} bil-
gileri kullanilarak U (z) fonksiyonun tiirevinin yaklagik olarak hesaplanmasidir.
Bunun icin oncelikle sonlu fark yontemleri yardimi ile spektral metodlar
hakkinda bilgi verilecektir. Her bir j i¢in x;41 — x; = h olacak sekilde diizgtin
izgara kiimesi {zi,...x,} ve bu kiimeye ait her bir noktada fonksiyonun
degerler kiimesi {Uy,...U,} olsun. U fonksiyonunun z; noktasindaki tiirevi
U'(x;)'nin yaklagik degeri w; olarak tanimlansin. Bélim (3.1)’de anlatildig:

gibi Taylor seri agilimi kullanilarak ikinci mertebe sonlu fark yaklagimi

1

= 5r W) = Uja(®)  j=12....n, (3.13)

wj

bigimindedir. Eger problem periyodik ise (3.13) denklemi (3.6) da oldugu gibi

vektor notasyonu bigiminde asagidaki gibi yazilir.
wq 0 1/2 —1/2 U,

~1/2 0 1/2
(3.14)

> =

~1/2 0 1/2
W, 1/2 ~1/2 0 U,

(3.13) ve (3.14) ifadeleri bagka bir gekilde yerel interpolasyon teknikleri ve
tlirevleme yardimiyla da elde edilebilir. Bu gekilde j = 1,2, ... nicin p;(z;_1) =
U;_1, pi(z;) = U;j ve pj(x;41) = Ujpq olacak sekilde mertebesi < 2 olan tek
bir polinom p; olusturulup tiirevi alinarak, w; = pj(z) degerleri elde edilir.

Gergekten de verilmig sabit bir j degeri i¢in p; polinomu

(z —z;)(x — 2541)

c_i(x) =

2h2
—(x—z; ) (x —x;
Co<$> _ ( J ]11)2( ]-‘rl)
(z —zj1) (2 — 75)
ei(z) 22
olmak tlizere
pj(x) = c_1(2)Uj—1 + co(2)U; + 1 (2)Uj41 (3.15)

bi¢iminde verilir. Bu polinomun tirevi almip = z; de degeri hesaplanirsa

(3.13) ifadesi elde edilir. Periyodik problemler i¢in esit uzunlukta parcalanmig
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1zgara lzerinde trigonometrik polinomlar dogal olarak tercih edilir. Sin, Cos
ve €7 gerileri kullanilarak elde edilen bu metodlar Fourier metodlar: olarak

adlandirihr (Trefethen, 2000; Hesthaven et al., 2007).

3.2.1 Yar1 Ayrik Fourier Doniigiimii

Burada sonsuz 1zgara x; = jh, j € Z 1zgara noktalar olmak iizere hZ
ile tanimh olsun. = € R i¢in U(x) fonksiyonunun Fourier doniigiimii agagidaki
gibi tanimlanir

U(l) = /_00 e U (x)de, l€R. (3.16)

Burada U (1) sayis1 U fonksiyonunun dalga sayisi [’deki genlik yogunlugu olarak
yorumlanabilir. Bu gekilde herhangi bir fonksiyonun kendi dalga bilegenlerine
ayrilmasi iglemi Fourier Analizi olarak adlandirilir (Trefethen, 2000).

Benzer sekilde U(I) kullanilarak U fonksiyonu

" or

1 .
U(x) / e*U(l)dr,  r€R, (3.17)

ters Fourier dontigimii yardimiyla elde edilir. Burada z degiskeni fiziki
degiskendir ve [ degigkeni ise Fourier degiskenidir ya da dalga sayisidir. x
degiskeni ayrik oldugunda dalga sayisi [ sinirhidir. Fourier doniigtimii ve tersi,
x degigkeninin R yerine hZ sonsuz 1zgara bolgesini kapladigi durumlarda soz
konusu olur. Uzay bolgemiz ayrik oldugundan dalga sayisi [ degiskeni de
R’yi kapsamayacaktir. Bu durum icin uygun dalga sayisi bolgesi uzunlugu
2% olan smirh bir bolgedir. Bu sekilde [—7, 7] araligi uygun bir secim olur.
Sonug olarak fiziki uzay ayrik oldugundan Fourier uzay1 sinirhdir ve fiziki uzay

siirsiz oldugundan Fourier uzay: siireklidir. (Trefethen, 2000) kitabinda bu

iliski asagidaki gibi verilmigtir.

Fiziksel uzay : ayrik, siirsiz - : x € hZ,
! !
N N
Fourier uzayr : sinirli, surekli : ke [—5, 5]

Bu iligkiyi olusturan neden ortisme olgusu olarak bilinir.

e Ortiigme(Aliasing):
Verilmiy f(x) = exp(iliz) ve g(z) = exp(ilax) iki kompleks iistel
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fonksiyonunu goz ontine alalim. Bu iki fonksiyon R tizerinde l; # I, iken
birbirine egit degillerdir. Bu fonksiyonlar hZ bolgesi tizerine sinirlanir

ise 1zgara noktalarinda f; = exp(iliz;) ve g; = exp(iloax;) degerlerini

alirlar. Eger 1 — Iy degeri 2¢

== degerinin bir tamsay1 kati ise her bir

J ic¢in f; = g; olur. Dolayisiyla herhangi bir exp(ilx) kompleks iistel
fonksiyonu i¢in sonsuz hZ 1zgara bolgesi tizerinde birbiriyle eglesen sonsuz

sayida diger bir kompleks tistel fonksiyonu vardir. Sonug olarak dalga

sayisini uzunlugu 2°

- olan bolge tizerinde Olgmek yeterlidir. Simetri-

den dolayr [~7, 7] arahg: secilir. Sekil 6.1 'de exp(6miz) (iist panel)
ve exp(—10miz)(alt panel) fonksiyonlarmm exp(—2miz) fonksiyonu ile
ortiismesi gosterilmistir. Yuvarlak noktalar bu fonksiyonlarin sikigtirilmig
iZ 1zgara bolgesi tizerinde egit oldugu yerleri belirtir (Trefethen, 2000;

Hesthaven et al., 2007).

0.75 [\ AN g
05|\ ‘ . N
025 | : | N

—0.25 F \ : : : 1
05 . . \ ; E
—0.75 S\ A 1

L L | L L | L L L | L 1
-1 -0.75 -0.5 —0.25 0 0.25 0.5 0.75 1
1

0.75 A, AR i
05 K | ,
025 N ; \ A H

—0.25 [ \ g \ / ]
= 7 \ 1
—0.5 | * / \ /! B

—0.75 | A VK —f

L L L L L L L
-1 -0.75 -0.5 —0.25

0

Sekil 3.1: Ortiigme ornegi. %Z 1zgara bolgesi lizerinde exp(6miz) (diiz gizgi, list panel) ve

exp(—10miz) (diiz ¢izgi, alt panel) fonksiyonlar: exp(—2mix) (kesikli ¢izgi) fonksiyonuna esit

olur .

hZ bolgesi tizerinde x; noktalarindaki degeri V; olacak sekilde tanimh V/

fonksiyonunu yary ayrik Fourier dontstimi

V() =h Y Ve,

j==o0

(3.18)
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ve ters yary ayrik Fourier dontsumu
1 (7~ .
Vi=— [ V()e'adl, jez, (3.19)
2 _%
bigimdedir. Burada (3.18) denklemi (3.16) denklemine yamuk kural uygulana-

rak elde edilir ve (3.19) denklemi (3.17) denkleminin R'nin [—7, | kesitindeki

=13

T
o

yaklagik degeridir. Spektral tiirevleme i¢in bir polinoma ihtiyag duyulur. (3.19)
ters dontigiimii ¢; € hZ yerine x € R de hesaplanirsa bu polinom elde edilebilir.
Gergekten de V belirlendikten sonra, p polinomu her j icin p(x;) = v; olacak

sekilde agagidaki gibi elde edilir.

1 [h
pla) = o / "V)edl,  zeR, (3.20)
) _=
h
Bu polinomun Fourier doniigtimii p
V(l), ise le [—%, %]
p(l) = (3.21)

0, 1se 0

bi¢imindedir. Bu p polinomu [—7, ¥] araliginda tikiz desteklidir. (Trefethen,
2000) kitabinin yazarlari p 'nin belirli bir aralik olan [—~7, 7] " de tikiz destekli
oldugunu belirterek p’yi , V'nin band-sinirh polinomu olarak adlandirmiglardir.
Ote yandan herhangi bir 1zgara fonksiyonu i¢in sonsuz sayida bant-smirli po-
linom olmasina ragmen bu anlamda sadece bir bant-sinirli polinom tanimlanir
ve bu sonug Ornekleme(Sampling Theorem) Teoremi olarak bilinir (Trefethen,
2000).

hZ {izerinde tammlanmig V' fonksiyonunun spektral tirevi (3.20) ile
tanimh bant-sinirh p polinomunun tiirevi alinarak yani W; = p'(z;) seklinde
elde edilir. Buna denk yontem Fourier uzayinda da (3.20) ve (3.17) denklemle-
rinin z’e gore tiirevlenmesiyle gerceklestirilebilir. Eger Fourier dontigimi U ile
verilen U fonksiyonu Fourier uzayinda tiirevlenebilen bir fonksiyon ise tiirevi
U'(1) = ilU(1) olur. Dolaysiyla spektral tiirevleme icin denk yontem asagidaki
gibi verilir:

e Verilmig V' fonksiyonunun (3.18) denklemi yardimiyla yar1 ayrik Fourier
doniigimi V belirlenir.

A ~

e W(l)=1ilV(l) tanimlanir.

o W ve (3.19) denklemi kullanilarak W elde edilir.
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3.2.2 Ayrik Fourier Doniisiimii

Yar1 ayrik Fourier dontigiimleri ile spektral tiirev sinirsiz 1zgara hZ
iizerinde hesaplanmasina kargin ayrik Fourier doniigiimleri ile bu hesaplama
siirh periyodik 1zgara iizerinde gergeklesir. Periyodik 1zgaralar bu metodun
kullanimini pratik problemler i¢in sinirlasa da hesaplamada ¢ok kullanighdir.
Bu kisimda periyodik 1zgara Sekil (3.2) de gosterildigi gibi [0, 27] aralig
tizerinde diglintilmistiir. Ayrica bu araligin [—7, 7] gibi diger araliklara
dontigtiiriilmesi iglemlerde énemli derecede bir fark yaratmayacaktir.

h

0 m 27

xll ' ' CL‘A;/Q ' ' TN _ 1 TN
Sekil 3.2: Izgara noktlar: .

Periyodik bélge iizerinde verilmig bir V' fonksiyonu [, j € Z olmak {izere
Viqun = Vj esitligini saglar.

(Trefethen, 2000) kitabinda periyodik 1zgara {izerinde belirlenmis 1zgara
noktalarimin sayis1 N, herzaman cift secilmistir. Yazarlar N sayisinin tek olarak

secilebildigini fakat bu durumda formiillerin degisecegini ve herseyin iki defa

yazilarak formullerin ¢ogalacagini belirtmiglerdir. Adim sayis1 h = %’T olarak

secilir ise
™ N

- = — 3.22
N =3 (3.22)
elde edilir. Ortiigme olayindan dolay1 h adim uzunlugu ile olusturulan 1zgara
bolgesi iizerinde 27“ tamsay1 carpani olacak gekilde degisen dalga sayilari

T T

ayirt edilemezler. Bu yilizden | € [—7, 7] secilmesi yeterlidir. (3.22) esitligi

kullanilarak 1zgara tizerinde ayirt edilebilen dalga sayilarimin bulundugu aralk

[—%, %] yerine [— £, £] olarak secilebilir. Fiziksel uzayda dalgalar [0, 27] araligy
iizerinde periyodik olmasi gerekir ve sadece tamsay1 dalga sayilariyla verilen

e’ dalga fonksiyonlar1 27 periyoda sahiptir. Dolayisiyla Fourier uzay: ayrik

ve smurhdir. (Trefethen, 2000) kitabinda bu iligki agagidaki gibi verilmigtir.

Fiziksel uzay : ayrik, smirh @ x € {h,2h,..., 71— h, 27},

! !

N N N
Fourier uzayr : siirli, ayrik @ [ € {—5 + 1, 5 +2,..., 5} :
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Ayrik Fourier doniistimi
N
Vi=h» Ve 1=-N/2+1,...,N/2, (3.23)

bigiminde verilir. Ote yandan ters ayrik Fourier doniigiimii

N/2
— > V™, j=1...N (3.24)

T N2
bigimde olur. (3.23) ve (3.24) denklemlerinde dalga sayisi [, uzay indeksi j gibi
tamsay1 degerleri alir. Dolayisiyla bu denklemler bize sonlu (Vy, Va, ..., Vy)T €
C¥ vektorleriyle hesaplama yapma imkan saglar.
Spektral tiirev alma iglemi i¢in 6nceki kisimda oldugu gibi bir bant-siirh
polinoma ihtiyag duyulur. Bu polinom ters ayrik Fouirer doniigiimii olan (3.24)

denklemini 1zgara iizerindeki x noktalar1 yerine biitiin x ler i¢in hesaplayarak

iNx/2 ZN zN:r/2

elde edilebilir. (3.24) ters doniigiimii hesaplanirsa e ve tiirevi olan

terimleri acikca goriiliir. e?N®/2

terimi 1zgara lizerinde reel ve testere digi dalgay1
ifade eder. Dolayisiyla tiirevi 1zgara noktalarinda kompleks iistel yerine sifir
olmalidir. Asil sorun (3.24) denkleminin asimetrik olarak en yiiksek dalga
saywisint yaratmasidir. (Trefethen, 2000) kitabinda bu sorun V,N/g = VN/Q

tanimlanarak ortadan kaldirilmigtir. Sonug olarak (3.24) denklemi

N/2.
Z Vet j=1,...,N. (3.25)
T="N)2
bigiminde olur ve burada toplam sembolii iizerindeki (') igareti | = +N/2

terimlerinin % ile carpilmasi gerektigini belirtir. Bu denklem kullanilarak bant-

siirli polinom

N/2.

Z Ve ze|0,2n], (3.26)

[
elde edilir (Trefethen, 2000). Simdi bu metodlarin 6rnekler tizerinde uygula-

malarina deginilecektir.

Viskozitesiz (INVISCID) Burgers’ denklemi
Ik olarak (2.8) denklemini g6z o6ntine alalim. Bu denklemin ayrik Fourier

dontigimi

Lot = L), w(0) = o (3.27)
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bi¢iminde olur ve [ = —N/2+1,..., N/2'dir. Bu denklem F Fourier doniigiim
operatorii (Trefethen, 2000) olmak tizere

Cat) = IFF @), wl0) = i, (3.28)

seklinde yeniden yazilabilir. Bu ¢aligmada (3.28) nonlineer denklemi Boliim
4’te verilen 4. mertebe agik Runge-Kutta metodu kullanilarak sayisal olarak
¢Oziilmiugtiir. (2.8) denklemini z € [0,27], t > 0 olmak {izere periyodik smur

kosullar1 ve

u(z,t =0) = % + ism(z) (3.29)

baglangi¢ kosulu ile birlikte ele alalim. N = 512, zaman adimi £ = 0.01 ve

1zgara noktalar1 h = 2% icin denklemin ¢oziimi Jekil 3.3 te z’in ve ¢'nin

fonksiyonu bi¢iminde gosterilmistir.

u(x,t)

Sekil 3.3: Viskozitesiz Burgers’ denkleminin son zaman degeri ¢ = 1 igin Ayrik Fourier

doniigiimii ile ¢oziimleri.

Difiizyon denklemi
(2.10) ile verilen difiizyon denkleminin ayrik Fourier déniigiimii

d N N X
aul(t) = —vk*iy(t), 1w (0) = agy, (3.30)

bi¢imindedir. Bu denklemin ¢oziimii

a(t)=e "oy, 1=-N/2+1,...,N/2, (3.31)

olur. Goriildigii gibi difiizyon denkleminin ¢oziimleri verilen baglangic degeri

icin yuvarlama hatasina kadar (3.31) bigiminde kolaylikla elde edilir.
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Viskoziteli (VISCID) Burgers’ denklemi

(2.12) ile verilen denklemin ayrik Fourier déniigiimii

d il ~

Eﬂl(t) + §U2[<t) + VleLl(t) = O, ﬂl(O) = ﬂog, (332)
biciminde elde edilir. Denklemin her iki tarafi integrasyon faktorii et ile
carpilir ise

vi%t d ~ il Vit 5 2 _vi%t
e %ul(t) + 5¢ U (1) +vi“e” Py (t) =0, (3.33)
olur. Burada U, = e""*u;(t) biciminde tanimlanir ise
d d - -
vi%t @ A 2
—uy(t) = —=U(t) — vi*U(t 3.34
e dtUI( ) dt l( ) v l( )a ( )

ifadesi elde edilir. Bu ifade (3.33) denkleminde yerine yazilir ve gerekli iglemler

yapilir ise

L) — vi20i(t) + gevl%?z,(t) L UROL(t) = 0, (3.35)
yani

—U(t) + ze" "u?(t) = 0, (3.36)

lineer terimi icermeyen denklem elde edilir. Dolayisiyla artik problem kati
degildir (Trefethen, 2000). Bu denklem Fourier déntigiim operatorii yardimi
ile

d 1l

EUl(t) + EeVZQt.F((.F_l(6_”2'5[71(15)))2) =0, w0 =dy,  (3.37)

bi¢iminde yeniden yazilabilir. Bu nonlineer denklem Boliim 2’de verilen 4.
mertebe acik Runge-Kutta metodu kullanilarak sayisal olarak ¢oziilmiistiir.

(2.12) denklemini z € [0, 2], ¢ > 0 olmak tizere periyodik sinir kogullar: ve

1 1
u(z,t =0) = 5 + Zsm(m), (3.38)

baglangic kosulu ile birlikte ele alalm. N = 512, zaman adim1 £ = 0.001,

viskozite v = 0.03 ve 1zgara noktalar1 h = %“ i¢cin denklemin ¢oziimi Sekil

3.4’te 2’in ve t'nin fonksiyonu biciminde gosterilmistir.
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uix,t)

Sekil 3.4: Viskoziteli Burgers’ denkleminin son zaman degeri ¢ = 1 igin Ayrik Fourier

doniigiimii ile ¢oziimleri.

Viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony-Burgers’ denklemi

(2.13) ile verilen denklemin ayrik Fourier déniigiimii

d . vl +ipl il ~ R R
aul(t) + Wul(t) + mu%@) = O, ’LL[(O) = Uy, (339)

viZ1ipl
bi¢imindedir. Denklemin her iki tarafi integrasyon faktori e 1+2 "ile carpilir

ise
vi2+iBl, ( ul2+iﬁlt]/l2 + @Bl vi24iBl, 2l ~
e 12—y de 2 g pe iz ——— 2, =0, 3.40
¢t 1+ 2(1+12) (340)
vi?+ipl

elde edilir. Burada Uj(t) = e 2 ‘u(t) seklinde tammlamr ve t’ye gore tiirevi

alinir ise

vi+igl, d d -~ u12+i/3lt1/12 + 101 .
e 1+ Eul(t) = —U(t) —e +7 Wul(t)’

denklemi elde edilir. Bu denklem kullanilarak gesitli cebirsel iglemler sonucunda

(3.40) denklemi

d - 2l vI24iBl, ~

a0 = gy A, (3-41)

biciminde olur ve Fourier doniisim operatorii cinsinden

d - 2l vi?+igl _vi?4iBl, A

a0 =~z T FF T ), (3.42)
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bigiminde ifade edilir. (2.13) denklemini x € [0,27], ¢ > 0 olmak iizere

periyodik sinir kogullar1 ve
u(z,t =0) = exp(—l()sin(%f), (3.43)

baglangic kosulu ile birlikte ele alalim. N = 512, zaman adimi £ = 0.001,
viskozite v = 0.01, § = 1 ve 1zgara noktalar1 h = QW" i¢in (2.13) denkleminin
, (3.42)’e¢ 4. mertebe agik Runge-Kutta metodu uygulayarak elde edilen

¢ozlimleri Sekil 3.5’te z’in ve t'nin fonksiyonu bi¢iminde gosterilmistir.

u(x,t)

Sekil 3.5: Viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony-Burgers’ denkleminin son zaman degeri t = 1

igin Ayrik Fourier doniigiimii ile ¢oziimleri.

Viskoziteli Rosenau-Burgers’ denklemi

Son uygulama denklemimiz (2.15)’in ayrik Fourier doniigtimi
d vi? + il il A
—uy(t ——y(t ——u?(t) = 0. 44
G0 + ) + ) =0 (3.4

vi24ipl
Bu denklem i¢in integrasyon faktori e 1+ ! agagidaki gibi uygulanir.

vi2+ipl, ( Vl2+i6ltyl2 +1p1 vi24igl, 2l ~
144 " 4 N Y w2, = (. 3.45
e mt e T P L (3.45)
o P v +iply C e .
Eger U = e +* "{4(t) bi¢iminde tanimlanip zamana gore tiirevi alinir ise
d ~ ul2+i,8ltyl2 + 101 vi24igl, (
—U(t) =e +8 "——q(t it —qy(t 3.46
SO(1) = S ) + R ), (3.16)
olur. Buradan da
d ~ il vI24iBl, ~
% l(t) = —me 1+ U2[<t>, (347)
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denklemi elde edilir. Bu denklem Fourier dontisiim operatorii cinsinden

~ 1l vi2+igl, w4l A

0it) = ~5ygmye = FENTEEOO)), 349

bigiminde yazilabilir. (3.48) denklemi x € [0, 27|, t > 0 ve baglangi¢ kogulu
u(z,0) = exp(—4sin((z + 2)/2)?), (3.49)

olmak tizere zaman ayriklagtirma metodu ile kiigilk zaman adimlari igin
¢ozilebilir. N = 512, zaman adimi1 k£ = 0.001, viskozite v = 0.01, g = 1
ve 1zgara noktalart h = 27 i¢in (2.15) denkleminin, (3.48)’e 4. mertebe agik
Runge-Kutta metodu uygulayarak elde edilen c¢oziimleri Sekil 3.6’da z’in ve

t'nin fonksiyonu bigiminde gosterilmistir.

u(x,t)

Sekil 3.6: Viskoziteli Rosenau-Burgers’ denkleminin son zaman degeri ¢ = 1 igin Ayrik

Fourier doniigiimi ile ¢oziimleri.
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4 ZAMAN AYRIKLASTIRMA METODLARI

Bu kisimda zaman ayriklagtirma metodlarinin kismi diferansiyel denk-
lemlere(KDD) uygulanmasindan sonra elde edilen adi diferansiyel denk-
lem(ADD) sisteminin ¢oziimlerinde kullanacagimiz metodlara deginilmisgtir.

Bu boliimdeki ayriklagtirma metodlarinin amaci
U' = f(t,U), t > to, Ulty) = Ug (4.1)

bi¢giminde olan denklem sitemlerinin yaklagik ¢oziimlerini hesaplamaktir. Bu-
rada f : [tg,00) x RY — R? olarak tammhdir ve Uy € R? verilen vektor degerli
baslangic degeridir. R? ise d— boyutlu Reel Oklid Uzay1 olarak tanimlanmistir.

Eger f fonksiyonu, verilmig herhangi vektér normu ||.|| igin
1FEV) = GO S MV =Ull, her V,U€ Rt >t

Lipschitz  kogulunu saghyor ise (4.1) ile verilen denklem sisteminin tek bir
¢oziimiiniin var oldugu garanti edilebilir. Ote yandan f fonksiyonu analitik bir
fonksiyondur yani bu fonksiyonun (¢, Uy) € [0,00) x R? civarinda Taylor seri
agilimi pozitif yakinsaklik yarigapina sahiptir. Bu kisimdaki sayisal metodlarin
bir ¢ogu Taylor serisi kullanilarak gelistirildigi i¢in f 'in analitiklik 6zelligi bu

agidan onemli fayda saglamaktadir (Iserles, 2009).

4.1 Euler Metodu

Bu metod ile yeterince kiiglik zaman adimi k£ > 0 olmak tizere ¢ € [to, to+
k] i¢in f(t,U(t)) =~ f(to,U(ty)) yaklagm uygulanarak (4.1) denklemininin
U(t) ¢oztimiiniin yaklagik degeri hesaplanir. (4.1) denkleminin [¢, t] araliginda

integrali alinirsa

U(t) = Ulto) + /t t F(rU(F))dr ~ Uy + (t — to) f(to, Up), (4.2)

elde edilir. £ > 0 zaman adimi olmak tizere tg,ty = to + k,to = t1 + k,...
dizisi verilsin. m = 0, 1,... igin U(¢,,) tam ¢éziimiinin yaklagik degeri U, ile

tanmimlansin. (4.2) ifadesinden

Uy = U + kf(to,Up),
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elde edilir. Bu prosediir t,, t3 ve diger noktalar i¢cin devam edilirse genel rekiirsif

sema,
Uni1 = Up + kf(tm, Un), m=0,1,..., (4.3)

bi¢iminde olur ve Euler metodu olarak adlandirilir. Euler denklemi basit bir
metod olmasiin yaninda, daha karmagik zaman ayriklagtirma metodlarinin
turetilmesinde onemli derecede rol almaktadir.

Euler metodunun yakinsakligini incelemek icin once genel yakinsaklik
kavramima deginelim (Iserles, 2009). [to,ty + t*] tikiz aralik tizerinde (4.1)
denkleminin sayisal hesaplamasini herhangi bir zaman adim metodu ile
¢ozilldiigiini varsayalim. Diger bir anlamda sayisal ¢oziim elde etmek igin
integrasyon araligi esit aralikli 1zgara bolgesi tizerinde diigiintilerek zaman adim
metodlart uygulanmig olsun. Asil soru verilen 1zgara bolgesi tizerinde k — 0
iken sayisal ¢oziim tam ¢oziime yaklagip yaklagmadigidir. Formal olarak sayisal
¢oziimlerin k’ya bagh olmasi durumu, U,, = Unx, m = 0,1,...,[t"/k]

notasyonu ile gosterilsin.

Tanim 4.1.1 (Iserles, 2009) Lipschitz fonksiyonu f ile verilen her ADD (4.1)

i¢in uygulanan bir metod eger her t* > 0 olmak tizere

li U, —U(t)| =0 4.4
Jm - max U, = U(tm)|l (4.4)

esitligini saglayor ise bu metod yakinsaktir denir.
Bu yiizden her Lipschitz fonksiyonu igin yakinsaklik, uygun izgara bolgesi

lizerinde sayisal ¢oziimiiniin tam coziime yaklagmasidir. Bu anlamda Euler

metodu yakimsaktir (Iserles, 2009). (4.3) denklemi
Um+1 - [Um + kf(tmy Um)] = Oa

formunda yeniden yazlabilir. Burada j = m,m + 1 olmak tizere U; sayisal
¢Oziimi yerine U(t;) tam ¢oziim yazilip t = ¢y + mk civarinda taylor serisine

acilip diizenlenir ise
Ultms1) —=[U(tm) +Ef(tm, U(tm))]
= [U(tn) + kU (tn) + OR?)] = [Utm) + kU (tn)] = O(K?),
elde edilir. O(h?) terimi Euler metodunun 1. mertebeden bir metod oldugunu

belirtir. Genel olarak bir zaman ayriklagtirma metodunun mertebesi uzay

ayriklagtirma metodundan biraz farkl sekilde tanimlanir.
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Tanim 4.1.2 (Iserles, 2009) (4.1) denklemine uygulanan keyfi zaman ayriklastirma

metodu

Uns1 =Un(f, kU, Uy,....Uy), m=01,...,
her analitik f fonksiyonu i¢cin

Utms1) — Un(f, k,U(t), U(th), ..., U(tm)) = O(KPTH)
esitligi saglaniyor ise bu metodun mertebesi p olarak tanimlanar.

Bir sayisal metodun mertebesi yeterince kiiciik £ > 0 icin ¢, ’den t,,41’e

ilerlerken metodun yerel davranigi hakkinda bilgi verir.

4.2 Yamuk Kurali

(4.2) denklemindeki integral yamuk kurali ile yaklagik olarak hesaplanir

ise

Ut) = U /fTU

Ultm) +

Q

215—15 m) Uf (b, Ut)) + (b1, Utmsr))

elde edilir. Dolayisiyla yamuk kural

Um+1 = Um + %k[f(tmv Um) + f(tm+17 Um-i-l)]v (4'5)

seklinde ifade edilir. Bu metodun mertebesi asagidaki gibi p = 3 olarak kolayca

elde edilebilir.

Ultmss) = {U(t) + K U0)) + e, Ultns)]}
= [Ut) + KU (t) + R0 (00) + O(R9)]
- (U(tm) + %k {U (t) + (U (tm) + kU" (1) + O(kZ)])} = O(k%),
Yamuk kurali yakinsaktir (Iserles; 2009). Euler metodunda bilinen U, degeri
igin sonraki U,,,; degeri, f’in degeri hesaplanarak kolayca elde edilebilir.

Bundan dolay1 agik bir metod olarak tanimlanmir. Ancak bu durum Yamuk

kurali i¢in gegerli degildir. (4.5) denkleminde V' = Uy, + 2k f(tm, U(t,)) ifadesi



32

bilinen degerlerden kolayca hesaplanabilir ancak U,,,; degerlerini hesaplamak

icin
1
Um+1 - ékf(tm—i-la Um-i-l) =V,

cebirsel denklem sistemi ¢oziilmelidir. Bundan dolay1 yamuk kuralina kapahdir
denir ve bu 6zelligi ile agik Euler metodundan farklidir. Cebirsel sistem ¢ozmek
¢ok maliyetli oldugundan agik metodlar problem ¢oziimlerinde daha ¢ok tercih

edilmektedir.

4.3 Theta Metodu

Euler denklemi ve yamuk kurali birlikte ayni1 formalizm iginde sirasiyla

Hzlveezéi(;in
Uni1 = Upm + k[0f (tm, Un) + (1 — 0) f(tis1, Uns1)], m=0,1,..., (4.6)

bigiminde ifade edilebilir. § € [0, 1] olacak bi¢imde sabit 6 degeri i¢in (4.6)
denklemi theta metodu olarak adlandirilir. Bu metod ¢ = 1 i¢in acik diger

durumlarda ise kapali olur. Taylor seri agilhmi kullanilarak

Ultmy1) —U(tm) = k[0f (i, Utm)) + (1= 0) f(tmss, Ultmsr))]
= Ultmyr) = Ultm) = k[OU' () + (1 = 0)U' (ts1)]
= (U (tm) + kU (tm) + %sz”(tm) + %k‘SU’”(tm)] —Ul(tm)
— k {QU’(tm) + (1= O)[U (t) + kU" (t,) + %sz”’(tm)]} + O(k*)
1.1

= (- %)k2U”(tm) + (50 = KT (tm) + O(K).

ifadesi elde edilir. Buradan theta metodunun mertebesi 6 = %(Yamuk kurali)

igin p = 2, diger durmlarda p = 1 oldugu acik¢a goriliir.

4.4 Acik Runge-Kutta Metodlar:
(4.1) adi diferansiyel denklemi ¢,,’den t,,,1 = t,, + k integre edilir ise
tm+1
Ultme1) = Ultn) + / f(r,U(r))dr (4.7)
tm

= Ultm) + k:/l fltm + kT, U(ty, + kT1))dT,
0
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olur. Bu ifadede bulunan integral, kuadratiir formiili ile yer degistirilerek

Ultmir) = Ultm) + kb f(tm + ¢k, Ultm + c5k)), (4.8)
j=1

metodu elde edilir. Ancak burada t,, + c1k, t,, + ek, . . ., t,, + csk noktalarinda

U degerleri bilinmemektedir ve dolayisiyla bu degerleri hesaplamak igin bir

yaklagima ihtiyag duyulmaktadir (Iserles, 2009). Her bir j = 1,2,...,s

degerleri i¢in U(t,, + ¢;k) yaklasik degeri k; ile tanimlansm. (Iserles, 2009)

kitabinda bir onceki bilinen degeri kullanmak icin ilk olarak ¢; = 0 segilerek

ky = U,, alinmig ve acik Runge-Kutta metodu agagidaki gibi sunulmustur.
kh = Up
kQ - Um + k:(lQ,lf(tm7 kl)
]{73 = Um + ka3,1f(tm, kl) + ka3,2f(tm + 02]{?, kg)

(4.9)
s—1
ke = Un+k> acif(tm +cik, k)
i=1
Unsi = Un+k Y _bif(tm + cjk, k;)
j=1
A = (aj;)ji=12,.s matrisi Runge-Kutta matrisi olarak adlandirihr ve bu

matrisin yazilmayan girdileri sifir olarak tanimlanir. Diger taraftan

b1 (&1
b c
b= ‘2 and c= ?
by Cs

vektorleri sirasiyla Runge-Kutta agirliklar: ve noktalar: olarak tanimlanir. (4.9)
ile verilen metod s-agamaya sahiptir. Runge-Kutta matrisini belirlemek icin

Taylor seri acihmindan faydalanilir. Ornegin s = 2 icin

f(tm + Cgk, k‘z) = f(tm + Czk', Um -+ a271kf(tm, Um))

o af<tm7 Um) af(tmw Um) 2
= f(tm, Um) + ]’C [CQT + a27le(tm, Um) + O(/{i )
elde edilir. Bu ifade (4.9)’da yerine yazilir ise
Of (tm, U, Of (tm, U,
+ ]{72b2 [CgﬂT) +as %Jc(tmy Um):| + O(kg)
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elde edilir ve bu ifade tam ¢oziimiin (t,,,U,,) civarindaki Taylor seri agilimi
ile kargilagtirilarak mertebe kogullar1 belirlenir. (4.1) ile verilen denklemden U’

bilinmektedir ve dolayisiyla bu denklemin t’ye gore tiirevi alinir ise

U” kolayca belirlenebilmektedir. ¢,, noktasindaki baslangi¢ kosul U,, olmak
{izere t,,.1 noktasmdaki tam ¢oziim U ile tammlansim. O halde tam ¢oziimiin

Taylor seri agilimi

Ultms1) = Un+kf(tm,Un)
L2 [0f(tn.Un) 0 (tm, Un)

* 3 o1 U

f(tm, Un)| + O(K?)

bigiminde elde edilir. Bu ifade (4.10) ile kargilagtirilir ise p > 2 olacak bigiminde

mertebe kogullari
1
b1 + bQ = 1, bQCQ = 5, 21 = Co (411)

olarak bulunur. Mertebe kogullari kullanilarak belirlenen parametrelerin siste-
matik bir bi¢imde sunulmas1 Cizelge (4.1)’de gosterildigi gibi Butcher tablosu

olarak adlandirilir.

0
Co az
C3 asi a32
Cs (5] (07) Tt Qs s—1
bl b2 e bsfl bs

Cizelge 4.1: Agk Runge-Kutta metodu i¢in Butcher tablosu.

(4.11) kosullart kullanilarak belirlenen parametrelerin en gok bilinenleri

asagida sunulmustur.

0 0 0
1] 1 P
3| 2 , 3| 3 ve 1 1
1 3 1 1
0 1 i 2 3
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Bunlara ek olarak ¢ok iyi bilinen 3. mertebe

0
1 1
2 2
1 -1 2
1 2 1
6 3 6
ve 4. mertebe
0
1 1
2 2
1 1
3 0 3 (4.12)
1 0 0 1
1 1 1 1
6 3 3 6

klasik Runge-Kutta metodlar: bigiminde verilir (Iserles, 2009).
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5 PARCALAMA METODLARI

Bu kisimda, Kismi diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oztimlerinin he-
saplanmasi icin gelistirilimig c¢esitli parcalama metodlarindan bahsedecegiz.
Ayni zamanda bu caligmada sayisal ¢oziimler elde etmek i¢in kullandigimiz
pargalama metodlarini sunacagiz.

Nonlineer parabolik kismi diferansiyel denklemini

du A -
o = Aw®) + Blu(t),  u(0) = u, (5.1)

formunda ele alalm. Burada u(z,t) € RP , A, B ve A + B (smirsiz olabilir)
operatorleri sonlu ya da sonsuz Banach uzayr iizerinde pozitif ¢t icin C°
yari-gruplarn gererler. Islemlerde kolaylik olsun diye nonlineer denklem Lie

Operatorleri sayesinde (goriintigte) lineer bigiminde agagidaki gibi yazlabilir

d
= Au(t) + Bu(t), (5.2)
dt
burada A, B'ler A, B ile iligkilendirlmis u(¢) fonksiyonuna uygulanan
A=Awn) L B =B (5.
N ou’ - ou '

Lie operatorleridirler. (5.2) denklemininin formal ¢oziimii u(t) = e+ By,

o0

u(t) = By = Z% (A(u(t))% + B(u(t))a%) u

k=0

u=1ug

bigiminde {istel fonksiyonun Taylor seri agilimi yardimi ile kolayca ifade
edilebilir. (5.2) denklemini sayisal olarak ¢dzmek igin kullanilan pargalama

metodunun igleyisi 6ncelikle denklemi tam(ya da sayisal) olarak ¢oziilebilen

du du
o u(t) ve o u(t) (5.4)

iki ayr1 alt denkleme parcalayip her bir denklemin ¢oziimlerini ayr1 ayri elde

etmektir. Nonlineer durumlar i¢in (5.2) denklemininin formal ¢dziimii et A+B)

akig dontigimii(Flow map) <I>EA+B) ile yer degistirilebilir. Diger taraftan (5.4)
ile verilen her bir denklemin yeterince kii¢ciik zaman adimi k i¢in tam k-

k4 ekB) ile tammlanabilir. Bu durumda en basit

akiglari(flows) @2, @5 (veya ek, e
pargalama metodu

Ly = & o ®F veya Ly, = ®F o &, (5.5)

bi¢imindedir ve bu metod birinci mertebe Lie- Trotter par¢alama metodu olarak

adlandirilir.
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Tanim 5.0.1 (Hairer et al., 2006) Bir parcalama metodu Wy, igin
U, = o + okt
esitligi saglamyorsa metodun mertebesi p olarak tanimlanar.

Tanim 5.0.2 (Hairer et al., 2006) Bir sayisal Vi, metodunun adjointi V7,
orjinal metodun ters zaman advmi —k ile ters dontusumiu alinarak asagidaki

gibi tanimlanar.

Tanim 5.0.3 (Hairer et al., 2000) Asagqidaki esitligi saglayan bir sayisal Wy,

metoduna simetriktir denir.
Uy =V

Eger Lie-Trotter metodunun ve adjointinin L} = ®F o & yar1 zaman adim

i¢in bilegkesi alinir ise 2. mertebe zamana gore simetrik metodu

Se = Oy 0 B 0 By, (5.6)
Sk = Dpjp 0 O 0 Dy, (5.7)

elde edilir ve sirasiyla ”ABA” ve "BAB” kalibina sahip Strang parcalama
metodu olarak adlandirilirlar. Daha ytiksek mertebeden ” BAB” kalibina sahip

parcalama metodlar

_ &B A B A B
Uy =Py 0Py, 00y odp, o (I)kbsﬂ, (5.8)
veya denk olan
\I]k — ekb5+1B ekasA - eksz ekalAekblB (59)

seklinde yazilabilir. Burada s genellikle metodun adim sayisi olarak ad-
landirilir, aq,...,a,, ve by,...,b, sayilari, istenen mertebeden metoda gore
belirlenip segilen reel ya da kompleks sayilardir (Creutz and Gocksch, 1989)
(Suzuki, 1990) (Yoshida, 1990).
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Eger (5.8) ya da buna denk olan (5.9) denklemlerinde by = bsyqy = 0
secilirse 7 BAB” kalibina sahip parcalama metodu farkli hesaplama maliyet
olan "ABA” kalibina sahip metoda kolaylikla doniigtiiriilebilir. (5.8) ve
(5.9) denklemlerine dikkat edilir ise indislerin yerinin ve bunlarla birlikte
operatorlerin yerini degistigi goriilecektir. Bu degisimin sebebi lineerlestirme
islemi i¢in kullanilan Lie tirevlerin etkisi olarak bilinir ve Vertauschungssatz

olarak adlandirilir (Hairer et al., 2006).

2. mertebeden biiyiik reel katsiyili parcalama metodlar1 zorunlu olarak
baz1 negatif katsayilar1 igermektedir (Blanes and Casas, 2005). Genel olarak
yar1 gruplar negatif zaman adimlari icin iyi tamimh degildir. C° yar1 grubunu
geren A ve B operatorleri igin katsayilar iizerindeki pozitiflik kogulu 2. merte-
beden yiiksek parcalama metodlarini kullanmay1 engellemektedir. Mertebesi
2’den biuytlk olan pozitif katsayili parcalama metodlar1 diigiik mertebeden
parcalama metodlar1 kullanmilarak ekstrapolasyon teknigi ile kolayca elde
edilebilir. Bu caligmada Burgers’ tipi denklemleri ¢ozmek igin ekstrapolasyon
teknigi kullanilarak elde edilmis 4. ve 6. mertebe parcalama metodlar1 kul-

lanilmagtar.

Birbirinden bagimsiz olarak (Castella et al., 2009) ve (Hansen and
Ostermann, 2009) ¢aligmalarinda, yari-grup baglaminda 2. mertebeden biiyiik
parcalama metodlarinin varhg ile ilgili acik problem c¢ozilmiustiir. Aym
calismalarda yazarlar mertebesi 3 ten 14 e kadar olan kompleks katsayili
parcalama metodlar1 simifi geligstirmiglerdir ve lineer denklemler icin teorik
hata siiri1 sunmuslardir. Bu calismalarda elde edilen sonuclar formal olarak
nonlineer denklemler icin de biitlin iistel ifadeler uygun olan nonlineer
akig doniigiimleri ile yer degistirilerek genisletilebilir. Otonom ve nonotonom
durumlar i¢in baz1 sayisal sonuglar (Castella et al., 2009) ve (Seydaoglu and

Blanes, 2014) c¢aligmalarinda sunulmustur.

Diger taraftan Burgers’ tipi denklemlerde mevcut olan viskozite sayisi
gibi bazi fiziksel parametreler, teroik olarak iiretilen sayisal metodlar igin
avantaja cevrilebilir. Bu agidan bu tip denklemleri ¢6zmek i¢in perturbe edilmis
sistemler icin tiretilmig parcalama metodlarim1 kullanmak daha avantajh
olacaktir. Simdi ekstrapolasyon teknigi ile elde edilen ve perturbe edilmis

sistemler icin tiiretilen parcalama metodlarina deginilecektir.
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5.1 Ekstrapolasyon teknigi ile tiiretilmis parcalama me-

todlar:

2. mertebeden ytiksek parcalama metodlar: i¢in katsayilarin pozitif olma
kosulunu agmak igin ekstrapolasyon teknikleri kullanilabilir. Ekstrapolasyon
tekniklerinde farkli zaman adimlar1 & i¢in uygulanan basit diigiik mertebe
integrasyon metodlari ile ige baglanir. Daha sonra bu metodlarin uygun lineer
kombinasyonlar1 ile daha yiliksek mertebeden metodlar tiretilir. Diferansiyel
denklemleri ¢ézmek icin mertebesi 2p olan simplektik integratorlere ekstra-
polasyon teknigi uygulanarak tiiretilmig bir ¢ok yiiksek mertebeden sayisal
metodlar (Blanes et al., 1999)’da bulunabilir. ®; herhangi bir sayisal metod

olmak lizere

4 1
Uy, = 5%/2 oy — gq)k, (5.10)
ve
81 16 1
Uy, = E(Dk/:% 0 D30 Py 3 — 1_5(I)k/2 o Dp/o + ﬂq)kv (5.11)

bigiminde ekstrapolasyon metodlarini ele alahm. Eger &, sayisal metodu 2.
mertebe simetrik Strang metodu (5.7) olarak segilir ise 4. mertebe pargalama

metodu
4 1
Uy = §¢kB/4 © @?/2 © (I)Em © (I)?m © q)kB/zL - gq)kBm o ®;' o (I)f/m (5.12)

ve 6. mertebe parcalama metodu

81
Uy, = _(I)kB/es © (I)?/g © (I)kB/?) © (I)?/z% © CDkB/3 © CI’?/3 © (I)E/ﬁ

40
16 _ A B A B L 5 A 4B (5.13)
- 1_5¢k/4 0D p 0Py 0Pl 0Py + ﬂcbk/Q o Py o @y,

elde edilir.

5.2 Perturbe edilmis denklemler icin parcalama metod-

lar:

Burgers’ tipi denklemler igerisinde bulunan parametreler sayisal metodlar
icin avantaja cevrilebileceginden daha énce s6z etmistik. Bu durumda A(u(t))
operatérii baskin kisim, yani ||B(u(t))|| < || A(u(t))|| olarak diisiiniilebilir. O
halde (5.2) denklemi

du
= = (A + eB)u(t), (5.14)
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olarak yazilabilir ve burada e, |¢| < 1 olacak bigimde kii¢iik parametredir.
2. mertebe simetrik (5.6) metodunu B’yi e€B ile yer degistirerek tistel

formda ele alalim. O halde

egA ok B egA _ ek(A+eB)—2i4k;3[A,[A,EB}]+T12k3[eB,[A,eB]]+..- : (5'15)

esitligi yazilabilir. Burada Lie braket (ya da komutator) [., .], (5.3)’te tanimlanan
A ve B operatorleri i¢in [A, B] = AB — BA bi¢iminde tanimlanir. Lie braketler

Baker-Campbell-Hausdorff formiiliiniin (Hairer et al., 2006) (5.15) esitliginin

sol tarafina uygulanmasindan ortaya gikmaktadir. Bu esitlikten yerel(local)

hatanin mertebesinin O(ek? + €2k3) oldugu kolayca goriiliir. Bu hata k ya gore

3. mertebe €[A, [A, B]] ve €2[B, [A, B]] komutatorlerinden kaynaklanmaktadir.

Kiiciik € parametresi ¢ < h veya en azindan € ~ h olarak diiginiilebilir

(McLachlan, 1995). O halde genel komposizyon (5.9) metodunda B yerine ¢B

alinarak baskin hata terimleri k’ya ve €’a gore yok edilebilir. Bu sekilde a;, b;

katsayilar1 secilerek kiigiik € sayis1 avantaja geviren metodlar gelistirilebilir.

s-agamali simetrik BAB kompozisyonu

\Il(k) — ekbs+1€B ekasA . ekbgeB eka1A ekbleB’ (516)
burada as+q1_; = a;, beio_1 =0b;, 1=1,2,..., ve ABA komposizyonu
+ ) + ) ) & ) Yy
\I/(kf) — ekas+1A ek‘bsaB L. ekaQA ekaEB ek:a1A’ (517)
burada agyo_; = a;, bsy1—1 = b;, ¢ = 1,2,... bicimindedir. Bu durum-
+ 9 + 9 y 4y

larda baskin terimler p; goreceli biiyiik degerler olmak tizere O(ekP') olarak
diigtiiniilebilir. Daha sonra kiiciik € parametresi istenen parcalama metodlarinin
dogruluk hesaplamasina katilabilir. (p1,p2), p1 > p2 olacak gekilde metodun
etkin mertebeleri olmak iizere yerel(local) hata O(ekPr* + €2kP2T1) olur.
(McLachlan, 1995) galigmasinda mertebesi (p1,2), py < 10 olacak sekilde
katsayilar a;,b; pozitif olan metodlar ve mertebesi (p1,4), p1 = 8,10 olacak
sekilde cesitli metodlar sunulmusgtur. (Blanes et al., 2013b) g¢aligmasinda
ise genellegtirilmis mertebesi (p1,2), pr > 4 ve (p1,4), p1 > 6 olacak
sekilde simetrik parcalama metodlarinin mertebe kosgullari Lyndon c¢oklu-
indeksler kullanilarak sunulmustur ve mertebesi (p;,4), p1 = 8,10 olan baz
metodlar uygun mertebe kogullarindan gelen polinom denklemleri ¢oziilerek

elde edilmistir.
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Diger taraftan ¢arpma isleminin maliyetli olmasindan, kompleks katsay1il
parcalama metodlar1 reel katsayili metodlardan daha maliyetli olmaktadir.
Maliyeti diigiirerek katsayilarin sadece bir kiimesi kompleks degerli olan
parcalama metodlar1 (Castella et al., 2009; Seydaoglu and Blanes, 2014)
galigmalarinda onerilmistir. Bunlara ek olarak etkin mertebesi (6,4) ve a; ler
pozitif ve reel degerli, b; ler ise reel kisimlar1 pozitif olan kompleks degerli
parcalama metodu (Seydaoglu and Blanes, 2014) ¢alismasinda elde edilmistir.

Bu son metod nonotonom sistemler i¢in ¢ok etkili ve kararhdir.
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6 SAYISAL SONUCLAR

Oncelikle Burgers’ tipi denklemler i¢in parcalama metodlarmin nasil

uygulandigina deginelim.

Viskoziteli Burgers’ denklemi
(2.12) ile verilen baslangi¢ deger problemini ele alalim. Bu denklem igin

parcalama metodunun igleyisi, viskozitesiz Burgers’ denklemini

2

u
up = —(E)x, u(z,0) = up(x), (6.1)
ve difiizyon denklemini
Up = Vg, u(z,0) = up(x). (6.2)

ardigik olarak ¢ozmektir. Swrasiyla (6.1), (6.2) ile verilen denklemlerin tam
¢Oziimiini veren dontigtimler (ya da yeterince hassas sayisal yaklagimlar )

o2 ®F ile verilsin. O halde (2.12) denkleminin yaklagik ¢oziimii
u(z, k) = Wrug(x). (6.3)

bi¢iminde olur. Burada Wy, yeterince kiigiik zaman adimi £ igin (5.8)(veya
5.9) ile verilir. Cesitli sinir ve baglangig kosulu ile verilen Burgers’ denkleminin
yiiksek mertebeden pargalama metodu ile sayisal ¢oziimleri (Seydaoglu et al.,

2014) galigmasinda sunulmustur.

Viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony-Burgers’ denklemi
(2.13) ile verilen denklem agagidaki gibi iki alt denkleme parcalanir.

u2

Up — Uggt = —(7)‘%, u(z,0) = ug(x), (6.4)

Ut — Uggt = VUgg — ﬂuxa U(I7 0) = UO(Z') (65)

Daha sonra elde edilen her bir alt denklem ardigik olarak ¢oziiliir ve (6.3)

bi¢ciminde yaklagik ¢oziim elde edilir.

Viskoziteli Rosenau-Burgers’ denklemi

Son olarak (2.15 ) ile verilen denklem

u2
2

Vs u(z,0) = ug(x), (6.6)

Ut + Upggat = _(



44

U + Ugpgat = VlUgy — ﬁuxa U(ZL‘, 0) = uO(:E) (67)

bi¢iminde iki alt denkleme parcalandiktan sonra yukaridakilere benzer sekilde
ardigik olarak ¢oziiliir ve yaklagik ¢oziimler (6.3) bigiminde elde edilir.

Burada parcalama islemlerinden sonra elde edilen alt denklemlerden biri
belirli zaman araliginda baslangi¢ koguluna bagh olarak siireksiz gok ¢oztimleri
iiretirken diger denklem her zaman siirekli ¢oztimler tiretmektedir. Bu durumda
alt denklemlerin ¢oziimlerini birlegtirme iglemini agiklamak yararli olacaktur.
(Holden et al., 1999) ¢aligmasinda yeterince diizgiin baslangig degerleri i¢in,
sok coziimlere neden olan denklemin parcalama zaman adim uzunlugundan
kaynaklanan zaman adimlar1 kontrol altinda tutulur ise Strang parcalama
metodunun pargalanmamis denklemin diizgiin ¢oziimlerine yakinsadigi goste-
rilmigtir. Diger bir (Holden et al., 2013) ¢calismasinda, pargalama prosediiriiniin
yakinsak oldugu varsayimi ile parcalama coziimlerinin parcalanmamig denk-
lemin zayif(weak) c¢Oziimlerine yakinsadigi ispatlanmigtir. Diigitk mertebe
parcalama metodlar1 bu kosullar altinda yakinsaktir ve benzer sonuclar
diizgiinliik(smoothness) tizerinde giiclii kabuller kullanarak yiiksek mertebeler
icin de beklenebilmektedir.

Bu tezde sayisal ¢oziimler icin kullanilan parcalama metodlarindan

bahsedelim. Reel katsayili olan pargalama metodlar1 agagida verilmistir.

e Strang: Ikinci mertebe simetrik Strang parcalama metodu (5.7);

e ML(6,2): (McLachlan, 1995) ¢alismasinda perturbe edilmis sistemler

i¢in geligtirilen 2. mertebe simetrik parcalama metodu ;
e (EXT4): 4. mertebe ekstrapolasyon metodu (5.12);

e (EXT6): 6. mertebe ekstrapolasyon metodu (5.13);

Bunlara ek olarak a; € RT olacak sekilde kompleks katsayili olan parcalama

metodlar1 asagidaki gibidir.

e (RC4): (Castella et al., 2009) galismasinda elde edilen 4 agamali 4.

mertebe metod ;

e (O4): (Blanes et al., 2013a) calismasinda elde edilen 4 agamali 4. mertebe
metod, bu metod http://www.gicas.uji.es/Research/splitting-complex.html

adresinde bulunabilir;
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e (SM4): (Seydaoglu and Blanes, 2014) galigmasinda perturbe edilmig
sistemler igin geligtirilen optimize edilmis 4-agamali 4. mertebe parcalama

metodu;

e (SM(6,4)): (Seydaoglu and Blanes, 2014) ¢aligmasinda perturbe edilmis

sistemler igin gelistirilen 6-asamali 4. mertebe pargalama metodu;

Cizelge 6.1: "BAB” kalibina sahip Pargalama metodlarinin katsayilari.

Efektif (6,2) mertebe metod: ML(6, 2)

by =1/12 a; = (5 —+/5)/10
by = 5/12 as = 1/V/5
bgibz., b4:b1 a3 = ax

4-agamali 4. mertebe metod: RC4

by = 1/10 — i/30 4y =ay=a3=as=1/4
by = 4/15 + 2i/15

by = 4/15—i/5

by = by, bs = by

Optimize edilmig 4-agamali 4. mertebe metod: O4

by = 0.060078275263542 + 0.060314841253379¢ a; = 0.1859688195991091314
by = 0.270211839133611 — 0.1529039322911624 az = 0.3140311804008908686
bs = 0.339419771205694 + 0.185178182075567¢ ag = g, a4 = Q4

by = by, bs =0y

Optimize edilmis 4-agamali 4. mertebe metod: SM4

by = 0.018329102861074364 — 0.10677008344599524i a; = 0.13505265889288437
by = 0.2784394345454581 + 0.20041452008768607i s = 0.36494734110711563
by = 0.40646292518693505 — 0.187288873283381651 a3 = a2, ay = a

by = by, by = b

Efektif (6,4) mertebe metod: SM(6,4)

by = 0.05753968253968254 — 0.007886748775536424i a3 = ay = a3 = ay = a5 = ag = 1/6
by = 0.20476190476190473 4 0.04732049265321855¢

bs = 0.16309523809523818 — 0.11830123163304637%

by = 0.14920634920634912 4 0.157734975510728514

bs = b3, bg = ba, by =y

Yukaridaki parcalama metodlarinin katsayilar1 Cizelge 6.1’de verilmigtir. Bu
metodlar, Viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony-Burgers’ ve Viskoziteli Rosenau-

Burgers’ denklemlerini periyodik sinir kosullari ile Viskoziteli Burgers’ denk-
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lemini ise hem periyodik hem de Dirichlet siir kosullar: ile birlikte ¢ozmek
i¢in kullanilmigtir. Periyodik sinir kogullar ile verilen Burgers’ tipi denklemleri
¢ozerken en uygun metodlar simetrik BAB kalibina sahip, biitiin a;’ler reel ve
pozitif degerli, b;’ler ise pozitif reel kisma sahip kompleks degerli parcalama
metodlaridir. Eger periyodik sinir kogular: ile verilen denklemler icin spektral
metodlar ayriklagtirma teknigi olarak kullamilir ise bu metodlar yani, a; € R
ve b; € C7', kararh ve daha az hesaplama maliyetine sahiptir. Dirichlet
sinir kogullar1 durumunda ise bu metodlar smifi sonlu farklar vee WENO
ayriklagtirma metodlar: i¢in kararl degildir. Bu durumda sadece reel ve pozitif
katsayih parcalama metodlarr kullamlmistir. Ote yandan verilmis kompleks
katsay1 iceren W, metodu icin sayisal ¢coziimler U, 1, kompleks ¢oziimlerin her
bir zaman adimi tamamlandiktan sonra kendi reel kismina iz diigtimii alinarak

hesaplanir, yani U, = R(V,.U,,).

Ornek 1 Bu 6rnekte (2.12) Burgers’ denkleminin

u(z,t=0) = % + }Lsm(:v) (6.8)

baglangi¢ kosulu ve [0, 27] uzay araliginda periyodik sinir kogullari ile birlikte
simiilasyonu disiiniilmiigtir. ¥ = 0.03, v = 0.003 ve uzayda Fourier spektral
ayriklastirma icin 1zgara noktalarinin sayist N = 512 olarak alinmigtir. Tam
¢Oztimler (3.2.2)’de gosterildigi gibi integrasyon faktorii metodu kullanilarak
yeterince kiiciik zaman adimlar1 i¢in 4. mertebe acik Runge-Kutta metodu
ile elde edilmigtir. Sayisal c¢oziimler icin hata, sonsuz norm kullanilarak
son zaman degeri i¢gin hesaplanmigtir. Sekil 6.1'de [0, 27] zaman araliginda
(iizelge 6.1’de verilen parcalama metodlarinin hassashg kargilagtirilmigtir. Bir
cok zaman adimi icin fazla maliyet gerektiren ®;'nin evoliisyon sayisina kargin
¢oziimlerdeki hatalar grafiklerle gosterilmistir. Biitiin metodlarin p klasik
mertebelerinin , grafikteki dogrularin egimi ile uyustugu agikga goriilmektedir.
Kompleks katsayili parcalama metodlarinin, diigiik mertebe pozitif katsayili
metodlardan ve yiiksek mertebe ekstrapolasyon metodundan daha hassas
sonuclar verdigi kolayca goriiliir. Bununla birlikte, standart metodlar kiiciik
parametre v’ye kargi hassas olmamasina ragmen perturbe sistemler icin elde
edilen metodlarin, v degeri kiigiildiikge daha iyi sonuclar verdigi goriilmektedir.

Sekil 6.2’de ise ¢oziimlerin fiziksel 6zelligini gostermek icin, problemin v’niin



farkli degerleri icin en iyi sonuglar1 veren pargalama metodlar: ile

zamanlardaki ¢oziimleri verilmigtir.
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Sekil 6.1: v = 0.03 (sol panel) ve v = 0.003 (sag panel) icin Ornek 1'in ¢ = 1’de sayisal
integrasyon hatasina karsi <I>,‘?’n1n evoliisyon sayisi.
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Sekil 6.2: N =512, k = 0.01, v = 0.03(sol panel) igin SM4 ve v = 0.003(sag panel) icin

efektif (6,4) metodlar ile Ornek 1'nin farkli zamanlardaki ¢oziimleri.
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Ornek 2 Bir sonraki érnek icin [0, 1] uzay arahgnda
u(z,t =0) = —sin(rz), (6.9)
baslangi¢ kosulu ve
u(x =0,t) =u(zx =1,t) =0, t> 0. (6.10)

Dirichlet smir kogulu ile verilen (2.12) denklemi ele almmigtir. Hopf-Cole
dontigimi kullanilarak bu ozel problemin tam c¢oziimu asagidaki gibi elde

edilir.

S0 epexp(—nPrivt)nsin(nrr)

u(x,t) = 2vm (6.11)

co+ Y oo epexp(—nlmiut)cos(nrx)’

o = /0 exp {—(10mv)~" [1 — cos(rz)]} dz,

Cn = 2/0 exp {—(10mv)~" [1 — cos(wx)]} cos(nrz)dx (n=1,2,3...)

dir. v = 0.1, v = 0.01 ve boliim (3.1)’de (3.11) ile verilen ayrik difiizyon
matrisinin boyutu D = 500 olarak segilmistir. Sayisal ¢oztimlerdeki hatalar,
(6.11) tam c¢oztimleri yardimi ile son zaman degerleri ¢t = 1, t = 3’te
(Jizelge 6.1°de verilen parcalama metodlar: i¢in sonsuz norm ile hesaplanmigtir.
Sonuclar Sekil. 6.3’de gosterilmistir. Dirichlet sinir kogullari i¢in pargalama
metodlarindaki hata terimleri sonsuz boyutlu uzayda [0, 7' zaman arahigindaki
baz1 pozitif T’ler i¢in genellikle diizgiin sinirh degildir (Hansen and Oster-
mann, 2009). Dolayisiyla yakinsaklik mertebeleri garanti edilemez. Bu sebeple
Dirichlet siir kosullar1 durumundaki sayisal testlerimizde bir ¢cok mertebe
diigmesi gozlenmistir. Sekil. 6.3’te ekstrapolasyon metodlariin diigiik mertebe
pozitif katsayili metodlardan iistiin oldugu acgikca gézlemlenmektedir. Bununla
birlikte mertebe diigmesine ragmen yiiksek mertebe ekstrapolasyon metod-
lar, (6,2) ve Strang parcalama metodlarma kiyasla oldukca kiigiik hatalar
olugturmaktadir. Bu problemde 6. mertebe ekstrapolasyon metodu, diger
metodlara nazaran oldukga hassas sonuclar iiretmektedir. Ayrica perturbe
sistemler igin geligtirilen (6,2) metodu v kiigiildiikkge daha iyi sonug vermek-
tedir. Sekil. 6.4’de ise parcalama metodlar: arasinda tstiinliikk gosteren EXT6

metoduyla elde edilmig farkli zamanlardaki sayisal ¢oziimler gosterilmistir.
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Sekil 6.3: v = 0.1 (sol panel) ve v = 0.01 (sag panel) i¢in Ornek 2’in ¢ = 1(iist satir), t = 3

(alt satir) zamanlarinda sayisal integrasyon hatasma kars <I>;€4’n1n evoliisyon sayisi.

u(x,t)

Sekil 6.4: v = 0.1(sol panel), v = 0.001(sag panel), h = 0.0125, k£ = 0.01
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Ornek 2'nin EXT6 metoduyla farkli zamanlardaki ¢oztimleri.

degerleri icin
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Sekil 6.5: v = 0.1 (sol panel) ve v = 0.01 (sag panel) icin Ornek 3’iin ¢ = 1(iist satir), t = 3

(alt satir) zamanlarinda sayisal integrasyon hatasina karg @f’mn evoliisyon sayisi.

Ornek 3 Diger bir 6rnek (2.12) denklemi [0, 1] uzay araliginda
u(z,t =0) = —z(l — x), (6.12)

baslangi¢ kogulu ve (6.10) smir kosullar: ile ele alinmigtir. Bu problemin tam

¢Ozumi

o = /0 exp {—2*(24v)~' (3 — 22)} du,

Cpn = 2/0 exp {—2*(24v) 7' (3 — 22) } cos(nmx)dx (n=1,2,3...).

olmak iizere (6.11) ile kolayca hesaplanabilir.
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u(x,t)

Sekil 6.6: v = 0.1(sol panel), v = 0.001(sag panel), h = 0.0125, k£ = 0.01 degerleri i¢in

Ornek 3’iin EXT6 metoduyla farkli zamanlardaki ¢oziimleri.

v = 0.1, v = 0.01 ve (3.11) diftizyon matrisinin boyutu D = 500
olarak almmigtir. Ornek 2'de uygulanan metodlarm ¢t = 1, ¢ = 3 son
zaman degerleri icin hatalar1 hesaplanmigtir. Sekil. 6.5'te sonuglara bakilirsa
ekstrapolasyon metodlarinin tistiinliigii belirgin bir sekilde gézlemlenmektedir.
Ayrica perturbe sistemler icin gelistirilmis metodun kiigiik parametreye olan
hassashigr agikga goriilmektedir. Sekil. 6.6’da ise parcalama metodlar1 arasinda
istiinliik gosteren EXT6 metoduyla elde edilmig farkli zamanlardaki sayisal

¢ozumler gosterilmistir.

Ornek 4 Bu ornekte (2.13) viskoziteli Benjamin-Bona-Mahony Burgers’
denkleminin

u(z,t=0) = exp(—lOsin(g)Q) (6.13)

baglangi¢ kosulu ve [0, 27] uzay araliginda periyodik simnir kogullari ile birlikte
yiiksek mertebeden parcalama metodlar ile ¢oziimleri elde edilmistir. v =
1,6 = 1, v = 001,86 = 0.1 ve uzayda Fourier spektral ayriklagtirma
igin 1zgara noktalarimin sayist N = 512 olarak alimmigtir. Tam ¢oziimler
(3.2.2)’de verilen yontem ile yeterince kiigiikk zaman adimi i¢in hesaplanmigtir.
Sayisal ¢oztimlerdeki hata, son zaman degerinde sonsuz norm kullanilarak elde
edilmigtir. Sekil 6.7’de [0, 27| zaman araliginda Cizelge 6.1’de verilen pargalama
metodlarmin hassasiyeti kargilagtirilmigtir. ®2'm evoliisyon sayisma karsin
¢oziimlerdeki hatalar grafiklerle gosterilmistir. Biitiin metodlar igin klasik
mertebe p’ler, grafikte gosterildigi gibi elde edilmistir. Kompleks katsayili

parcalama metodlarinin diger metodlara karsin daha iyi sonuclar verdigi



52

kolayca goriiliir. Bununla birlikte, perturbe sistemler icin elde edilen metodlar
kiiciik v ve B parametreleri i¢in daha avantajli hale gelmektedir. Sekil 6.8’de
problemin v ve f'min farkli degerleri i¢in en iyi sonuclar1 veren parcalama

metodlar ile farkli zamanlardaki ¢oziimleri gosterilmistir.

|
@
T

I-|— Strang
I | — ML(6,2)
F|-o- EXT4

|0 RC4
-10 F|—— 04
11 F{-%x- SM4 3
|- SM(6,4) ]
_12L L 1 L ! L ! L ! L L 1 L L I ! ! L e
0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
LOG(EVOL. S.) LOG(EVOL. S.)

LOG(HATA)
LOG(HATA)

|
©
T

Sekil 6.7: v =1, =1 (sol panel) ve v = 0.01, 3 = 0.1 (sag panel) icin Ornek 4’iin ¢t = 1’de

sayisal integrasyon hatasina kars <I>‘,3’n1n evoliisyon sayisi.
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Sekil 6.8: N =512,k =0.01, v =1,8 =1 (sol panel) i¢cin O4 ve v = 0.01,3 = 0.1(sag

panel) icin efektif (6,4) metodlar: ile Ornek 4’iin farkh zamanlardaki ¢oziimleri.

Ornek 5 Son 6rnek olarak (2.15) viskoziteli Rosenau-Burgers’ denklemi
u(z,0) = exp(—dsin((z + 2)/2)%); (6.14)

baslangi¢ kosulu ve [0, 27] uzay araliginda periyodik sinir kogullari ile birlikte
yiikksek mertebeden pargalama metodlari ile ¢oziimleri elde edilmistir. v =
1,86 =1, v = 0.01,8 = 0.1 ve uzayda Fourier spektral ayriklagtirma icin

1zgara noktalarinin sayist N = 512 olarak alinmigtir. Tam ¢oztimler (3.2.2)’de
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gosterildigi gibi elde edilmistir. Sayisal ¢oziimlerdeki hata, sonsuz norm ile
son zaman degeri igin hesaplanmigtir. Sekil 6.7’de [0,27] zaman araliginda
gesitli parcalama metodlar ile sayisal ¢oztimlerdeki hatalar karsilagtirilmigtir.
®24'nin evoliisyon sayisina kargin ¢oziimlerdeki hatalar grafiklerle gosterilmistir.
Biitlin metodlar icin yakinsaklik mertebeleri p grafikte gosterildigi gibi elde
edilmigtir. Kompleks katsayili parcalama metodlarinin daha iyi sonuclar verdigi
gosterilmigtir. Ayrica, perturbe sistemler i¢in gelistirilen metodlar v ve § para-
metreleri kiigiildiikce daha yiiksek hassasiyette sonuclar verdigi goriilmektedir.
Sekil 6.10’da problemin v ve f'nin farkli degerleri icin en iyi sonuglar1 veren

parcalama metodlar ile farkli zamanlardaki ¢oziimleri verilmistir.
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Sekil 6.9: v =1, =1 (sol panel) ve v = 0.01, 5 = 0.1 (sag panel) i¢in Ornek 5'in t = 1'de

sayisal integrasyon hatasina kars: <I>;€4’n1n evoliisyon say1sl.
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Sekil 6.10: N =512, k = 0.01, v = 1,3 = 1 (sol panel) i¢in O4 ve v = 0.01, 3 = 0.1(sag

panel) i¢in efektif (6,4) metodlar ile Ornek 5'nin farkl zamanlardaki ¢oziimleri.
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7 SONUC

Bu tez ¢aligmasinda dogrusal olmayan Burgers’ tipi denklemlerin komp-
leks katsayili ve reel pozitif katsayili yiiksek mertebeden parcalama metodlar
ile sayisal integrasyonu ele alinmigtir. Difiizyon ve adveksiyon denklemleri igin
yiiksek mertebeden hassasiyetli bir cok metod bulunmaktadir. Ancak perturbe
edilmis kismi diferansiyel denklemler i¢in kararh ve etkili bir metod olugturmak
cesitli zorluklart da igermektedir. Yiiksek mertebe parcalama metodlarinda,
difiizyon ve dogrusal olmayan adveksiyon denklemleri i¢in uygun metodlar
herhangi bir degisiklik yapilmadan ardigik olarak uygulanabilmektedir.

Bu tez caligmasi boyunca cesitli sinir kosgullar: ile verilmis Burgers’ tipi
denklemlere uygulanmak tizere, 2. mertebeden yiiksek metodlar iizerindeki
mertebe engeli olan katsayilarin pozitif olma kosulunu saglayan bir c¢ok
parcalama prosediirii aragtirilmigtir. Ayrica Lie Trotter ve Strang metodlarina
alternatif olarak yiiksek mertebeden kompleks katsayili metodlar ve ekstrapo-
lasyon teknigi ile iiretilmisg reel katsayili metodlar incelenmistir. Cesitli sinir
kosullarina bagh olarak etkili uzay ayriklagtirma metodlar1 da sunulmustur.

Burgers’ tipi denklemlere uygulanmasi i¢in geligtirilen sayisal metodlar
i¢in difiizyon yapisini etkileyen viskozite paremetresi v, agilmasi gereken bir
engel olugturmaktadir. Ancak bu tezde kullanilan perturbe edilmis sistemler
i¢in geligtirilen parcalama metodlarinda v parametresi hassasiyet 6l¢iimiini et-
kilemektedir. Dolayisiyla v parametresini avantaja dontistiirmek i¢in kullanilan
bu tip sayisal metodlar ile Burgers’ tipi denklemlerin daha hassas sayisal
¢ozuimleri elde edilmistir.

Sayisal orneklerde ise Dirichlet sinir kosulu icin beklenen mertebe
diismesi rapor edilmistir. Perturbe edilmig sistemler icin iiretilen metodlarin,
kiicik viskozite parametresine kargi hassas oldugu ve Strang parcalama
metodu kullanilarak tiretilen ekstrapolasyon metodlarinin etkili sonug verdigi

de gosterilmistir.
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