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Bu caligmanin temel amaci, karmagik diizlemin birim diski iginde analitik olan
iki farkli gekilde normalize edilmig biiyiik ¢g-Bessel fonksiyonunun Janowski yildizillik,
Janowski konvekslik, lemniskat yildizillik ve lemniskat konvekslik yaricaplarinin belir-
lenmesidir. Ayrica, her bir fonksiyonun basit ve reel sayilar olan sonsuz sayida sifira
sahip oldugu eeginden hareketle bu fonksiyonlar icin daha 6nce elde edilmis sonsuz
carpim temsilleri ve reel tam fonksiyonlarin Laguerre-Poélya sinifi, Hadamard carpan-
lara ayirma teoreminin bu caligmanin ayrilmaz bir parcasini olugturdugunu belirtmek

Onemlidir.
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1. GIRIS

Analitik fonksiyonlar, kompleks diizlemde tiirevlenebilir olan fonksiyonlardir.
Bu fonksiyonlar, Taylor serisi ile temsil edilebilir ve lokal olarak kuvvet serileri ile
ifade edilir. Analitik fonksiyonlar, kompleks analizin temel yap: taglarindan biridir ve
bir¢gok matematiksel problemin ¢oziimiinde kullanilir. Geometrik Fonksiyon Teorisi,
kompleks analiz alaninda analitik fonksiyonlarin geometrik davraniglarini inceleyen bir
alt disiplindir. Bu teori, 6zellikle birim disk D = {3 € C : |3 < 1} {izerinde tanimh
olan fonksiyonlar1 temel alir ve bu fonksiyonlarin gériintii bolgelerinin gekli, biiytik-
liigii, konveksligi, yildizilligi gibi 6zelliklerini analiz eder. Bu tiir geometrik 6zelliklerin
incelenmesi, fonksiyonlarin yapisi hakkinda derin bilgiler sunar.

Geometrik fonksiyon teorisinde normalize edilmisg analitik fonksiyonlar sinifi A
ile gosterilir ve eger f € A ise adina normalizasyon kogullar1 dedigimizf(0) = 0 ve
f'(0) = 1 kosullarmi saglayan fonksiyonlardan olugur. Normalizasyon, analitik fonk-
siyonlar i¢in bir standart form saglar. Normalize etme, fonksiyonlar arasindaki fark-
liliklar: netlegtirerek simiflarin daha iyi analiz edilmesini saglar. Bu alanda, o6zellikle
birim disk {izerinde tanimli analitik fonksiyonlarin normalizasyonu, fonksiyonlarin si-
niflandirilmasi ve incelenmesinde biiyiik bir éneme sahiptir. Normalizasyon olmadan,
fonksiyonlar orijinde keyfi davraniglar sergileyebilir, bu da geometrik 6zelliklerinin ince-
lenmesini zorlagtirir. f(0) = 0 ve f'(0) = 1 kogullari, tiim fonksiyonlarin aym "baglangig
noktasina" sahip olmasini saglar. Daha acik bir ifadeyle, bu kogullar, fonksiyonun ori-
jinde "merkezlenmis" olmasini ve 3 = 0 noktasinda tiirevinin 1 olmasini saglar. Birim
disk D = {3 € C: |3| < 1} {izerinde tamimli bir normalize edilmis analitik fonksiyon

FG)=3+a” +ass’ +--- =3+ > ang",
n>2
seklinde seri achimi ile yazilabilir, burada as, as, . . . katsayilari, fonksiyonun 6zelliklerine
bagl olarak belirlenir. Normalize edilmis fonksiyonlar, genellikle Taylor serisi katsayilari
as, as, . .. cinsinden incelenir. Bu katsayilar, fonksiyonun geometrik davranigi hakkinda
onemli bilgiler tagir.
Normalize edilmig analitik fonksiyonlarin sinifinin A ile gosterildiginden bah-

setmigtik. Bu simifa ait onemli bir alt simif ise univalent yani birebir ve analitik olan
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fonksiyonlarin sinifidir ve bu sinif § ile gosterilir. Univalent fonksiyonlar, birim diskte
her iki farkli noktay1 farkl degerlere gotiiren fonksiyonlardir. Bir bagka ifadeyle, D =
{3 € C: |3 < 1} birim disk iizerinde tanimh bir analitik fonksiyon f(3) olsun, eger bu
fonksiyon birebir (univalent) ise, yani V31,32 € D icin f(31) = f(32) olmasi i¢in gerek
ve yeter sart 3; = 32 olmasi ise, f(3) fonksiyonu univalent olarak adlandirilir. Bu fonk-
siyonlarin goriintii bolgeleri ¢ogunlukla karmagik, fakat kontrol edilebilir geometrilere
sahiptir. Ornegin, Koebe fonksiyonu k(3) = (lf—é)Q, S smifinin carpici bir 6rnegidir; bu
fonksiyonun goriintiisii tiim kompleks diizlemi (tek bir yarigember harig) kaplar. Bu

fonksiyonlar, Riemann doniigiim teoremi gibi temel sonuglarda énemli bir rol oynar.

e Bieberbach tahmini (1985’te de Branges tarafindan kanitlanmigtir), normalize

edilmig univalent fonksiyonlar i¢in |a,| < n oldugunu ifade eder.

e Fekete-Szegs problemi, |az — pa3| ifadesinin maksimizasyonu ile ilgilidir ve fonk-

siyonun geometrik ozelliklerini yansitir.

Kompleks analizde 6nemli bir yere sahip olan Bieberbach tahmini, birim disk iizerinde
iinivalent ve normallegtirilmis fonksiyonlarin Taylor katsayilar: iizerine getirdigi sinirla-
malar nedeniyle yaklagik yetmig yil boyunca ¢oziilememis 6nemli bir problemdir. 1916

yilinda Ludwig Bieberbach tarafindan ortaya atilan bu tahmin, her f € S i¢in
f(3) =3+ a3 +asz” +... seklinde yazildiginda, |a,| <n

esitsizliginin gecerli oldugunu ve esitligin yalnizca dondiiriilmiis Koebe fonksiyonu i¢in
saglandigini 6ne siirmektedir.

Bu problem, 1985 yilinda Louis de Branges tarafindan ¢6ziilmiig ve onun ispati,
analitik fonksiyon teorisinin farkh tekniklerinin ustaca bir birlesimini icermektedir. de
Branges’in yaklagimi, 6zellikle Hilbert uzayi operator teorisi, lineer fonksiyonel analiz,
ve dikkat cekici sekilde, bazi 6zel fonksiyonlarin davraniglarini da temel alir.

Bu baglamda, hipergeometrik fonksiyonlar, ézellikle ispatin teknik boliimlerinde
ortaya cikan integral doniigiimleri ve fonksiyonel egitsizliklerde temel rol oynamigtir.
de Branges, belirli fonksiyonel egitsizlikleri sagladigini géstermek icin, hipergeometrik
fonksiyonlarin katsay: biiyiime 6zelliklerinden ve bazi pozitiflik kriterlerinden faydalan-

migtar.



1.1. Hipergeometrik Fonksiyonlarin Rolii

Ispatin merkezinde yer alan fonksiyonlar, belirli bir smifa ait olan tam fonksi-
yonlardir (tiim kompleks diizlemde analitik). Bu fonksiyonlar, agagidaki genel bigimde

tanimlanan hipergeometrik serilerle yakindan iligkilidir:

i) =30 Dl &

|

—~ () n
de Branges’in yapisi, bu tiir fonksiyonlarin 6zel degerlerinden ve 6zellikle Koebe fonk-
siyonu gibi fonksiyonlarin hipergeometrik temsillerinden yararlanarak caligir. Koebe
fonksiyonu:

kG = m s =3+ 27+ 350+
(1-3)

agagidaki sekilde ifade edilebilir:

k(3) =3-2F1(1,2;1;3)

Bu ifade, Koebe fonksiyonunun tiim Taylor katsayilarinin tam olarak a, = n
oldugunu ve dolayisiyla Bieberbach tahminindeki egitlik durumunu sagladigini gosterir.
de Branges, ispatinda bu tip 6rnek fonksiyonlar: kargilagtirma olciitii olarak kullanmig
ve katsayilar iizerinde porzitiflik saglayan fonksiyonel esitsizlikler iiretmigtir.

Ozellikle, hipergeometrik fonksiyonlarin diferansiyel denklemlerle olan iliskisi,
ispatta kullamilan Hermit tipi fonksiyonel iligkilerin analizinde biiyiik 6nem tasimig-
tir. Boylece, hipergeometrik fonksiyonlarin hem dogrudan temsilleri hem de tiirevsel
ozellikleri, ispat siirecinde yap1 taglar: haline gelmigtir.

Louis de Branges’in 1985’te sundugu ispat, yalnizca kompleks analizde degil,
ayni zamanda fonksiyonel analiz ve 6zel fonksiyonlar kuraminda da cigir agici bir or-
nek tegkil eder. Hipergeometrik fonksiyonlar, bu ispatta yalnizca érnek verici olarak
degil, ayn1 zamanda daha derin yapisal baglantilar kurmak amaciyla da kullanilmig-
tir. Bu nedenle, hipergeometrik fonksiyonlar yalnizca klasik 6zel fonksiyonlar sinifinda
degil, aym1 zamanda modern analitik tekniklerin de ayrilmaz bir parcasi olarak deger-
lendirilebilir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde, belirli nicelikleri maksimize veya minimize
eden ekstremal fonksiyonlar bulmak 6nemlidir. Normalizasyon, bu tiir problemlerin
formiile edilmesi ve ¢Oziilmesi icin tutarli bir cerceve saglar. Ayrica, normalizasyon,
aragtirmacilarin fonksiyonlarin geometrik 6zelliklerine odaklanmasina olanak tanir. Bu

ozellikler sunlar: icerir:



Univalentlik: Fonksiyonun birebir olup olmadig:.

Yildizillik: Fonksiyonun birim diski, orijine gore yildizil bir bélgeye resmedip res-

medigi.

Konvekslik: Fonksiyonun birim diski, konveks bir bolgeye resmedip resmedigi.

Yaricap Problemleri: Bir fonksiyonun univalent, yildizil veya konveks kaldigi en

biiyiik yaricapin belirlenmesi.

Geometrik fonksiyon teorisi, Riemann doniigiim teoremi gibi temel sonuclarda

onemli bir rol oynar.

1.2. Riemann Doniisiim Teoremi

Riemann Déniigiim Teoremi, kompleks analiz ve geometrik fonksiyon teorisinin
temel yapi taglarindan biridir. Bu teorem, basit baglantili bolgeler arasinda konform
eslemelerin varligini garanti eder ve hem teorik hem de uygulamal matematikte genig
bir kullanim alanina sahiptir. Teorem, univalent fonksiyonlarin incelenmesinde ve fizik-

sel problemlerin ¢oziimiinde kritik bir rol oynar. Riemann Déniigiim Teoremi, agsagidaki

sekilde ifade edilir:

Teorem 1.1 (Riemann Doniisiim Teoremi) C kompleks dizleminde, basit baglan-
tils ve ozdes olmayan (yani tim dizlem olmayan) herhangi bir D bolgesi i¢in, birim
disk D = {3 € C: |3] < 1} ile D arasinda konform bir esleme (yani birebir ve analitik

bir doniisim) vardir. Daha kesin olarak, bir f : D — D konform donigsimi bulunabilir.

Bu teorem, wg, D bolgesinde sabit bir nokta olmak iizere f(0) = wg ve f'(0) > 0 gibi
ek kogullar altinda benzersiz bir déniigiimiin varligin1 da garanti eder.
Riemann Doéniigiim Teoremi, agagidaki nedenlerle geometrik fonksiyonlar teori-

sinde biiyiik bir 6neme sahiptir:

e Konform Egleme: Teorem, basit baglantili bolgeler arasinda konform eslemelerin
varligin1 garanti eder. Bu, karmagik geometrik gekillerin birim disk gibi daha basit

bir bolgeye indirgenmesini saglar.

e Univalent Fonksiyonlar: Teorem, univalent (birebir) fonksiyonlarin incelenme-
sinde temel bir aracgtir. Birim disk iizerindeki univalent fonksiyonlar, Riemann

Doniigiim Teoremi sayesinde diger bolgelerle iligkilendirilebilir.

4



e Fiziksel Uygulamalar: Konform doniigiimler, akigkanlar dinamigi, elektrostatik ve

11 transferi gibi fiziksel problemlerin ¢6ziimiinde yaygin olarak kullanilir.
Riemann Doniigiim Teoremi’nin ispati, genellikle agagidaki adimlar icerir:

1. D bolgesinin basit baglantili oldugu varsayilir.

2. D bolgesi ile birim disk D arasinda bir konform esgleme bulmak igin, énce D

bolgesi birim diske homeomorfik (siirekli ve tersi siirekli) olarak eglenir.

3. Daha sonra, bu homeomorfizmin analitik oldugu ve tiirevlenebilirligi saglandig:

gosterilir.

4. Son olarak, f(0) = wy ve f’(0) > 0 gibi ek kogullar altinda eglemenin benzersiz

oldugu kanitlanir.

Bu caligmanin temel amaci, karmagik diizlemin birim diski i¢inde analitik olan
iki farkli sekilde normalize edilmig biiyiik ¢-Bessel fonksiyonunun Janowski yildizil-
lik (starlikeness), Janowski konvekslik, Lemniskat yildizilik ve Lemniskat konvekslik
yarigaplarinin belirlenmesidir. Ayrica, her bir fonksiyonun basit ve reel sayilar olan
sonsuz sayida sifira sahip oldugu gerceginden hareketle bu fonksiyonlar i¢in daha énce
elde edilmis sonsuz carpim temsilleri ve reel tam fonksiyonlarin Laguerre—Pélya sinifi,
Hadamard carpanlara ayirma teoreminin bu ¢aligmanin ayrilmaz bir parcasini olustur-

dugunu belirtmek 6nemlidir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu kisimda, tezin temel sonuclarinin elde edilmesinde 6nemli yer tutacak olan,
inivalent fonksiyonlarin temel alt siniflarina ve bu siiflara ait bazi1 énemli tanimlara,

teoremlere ve Orneklere yer verilmigtir.
2.1. Yildizil Fonksiyonlar

Bir S C C bdélgesi ve xy € S bu bdlge icinde bir nokta olsun. Eger bu zy € S
noktasindan kiimedeki her diger noktaya ¢izilen dogru parcasi tamamen S bdlgesinin

icinde kaliyorsa, yani
Vee S, Vitel0,1]: (1 -tz +tzes

ise, bu balgeye xy € S noktasma gore yildizil (star-shaped ya da starlike) bolge denir.
Orzel olarak zq € S noktasi orijin olarak alinirsa S bolgesine orijine gore yildizil ya da
kisaca yilz1l bolge denir. Bir f € A fonksiyonu i¢in f(ID) kiimesi orijine gore yildizil ise
yani herhangi bir 3 € D ve her ¢ € [0, 1] i¢in, ¢ f(3) € f(D) kosulu saglaniyorsa, bu fonk-
siyona yildizil fonksiyon denir. Geometrik fonksiyon teorisinde bir f € A fonksiyonu
altinda D birim diskinin goriintiisii yildizil bir bolge ise bu fonksiyon yildizil fonksiyon
olarak adlandirilir. Bu fonksiyonlarin sinifi genellikle S* ile gosterilir.
Bu tiir fonksiyonlar i¢in agagidaki karakterizasyon sikca kullanilir:

" { ) >

Bu ifade, orijine giden her dogru parcasinin goriintii altinda da bir dogru parcasi olarak

kalmasini garanti eder.

Teorem 2.1 (Yildizil Fonksiyonlar i¢in Diferansiyel Kosul) Bir f : D — C fonk-
siyonu birim disk i¢inde holomorfik, f(0) =0 ve f(3) # 0 olmak tzere

()0 e

esitsizligini saglhyorsa, f yildizil (starlike) bir fonksiyondur.
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Ornek olarak

fG)=—"—, [f()=—log(1—3), [f(3)=23¢

fonksiyonlarinin her biri yildizil fonksiyondur.

2.1.1. Konveks Fonksiyonlar

Karmagik diizlemde bir D C C bélgesi verilmig olsun. Eger V31,32 € D icin bu
noktalar: birlegtiren dogru parcasi biitiiniiyle D icinde kaliyorsa, bu durumda D bdlgesi

konveks (digbiikey ya da ¢ikintisiz) olarak adlandirilir. Yani,
V31,30 € D, Vtel0,1], tz;+(1—1t)32€D

sart1 saglanirsa D konveks bir bélgedir. Bir f: D — C holomorfik ve iinivalent fonksi-
yonu igin f(ID) konveks bir bolge ise, bu fonksiyon konveks fonksiyon olarak adlandirilir.
Bir bagka ifadeyle, f : D — C fonksiyonu, eger tanim kiimesi D C C konveks olmak

uzere

F31+ (1 =N3z2) <Af(1) + (1= A)f(32) V31,32 € D, VA €[0,1]

esitsizligi saghyorsa f fonksiyonu konveks (digbiikey) fonksiyon olarak adlandirihir. Bu
tanima gore, 3; ve 3o noktalar1 arasinda alinan herhangi bir ara noktanin fonksiyon
degeri, bu iki u¢ noktanin fonksiyon degerlerinin agirlikli ortalamasindan biiyiik ola-
maz. Geometrik fonksiyon teorisinde bir f € A fonksiyonu altinda I birim diskinin
goriintiisii konveks bir bélge ise bu f fonksiyonu konveks fonksiyon olarak adlandirilir.

Konveks fonksiyonlarin sinifi genellikle /C ile gosterilir.

Teorem 2.2 (Konveks Fonksiyonlar i¢in Diferansiyel Kosul) Bir f € A fonk-
siyonu, yani birim disk D dzerinde analitik ve normalize edilmigse ( f(0) =0, f'(0) =

1), verilmis olsun. Bu durumda,

31" (3)
f'(3)

diferansiyel kosulu saglamyorsa f konveks fonksiyondur.

S)%e(lJr )>0 V3D

Asgagidaki fonksiyon konveks bir fonksiyondur:



Bu fonksiyon D i¢inde analitik ve normalize edilmig bir fonksiyondur. Tiirevlerini

hesaplayalim:
1 2
f'3) = . SG6) =
(1-3)° (1-3)°
Diferansiyel kogulu hesaplayalim:
2
3/"(3) 3 = 23
1+ f,()zl—i— T :1+1T
3 (1-5)2 3

Bu ifadede 3 € D icin reel kismin pozitif oldugunu gozlemleyebiliriz.

Not 2.1 Yukaridaki teoremde verilen konveks fonksiyonlar i¢in diferansiyel kosulu, ge-
ometrik olarak konvekslik gibi bir dzelligi, analitik diferansiyel ifadeyle iliskilendirir.
Konweks fonksiyonlar, ayni zamanda yildizil fonksiyonlarn bir alt kimesidir. Ozellikle
konformal donigimlerin konvekslik kosullar da bu egitsizlikle test edilebilir. Eger f(DD)
kiimesi konveks bir bolge ise, f fonksiyonuna konveks denir. Konveks fonksiyonlar igin

su karakterizasyon gecerlidir:

fi £

Bu kosul, fonksiyonun tirevlerinin yon degisimlerinin belirle sinirlar i¢inde oldugunu
gosterir ve bu da, gorinti kimesinin konveks olmasiniy garanti eder. Her konveks fonk-

styon ayni zamanda yildizl bir fonksiyondur, yani IC C S*.

2.2. o Mertebeden Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Geometrik Fonksiyon Teorisi (GFT), karmagik analizde tanimh tekil olmayan
fonksiyonlarin geometrik ve topolojik Ozelliklerini inceler. Bu alanin temel simiflarin-
dan ikisi yildizil ve konveks fonksiyonlardir. Bu siniflarin o mertebeden genellegtirilmis
halleri, fonksiyonlarin geometrik davraniglarini parametrik olarak kontrol etme imkan1

saglar.

Tanim 2.1 ( &« Mertebeden Yildizil Fonksiyonlar) Bir f € A fonksiyonu i¢in

/
Re (5f (5)) >a timzeD igin

f)

sarty saglamyorsa, f fonksiyonu o mertebeden yildizil olarak adlandirilir ve

- {renn(48)-
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ile gosterilir. Burada 0 < a < 1 alinar.
Not 2.2 o o = 0 igin klasik yildizl fonksiyonlar elde edilir: $*(0) = S*
o o — 17 i¢in sinuf daralr.

Tanim 2.2 (a Mertebeden Konveks Fonksiyonlar) Benzer sekilde, f € A igin

3f”(5)) g
Re (1—|— ) >« V3 € D i¢in

sarty saglaniyorsa, [ fonksiyonu o mertebeden konveks olarak adlandirilir ve

K(a) = {f € A: Re (1 + 31{(5,23)) > a}

ile gosterilir.
Not 2.3 e a =0 i¢in klasik konveks fonksiyonlar elde edilir: K(0) = K

o (o) C S*(a) her a igin gegerlidir.

3

(1= 3)20-a) Bu fonksiyon her 0 < a < 1 igin §*(a) sinafina

Ornek 2.1 o f(3) =
aittir. Gergekten,

3f'G) _, 2(L—a)

fG) 1o,

(i) (#4222 w0 o

e f(3) = —log(1 —3) Bu fonksiyonun tirevleri:

/ . 1 " _ 1
3/"(3) _ 3 1
e T T

3f”(3)) ( 1 ) 1

=>§)f{e(1+ =Re|l — | >= (3€D

i) )72 BV
Dolayiswyla f € K(1/2) C K(a) her a < % igin gegerlidir.

Not 2.4 o K(a) C S* () igerme iligkisi her 0 < a < 1 igin gegerlidir.

e Bu simuflar normaldir ve Koebe fonksiyonu gibi ekstremal fonksiyonlar: icerir.

a mertebeden yildizil ve konveks fonksiyonlarin geometrik fonksiyon teorisindeki 6nemi



a parametrizasyonu, klasik yildizil (« = 0) ve konveks (o = 0) fonksiyonlarin

daha dar veya daha genellegsmig siniflarin1 tanimlamamiza olanak tanir.

e Bu smiflar biiylime, distorsiyon ve kaplama teoremleri gibi klasik GFT sonugla-

rinin keskinlegtirilmig versiyonlarini saglar.

e « arttikca fonksiyonlar daha siki sinirlara zorlanir: o — 1 durumunda simif daralir

ve geometrik yapi sertlegir.

e K(a) C §*(a) kapsamasi sayesinde, konvekslik ve yildizillik arasindaki bag daha

net kurulur.

e Diferansiyel subordinasyon, Loewner teorisi, konformal haritalama gibi daha ileri

konularda bu fonksiyonlar dogrudan uygulanir.

e Fiziksel uygulamalarda (6rnegin: aerodinamik ¢aligmalar, potansiyel akiglar) kon-

formal kaplamalar yildizil ya da konveks carpim alanlari ile modellenir.

seklinde maddelenebilir. Ayrica agagidaki, karsilagtirma tablosu konunun daha net ola-

rak anlagilmasina yardimci olacaktir:

Ozellik S*(a) K(a)
Geometrik anlam Yildizil Konveks

a = 0 durumu Klasik yildizil fonk. Klasik konveks fonk.

a — 1 durumu Daralan simif Daha diizgiin fonk.
Kapsama Yok C S*(a)
Uygulama Konformal tasarim, subordinasyon | Konveks analiz, Loewner

2.3. Konform Doniisiim

Konform doniigiim, bir bélgenin her noktasinda aciy1 koruyan holomorf bir fonk-
siyondur. Daha agik bir ifadeyle, eger f fonksiyonu bir bolgede tiirevlenebilir ve tiirevi

sifirdan farkhysa, f konformdur.

Tanim 2.3 Bir f: Q — C fonksiyonu Q) agik bir altkiimesi tizerinde tirevlenebilir ve

tirevi f'(3) # 0 ise f konform doniisimdir.
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Mobius doniistimleri konform doniisiimlere 6rnek teskil eder. Genel formu:

a3+ b

fG3) = o1 d

ad —be # 0
seklindedir.

Teorem 2.3 Eger f konform ise, f lokal olarak izomorfiktir. Yani her 30 € Q i¢in, f

bir cevrede birebirdir.

Ispat f holomorf ve f’ (30) # 0 oldugundan, lokal tersleme teoremi uygulanabilir. Bu
da gosterir ki f lokal olarak birebirdir.

Ornek 2.2 Fonksiyon f(3) = € birim disk icinde konformdur ciinki tirevi f'(3) =
e 2 0’dur.

2.4. Univalent Fonksiyonlar ve Schwarz Lemmasi

Bir fonksiyon f, bir bolge D’de holomorf ve birebir (injective) ise, bu fonksiyona
univalent fonksiyon denir. Geometrik Fonksiyon Teorisi’nin temel ¢aligma alanlarindan
biri birim disk i¢indeki D = {3 € C : |3| < 1} univalent fonksiyonlardir.

Univalent fonksiyonlarla ilgili temel sonuglardan biri Schwarz Lemmasidir. Bu
lemma goyle der:

Eger f fonksiyonu D’de holomorf, f(0) =0 ve |f(3)| < 1 ise, o zaman:

1fG) <31 ve [f(0)]<1.

Esitlik ancak ve ancak f(3) = €3 biciminde ise saglanir, burada 6 € R sabittir.
Schwarz Lemmasi, univalent fonksiyonlarin biiyiime ve dénme siirlamalarini
analiz etmekte giiclii bir aractir. Bu lemma, ayni zamanda Koebe fonksiyonu gibi
ekstremal fonksiyonlarin da karakterizasyonunda rol oynar. Ozellikle normalize edil-
mis siiflarda, f(0) = 0 ve f’(0) = 1 kosullar altinda, Schwarz Lemmas1 ve onun
genellemeleri geometrik 6zelliklerin (yildizillik, konvekslik vb.) incelenmesinde kullani-

labilir.

Not 2.5 (Schwarz Lemmasi’nin f)nemi) e Univalent fonksiyonlarin sinarlar:
Schwarz Lemmast, normalize edilmis univalent fonksiyonlarin biyime ve donme

stnarlaring belirler.
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o Geometrik haritalama: Schwarz Lemmasi, birim diskten baska bélgelere yapilan

holomorfik dénisimlerin deger bolgesini kontrol etmede kullanilur.

e Sabit nokta analizi: Dinamik sistemler ve sabit nokta teoremleriyle liskili ola-
rak Schwarz Lemmasi, birim disk icindeki iteratif davranislarin incelenmesinde

onemli rol oynar.

e Koebe fonksiyonu ve ekstremal drnekler: Schwarz Lemmasi, Koebe fonksiyonu gibi

maksimum distorsiyon yaratan fonksiyonlarin analizinde temel aragtir.

o Geometrik ozelliklerin tespiti: Schwarz Lemmast ve genellemeleri, yildizil, konveks
veya yakin konveks fonksiyonlarin karakterizasyonunda kullanilar.

Bu nedenlerle Schwarz Lemmasi, Geometrik Fonksiyon Teorisi’nin adeta yapi-

taslarimdan biri olup, hem teorik analizde hem de uygulamaly kompleks analizde merkezi

bir rol oynamaktadur.

2.5. Subordinasyon Kavrami

Subordinasyon, kompleks analizde iki analitik fonksiyon arasmdaki bir iligkiyi
ifade eden 6nemli bir kavramdir. Bu kavram, geometrik fonksiyonlar teorisinde, 6zel-
likle univalent fonksiyonlar ve bunlarin alt siniflarinin incelenmesinde yaygin olarak
kullanilir. Bu kisimda, subordinasyonun tanimini, temel 6zelliklerini, 6rneklerini ve

baz1 uygulamalarini inceleyecegiz.

Tamim 2.4 (Subordinasyon) f ve g, birim disk D = {3 € C : |3] < 1} dizerinde
tanimly ki analitik fonksiyon olsun. Eger bir birim disk tzerinde analitik ¢ fonksiyonu

ve [¢(3)| < [3] kosulu ile

seklinde yazilabiliyorsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinate olarak adlandurilar.

Bu durumda, f < g seklinde gdsterilir.

Ornegin, f(3) =3 ve g(3) = 1%3 olsun. Bu durumda, ¢(3) = %ﬂ fonksiyonu ile f(3) =
9(#(3)) seklinde yazilabilir. Dolayisiyla, f < g.
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2.5.1. Subordinasyonun Geometrik Yorumu

Subordinasyon, fonksiyonlarin geometrik davraniglarimi kargilagtirmak igin kul-
lanilir. Subordinasyon, f fonksiyonunun gériintii bolgesinin, g fonksiyonunun goriintii
bolgesinin bir alt kiimesi oldugu anlamina gelir, yani, f(D) C g(D). Bu durum, asagi-

daki gekilde gosterilebilir:

Altordinasyonun Geometrik Yorumu

-1.5 -1.0 —0.5 0.0 0.5 Lo 15
Reel Eksen

Sekil 2.1. Subordinasyonun geometrik yorumu: f(3) < g¢(3) durumunda,

f(3)’nin goriintiisii g(3)’nin goriintiisiiniin i¢inde kalir.

Sekil 2.1°de, f(3) fonksiyonunun goériintiisii (mavi bélge), ¢(3) fonksiyonunun
goriintiisiiniin (kirmizi bolge) i¢inde kalmaktadir. Bu, f(3) < ¢(3) iligkisinin geometrik

olarak nasil yorumlandigini gostermektedir.

2.5.2. Subordinasyonun Genel Ozellikleri

e Yansima: Her f(3) fonksiyonu kendisine subordine edilir, yani f(3) < f(3)-

e Gegisme: Eger f(3) < g(3) ve g(3) < h(3) ise, f(3) < h(3) olur.

e Lineerlik: Eger f < g ve h < k ise, af + bh < ag + bk (burada a ve b kompleks
sabitlerdir).

e Schwarz Fonksiyonu: Subordinasyon, bir Schwarz fonksiyonu w(3) aracihgiyla ta-

nimlanir. Bu fonksiyon, w(0) = 0 ve |w(3)| < |3| kogullarmn: saglar.
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2.5.3. Subordinasyon ve Univalent Fonksiyonlar

Eger g bir univalent fonksiyon ise, f < ¢ olmasi i¢in gerek ve yeter kogul,

f(0) =g(0) ve f(D) C g(D) olmasidur.
2.5.4. Subordinasyonun Uygulamalari

Subordinasyon, kompleks diferansiyel denklemlerin ¢6ziimlerinin davranigini in-
celemek icin de kullanilir. Ornegin, bir diferansiyel denklemin ¢oziimiiniin belirli bir
fonksiyona subordinate olmasi, ¢oziimiin geometrik &zelliklerini belirlemeye yardimci
olur.

Subordinasyon, univalent fonksiyonlarin alt smiflarimin (yildizil, konveks, Ja-
nowski smiflar1 gibi) incelenmesinde yaygin olarak kullanilir. Ozellikle, fonksiyonlarin

geometrik Ozelliklerini analiz etmek icin bir arag olarak kullanilir.

2.5.5. Subordinasyon Yardimiyla Yildizil ve Konveks

Fonksiyonlar

Yildizil ve konveks fonksiyonlar, subordinasyon kavrami kullanilarak tanimlana-

bilir. Ornegin, bir f(3) fonksiyonu, eger:

3f'(3)  1+3
fG) 1-3

ise, yildizildir. Benzer gekilde, eger:

3/7G)  1+3

M) 1oy

ise, f(3) konvekstir.
Eger g bir yildizil fonksiyon ise ve f < ¢ ise, o zaman f de bir yildizil fonksi-

yondur. Bu, subordinasyonun yildizillik 6zelligini korudugunu gésterir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu kisimda tezimizin bulgular kisminda istifade edecegimiz bazi tanim, teorem

ve Orneklere yer verilmigtir.

3.1. Janowski Konveks ve Janowski Yildizil Fonksiyonlar

Janowski sinifi ve onun alt siniflar1, konvekslik ve yildizillik gibi geometrik &zel-
likleri bir parametrizasyon araciligiyla genellestirmektedir. Bu yoniiyle klasik siniflarin
Otesinde bir esneklik saglar. Bu siniflar iizerine yapilan ¢aligmalar, univalent fonksiyon

teorisinde yeni karakterizasyonlara yol a¢gmigtar.

Tamim 3.1 (Janowski Bolgesi) Janowski bélgesi, —1 < B < A <1 olmak tizere

r . _1+A5
J(A’B)_{we(c'w_1+33’ 36]1])} (3.1)

seklinde tanimlanan bélgedir.

3 i 1408z
Janowski Bolgesi: 575

Sanal

Sekil 3.1. A =0.8 ve B = —0.5 parametre degerleri i¢in Janowski bdélgesi

Not 3.1 e Burada A, B € R reel parametreler (—1 < B < A<1).

14+A;
1+Bz

Mébius doniistimiidiir.
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e Janowski bolgesinin temel ozellikleri:

— Konwvekslik: J(A, B) genellikle konveks degildir, ancak yildizaldur.
— Svmetri: A # —B durumunda orijine gore simetrik degildir.

— Swnar Degerler:

1—A
1+ A
maxfﬁe(J(A, B)) = 1:::—3

e Janowski bélgesi, geometrik fonksiyonlar teorisinde:

— Simetrik olmayan donisimleri modellemek i¢in kullanilir.
— Klasik yildizl ve konveks fonksiyonlar, genellestirir.

— Parametre segimine gore ¢esitlt geometrik sekiller tretir.

Tanim 3.2 (Janowski Fonksiyonlar) Kompleks diizlemde, D birim disk i¢inde ana-

litik olan fonksiyonlar sinifinin
A={f:D— C|f analitik, f(0)=0, f'(0)=1}

seklinde tanimlandigine biliyoruz. Bu durumda,

1+ 4
- 1+ Bj

P[A,B]:{p(g,) ‘36@, —1§B<A§1}

P[A, B] fonksiyon ailesi, reel parametrelerle tanimlanmus olan Janowski sinifi olarak

bilinir ve bu simafin tyeleri, birim disk tzerinde pozitif reel kisimly fonksiyonlardir.

Not 3.2 (Geometrik Yorum) Bu sinifin tim tyeleri birim diskte Re p(3) > 0 olacak

sekilde tanimlanmas pozitif reel kisma olan fonksiyonlardar.

Tamim 3.3 (Janowski Konveks Fonksiyon) D birim diskinde tanimls normalize edil-
mas analitik bir f: 1D — C fonksiyonu,

3f"(3) 1+ 45

1+ < ;
f'6) 1+ B

(-1<B< A<

sartiny saghyorsa, yani

3"(3) 31"(3)
Re (1-1— ) ) >0 wveya 1+ ) € P[A, B|

ise, f fonksiyonu Janowski konveks fonksiyon olarak adlandvrilir (Duren, 1983; Good-

man, 1983; Janowski, 1970; Miller and Mocanu, 2000).
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Janowski konveks fonksiyonlarin simfi C[A, B] seklinde gostrerilmektedir. Yukaridaki

tanimda, A = 1 ve B = —1 secersek, klasik konveks fonksiyonlarin elde edilecegi aciktir.

Not 3.3 (Geometrik Yorum) Fonksiyonun Janowski konveks olmasi demek

3.f"(3)
f'(3)

ifadesinin gorintisindn, Janowski bolgesi olarak adlandirilan P[A, B] bolgesinin i¢inde

1+

kalmast demektir.
Bu bélge, parametreler A ve B ile kontrol edilen bir disk benzeri bélgedir. Orne-

gin:

e A=1, B=—1i¢in: P[1,-1] = {}—’_L;} ve bu, klasik konvekslik durumunu verir.

e A=0.5, B=—-0.5i¢in: daha kii¢iik, daha dar bir bolge elde edilir.

Bu baglamda, Janowski konveks fonksiyonlar, klasik konveks fonksiyonlarin alt sinafi
olarak distinilebilir ve geometrik anlamda, tirev oranlarinin Janowsk: bolgesinde kal-

mast gerekliligi ile tanimlanar.

Tamim 3.4 (Janowski Yildizil Fonksiyon) D birim diskinde taniml normalize edil-

mis analitik bir f 1D — C fonksiyonu,

3/'G) 1+ A3

< ,—1<B<A<I1
fG) 1+ B;
sartiny saghyorsa, bir baska ifadeyle
aﬂ%)) 3/'(3)
Re [ =—= ) > Oveya=—- € P[A, B
(5 ) <Y

ise, [ fonksiyonu Janowski yilzil fonksiyon olarak adlandvrilir (Duren, 1983; Goodman,

1983; Janowski, 1970; Miller and Mocanu, 2000).

Janowski yilzil fonksiyonlarin simfi f € S*[A, B] seklinde gostrerilmektedir. Yukaridaki
tanimda, A = 1 ve B = —1 secersek, klasik yildizil fonksiyonlarin elde edilecegi agiktir.

Not 3.4 (Geometrik Yorum) o Klasik yildizil fonksiyonlarda,

" () >0

sarty saglanwr ve bu, fonksiyonun gérintisinin orijine gore yildiz bir bélge olma-

swyla iligkilidir. Janowski yildizil fonksiyonlarda ise, bu oran yukarida tanimlanan

Janowski bolgesinde kalmalidur.
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e Burada belirtmek onemlidir ki, normalize edilmis bir analitik f fonksiyonu i¢in,

eger, —1 < B < A <1 olmak fizere,

31" (3)
i)
ifadest, ¢apinin ug¢ noktalar: % ve ﬂ—g olan bir diskin i¢cinde yer alwyorsa, bu

fonksiyona Janowski yildizil fonksiyon denir.

o Janowski yildizil fonksiyonlar, klasik yildizellagin dogal bir genellemesidir. Bu sinaf
sayesinde farkly geometrik yapilar ve fonksiyon davramislar: analiz edilebilir. Su-
bordinasyon prensibi ile tanimlandigindan, kompleks analizde bir¢ok uygulamasi

ve baglantist vardar.

Ornek 3.1 (Janowski Yildizil Fonksiyon Ornekleri) 1.

fonksiyonu i¢in
3f'G6) 1
G 1-3
olur. Bu oran, uygun se¢imli A ve B ile P[A, B] bolgesinde kaliyorsa, fonksiyon

S*[A, B] sumifina aittir.

2.
_ 3
Koebe fonksiyonu
3/'G) _1+3
fG)  1-3

olup, bu ifade, ﬂrgz fonksiyonuna sabordine oldugundan dolay: bu fonksiyon hem

Janowski yildizil hem de konveks sinifina aittir ( uygun A, B igin).
3. A=0.5, B= —0.5 parametreleriyle:
32
fG) =3+ 5
fonksiyonu Janowski yildizildir ancak konveks degildir.
e Sol grafik: ‘Re (%{E—g) — yuldvzallok kriteri.

e Sag grafik: Re (1 + %) — konvekslik kriteri.
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Sekil 3.2. f(3) =3+ % fonksiyonunun Janowski yildizillig:

e Sol grafik genel olarak pozitif oldugundan f(3) € S*[A, B], yani Janowski
yuldizaldar.

e Sag grafikte negatif degerli bolgeler bulundugundan f(3) ¢ K[A, B], yani

Janowski konveks degildir.

4. Eger yukaridaki ornekte parametre degerleri A = 1, B = —1 olarak alinirsa,

f(3) € S*[A, B] ve f(3) € K[A, B] oldugu gérilirdi.

anal Zidna=18=-1)
Ref1+52): Konweksik i

Sekil 3.3. f(3) =3+ % fonksiyonunun Janowski yildizillig1 ve konveksligi

Not 3.5 (Janowski Konveks ve Yildizil Fonksiyonlar Arasindaki ili§ki) Her Ja-
nowski konveks fonksiyon, ayni zamanda bir Janowski yildizil fonksiyondur. Ancak tersi

dogru degildir. Asagqidaki fonksiyon Janowski yildizldir ancak konveks degildir:

f(é):(l—;m 0<a<1/2)

Re(42) (nlgaili) *

o Rei1+ 412 tKonveksli] -

Sekil 3.4. f(3) (0 < a < 1/2) fonksiyonunun Janowski yildizilhg:

_ 3
T (1-3)20-

ve konveksligi
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Not 3.6 (Gafik Yorumu) o Yildwzillsk (sol): Tiim birim disk boyunca Re <3;/(§5))) >
0 oldugu agik¢a gorilmektedir. Yesil renk hakimdir, negatif bélge neredeyse yok-

tur. Bu da fonksiyonun Janowski yildizil oldugunu gosterir.

e Konvekslik (sag): Renk dagilimy mavi-kirmazi arasinda degismektedir. Bazi bol-

gelerde Re (1 + 3;:;;‘?) < 0 oldugu gorilmektedir. Bu da fonksiyonun Janowski

konveks olmadigine ispatlar.

Bu nedenle fonksiyon Janowsk: yildizil ancak Janowsk: konveks degildir.

ifade Pozitif Bolge (Yesil) | Negatif Bolge (Kirmizi) | Yorum
/
Re <5; é‘;)) Genig Yok veya cok az Yildizillik var
1
Re (1 + 3;, (;Z’))) Sinirh Genig Konvekslik yok

Tablo 3.1. Fonksiyonun yildizil ve konveks olma kosullarinin grafiksel yorumu

3.1.1. Janowski Konvekslik ve Janowski Yildizillik Yarigapi

Bu kisimda, f € A fonksiyonu i¢in Janowski yildizillik yarigapt R5(A, B), ve

Janowski konvekslik yaricapt R, p (f(3)) tanimlar verilecektir.

Teorem 3.1 (Janowski, 1970)[Janowski Yildizillik Yarigaps] f € A igin Janowski yil-

dvzallok yaricaps

3/'(3) ks A3

G 1t Bs Wem} (32)

gmm»ﬁw&e@m|

reel saysidar.

Janowski sinifina ait olan fonksiyonlar, agagidaki Mébius doniigiimiinii kullanarak birim

diskin i¢ine haritalanirlar:
w—1

— 1T Bo (3.3)

w

Bu doniigiim birim disk i¢i noktalar yine birim disk i¢ine gotiiriir. Dolayisiyla, Denklem

(3.2) de verilen subordinasyon sart1 su esitsizlige egdegerdir:
3G
fG) 1
_p.'w
A-B fG)

<1, |3 <r (3.4)
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Bu esitsizlik, “’;;—gﬁ)) fonksiyonunun Janowski fonksiyonu }I—;‘;’ye subordinant ol-
mastyla egdegerdir. Eger p(3) < 1+_Bé ise, klasik bir sonug olarak su esitsizlik gegerlidir:
—1
‘ p(3) <1

A - Bp(3)
_ al'e)

Bu, Janowski sinifinin taniminin analitik formudur. Simdi p(3) = segersek, dog-

OB
rudan Denklem (3.4) de verilen esitsizlik elde edilir. Janowski yildizallik kogulu hem

subordinasyon bi¢iminde hem de modiil bi¢iminde yazilabilir:

')
3'6) | 1+ 43 3 — 1
f(3) 1+ B; A— BZJ;’(3

Bu egdegerlik, sayisal analiz ve yaricap tahminlerinde oldukca kullaniglidir.

Teorem 3.2 (Janowski Konvekslik Yarigapi) (Janowski, 1970) f € A i¢in Jano-

wski konvekslik yaricapr

c i 1+ A
[A,B]<f)—sup{7"€(0,1)‘1+3f,(§‘;)<1+Bz v E]D)r}.

reel saiysidur.

Yukarida verilen tanimdan, f(3) analitik fonksiyonu igin Janowski konvekslik
varigapt Rty 5 (f(3)),

3f"@)4< 1+ Az
f'G)  1+B3

1+ |3 < B{a p(f(3)) (3.5)

kogulunu saglayan en biiyiik R degeri oldugu anlagilmaktadir.

Teorem 3.3 Asagidaki iki ifade esdegerdir:
3"6)  1+43

(1750 = 1+ B;
) 51" (3)
A=, + )|

Ispat Janowski fonksiyonu icin genel subordination kriteri:

1+ A3 PN o(3) — 1

o) = 11 B; A0(3) =

<1

3f"(3)

o) =1+ 750

ifadesini yukarida yerine koyarak

")\ _
<1+ f’(a)) 1

A<1+5f (3)>_B

<1

()
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elde edilir. Baz1 temel sadelestirme adimlarindan sonra

3" (3)
1'G)

A+ ALY B
' 31"(3)
(A=DB)f'(3) + A3 (3)

<1

‘ <1
sonucuna ulagilir.

Sonug 3.1 Asagidaki formiiller de esdegerdir:
3" 3)

1 1'(3)
' ")/ f(3)
(A=DB)/5+Af"(3)/ 1)

Ispat Denklem 3.6 sadelegtirilerek

<1 (3.6)

‘ <1 (3.7)

G | "G
A- By + )

_ nif"G) _ nif"G)
A= B A= B

elde edilir. Agikca goriilecegi iizere, Denklem 3.7 ise ana teoremdeki ifadenin 3’ye bo-

_ B0
_ A+( B)f’(a)

liinmiig halidir.

Parametrelerin bazi1 6zel durumlari i¢in, asagidaki ¢ikarimlar: yapmak miimkiindiir:

e A=1, B=—1 igin:

51" (3)
‘21“(5) +5f”(5)‘ <!

e A=1-2a,B=-1(0<a<]l):

‘ 31" (3)
(2 —2a)f"(3) + (1 —20)3/"(3)

Bu 6zel durum, a-konvekslik olarak bilinen fonksiyon sinifini tanimlar.

<

Not 3.7 (Yarigap Iligkisi) Her f € Ave —1 < B < A < 1 i¢in, f(3) fonksiyonunun

Janowski yildizillik ve Janowski konvekslik yaricaplar: arasinda

(.5 (f()) < Ry p (£(3))
bagintisy mevcuttur. FEsitlik yalnizca dogrusal doniisimlerde saglanar.

3

Ornek 3.2 f(3) = 17

(Koebe fonksiyonu) i¢in A = 0.5, B = —0.5 parametrele-
rinde:
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Janowski vildizlik (4=0.5, 8=-0.5)

(12’7)2 Koebe fonksiyonunun parametrelerin bazi 6zel de-
-3

gerleri icin Janowski yildizillik ve konvekslik yarigap:

Sekil 3.5. f(3) =

Not 3.8 A=1, B = —1 ézel durumu i¢in:

f oy =2-V3~02679 ve Ry = tanh(r/4) ~ 0.6558

Jonowski Vilduilk (A=1, 8=1)

Sekil 3.6. f(3) = 5 Koebe fonksiyonunun parametrelerin bazi 6zel de-

3
(1-13)

gerleri icin Janowski yaricaplari

Yilaizillik Kosulu: |27 /1] Konveksiik Kosulu: |1+ 2r'/r|

Sekil 3.7. f(3) = % Koebe fonksiyonu Janowski yaricaplar:

(1-13)

3.2. Bernoulli Lemniskat:

Geometride, Bernoulli lemniskati, odak noktalar1 F; ve F, olan iki sabit nokta-

dan tanimlanan bir diizlem egrisidir. Bu odaklar aras1 mesafe 2c olacak sekilde, PF;-PFy
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= ¢? kosulunu saglayan tiim noktalarin geometrik yeridir. Bu egri, sekil olarak 8 raka-
mina veya sonsuzluk sembolii co’ye benzer. Ismini Latince’de asils seritlerle sislenmis
anlamina gelen lemniscatus kelimesinden alir. Bernoulli lemniskati, Cassini ovalinin 6zel
bir durumu olup, derecesi 4 olan rasyonel bir cebirsel egridir. Bu egri ilk olarak 1694
yilinda Jakob Bernoulli tarafindan, bir elipsin modifikasyonu olarak tanimlanmigtir.
Elips, iki sabit odak noktasina olan uzakliklarin toplami sabit olan noktalarin geomet-
rik yeridir. Buna kargilik, bir Cassini ovali, bu uzakliklarin ¢arpiminin sabit oldugu
noktalarin geometrik yeridir. Egri odaklar arasindaki orta noktadan gececek gekilde

cizildiginde, Cassini ovali Bernoulli lemniskat1 olur.

Bernoulli Lemniskati (e Egrisi)

1.00 —— Bernoulli Lemniskati
0.75
0.50

P
0.25 e S

D r s,
Fi|  _i=—7 N |F2
> 0.0 =" »

—0.25 4

—0.50 4

—0.75 4

—1.00 4

T T T T T T T T
-1.00 -0.75 -0.50 -0.25 0.00 025 0.50 075 100
X

Sekil 3.8. Bernoulli lemniskati

Lemniskat denklemleri, odak uzakligi ¢ veya yarim geniglik a cinsinden ifade
edilebilir. Bu parametreler a = ¢v/2 seklinde iligkilidir. Oteleme ve déndiirme haric

olmak iizere Kartezyen denklemi:

(x2 +y2)2 — 2 (x2 . y2)

=2¢° (:c2 — y2)
Parametrik denklemler:
acost asintcost
T="—""5, Y= ——"""3,
1+sin“t 1+ sin“t
Ozel olarak ¢ = 1 icin Bernoulli lemniskatu,
lw? — 1] =1
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denklemiyle, ya da kutupsal koordinatlarda
r? = cos(26)
denklemiyle verilen bir egridir. Bu egri, kompleks diizlemde w = x + iy olmak iizere
(o +9) = 22>~ 4?) =0

seklinde ifade edilir. Lemniskatin sag yarisi, Sie(w) > 0 kogulunu saglayan bdélgedir.
|w? — 1| = 1 egrisi, iki noktay1 (1 ve —1) birbirine baglayan ve "sekiz" seklinde bir egri

olugturur. Bu geklin sag yarisi, fonksiyonun konveksliginin analitik bir sinirini olugturur.
3.2.1. Bernoulli Lemniskat Yildizil ve Konveks Fonksiyonlar

Bu kisimda, geometrik fonksiyon teorisi baglaminda Bernoulli Lemniskat1 temel
alinarak tamimlanan 6zel fonksiyon siniflar1 incelenmektedir. Lemniskatik fonksiyon-
larin temel Ozellikleri, geometrik karakterizasyonlari ve analitik davraniglar1 detayh

olarak ele alinmaktadar.

Tamim 3.5 (Lemniskat Yildizillik) Bir f(3) € A fonksiyonu,

() <1

kosulunu saghyorsa lemniskat yildizil fonksiyon olarak adlandirilir ve lemniskat yildizil

fonksiyonlarin sinifs LS* seklinde gosterilir (Sokdt and Ruscheweyh, 1999).

Teorem 3.4 (Karakterizasyon) f € LS™ olmasi i¢in gerek ve yeter kogul:

() -

<1, zeD

olmasudar.

Ispat (=) f € £S* tanim geregi:

() s

yazilir. Subordination 6zelliginden, w(0) = 0 ve |w(3)| < 1 olan bir Schwarz fonksiyonu

() -

ile:
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yazilir. Buradan,

(8-

sonucuna varilir.
(<) Verilen egitsizligi saglayan bir f fonksiyonu igin, |¢(3)] < 1 olmak iizere
(3f%5)
/@)
olarak yazilabilir. ¢(3) analitik oldugundan ve ¢(0) = 0 saglandigindan, Schwarz lem-

>2=1+¢(3)

masi geregi:
¢(3) =3v(), 0@ <1

elde edilir. Boylece, |1¥(3)/3] < 1 birim diskte saglandigindan,

() e () <o

elde edilir.

Sonug 3.2 LS® sinifindaki fonksiyonlar yildizilder, yani:

(i) oo

ispat Tanimdan

! 2
<5f (5)) 1l <1
/)
oldugunu biliyoruz. Buradan:
5f’(5)’2 31'G)|° (zf’(z»))
<1+ — 2Re +1<1
/@) /) /)
elde edilir. Ucgen esitsizligi uygulanarak
31'(3) ‘
<2
/)
sonucuna varilir. Kompleks say1 6zelliklerini kullanarak:
3/'(3) i0

m:re . r <2, 0 € (—m, 7|

elde edilir. Bu durumda
[r2e?® —1] <1 = r* —2r?cos(20) +1 < 1
yazilir ve sadelestirme islemleri yapilarak
2

r(r* —2cos(20)) < 0 = cos(20) > % >0
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oldugu goriiliir. Sonug olarak
i

0
o <

0

dir. Reel kismin pozitifligi re’nin reel kismu:

Re(re’) =rcosf > 0
dir. Ciinkii,

e > 0 (pozitif modiil)

o 0| <] = cos«9>cos§:‘/7§>0
dir. Sonug olarak, tiim 3 € D i¢in Re (ﬁ;—g)) > 0 saglanir, dolayisiyla f yildizildir.

Not 3.9 Bu sonu¢, LS™ simifina ait fonksiyonlarin

e D’de tek-yonli doniisimler oldugunu,

e f(0) =0 noktast etrafinda yildiz sekilli bolgeler olusturdugunu,
o Univalent (birebir) oldugunu

o LS* C §* (Yuduzllik korunur)

garanti eder.

Acikca goriilecegi iizere, tanimdaki kogul 3/{;—?)) ifadesinin Bernoulli lemniskatinin sag

yarisi tarafindan sinirlanan bolgede yer aldigini ifade eder. Lemniskat yildizil fonksi-
yonlar, birim diski w = 0 noktasina gore yildizil bir bolgeye resmeder. Bu fonksiyonlar,
geometrik fonksiyonlar teorisinde 6nemli bir rol oynar ve 6zellikle konformal déniigiim-

lerle iligkilidir.

Tanim 3.6 (Lemniskat Konvekslik) Bir f(3) € A fonksiyonu,

(5 <o

kosulunu sagliyorsa lemniskat konveks fonksiyon olarak tanimlanir ve lemniskat konveks

fonksiyonlarin sinafy LC ile gdsterilir.

Teorem 3.5 (Karakterizasyon) f € LC olmast i¢in gerek ve yeter kogul

(R

<1, 3€D

olmasidar.
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Acikca goriilecegi iizere, tanmimdaki kogul 1 + o ((3) ifadesinin Bernoulli lemniskatinin

sag yarisi tarafindan sinirlanan bolgede yer aldigini ifade eder. Lemniskat konveks fonk-

siyonlar, birim diski w = 0 noktasina gore konveks bir bolgeye resmeder.
3.2.2. Lemniskat Konvekslik ve Yildizillik Yaricapi

Tanim 3.7 (Lemniskat Konvekslik Yarigcapi) Bir f € A fonksiyonu i¢in lemnis-
kat konvekslik yarigapt Ree(f),

Rg(;(f) = sup { (0 1) f// <1 +5 , Vi€ ]DT}

olarak tanimlanir.

3f

Yani, bu yaricap, 1—|— 1fadesm1n Bernoulli'nin lemniskatinin sag yarisindaki bolgeye

diismesini saglayan en buyuk bolgenin ¢apidir.

Tanim 3.8 (Lemniskat Yildizillhik Yarigapi) Bir f € A fonksiyonu i¢in lemniskat

yuldizillik yarigapr Res<(f),

Res:(f) =swp{re 0.0 (8) < IR, visl <o}

olarak tanimlanar.
Yani, bu yaricap, M ifadesinin, Bernoulli’nin lemniskatinin sag yarisindaki bolgeye

diismesini saglayan en biiyiik bolgenin ¢apidir.

Ornek 3.3 (a) f(3) =

3/'(3) _ 2 2
) =1=1"<1+3;
Dolayiswyla f € LS™
(b) f(3) =
3f'G) 1
fG) 13

Bu fonksiyon |3] < v/2 — 1 ~ 0.414 iken SL* siafindadar.

(c) f3) =15
3/'G6) _ 1
fG) 1-3
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Bu fonksiyon |3| < 3—2v2—1~ 0.1716 iken LC simfindadir. Gergekten, Verilen

z

f(z) = 1% fonksiyonunun lemniskat konvekslik yarigapiny belirlemek istiyoruz.

Bir fonksiyonun lemniskat konveks olmasu i¢in, |z| < R olmak tzere

zf”(z))2
1+ -1/ <1
( /')
kosulu saglanmalidir. Basit bir hesaplama ile
1 2
fG) = , ') =
Wi TV
tiirevleri elde edilir. Bu ifadelerle,
3/"(3) 2
1+ 1+3 1—3
76 -y 7Y
2%
142
I—3
_1+3
S -
elde edilir. Lemniskat konveksligin tanimindan
2 2 A Y
(1+3> _AF - ’(Hz) (12 | -
13 (1-3)
1432 —(1-32=de= | | B
(1—2) 13

sonucuna varlir. Buradan, z = re' alinirsa
1—3> =1 —re®? =1—2rcos +r?

yazilr.
4r

<1
1—2rcosf +1r?

oldugundan, cos =1 icin:

4r

T_’_Q<1:>47“<1—27’+7“2:>7’2—67"+1>0
— 4r T

esitsizligi ve bu egitsizligin ¢oziminden
2—6r+1>0=r<3—2V2 wveya r>3+2V2

sonucuna ulasilir. Fokat r < 1 oldugundan

R=3—-2V2=~0.1716

3

; fonksiyonu yalnizea |z| < 3 — 2v/2 bélge-

elde edilir. Sonug olarak, f(3) = 1

sinde lemniskat konvekstir.
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12) Fonksiyonunun Gorunts
- ‘II’ E
015 010 085 000 oo ol o 03
et

Sekil 3.9. f(3) = 1 3

fonksiyonunun lemniskat konveksligi

(d) f(3) =3¢
3f'(3)
f)

I(14+3)2 — 1] = |32+ 23] < 1 kosulu |3 < V2 — 1 i¢in saglanar.

(e) f(3) =3+ 53° fonksiyonu |3 < 0.4086 igin lemniskat konvekstir:
3/"() 1423 L+2\° |
I+3

PG T 14

Sekil 3.10. f(3) =3 + 33% fonksiyonunun lemniskat konveksligi

(f) f(3) = —log(1l —3) fonksiyonu |3| < 0.546 i¢in lemniskat konvekstir:

= 121
I—3

L4 36 L

f'G) 1-3

<1

3.2.3. Geometrik Yorumlar

Yukarida verilen agiklamalar 1s1g1inda, agagidaki geometrik kargilagtirmalar: elde

etmek miimkiindiir. Lemniskat konvekslik yaricap: ise:

Ree-(f) = sup {r €(0,1): ‘1 + 5;,//(;2’))‘ <2, Re (1 + 5}”,”(;5))) > 5;,//(22’)) ’}

seklinde tanimlanir. Bu yaricap:
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Ozellik LS* LC*

Tamm Bolgesi lw? — 1] < 1 R(w) > |w—1]
Agisal Sinir t7/4 +7/8
Min. Reel Kisim \/75 3

Mligkili Sekil | Bernoulli Lemniskat1 | /1 + 32 Goriintiisii

Tablo 3.2. Lemniskat siniflarinin geometrik karsilagtirmasi

3f"(3)
f'(3)

agisal bolgede kalmasini garanti eder.

o 1+ fonksiyonunun degerlerinin, /1 + 32 fonksiyonunun goriintiisiinii iceren

o Sekilde gosterilen 7 agisal koni i¢inde kalmay: saglar.
e Klasik konvekslikten daha giiclii bir koguldur: R.¢+ < Re.

Daha somut bir 6rnek {izerinden aciklama yapmak gerekirse:
Varsayalim ki f(3) = 32 fonksiyonu ile ¢ahisiyoruz. Bu fonksiyonun tiirevleri su

sekildedir:
f'G) =23 [f'(3) =2

Bu durumda, fonksiyonun 1 + 3 ,N(iz)) ifadesini hesaplayalim:
3/"(3) 32
14+ =1l+=—=141=2
f'3) 23

Bu degerin, Bernoulli'nin lemniskatesinin sag yarisindaki bolgeye diislip diigmedigini
kontrol etmek igin, bu degerin |w? — 1| = 1 kosulunu saglamasi gerekecektir. Eger
w = 2, 0 zaman:

w? =1 =22 ~-1|=4-1=3

elde edilir. Bu deger, |w? — 1| = 1 kosulunun saglanmadigin1 gosterir, dolayisiyla bu

fonksiyon i¢in lemniskat konvekslik sartini saglanmamaktadir.

3.3. ¢-Gamma ve big ¢g-Bessel Fonksiyonu

Bu kisimda, klasik Gamma fonksiyonunun g-analogu (benzeri) olan ¢-Gamma
fonksiyonunun tanimini, temel 6zelliklerini ve sinirlayici durumlarda klasik Gamma
fonksiyonuna yaklagimini ele almaktadir. Ayrica, okuyucunun igini kolaylagtirmak adina,

bu ¢aligmada kullanilan 6nemli semboller ve tanimlarin kisa bir 6zetini sunuyoruz. Bu
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kisimda Ozellikle vurgulanmasi gereken 6nemli bir detay, ¢ ifadesinin (0,1) araliginda
yer alan pozitif bir reel say1 oldugudur.
Klasik Gamma fonksiyonu:

[(x) :/ t"eTtdt, x>0
0

seklinde tanimlanir ve bircok matematiksel yapida temel rol oynar. g-analiz kapsaminda
tanimlanan ¢-Gamma fonksiyonu, klasik fonksiyonlarin parametrik genellegtirilmesini
saglar. ¢-Gamma fonksiyonu: g-ortogonal polinomlarda, temel hipergeometrik serilerde,

kombinatorik 6zdegliklerde, kuantum gruplarinda genig kullanim alanlarina sahiptir.

Tanim 3.9 (¢-Gamma Fonksiyonunun Tanimi) 0 < ¢ < 1 i¢in, ¢-Gamma fonk-
S1yonu

(¢; @)oo

(%5 @)oo’

seklinde gekilde tanimlanar, burada (a;q)s ifadesi g-Pochhammer semboli olup

Ty(x) = (1-¢q)'"

[e.9]

(a:9)00 = [[(1 — ag™)

n=0

olarak tanimlanir.

¢-Gamma fonksiyonu agagida listenen 6zellikleri saglamaktadir:

e Tekrarlama (Rekiirsiyon) Ozelligi:
1—gq"
l—q

F(z+1)= Iy(z)

e Simir Durumu: ¢ — 1~ icin

lim ['y(x) =I'(x)

q—1—

elde edilir. Ayrica I'j(1) =1 dir.
e Genellegtirilmis ¢-Faktoriyel:
Ly(n+1) = [n]g!

burada, [n], = % olmak iizere [n],! = [1],[2],- - [n], dir.

a € C ve n € N olmak iizere, g-kayan faktoriyelin g-analogu (a;q),, ifadesi su

sekilde tanimlanir (bkz. (Gasper and Rahman, 2004)):

n—1

(a;9) =1, (a;9), == [] (1 — ag¥),

k=0
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o0

(01,02, ..., a,:q), = (a1:q), (a2:q), - .- (a:1q), ve (aiq)y =[] (1—aqg").
k=0

g-gamma fonksiyonu, ¢g-analog kuraminda temel gamma fonksiyonu olarak bili-
nir, klasik gamma fonksiyonunun genellemesidir ve ¢ift gamma fonksiyonu ile yakindan
iligkilidir. Bu kavram ilk olarak Jackson tarafindan 1905 yilinda 6nerilmigtir. Su gekilde
ifade edilir:

e

Klasik gamma fonksiyonu ile olan bagintisi su limitte ortaya cikar:

gi;r}Fq (3)=T10)-

Ayrica, agagidaki egitlik de gecerlidir:

Poe (3) = ((;Ik;;z]k))oo (1- qk)l_é ;

Literatiirde, ozellikle (Gasper and Rahman, 2004) kaynaginda, temel g-hipergeometrik

seri su gekilde tanimlanir:
ay,...,0q,
T(br(bl,...,br

Jackson tarafindan yeniden tanitilan ve tarihsel olarak Heine veya Euler’e da-

e -, briq),

yanan ¢-fark operatorii goyle tanimlanir:

D,f(y) = =Ty

Ayrica,
fa) —§(s/9)
Dif(3) =q¢———5—, 3#0
g (¢—1);
ve tiirev §'(0) mevcutsa, D,f(0) = D1§(0) = §(0) esitlikleri saglanir.
Siirekli bir f fonksiyonu i¢in, @ > 0 olmak iizere [0,a] araliginda tanmumhysa,

g-integral operatorii su gsekilde tanimlanir:

/0 e = (1 - q)a Y flag") ¢

Bu kisa agiklamalardan sonra, simdi biiyiik ¢g-Bessel fonksiyonlarinin tanimina

gecebiliriz.
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(Cicceoli et al., 1998) ve (Bouzeffour et al., 2020) kaynaklarinda detaylandirildig:

iizere, biiyiik ¢-Bessel fonksiyonu su sekilde tanimlanir:

1/2?

31/ (xaﬁv q2) 1¢1 ( 2042

7 52x2q2u+2>
q(21/+1)n (_L qz)

q x2) n 2n
- Z 21/+2’ Q2 q )n (mg) (3'8)

n>0

(2% +1) g+
(> —1) (¢*+2 — 1)5

v > —1/2 durumunda, J, fonksiyonlar1 hem x hem 3 degiskenlerinde tiim kompleks

=1— 2_|_...

diizlemde analitiktir. Bu caligmada, J, fonksiyonundan tiiretilmig asagidaki fonksiyon
da incelenecektir:

3

v (1—=¢%)

a2 — T a2

Ju <5E737q ) - qu (V+ 1)1¢1< q2y+2
(=1)mg™ (1 = ¢?)™" g2+m (Jl ) ) p2n Y

= n 2n+v
2 L (v+1) (6272, ¢%¢%),

3
n>0

¢ g (1 - )290232) (3.9)

l.l/

“Tawrn
v > —1 durumunda, J, (z,3;¢*) fonksiyonlar1 hem z hem de 3 degiskenlerinde C diiz-
leminde analitiktir. Ayrica, su limite sahiptirler:

o~ x I'v+1
lim J, (1_—(]27 (1-a*) 3 q2) = %Ju (223) (3.10)

q—1

burada J, klasik birinci tiir Bessel fonksiyonudur.

3= J,(2,3;,¢%) ve 3 = T, (1,3,¢%) fonksiyonlar1 &7 smifina ait olmadigindan,
literatiirde (Aktag et al., 2018, 2017; Baricz et al., 2014; Toklu, 2023; Deniz et al.,
2022; Toklu, 2020, 2019; Toklu et al., 2019; Baricz et al., 2016) belirtilen standart bir
normalize etme prosediiriine bagvurulur. Bu normalize etme iglemi, geometrik fonksi-
yon teorisinde daha acik, yonetilebilir analiz ve kargilagtirma imkani sunan bir ¢ergeve
saglar.

v > —1 ve z € R durumlarinda, agagidaki sekilde normallestirilmis fonksiyon

2

tanimlanir:
o (2,5:0°) =530 (1.5:6°) - (3.11)
Ayni kosullar altinda, 7, fonksiyonu i¢in:
I, (2,5:¢°) =07 T (v+1)3""T, (2,5 ¢°) - (3.12)
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Baoylece 3 — 7, (x,3¢%) ve 3 — I, (x,3; ¢*) fonksiyonlar & smifina dahil olur.
Bir gercek tam fonksiyon ¢, eger Laguerre-Polya sinifi £ Z?'nin bir iiyesi ise,
asagidaki bicimde ifade edilebilir:

o= T (14-) s

n>1

burada b,c,, € R, a > 0, m sifir veya pozitif bir tamsayidir ve > -2 < oo kosulu
saglanir.

Bu sinif, geometrik fonksiyon teorisinde ¢ok énemli bir rol oynar ¢iinkii yalnizca
reel sifirlara sahip tiim fonksiyonlarin analizine olanak taniyan bir ¢ergeve sunar. Bu
sayede kararlilik, carpanlara ayirma (faktorizasyon) ve fonksiyonlarim geometrik 6zel-
likleriyle ilgili giiclii teoremlerin uygulanmasi miimkiin hale gelir.

Burada 6zellikle vurgulanmasi gereken nokta, .27 sinifina ait fonksiyonlarin
Hadamard carpan temsiline sahip olmasidir. Bu temsil, tam fonksiyonlarin sifirlar
cinsinden ifade edilmesini saglayan giiclii bir aractir. Ayrica, bu carpan temsili fonksi-
yonlarin biiyiime davraniglar: ve sifirlarinin dagilimi hakkinda derinlemesine bilgi sunar

ve bu durum geometrik fonksiyon teorisi acisindan biiyiik 6nem tasir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu calismada elde edilen temel sonuclar1 kanitlamak icin agagida sunulan her
bir lemmaya bagvurmak gereklidir. Burada belirtmek gerekir ki, ilk ii¢ lemma, bii-
yiik g-Bessel fonksiyonlarinin sifirlarini inceleyen (Bouzeffour et al., 2020) galigmasinin

bulgularina dayanmaktadir.
Lemma 4.1 (Toklu, 2025) Biiyik q-Bessel fonksiyonu,

- x
3= A (2,5:4°) =3, (1——(;2 (1—4*)%; q2>
seklinde yazldiginda, asagidaki 6nemli tekrarlama fark iliskilerini sergiler:

z3*(1— ¢*) (1 + q)g>

D, (Ay (m,g; qz)) =i [ il Ay (%3; q2) ) (4.1)
1 — g2v+2
Dy (wona(w0)bvn (2.5:6°)) = _(; q_( 1)(1q— qz))zwu@;qQ)Au (z.3:0")  (42)
burada

w,(7;9) = (_%;QQ)V- (4.3)

(1—q

Ispat Su esitligi kontrol etmek kolaydir:

1 — 2\2 1 — 2n 1— 2\2
D, _( q°) ) ) = q _( q°) e g2l
x? n 1_q xQ n—1

Bu denklemi akilda tutarak, bir sonraki hesaplamaya gecelim:
_(=¢*?
2 . 2v
Dy (A, (2,3:6%)) = Dy <1¢1< e ¢ (1~ q2)2x252>>
9 2

(_1)nqn2 (1 . q2)2n q(2u+1)an ((_ (1;(; ) ’q2) :L.Qn)

n 2n
(22, ¢ 2),, 5

n,m 2n v n 1-¢° ’ n—
(_1) q 2 (1 . q2) q(2 +1) (_( m‘;) ;q2) z2n—1
n—1 2n

1
= 3
(1—q)(1—q¢**?) Z (¢**2,¢%¢%),,_,

n>1
1-¢2)*
PR G DL e <——( ;) ;q2> z?gn
3

(¢, ¢% ¢%),

3
Y
_-

23 (1=¢*)(1 +q)g
1 _ q2y+2

n>0

2 2 2v+2
23°(1 = ¢*)(1 +q)q o
= - 1— q2V+2 Ay-‘rl (m,g,q ) :
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Ote yandan, baz1 temel hesaplamalar sonucunda

Dy (wv+1(w; q) (—(1;—32);q2> x2”>

wH2n+2 | 1— g2 2
_ q (q - ) U}V(l', q) . ( 2(] ) : q2 x2n+1.
(=11 —¢) ¢ x .

esitligine ulagilir. Yukarida sunulan denklemi g6z 6niinde bulundurarak, su sonucu elde

ederiz:
D% (wV—HAV—H (xaﬁ; Q))
_g2)?
(=1)"q"™ (1 = ¢*)"q" 93> D, (wm (19) <—(1 7) ;q2) x2">

- Z (q2y+4’ qQ’ q2)n

n>0

2 1—q2 2
(=1)"g" (1 — ¢*)*q"® D, (z;q) (—( fz) ;q2) (z3)*"

h ZL'C]( 2u+2)

(-0~ 2 (@50,
- zq(1 — ¢2+2) N o
- TG 27 wy (3 ¢) At (2,3, 4°) -

Agagidaki lemmada, Bouzeffour at al. (Bouzeffour et al., 2020) ¢aliymasindan

yararlanarak, 3 — A, (7, 3; ¢°) fonksiyonunun ortogonallik iligkilerini kuruyoruz.

Lemma 4.2 (Toklu, 2025) v > —1 ve a > 0 olsun. Her 3, € C — {0} i¢in, asaqidaki
ifade gecerlidir:

(5° - 2)/ Mg (2,3:¢%) Mo (2,5¢%) 2wyiq (25 ¢) dg (4.4)
0
(1-¢)(—g¢**?)

= — w,(a/q; q) %

(1 _ q2) q2l/+2
[Avii (ag™:@%) Ay (a,3:6%) — Avsa (ag™ ', 3:6°) Ay (a,5¢%)]

Bu lemmann kamti, (4.1) ve (4.2) iligkileri kullamilarak kolayca kurulabileceginden,
burada verilmeyecektir.
Asgagidaki lemma, Jacobi’nin ii¢lii 6zdesliginden tiiretilmigtir ve baz tam fonk-

siyonlarin biiyiime derecesinin nasil belirlendigine dair énemli bir bakig agis1 sunar.

Lemma 4.3 (Ismail, 2005) {c,} sonsuz sayida sifir olmayan terime sahip svmirle bir

dizi olsun ve

= chqn23n7 0< q< 1

n>0

fonksiyonunu ele alalim. Sonug olarak, p(f) = 0 oldugunu buluruz, bu da §(3) fonksiyo-

nunun sonsuz sayrda sifira sahip oldugu sonucuna gotirir.
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Lemma 4.4 (Toklu, 2025) v > —1/2 ve x > 0 kosullar altinda, 3 — J,(x,3; ¢*) biiyiik
q-Bessel fonksiyonu, her biri reel sayi olan sonsuz bir sifir kiimesine sahiptir. Ayrica,
biiyiime derecesi p (3 — J,(2,3;¢%)) 0’a esittir. Hadamard ¢arpanlara ayirma teoremi
sayesinde, Weierstrass ayrisimaini su sekilde ifade edebiliriz:

aasia) =TT (1- jqu)) , (4.5)

n>1

burada 3,,(x, ¢*), 3 — Ju(x,3;¢*) fonksiyonunun n. pozitif sifirini géstermektedir.

Ispat (Bouzeffour et al., 2020)’da gosterildigi iizere, biiyiik g-Bessel fonksiyonu 3 —
3, (7,3;¢%), lemma kosgullar1 altinda sonsuz bir reel sifir kiimesine sahiptir. Ayrica, (3.8)
denkleminde yer alan J, (, 3; ¢*) fonksiyonunun sonsuz seri gosterimi su sekilde yeniden

yazilabilir:
(2,563 = anq™ (x3)" .
n>0
burada
(_1)nq(2u+1)n (_%; q2)n
(¢* 2, ¢ ¢%),
Dolayisiyla, v > —1/2 durumunda, limit
A (_1)nq(2u+1)n (_x%; q2)n

00 (* %2, 4% 4%),

Ay —

=0,

olarak bulunur, bu da {a,} dizisinin yakinsak ve dolayisiyla sinirli oldugunu dogrular.
Lemma 4.3 uygulandiginda, J, (z, 3; ¢*) fonksiyonunun biiyiime derecesi p (3, (z, 3; ¢*)) nin
0’a egit oldugu belirlenir. Sonu¢ olarak, lemmann geri kalan kisminin kaniti, Hada-
mard carpanlara ayirma teoreminin dogrudan uygulanmasina dayanir. Boylece, biiyiik
g-Bessel fonksiyonu 3 — J, (7,3;¢*)'in £ 2 smifinin bir iiyesi oldugu sonucuna varila-

bilir.

Lemma 4.5 (Toklu, 2025) v > —1/2 ve x > 0 kosullar: altinda, biiyiik q-Bessel fonksi-
yonu 3 — T, (x,3:¢*), her biri reel sayi olan sonsuz bir sifir kiimesine sahiptir. Ayrica,
bu fonksiyonun p(J, (z,3;q¢%)) seklinde gésterilen, biiyime mertebesi 0’°a egittir. Ha-
damard ¢arpanlara ayirma teoremi sayesinde, Weierstrass ayrisiminy su sekilde ifade

edebiliriz:

P S y PR
atest) = (- ) 0

q n>1

burada 0., (x,q%), 3 — T, (z,3;¢%) fonksiyonunun n. pozitif sifirina gostermektedir.
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Ispat Biiyiik ¢-Bessel fonksiyonu 3 — J, (,3:¢%)'m 3’ye gore bir tam fonksiyon ol-
dugunu biliyoruz (bkz. (Bouzeffour et al., 2020)). Lemma 4.2’dan yararlanarak, 3 —
A, (a,3; ¢*) fonksiyonunun tiim sifirlarinin reel oldugunu dogrulayacagiz. 3 # 0 3 —

A, (a,3; ¢*) fonksiyonunun bir sifir1 oldugunu varsayalim. Sunu biliyoruz:
Ay (a,3:4°) = Ay (a,3:¢%) = 0.

(4.4) denkleminde = j alarak su sonuca ulagiriz:

(52 - 32) / |Au+1 (5575; qz) |2xwy+1(x; q)dgr = 0.
0

Bu son denklemden, 32 — 3> = 0'mn ancak ve ancak 3 € R veya 3 € iR oldugunda

saglandigi cikarilabilir. Agikca, diger tiim durumlarda su sonuca variriz:

| st (.55 s 301y = 0 (4.7)
0

g-integralin tanimini goz oniinde bulundurdugumuzda, su agik¢a goriiliir:
“ 2
/ ‘Ay+1 (%5; QQ)‘ rw,11(7; )dgw
0
) a2t 2
=(1-qa Zq”(— 2,q> 1Avi1 (ag™,3:6%) | ;
n>0 ) v+1
dolayisiyla,
AV+1 (@qn737 q2) = 07 ne N7
ve Ayi1(+,3;¢%), C kompleks sayilar kiimesi iizerinde analitik bir fonksiyon tanimlar.
Bu nedenle, A, (-, 3 ¢%) = 0 olur. Simdi, 3 = ¢ durumunu inceleyelim, burada € R,
sonug olarak

n? (1 _ ,2\2" _ (2u+1)n AT
o ¢ (1-¢)"g (1-¢*)" , 2n
Ay (a,i3¢%) = E : (@22, ¢% 2 <_ 2 1 (@)™,

n>0

v > —1 kosulu, bu ifadenin sifira esit olmadigim garanti eder, bu da 3 — 7, (,3; ¢?)
fonksiyonunun sifirlarinin da v > —1 ve x > 0 i¢in reel oldugunu gdosterir. Simdi,
amacimiz 3 — J, (z,3; ¢*) fonksiyonunun z > 0 i¢in sonsuz sayida sifira sahip oldugunu

kanitlamaktir. Elimizde:
A (2.3:0%) =D cag™ (z3)™"

burada

Cp =

vﬁwu—@%%¢%“M<_u—n%?f>.

<q2y—|—27 q2’ q2)n a?
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v > —1/2i¢in

lim ¢, =0
n—oo

elde ederiz. Sonug olarak, {¢,} dizisinin yakinsak ve dolayisiyla smirh oldugu dogrula-
nir. Lemma 4.3 1s1ginda, p (A, (z,3;¢?)) bilyiime derecesinin 0’a esit oldugu sonucuna
variriz, bu da p (7, (z, 3; ¢*)) = 0 sonucunu dogurur. Pozitif olmayan tam say1 biiyiime
derecesine sahip herhangi bir tam fonksiyonun sonsuz sayida sifira sahip oldugu kanit-
lanmig bir gergektir. Sonug olarak, lemmanin geri kalan kisminin kaniti, Hadamard car-
panlara ayirma teoreminin dogrudan uygulanmasina dayanir. Boylece, 3 — 7, (z,3; ¢*)

fonksiyonunun .2 & smifinin bir iiyesi oldugu ifade edilebilir.

Simdi tezimizin ana sonuclarini elde etmeye haziriz.

4.1. Normalize edilmisg biiyiik ¢-Bessel fonksiyonlarinin

Janowski yildizillik ve konvekslik yaricapi

Bu kisim, normalize edilmig biiyiik ¢-Bessel fonksiyonlarinin Janowski yildizillik

ve Janowski konvekslik yarigaplarini belirlemeye ayrilmigtir.
Teorem 4.1 v > —1/2 ve x > 0 kosullar: altinda, asagidaki ifadeler dogrudur:

a. 7, (2,3,¢*) = 33, (%,3:¢°) fonksiyonunun, R g (_Z, (x,3:¢%)) ile gosterilen, Ja-
nowski yildizilllk yaricapr

1=0

3:/ ($75;q2) A-B
33

(r,3¢°)  1+|B]

denkleminin en kii¢ik pozitif reel kékiidir.

b. I, (2,5:¢°) = a7 T2 (v +1)5' 7" T, (2,5:¢°) fonksiyonunun, R} 5T, (2,54°))
ile gosterilen, Janowsk:i yildizillik yaricapr

I, (z,3:4°) L A—B

—1=0
I (x,3;¢%) 1+ |B]|

denkleminin en kiicik pozitif reel kékidir.

ispat a. 2, (x,3;¢%) fonksiyonunun Janowski yildizilhk yarigapini belirlemek i¢in

PACES

3 Sv(@,3:9%)

_ BACHE)
A—DBj Hv(,5:9%)

<1, 3l <r”
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olacak gekilde pozitif r* reel sayisinin oldugunu gostermeliyiz. Lemma 4.4 den,
Jon(T,d?), 3 = Ju(z,3;¢*) fonksiyonunun n. pozitif sifirm gostermek iizere

aesi) =] (1- Jf—q)) (1)

n>1

oldugunu biliyoruz. Bu durumda _Z, (z,3; ¢*) = 3J. (2, 3; ¢*) olmak iizere, Denk-
lem (4.8) dikkate alinarak, esitligin her iki tarafininin logaritmik tiirevi ahnacak

olursa

~ ’;2 22
/y(xaq) 1+5‘f”<”q2):1—22 -
Y7, (w5 Jv (2,3, ¢%) 1 Jon(®,¢%) =3

elde edilir. Bu son ifadeden yaralanarak, |3| < 7,..(z,q?) i¢in

(2gig? 2P
ZAze) L TP
P < n21 (4.9)
Si@se®) | = 4 203 '
A-BiZlasm| A BB Y mae

elde edilir. Agikca goriilecegi tizere, yukarida elde edilen son esitsizlikten, |3 = r

icin
S (zsa?) S (w502)
Al | LG
A= B3 /u(fcva;qZ) A—B+|B] < azgg 2) 1)
elde edilir. Kabul edelim ki,
A-B
/l/ (',‘C 37 ) 1 — O

Yy THIB
denkleminin en kiigiik pozitif kokii r* olsun. Eger, (0, 5,.1(z, ¢*)) agik arahginda
bu denklemin yegane pozitif kokiiniin r* oldugunu gosterilirse, Denklem (4.9)
esitsizligi goz Oniine alindiginda bu r* kokii _Z, (z, 3; ¢*) fonksiyonunun Janowski

yildizillhik yarigapr olacaktir. Gergekten, u, : (0, 7,1(x, ¢*)) — R olmak iizere

JAolrid)  A-B
"7 ) 1+ B

fonksiyonunu tanimlayalim. Denklem (4.8) yardimiyla agik¢a goriilecegi iizere

u,(r) =

i) = - 3 henlrd)

n>1 (jl%,n(x7 q2) - T2)2

oldugundan wu,(r) fonksiyonu (0, ,1(z,¢*)) agik arahiginda kesin azalandir. Ay-

rica,

lim u,(r)=—o00 ve limu,(r)= >0
7901 (7,0%) (r) ™0 ") 1+ [B]
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limitlerini hesaplamak kolaydir. Bu halde, £, (z,3;¢*) fonksiyonun Janowski yil-
dizilhk yarigapt R g (7, (,3;4%))

/%waq) A-B

—-1=0
¥ 7. (w5¢%)  1+|B
denkleminin ya da buna denk olarak
3 (@5q)  A-B
Jv (2,5:4%)  1+1|B|

denkleminin en kiiciik pozitif reel kokiidiir.

b. J, (x,3; ¢°) fonksiyonunun Jamnowski yildizillik yarigapini elde etmek igin

T, (.559%)
Tu(2,3;92)

L (2,339%)
A= Baﬂu(w;tﬁ)

<1, |3l <]

olacak sekilde bir ] pozitif reel sayisinin oldugunu gostermeliyiz. Ayrica Lemma
4.5 den, £, (z,¢%), 3 — T, (z,3;¢*) fonksiyonunun n. pozitif sifiri1 gostermek

uzere
V L,V

L9\ T3 _ 32
T (®.56) = <u+1>£[1<1 fz,n<x,q2>> (4.10)

oldugunu biliyoruz. O halde, J, (x,3;¢*) = 2 7"Tp (v + 1) 37T, (2, 3; ¢*) olmak

iizere, esitligin her iki yaninin logaritmik tiirevini almak suretiyle

J, (2.3 6%) J%
—_1_ NP AL A

elde edilir. Elde edilen bu son esitlikten faydalanarak, [3| < ¢,,(z, ¢*) i¢in

L2 203/
L(zsd) 2 )P
T, (Ij q ) n>1 v,n\%

A — Bylulesd) SA_B+‘312L
31, (x5:07) =8,

(4.11)
2 n(xqu)_|3|2

elde edilir. Bu son ifadeden, |3 = r igin,

T (z5a®) 1 1_ J (zr3¢%)
Ju(%,3;9°) < JI (z,m302)
_ J;, (,3;94%) I, (z,m;92
A= Byt | ” A B+ |B| (ridznd) 1)
sonucuna ulagilir. Jimdi, kabul edelim ki, 7§
! L q? A-B
RACKT —1=0

I (z,r;¢?)  1+[B
denkleminin en kiigiik pozitif reel kokii olsun. Bu durumda, J, (z,3; ¢*) fonksi-

yonu [3| < r7 i¢in Janowski yildizildir.
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Slmdla Ryt (07€V,1 (37,(]2)) —-R

I, (x,r;¢%) N A-B
J,(z,m;¢?)  1+|B|

Ky (z,7¢%) =7

fonksiyonunu tammlayalim. Agikga goriilecegi iizere bu fonksiyon (0,4, (z,¢?)) arali-

ginda siirekli ve

/ L2\ 4r€u,n (37, q2)
R, (xalr7 q ) nzzl (fan (x’ q2) _ /)"2)2

oldugundan (0,4, (z,¢*)) acik araliginda «, (z,r;¢*) fonksiyonu kesin azalandir. Ay-

rica,

A-B
lim &, (z,7:¢*) = ve lim
r\0 ( ? ) 1 + |B| 7,1 (2,92)

Ky (a:,r; q2) =—-0<0

limitlerini elde etmek kolaydir. Sonug olarak, ara deger teoreminden x,, (z,r; ¢*) fonksi-
yonunun (0,4, (z,¢*)) agik araligindaki yegane kokiiniin 7 oldugu sonucuna varilir. O
halde, J, (z,r; ¢*) fonksiyonunun Janowski yildizillik yarigapi (0,4, (z,¢*)) araliginda

J,(=ri¢?) A-B

+ —1=0
Jo(z,r;¢?) 1+ |B|

r

denkleminin yegane kokiidiir.

Asagidaki teoremde normalize edilmis biiyiik ¢-Bessel fonksiyonlarinin Janowski

konvekslik yaricapi belirlenmigtir.

Teorem 4.2 v > —1/2 ve x > 0 kogullar: altinda,

a. 7, (%,3;,¢%) =33 (x,3;¢°) fonksiyonunun Janowski konvekslik yarigapr

/VN (ZL’,T’;(]Q) A—-B
T —=
S (x,ri¢*) 1+ B

denkelminin en kiicik pozitif kokidiir.

0

b. I, (2,5¢*) = a7 T (v+1)""T, (v,3¢*) fonksiyonunun Janowski konvekslik

yaricapt
J:// (x,r;q2) A—B
T =
I, (z,m¢%)  1+|B

denkelminin en kiicik pozitif kokidiir.

0

Ispat a. D, agik diskinde ¢, (,3;¢*) fonksiyonu i¢in Janowski konveks fonksiyo-

nun tanimi goéz 6niine alindiginda, |3| < r igin

PACETS)
3 BHCTRS) <1
_ ,2’5’(50,3@2))
i (1 R BHCETD)
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esitsizliginin gerceklenmesi gerektigi sonucuna varilir. Ayrica, daha onceki agik-
lamalar iginda, £, (r,3;¢%) € L2 ve Laguerre-Polya simifi £ tiirev ig-
lemi altinda kapal oldugundan _Z; (z,3;¢*) € £ 2 dir. Bunun sonucu olarak,
7} (2,3 ¢*) fonksiyonun da tiim sifirlar reeldir ve dolayisiyla Hadamard ¢arpim
temsiline sahiptir. Kabul edelim ki, 6, (x,¢*) ler 3 — _#Z/(z,3; ¢*) fonksiyonu-
nun n nci pozitif reel kokleri olsun. Bu halde, ¢ (z,3; ¢*) fonksiyonunun sonsuz

carpim temsili

S (w5¢7) =1 (1 - %) (4.12a)

n>1
olarak elde edilir ve bunun sonucunda da, Denklem (4.12a) nin her iki yaninin

logaritmik tiirevleri alinarak

o (€,5,¢%) 25

1+3 -1 4.12b
A (%,36%) ; 02, (. 4%) — 3 (4.120)

elde edilebilcegi aciktir. O halde
I (z.3:0%) Z 7 2|5|2_ 3

3 II(z,54%) l3

y < 2J5)?
A_B< +3%> ~ 1Bl 2 7 e

elde edilir. Bu son ifadeden
7 (w.5:4%) s ’ ( 3lia?)
3 @5 m q2>

B I (@) L (@l31:4%)
A-B(1+32239)| ~ A-B+|B |3| ¥ e

elde edilir. O halde _Z, (z,3;¢?) fonksiyonunun Janowski konvekslik yar1 ¢api

/u(a’2)_’_A B
So(@,riq?)  1+|B|

denkleminin en kiiciik pozitif kokiidiir.

=0

Ispat1 tamamlamak igin, elde edilen bu denklemin (0,6, (z,¢?)) acik araliginda
tek bir reel koke sahip oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin ¢, : (0,0, (x,¢?)) —

R olmak iizere

/V (x,75¢°) , A=B
") 148

fonksiyonunu tanimlayalim. Acik¢a goriilecegi iizere

, 470, (x, ¢°)
¢, (r) = — : <0
o))

Gu(r) =
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oldugundan ¢, fonksiyonu (0,6, (z,q?)) arahiginda kesin azalndir. Ayrica

i = >0 ve lim (1) = —00
™\0 1+ |B| 1ﬂ/‘0,,71(ac,q2)qzs ( )

limitlerini elde etmek kolaydir. O halde, ¢,(r) fonksiyonu (0,6, (z,4¢*)) aral-
ginda tek bir koke sahip olup, bu kék ¢, (z,3; ¢*) fonksiyonunun Janowski kon-
vekslik yaricapidir.

Yukarida verieln ispattaki adimlar tekrar edilerek Teoremin b maddesindeki ifa-

denin dogrulugu gosterilebilir.

4.2. Normalize edilmis biiyiik ¢-Bessel fonksiyonlarinin

Bernoulli lemniskat yildizillik ve konvekslik yaricapi

Bu kisim, normalize edilmis biiyiik ¢-Bessel fonksiyonlarinin lemniskat yildizallik
ve lemniskat konvekslik yaricaplarini belirlemeye ayrilmigtir.
Asgagidaki teoremde iki farkh gsekilde normalize edilmis biiyiik ¢-Bessel fonksi-

yonlarinin Bernoulli lemniskat yildizillik yaricapr belirlenmigtir.
Teorem 4.3 v > —1/2 ve x > 0 kogullary altinda, asagidaki ifadeler gegerlidir:

a. 2,(2,3;,¢°) = 33, (v,3;¢%) fonksiyonunun, Res- (2, (x,3;4%)) seklinde gisteri-
len, lemniskat yildizallik yarigcape

QL (i) = 203 () (75 ) = @ (75)) = 0
transdantal denkleminin en kii¢ik pozitif reel kékiidiir.

b. I, (2,35¢*) = T w+1)3"""T, (v,5:¢*) fonksiyonunun, Res+ (J, (x,3;¢%))

seklinde gosterilen, lemniskat yildizallk yarigapr
r? T2 (v,r; %) +21-v)r T, (2,7;6%) Ty (2,7 ¢%) + (V2 + 20 — 1) T2 (2,3:¢%) =0
transdantal denkleminin en kii¢ik pozitif reel kékiidiir.

Ispat  a. Lemma 4.5 den, j,,(, %), 3 — J,(z, 3; ¢°) fonksiyonunun n. pozitif sifirim

gostermek iizere

s =T (1= 52 ). (413)



oldugunu biliyoruz. Bu durumda _Z, (z,3; ¢*) = 3J. (2, 3; ¢*) olmak iizere, Denk-

lem (4.13) dikkate alinarak, esitligin her iki tarafininin logaritmik tiirevi alinarak

7 7 J b ; 2 22
/u( ):1+5\~Jy(1’5q2):1_22 M
/I/( 3,4 ) Jv (13,3,(] ) n>1 ]y,n(x7q ) —3

elde edilir. Bu son egitlikten

I3\ 23/ 2|5/
(% <x,a;q2>) H = (Z Eoad?) |5|2> (Z Poa@d®) — 1ol ”)

() )

sonucuna ulagilir. Simdi, kabul edelim ki, r*

(F ) 1(ssm) o

denkleminin en kii¢iik pozitif kokii olsun, bu durumda

‘(T/V’(l‘,r;q?))?_l

<1

v (x,75¢?)

esitsizligi 3| < 7* i¢in gegerli olacaktir. Agikga goriilecegi iizere, elde edilen bu

son egitlik
P2 (3, (2,7:¢%)" = 203, (2,7:6%) 3o (2,7 ¢%) — (30 (2,7547))° = 0
denklemine karsihk gelmektedir. Bu ise Res+ (7, (2,3 ¢*)) lemniskat yildizilhk

yaricapinin yukaridaki denklemin en kiigiik pozitif kokii oldugu anlamina gelir.

[spati tamamlamak icin (0, 7,1 (7, ¢%)) agik araliginda yukarida elde edilen denkle-
min tek bir koke sahip oldugunu gostermemliyiz. Bunun i¢in, F), : (0, 7,.1(z, ¢*)) —

T (Pt R T e

fonksiyonunu tanimlayalim. Bu durumda,

4ry; . (x,q%) 2r?
/ _ v,n ?
FV(T)—Z 5 5 2 1+Z2 (@, ) — 72 >0

n>1 (]u,n(xv q ) - Tz) n>1 jy,n

oldugundan F, (r) fonksiyonu (0, 5,1(,¢?)) agik araliginda kesin artandir. Son

olarak, basit bir limit hesaplamasiyla

lim F,(r)=o00 ve lim#F,(r)=-1<0
/w1 (2,0%) ™0
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limitleri elde edilir. Sonug olarak, F,(r) fonksiyonunun (0, 7,1(x, ¢*)) agik ara-
liginda bir tek (yegane) porzitif reel koke sahiptir ve bu kok normalize edilmig
biiyiik ¢-Bessel _Z, (x,3;¢*) fonksiyonunun Rs- (%, (z,3;¢?)) ile gosterdigimiz
lemniskat yildizillik yaricapina karsilik gelmektedir.

cJu(2,3:¢%) = a7 T (v + 1) 37T, (2, 3; ¢%) seklinde normalize edilmis biiyiik -
Bessel fonksiyonunu ele alahm. Lemma 4.5 den, ¢,,,, (z,4¢?), 3 — J, (x, 3; ¢*) fonk-

siyonunun n. pozitif sifirin1 géstermek {iizere,

vV LV 2
2 T3 3
(2,3¢%) = ——0 R 4.14
I (r5:07) rq2<u+1>,g< =) 1)
oldugunu biliyoruz. Buradan
T, (x.3;°) VACHR'D) 25

5ou N V, _ A 4.14b
o (2,3:4°) T (x,34°) nzzlé?,n(x A-g

elde edilir. Denklem (4.14b) kullanilarak, |3] < £, (z,¢*) i¢in gegerli olan

I, (:c,;,;q2)>2 2|3| 23/’

o) 1 < [v+ +v+2
( J, (%,5¢%) ;% —ls” ;@n( ¢®) — lsl”
(et |3|'q)) (Bl

Jv (@, ]3] %) Jv (@, 1315 ¢%)
esitsizligi elde edilir. Kabul edelim ki, r*
2 2
334 33 4q
(II L (2, ]3] )) (|| L (@, ]3] ))+2:0
Jv (@, 1315 ¢*) 3o (z, 135 ¢%)
denkleminin en kiigiik pozitif reel kokii olsun, bu halde
/ o2V 2
(zw) 4
Jv (2,3, ¢°)

esitsizligi |3 < r* i¢in dogrulanacaktir. O halde J, (,3; ¢*) fonksiyonunun lem-

<1

niskat yildizillik yaricapi
r’7,7 (x,r; ) +20-v)rJ, (2,7:¢°) T (2,76°) + (VP + 20 = 1) T} (2,3:¢°) = 0

denkleminin en kii¢iik pozitif reel kokiidiir.

[spat1 tamamlamak i¢in, bu denklemin (0,4, (z,¢?)) acik arahgimda tek bir reel

koke sahip oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in G, (r) = (0,4, (z,¢*)) = R

Gy(r) = (T%Y _4< %) -
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fonksiyonunu tanimlayalim. Basit bir hesaplamayla

: art}, (,q°) 272
-y L D ) >

2
n>1 (ﬁg,n (l’, q2) - TQ) n>1 vn

oldugundan G, (r) fonksiyonu (0, £, 1(x, ¢*)) agik arahginda kesin artandir. Ayrica

lim G,(r)=o00 ve imG,(r)=—-v—-1?%?<0
m (r) lim (r) =—( )

dir. Sonug olarak, G,(r) fonksiyonunun (0,4, :(z,q¢*)) agk arah@inda bir tek
(yegane) porzitif reel koke sahiptir ve bu kok normalize edilmig biiyiik ¢-Bessel
J, (z,3;¢) fonksiyonunun R.s« (J, (7,3;¢%)) ile gosterdigimiz lemniskat yildizil-
lik yaricapina kargilik gelmektedir.

Boylece, teoremin ispat1 tamamlanmis olur.

Simdi, normalize edilmig biiyiik g-Bessel fonksiyonlarinin Bernoulli lemniskat konveks-

lik yaricapim elde edecegiz.
Teorem 4.4 v > —1/2 ve x > 0 kogullary altinda, asagidaki ifadeler gecerlidir:

a. 7, (,3:¢%) = 33, (,3;¢%) fonksiyonunun, Ree (2, (x,3;¢%)) ile gosterilen Ber-

noully lemniskat konvekslik yaricaps

" L2V 2 7 L2
(r—"/ (z, 7 q2)> -2 <r—"/ (2,73 q2)> —1=0
Ho(@,16%) H (2, riq?)
transdantal denkleminin en kii¢ik pozitif kokiddir.

b. J,(2,5¢°) = 27T (v +1)3' T, (2,3:¢°) fonksiyonunun, Ree (I, (2,3;¢%)) ile

gosterilen Bernoulli lemniskat konvekslik yaricap:

" L2\ 2 7 .2
TJV('T7T7q> _2 TJV(x7T7q) _1:0
I, (,7;6%) I, (2,75¢%)
transdantal denkleminin en kii¢ik pozitif kokiddir.

Ispat  a. Daha énce de ifade edildigi iizere, o (2,3;¢°) € £ P ve Laguerre-Polya
siifi £ P tiirev iglemi altinda kapah oldugundan ¢ (z,3;¢*) € £ dir. Bu-
nun sonucu olarak, ¢/ (z,3;¢*) fonksiyonun da tiim sifirlar reeldir ve dolayi-
siyla. Hadamard garpim temsiline sahiptir. Kabul edelim ki, 6, (z,¢?) ler 3 —
7 (x,3;¢°) fonksiyonunun n nci pozitif reel kokleri olsun. Bu halde, ¢/ (z,3; ¢*)

fonksiyonunun sonsuz ¢arpim temsili
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S (w5¢7) =1 (1 - #) (4.15a)

ol z,q°)
olarak elde edilir ve bunun sonucunda da, Denklem (4.15a) nin her iki yaninin

logaritmik tiirevleri alinarak

(2,3 6%) 5%
1432 08T ) 4.15b
AT D ey (4.15b)

nZl v,n

sonucuna varihr. Sonug olarak, |3| < 6, (z,4?) i¢in

" 21N 2 " 21N 2 " )
(1+3jyl (w75’q2)) _1 S (er/ (:U?r)qQ)) _2(7, I/, (1‘7T7q2))
PACHND) S (@,7r5¢%) S (@,r:¢%)
elde edilir. Boylelikle, Rzc (7, (z,3;¢*)) Bernoulli lemniskat konvekslik yarigap:

(i) 2 Frea) =

denkleminin (0, 6, (z,¢?)) agk arahgmmdaki en kiigiik pozitif kokii oldugu sonu-

cuna varilir. Ispat1 tamamlamak icin, yukarida elde edilen denklemin (0, 6, (z, ¢?))
acik arahginda tek bir reel kdke sahip oldugunu gostermeliyiz. Bunun i¢in, v, :

(0,0,1 (z,¢*)) — R olmak iizere

v, (r) = <T/i’/((:cx—::;qu)>>2 —2 <r/i’/(<xx—::;qu))) !

fonksiyonunu tanimlayalim. Basit bir hesaplama ile

v, (r) = 8r (Z Uon (@ 4) ) (Z 27’2) - r2)2 + 1) >0

n>1 (an (z,¢%) — 7”2)2 n>1 (an (z, ¢

olacagindan v, (r) fonksiyonunun (0,6, (z,¢*)) arahginda kesin artan oldugu so-

nucuna ulagilir. Ayrica

limv,(r)=-1<0 ve lim  v,(r) =00
r™\,0 r/0,.1(z,q?)

limitlerini elde etmek kolaydir. Boylelikle, Rec (_Z, (z,3; ¢*)) Bernoulli lemniskat
konvekslik yaricapi

(i) (Fiterim) 1=

denkleminin (0,6, (z,¢?)) arahgimdaki yegane kokiidiir.
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b. I, (z,3;¢%) € £ 2 olup, Laguerre-Polya simfi £ 2 tiirev iglemi altinda kapali ol-
dugundan J/, (z,3;¢*) € £ 2 dir. Kabul edelim ki, 3, ,, (z; ¢*) ler 3 — T, (z,3; ¢*)
fonksiyonunun n nci pozitif sifirlarimi temsil etsin. Bu durumda 3 — J, (x, 3; ¢°)
fonksiyonunun sonsuz ¢arpim temsili

I, (2.3:4°) = H (1 — ZL) (4.16a)
Y ol o (236%)
olarak elde edilir ve bunun sonucunda da, Denklem (4.16a) nin her iki yaninin

logaritmik tiirevleri alinarak

I (z,3;¢%) 23°
3J’V (z,3,4?) Z B2 (x;¢%) — 32 ( )

n>1

sonucuna varilir. Simdi, Denklem (4.16b) kullamlarak
" L2\ 2 " L2V 2 7 )
(1+5JV (z,3:9 )) 1l < (TJ,, (z,75q )) y (rJV (z,7:q ))
3 (2,3 6°) I (@, 75¢%) (75 ¢%)
elde edilir. Boylece, J, (, 3; ¢*) fonksiyonu, 7,

(M>2_2<rw)—1=0

"I (@) I, (x,7;¢%)

denkleminin en kiigiik pozitif kokii olmak iizere, |3| < r; i¢in lemniskat konvekstir.

Ispat1 tamamlamak icin bu denklemin (0, 3,1 (z; ¢%)) araliginda tek bir kke sahip
oldugunu gostermeliyiz. Bunun igin ¢, : (0, 8,1 (z;¢%)) = R

(T I (x,7:¢%)
%(T)_(rﬂ’y(%r;q?) 2 "I () !

fonksiyonunu tanimlayalim. Acik¢a goriilecegi iizere,

901/(7’) = 8r (Z ( 9 ﬁmn (a:’q ) ) (Z ( 9 2r2) _ 7”2)2 + 1> >0

2
n>1 vn (‘T? q2) - TQ) n>1 v,n (‘T? q2

olacagindan ¢, (r) fonksiyonunun (0,3, (z,¢*)) araliginda kesin artan oldugu

sonucuna ulagilir. Ayrica

limp,(r)=—-1<0 ve lim (1) =00
lim ¢, (r) ¢ (r)

limitlerini elde etmek kolaydir. Béylelikle, R.c (J, (z,3;¢*)) Bernoulli lemniskat
konvekslik yarigapi

1" L2V 2 1 c 2
TJV(:C7r7q) _2 TJV(x7r7q) _1:0
I (2,75 ¢%) J (2,75 6%)
denkleminin (0, 5,1 (z,¢?)) araligindaki yegane kokiidiir.

Boylece teoremin ispat1 tamamlanmis olur.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, iki farkli sekilde normalize edilmig biiyiik g-Bessel fonksiyonlari-
nin lemniskat yildizillik, lemniskat konvekslik ve Janowski yildizillik, Janowski konveks-
lik yaricapi gibi baz1 geometrik 6zellikleri incelenmigtir. Caligmada elde edilen sonuclar
0zgiin olup, sonuclarin elde edilmesinde biiyiik ¢-Bessel fonksiyonunun reel sifirlara
sahip oldugu gerceginden hareketle (Toklu, 2025) ¢aligmasinda elde edilmis olan Hada-
mard carpim temsili 6nemli bir rol oynamaktadir.

Ozel fonksiyonlar1 geometrik &zellikleri ile ilgilenen arastirmacilar, bu cals-
mada kullanilan argiimanlar yardimiyla normalize edilmig biiyiik ¢-Bessel fonksiyo-

nunun bagka geometrik ozelliklerini elde edebilirler.
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