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Bu çal�³man�n temel amac�, karma³�k düzlemin birim diski içinde analitik olan

iki farkl� ³ekilde normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonunun Janowski y�ld�z�ll�k,

Janowski konvekslik, lemniskat y�ld�z�ll�k ve lemniskat konvekslik yar�çaplar�n�n belir-

lenmesidir. Ayr�ca, her bir fonksiyonun basit ve reel say�lar olan sonsuz say�da s�f�ra

sahip oldu§u ee§inden hareketle bu fonksiyonlar için daha önce elde edilmi³ sonsuz

çarp�m temsilleri ve reel tam fonksiyonlar�n Laguerre�Pólya s�n�f�, Hadamard çarpan-

lara ay�rma teoreminin bu çal�³man�n ayr�lmaz bir parças�n� olu³turdu§unu belirtmek

önemlidir.
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The primary objective of this study is to determine the radii of Janowski star-
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di�erently normalized big q-Bessel functions, which are analytic in the unit disk of the

complex plane. Furthermore, building upon the fact that each function has in�nitely

many simple and real zeros, we utilize previously obtained in�nite product representa-

tions for these functions. It is essential to emphasize that the Laguerre-Pólya class of

real entire functions and the Hadamard factorization theorem constitute integral parts

of this work.
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1. G�R��

Analitik fonksiyonlar, kompleks düzlemde türevlenebilir olan fonksiyonlard�r.

Bu fonksiyonlar, Taylor serisi ile temsil edilebilir ve lokal olarak kuvvet serileri ile

ifade edilir. Analitik fonksiyonlar, kompleks analizin temel yap� ta³lar�ndan biridir ve

birçok matematiksel problemin çözümünde kullan�l�r. Geometrik Fonksiyon Teorisi,

kompleks analiz alan�nda analitik fonksiyonlar�n geometrik davran�³lar�n� inceleyen bir

alt disiplindir. Bu teori, özellikle birim disk D = {z ∈ C : |z| < 1} üzerinde tan�ml�

olan fonksiyonlar� temel al�r ve bu fonksiyonlar�n görüntü bölgelerinin ³ekli, büyük-

lü§ü, konveksli§i, y�ld�z�ll�§� gibi özelliklerini analiz eder. Bu tür geometrik özelliklerin

incelenmesi, fonksiyonlar�n yap�s� hakk�nda derin bilgiler sunar.

Geometrik fonksiyon teorisinde normalize edilmi³ analitik fonksiyonlar s�n�f� A

ile gösterilir ve e§er f ∈ A ise ad�na normalizasyon ko³ullar� dedi§imizf(0) = 0 ve

f ′(0) = 1 ko³ullar�n� sa§layan fonksiyonlardan olu³ur. Normalizasyon, analitik fonk-

siyonlar için bir standart form sa§lar. Normalize etme, fonksiyonlar aras�ndaki fark-

l�l�klar� netle³tirerek s�n��ar�n daha iyi analiz edilmesini sa§lar. Bu alanda, özellikle

birim disk üzerinde tan�ml� analitik fonksiyonlar�n normalizasyonu, fonksiyonlar�n s�-

n��and�r�lmas� ve incelenmesinde büyük bir öneme sahiptir. Normalizasyon olmadan,

fonksiyonlar orijinde key� davran�³lar sergileyebilir, bu da geometrik özelliklerinin ince-

lenmesini zorla³t�r�r. f(0) = 0 ve f ′(0) = 1 ko³ullar�, tüm fonksiyonlar�n ayn� "ba³lang�ç

noktas�na" sahip olmas�n� sa§lar. Daha aç�k bir ifadeyle, bu ko³ullar, fonksiyonun ori-

jinde "merkezlenmi³" olmas�n� ve z = 0 noktas�nda türevinin 1 olmas�n� sa§lar. Birim

disk D = {z ∈ C : |z| < 1} üzerinde tan�ml� bir normalize edilmi³ analitik fonksiyon

f(z) = z+ a2z
2 + a3z

3 + · · · = z+
∑
n≥2

anz
n,

³eklinde seri açl�m� ile yaz�labilir, burada a2, a3, . . . katsay�lar�, fonksiyonun özelliklerine

ba§l� olarak belirlenir. Normalize edilmi³ fonksiyonlar, genellikle Taylor serisi katsay�lar�

a2, a3, . . . cinsinden incelenir. Bu katsay�lar, fonksiyonun geometrik davran�³� hakk�nda

önemli bilgiler ta³�r.

Normalize edilmi³ analitik fonksiyonlar�n s�n�f�n�n A ile gösterildi§inden bah-

setmi³tik. Bu s�n�fa ait önemli bir alt s�n�f ise univalent yani birebir ve analitik olan

1



fonksiyonlar�n s�n�f�d�r ve bu s�n�f S ile gösterilir. Univalent fonksiyonlar, birim diskte

her iki farkl� noktay� farkl� de§erlere götüren fonksiyonlard�r. Bir ba³ka ifadeyle, D =

{z ∈ C : |z| < 1} birim disk üzerinde tan�ml� bir analitik fonksiyon f(z) olsun, e§er bu

fonksiyon birebir (univalent) ise, yani ∀z1, z2 ∈ D için f(z1) = f(z2) olmas� için gerek

ve yeter ³art z1 = z2 olmas� ise, f(z) fonksiyonu univalent olarak adland�r�l�r. Bu fonk-

siyonlar�n görüntü bölgeleri ço§unlukla karma³�k, fakat kontrol edilebilir geometrilere

sahiptir. Örne§in, Koebe fonksiyonu k(z) = z
(1−z)2

, S s�n�f�n�n çarp�c� bir örne§idir; bu

fonksiyonun görüntüsü tüm kompleks düzlemi (tek bir yar�çember hariç) kaplar. Bu

fonksiyonlar, Riemann dönü³üm teoremi gibi temel sonuçlarda önemli bir rol oynar.

� Bieberbach tahmini (1985'te de Branges taraf�ndan kan�tlanm�³t�r), normalize

edilmi³ univalent fonksiyonlar için |an| ≤ n oldu§unu ifade eder.

� Fekete-Szeg® problemi, |a3 − µa22| ifadesinin maksimizasyonu ile ilgilidir ve fonk-

siyonun geometrik özelliklerini yans�t�r.

Kompleks analizde önemli bir yere sahip olan Bieberbach tahmini, birim disk üzerinde

ünivalent ve normalle³tirilmi³ fonksiyonlar�n Taylor katsay�lar� üzerine getirdi§i s�n�rla-

malar nedeniyle yakla³�k yetmi³ y�l boyunca çözülememi³ önemli bir problemdir. 1916

y�l�nda Ludwig Bieberbach taraf�ndan ortaya at�lan bu tahmin, her f ∈ S için

f(z) = z+ a2z
2 + a3z

3 + . . . ³eklinde yaz�ld�§�nda, |an| ≤ n

e³itsizli§inin geçerli oldu§unu ve e³itli§in yaln�zca döndürülmü³ Koebe fonksiyonu için

sa§land�§�n� öne sürmektedir.

Bu problem, 1985 y�l�nda Louis de Branges taraf�ndan çözülmü³ ve onun ispat�,

analitik fonksiyon teorisinin farkl� tekniklerinin ustaca bir birle³imini içermektedir. de

Branges'in yakla³�m�, özellikle Hilbert uzay� operatör teorisi, lineer fonksiyonel analiz,

ve dikkat çekici ³ekilde, baz� özel fonksiyonlar�n davran�³lar�n� da temel al�r.

Bu ba§lamda, hipergeometrik fonksiyonlar, özellikle ispat�n teknik bölümlerinde

ortaya ç�kan integral dönü³ümleri ve fonksiyonel e³itsizliklerde temel rol oynam�³t�r.

de Branges, belirli fonksiyonel e³itsizlikleri sa§lad�§�n� göstermek için, hipergeometrik

fonksiyonlar�n katsay� büyüme özelliklerinden ve baz� poziti�ik kriterlerinden faydalan-

m�³t�r.
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1.1. Hipergeometrik Fonksiyonlar�n Rolü

�spat�n merkezinde yer alan fonksiyonlar, belirli bir s�n�fa ait olan tam fonksi-

yonlard�r (tüm kompleks düzlemde analitik). Bu fonksiyonlar, a³a§�daki genel biçimde

tan�mlanan hipergeometrik serilerle yak�ndan ili³kilidir:

2F1(a, b; c; z) =
∞∑
n=0

(a)n(b)n
(c)n

· z
n

n!

de Branges'in yap�s�, bu tür fonksiyonlar�n özel de§erlerinden ve özellikle Koebe fonk-

siyonu gibi fonksiyonlar�n hipergeometrik temsillerinden yararlanarak çal�³�r. Koebe

fonksiyonu:

k(z) =
z

(1− z)2
= z+ 2z2 + 3z3 + . . .

a³a§�daki ³ekilde ifade edilebilir:

k(z) = z · 2F1(1, 2; 1; z)

Bu ifade, Koebe fonksiyonunun tüm Taylor katsay�lar�n�n tam olarak an = n

oldu§unu ve dolay�s�yla Bieberbach tahminindeki e³itlik durumunu sa§lad�§�n� gösterir.

de Branges, ispat�nda bu tip örnek fonksiyonlar� kar³�la³t�rma ölçütü olarak kullanm�³

ve katsay�lar üzerinde poziti�ik sa§layan fonksiyonel e³itsizlikler üretmi³tir.

Özellikle, hipergeometrik fonksiyonlar�n diferansiyel denklemlerle olan ili³kisi,

ispatta kullan�lan Hermit tipi fonksiyonel ili³kilerin analizinde büyük önem ta³�m�³-

t�r. Böylece, hipergeometrik fonksiyonlar�n hem do§rudan temsilleri hem de türevsel

özellikleri, ispat sürecinde yap� ta³lar� hâline gelmi³tir.

Louis de Branges'in 1985'te sundu§u ispat, yaln�zca kompleks analizde de§il,

ayn� zamanda fonksiyonel analiz ve özel fonksiyonlar kuram�nda da ç�§�r aç�c� bir ör-

nek te³kil eder. Hipergeometrik fonksiyonlar, bu ispatta yaln�zca örnek verici olarak

de§il, ayn� zamanda daha derin yap�sal ba§lant�lar kurmak amac�yla da kullan�lm�³-

t�r. Bu nedenle, hipergeometrik fonksiyonlar yaln�zca klasik özel fonksiyonlar s�n�f�nda

de§il, ayn� zamanda modern analitik tekniklerin de ayr�lmaz bir parças� olarak de§er-

lendirilebilir.

Geometrik fonksiyonlar teorisinde, belirli nicelikleri maksimize veya minimize

eden ekstremal fonksiyonlar bulmak önemlidir. Normalizasyon, bu tür problemlerin

formüle edilmesi ve çözülmesi için tutarl� bir çerçeve sa§lar. Ayr�ca, normalizasyon,

ara³t�rmac�lar�n fonksiyonlar�n geometrik özelliklerine odaklanmas�na olanak tan�r. Bu

özellikler ³unlar� içerir:
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� Univalentlik: Fonksiyonun birebir olup olmad�§�.

� Y�ld�z�ll�k: Fonksiyonun birim diski, orijine göre y�ld�z�l bir bölgeye resmedip res-

medi§i.

� Konvekslik: Fonksiyonun birim diski, konveks bir bölgeye resmedip resmedi§i.

� Yar�çap Problemleri: Bir fonksiyonun univalent, y�ld�z�l veya konveks kald�§� en

büyük yar�çap�n belirlenmesi.

Geometrik fonksiyon teorisi, Riemann dönü³üm teoremi gibi temel sonuçlarda

önemli bir rol oynar.

1.2. Riemann Dönü³üm Teoremi

Riemann Dönü³üm Teoremi, kompleks analiz ve geometrik fonksiyon teorisinin

temel yap� ta³lar�ndan biridir. Bu teorem, basit ba§lant�l� bölgeler aras�nda konform

e³lemelerin varl�§�n� garanti eder ve hem teorik hem de uygulamal� matematikte geni³

bir kullan�m alan�na sahiptir. Teorem, univalent fonksiyonlar�n incelenmesinde ve �zik-

sel problemlerin çözümünde kritik bir rol oynar. Riemann Dönü³üm Teoremi, a³a§�daki

³ekilde ifade edilir:

Teorem 1.1 (Riemann Dönü³üm Teoremi) C kompleks düzleminde, basit ba§lan-

t�l� ve özde³ olmayan (yani tüm düzlem olmayan) herhangi bir D bölgesi için, birim

disk D = {z ∈ C : |z| < 1} ile D aras�nda konform bir e³leme (yani birebir ve analitik

bir dönü³üm) vard�r. Daha kesin olarak, bir f : D → D konform dönü³ümü bulunabilir.

Bu teorem, w0, D bölgesinde sabit bir nokta olmak üzere f(0) = w0 ve f ′(0) > 0 gibi

ek ko³ullar alt�nda benzersiz bir dönü³ümün varl�§�n� da garanti eder.

Riemann Dönü³üm Teoremi, a³a§�daki nedenlerle geometrik fonksiyonlar teori-

sinde büyük bir öneme sahiptir:

� Konform E³leme: Teorem, basit ba§lant�l� bölgeler aras�nda konform e³lemelerin

varl�§�n� garanti eder. Bu, karma³�k geometrik ³ekillerin birim disk gibi daha basit

bir bölgeye indirgenmesini sa§lar.

� Univalent Fonksiyonlar: Teorem, univalent (birebir) fonksiyonlar�n incelenme-

sinde temel bir araçt�r. Birim disk üzerindeki univalent fonksiyonlar, Riemann

Dönü³üm Teoremi sayesinde di§er bölgelerle ili³kilendirilebilir.
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� Fiziksel Uygulamalar: Konform dönü³ümler, ak�³kanlar dinami§i, elektrostatik ve

�s� transferi gibi �ziksel problemlerin çözümünde yayg�n olarak kullan�l�r.

Riemann Dönü³üm Teoremi'nin ispat�, genellikle a³a§�daki ad�mlar� içerir:

1. D bölgesinin basit ba§lant�l� oldu§u varsay�l�r.

2. D bölgesi ile birim disk D aras�nda bir konform e³leme bulmak için, önce D

bölgesi birim diske homeomor�k (sürekli ve tersi sürekli) olarak e³lenir.

3. Daha sonra, bu homeomor�zmin analitik oldu§u ve türevlenebilirli§i sa§land�§�

gösterilir.

4. Son olarak, f(0) = w0 ve f ′(0) > 0 gibi ek ko³ullar alt�nda e³lemenin benzersiz

oldu§u kan�tlan�r.

Bu çal�³man�n temel amac�, karma³�k düzlemin birim diski içinde analitik olan

iki farkl� ³ekilde normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonunun Janowski y�ld�z�l-

l�k (starlikeness), Janowski konvekslik, Lemniskat y�ld�z�ll�k ve Lemniskat konvekslik

yar�çaplar�n�n belirlenmesidir. Ayr�ca, her bir fonksiyonun basit ve reel say�lar olan

sonsuz say�da s�f�ra sahip oldu§u gerçe§inden hareketle bu fonksiyonlar için daha önce

elde edilmi³ sonsuz çarp�m temsilleri ve reel tam fonksiyonlar�n Laguerre�Pólya s�n�f�,

Hadamard çarpanlara ay�rma teoreminin bu çal�³man�n ayr�lmaz bir parças�n� olu³tur-

du§unu belirtmek önemlidir.
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2. TEMEL KAVRAMLAR

Bu k�s�mda, tezin temel sonuçlar�n�n elde edilmesinde önemli yer tutacak olan,

ünivalent fonksiyonlar�n temel alt s�n��ar�na ve bu s�n��ara ait baz� önemli tan�mlara,

teoremlere ve örneklere yer verilmi³tir.

2.1. Y�ld�z�l Fonksiyonlar

Bir S ⊂ C bölgesi ve x0 ∈ S bu bölge içinde bir nokta olsun. E§er bu x0 ∈ S

noktas�ndan kümedeki her di§er noktaya çizilen do§ru parças� tamamen S bölgesinin

içinde kal�yorsa, yani

∀x ∈ S, ∀t ∈ [0, 1] : (1− t)x0 + tx ∈ S

ise, bu bölgeye x0 ∈ S noktas�na göre y�ld�z�l (star-shaped ya da starlike) bölge denir.

Özel olarak x0 ∈ S noktas� orijin olarak al�n�rsa S bölgesine orijine göre y�ld�z�l ya da

k�saca y�lz�l bölge denir. Bir f ∈ A fonksiyonu için f(D) kümesi orijine göre y�ld�z�l ise

yani herhangi bir z ∈ D ve her t ∈ [0, 1] için, tf(z) ∈ f(D) ko³ulu sa§lan�yorsa, bu fonk-

siyona y�ld�z�l fonksiyon denir. Geometrik fonksiyon teorisinde bir f ∈ A fonksiyonu

alt�nda D birim diskinin görüntüsü y�ld�z�l bir bölge ise bu fonksiyon y�ld�z�l fonksiyon

olarak adland�r�l�r. Bu fonksiyonlar�n s�n�f� genellikle S∗ ile gösterilir.

Bu tür fonksiyonlar için a³a§�daki karakterizasyon s�kça kullan�l�r:

Re

{
zf ′(z)

f(z)

}
> 0.

Bu ifade, orijine giden her do§ru parças�n�n görüntü alt�nda da bir do§ru parças� olarak

kalmas�n� garanti eder.

Teorem 2.1 (Y�ld�z�l Fonksiyonlar için Diferansiyel Ko³ul) Bir f : D → C fonk-

siyonu birim disk içinde holomor�k, f(0) = 0 ve f(z) ̸= 0 olmak üzere

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0, ∀z ∈ D

e³itsizli§ini sa§l�yorsa, f y�ld�z�l (starlike) bir fonksiyondur.
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Örnek olarak

f(z) =
z

1− z
, f(z) = − log(1− z), f(z) = zez

fonksiyonlar�n�n her biri y�ld�z�l fonksiyondur.

2.1.1. Konveks Fonksiyonlar

Karma³�k düzlemde bir D ⊂ C bölgesi verilmi³ olsun. E§er ∀z1, z2 ∈ D için bu

noktalar� birle³tiren do§ru parças� bütünüyle D içinde kal�yorsa, bu durumda D bölgesi

konveks (d�³bükey ya da ç�k�nt�s�z) olarak adland�r�l�r. Yani,

∀z1, z2 ∈ D, ∀t ∈ [0, 1], tz1 + (1− t)z2 ∈ D

³art� sa§lan�rsa D konveks bir bölgedir. Bir f : D → C holomor�k ve ünivalent fonksi-

yonu için f(D) konveks bir bölge ise, bu fonksiyon konveks fonksiyon olarak adland�r�l�r.

Bir ba³ka ifadeyle, f : D → C fonksiyonu, e§er tan�m kümesi D ⊆ C konveks olmak

üzere

f(λz1 + (1− λ)z2) ≤ λf(z1) + (1− λ)f(z2) ∀z1, z2 ∈ D, ∀λ ∈ [0, 1]

e³itsizli§i sa§l�yorsa f fonksiyonu konveks (d�³bükey) fonksiyon olarak adland�r�l�r. Bu

tan�ma göre, z1 ve z2 noktalar� aras�nda al�nan herhangi bir ara noktan�n fonksiyon

de§eri, bu iki uç noktan�n fonksiyon de§erlerinin a§�rl�kl� ortalamas�ndan büyük ola-

maz. Geometrik fonksiyon teorisinde bir f ∈ A fonksiyonu alt�nda D birim diskinin

görüntüsü konveks bir bölge ise bu f fonksiyonu konveks fonksiyon olarak adland�r�l�r.

Konveks fonksiyonlar�n s�n�f� genellikle K ile gösterilir.

Teorem 2.2 (Konveks Fonksiyonlar için Diferansiyel Ko³ul) Bir f ∈ A fonk-

siyonu, yani birim disk D üzerinde analitik ve normalize edilmi³se ( f(0) = 0, f ′(0) =

1), verilmi³ olsun. Bu durumda,

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> 0 ∀z ∈ D

diferansiyel ko³ulu sa§lan�yorsa f konveks fonksiyondur.

A³a§�daki fonksiyon konveks bir fonksiyondur:

f(z) =
z

1− z
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Bu fonksiyon D içinde analitik ve normalize edilmi³ bir fonksiyondur. Türevlerini

hesaplayal�m:

f ′(z) =
1

(1− z)2
, f ′′(z) =

2

(1− z)3

Diferansiyel ko³ulu hesaplayal�m:

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
= 1 +

z · 2
(1−z)3

1
(1−z)2

= 1 +
2z

1− z

Bu ifadede z ∈ D için reel k�sm�n pozitif oldu§unu gözlemleyebiliriz.

Not 2.1 Yukar�daki teoremde verilen konveks fonksiyonlar için diferansiyel ko³ulu, ge-

ometrik olarak konvekslik gibi bir özelli§i, analitik diferansiyel ifadeyle ili³kilendirir.

Konveks fonksiyonlar, ayn� zamanda y�ld�z�l fonksiyonlar�n bir alt kümesidir. Özellikle

konformal dönü³ümlerin konvekslik ko³ullar� da bu e³itsizlikle test edilebilir. E§er f(D)

kümesi konveks bir bölge ise, f fonksiyonuna konveks denir. Konveks fonksiyonlar için

³u karakterizasyon geçerlidir:

Re

{
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

}
> 0.

Bu ko³ul, fonksiyonun türevlerinin yön de§i³imlerinin belirli s�n�rlar içinde oldu§unu

gösterir ve bu da, görüntü kümesinin konveks olmas�n� garanti eder. Her konveks fonk-

siyon ayn� zamanda y�ld�z�l bir fonksiyondur, yani K ⊂ S∗.

2.2. α Mertebeden Y�ld�z�l ve Konveks Fonksiyonlar

Geometrik Fonksiyon Teorisi (GFT), karma³�k analizde tan�ml� tekil olmayan

fonksiyonlar�n geometrik ve topolojik özelliklerini inceler. Bu alan�n temel s�n��ar�n-

dan ikisi y�ld�z�l ve konveks fonksiyonlard�r. Bu s�n��ar�n α mertebeden genelle³tirilmi³

halleri, fonksiyonlar�n geometrik davran�³lar�n� parametrik olarak kontrol etme imkân�

sa§lar.

Tan�m 2.1 ( α Mertebeden Y�ld�z�l Fonksiyonlar) Bir f ∈ A fonksiyonu için

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α tüm z ∈ D için

³art� sa§lan�yorsa, f fonksiyonu α mertebeden y�ld�z�l olarak adland�r�l�r ve

S∗(α) :=

{
f ∈ A : Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> α

}
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ile gösterilir. Burada 0 ≤ α < 1 al�n�r.

Not 2.2 � α = 0 için klasik y�ld�z�l fonksiyonlar elde edilir: S∗(0) = S∗

� α → 1− için s�n�f daral�r.

Tan�m 2.2 (α Mertebeden Konveks Fonksiyonlar) Benzer ³ekilde, f ∈ A için

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α ∀z ∈ D için

³art� sa§lan�yorsa, f fonksiyonu α mertebeden konveks olarak adland�r�l�r ve

K(α) :=

{
f ∈ A : Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> α

}
ile gösterilir.

Not 2.3 � α = 0 için klasik konveks fonksiyonlar elde edilir: K(0) = K

� K(α) ⊂ S∗(α) her α için geçerlidir.

Örnek 2.1 � f(z) =
z

(1− z)2(1−α)
Bu fonksiyon her 0 ≤ α < 1 için S∗(α) s�n�f�na

aittir. Gerçekten,

zf ′(z)

f(z)
= 1 +

2(1− α)z

1− z

⇒ Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
= Re

(
1 +

2(1− α)z

1− z

)
> α (z ∈ D)

� f(z) = − log(1− z) Bu fonksiyonun türevleri:

f ′(z) =
1

1− z
, f ′′(z) =

1

(1− z)2

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
= 1 +

z

1− z
=

1

1− z

⇒ Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
= Re

(
1

1− z

)
>

1

2
(z ∈ D)

Dolay�s�yla f ∈ K(1/2) ⊂ K(α) her α < 1
2
için geçerlidir.

Not 2.4 � K(α) ⊂ S∗(α) içerme ili³kisi her 0 ≤ α < 1 için geçerlidir.

� Bu s�n��ar normaldir ve Koebe fonksiyonu gibi ekstremal fonksiyonlar� içerir.

α mertebeden y�ld�z�l ve konveks fonksiyonlar�n geometrik fonksiyon teorisindeki önemi

9



� α parametrizasyonu, klasik y�ld�z�l (α = 0) ve konveks (α = 0) fonksiyonlar�n

daha dar veya daha genelle³mi³ s�n��ar�n� tan�mlamam�za olanak tan�r.

� Bu s�n��ar büyüme, distorsiyon ve kaplama teoremleri gibi klasik GFT sonuçla-

r�n�n keskinle³tirilmi³ versiyonlar�n� sa§lar.

� α artt�kça fonksiyonlar daha s�k� s�n�rlara zorlan�r: α → 1 durumunda s�n�f daral�r

ve geometrik yap� sertle³ir.

� K(α) ⊂ S∗(α) kapsamas� sayesinde, konvekslik ve y�ld�z�ll�k aras�ndaki ba§ daha

net kurulur.

� Diferansiyel subordinasyon, Loewner teorisi, konformal haritalama gibi daha ileri

konularda bu fonksiyonlar do§rudan uygulan�r.

� Fiziksel uygulamalarda (örne§in: aerodinamik çal�³malar, potansiyel ak�³lar) kon-

formal kaplamalar y�ld�z�l ya da konveks çarp�m alanlar� ile modellenir.

³eklinde maddelenebilir. Ayr�ca a³a§�daki, kar³�la³t�rma tablosu konunun daha net ola-

rak anla³�lmas�na yard�mc� olacakt�r:

Özellik S∗(α) K(α)

Geometrik anlam Y�ld�z�l Konveks

α = 0 durumu Klasik y�ld�z�l fonk. Klasik konveks fonk.

α → 1 durumu Daralan s�n�f Daha düzgün fonk.

Kapsama Yok ⊂ S∗(α)

Uygulama Konformal tasar�m, subordinasyon Konveks analiz, Loewner

2.3. Konform Dönü³üm

Konform dönü³üm, bir bölgenin her noktas�nda aç�y� koruyan holomorf bir fonk-

siyondur. Daha aç�k bir ifadeyle, e§er f fonksiyonu bir bölgede türevlenebilir ve türevi

s�f�rdan farkl�ysa, f konformdur.

Tan�m 2.3 Bir f : Ω → C fonksiyonu Ω aç�k bir altkümesi üzerinde türevlenebilir ve

türevi f ′(z) ̸= 0 ise f konform dönü³ümdür.
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Möbius dönü³ümleri konform dönü³ümlere örnek te³kil eder. Genel formu:

f(z) =
az+ b

cz+ d
, ad− bc ̸= 0

³eklindedir.

Teorem 2.3 E§er f konform ise, f lokal olarak izomor�ktir. Yani her z0 ∈ Ω için, f

bir çevrede birebirdir.

�spat f holomorf ve f ′(z0) ̸= 0 oldu§undan, lokal tersleme teoremi uygulanabilir. Bu

da gösterir ki f lokal olarak birebirdir.

Örnek 2.2 Fonksiyon f(z) = ez birim disk içinde konformdur çünkü türevi f ′(z) =

ez ̸= 0'd�r.

2.4. Univalent Fonksiyonlar ve Schwarz Lemmas�

Bir fonksiyon f , bir bölge D'de holomorf ve birebir (injective) ise, bu fonksiyona

univalent fonksiyon denir. Geometrik Fonksiyon Teorisi'nin temel çal�³ma alanlar�ndan

biri birim disk içindeki D = {z ∈ C : |z| < 1} univalent fonksiyonlard�r.

Univalent fonksiyonlarla ilgili temel sonuçlardan biri Schwarz Lemmas�d�r. Bu

lemma ³öyle der:

E§er f fonksiyonu D'de holomorf, f(0) = 0 ve |f(z)| ≤ 1 ise, o zaman:

|f(z)| ≤ |z| ve |f ′(0)| ≤ 1.

E³itlik ancak ve ancak f(z) = eiθz biçiminde ise sa§lan�r, burada θ ∈ R sabittir.

Schwarz Lemmas�, univalent fonksiyonlar�n büyüme ve dönme s�n�rlamalar�n�

analiz etmekte güçlü bir araçt�r. Bu lemma, ayn� zamanda Koebe fonksiyonu gibi

ekstremal fonksiyonlar�n da karakterizasyonunda rol oynar. Özellikle normalize edil-

mi³ s�n��arda, f(0) = 0 ve f ′(0) = 1 ko³ullar� alt�nda, Schwarz Lemmas� ve onun

genellemeleri geometrik özelliklerin (y�ld�z�ll�k, konvekslik vb.) incelenmesinde kullan�-

labilir.

Not 2.5 (Schwarz Lemmas�'n�n Önemi) � Univalent fonksiyonlar�n s�n�rlar�:

Schwarz Lemmas�, normalize edilmi³ univalent fonksiyonlar�n büyüme ve dönme

s�n�rlar�n� belirler.
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� Geometrik haritalama: Schwarz Lemmas�, birim diskten ba³ka bölgelere yap�lan

holomor�k dönü³ümlerin de§er bölgesini kontrol etmede kullan�l�r.

� Sabit nokta analizi: Dinamik sistemler ve sabit nokta teoremleriyle ili³kili ola-

rak Schwarz Lemmas�, birim disk içindeki iteratif davran�³lar�n incelenmesinde

önemli rol oynar.

� Koebe fonksiyonu ve ekstremal örnekler: Schwarz Lemmas�, Koebe fonksiyonu gibi

maksimum distorsiyon yaratan fonksiyonlar�n analizinde temel araçt�r.

� Geometrik özelliklerin tespiti: Schwarz Lemmas� ve genellemeleri, y�ld�z�l, konveks

veya yak�n konveks fonksiyonlar�n karakterizasyonunda kullan�l�r.

Bu nedenlerle Schwarz Lemmas�, Geometrik Fonksiyon Teorisi'nin adeta yap�-

ta³lar�ndan biri olup, hem teorik analizde hem de uygulamal� kompleks analizde merkezi

bir rol oynamaktad�r.

2.5. Subordinasyon Kavram�

Subordinasyon, kompleks analizde iki analitik fonksiyon aras�ndaki bir ili³kiyi

ifade eden önemli bir kavramd�r. Bu kavram, geometrik fonksiyonlar teorisinde, özel-

likle univalent fonksiyonlar ve bunlar�n alt s�n��ar�n�n incelenmesinde yayg�n olarak

kullan�l�r. Bu k�s�mda, subordinasyonun tan�m�n�, temel özelliklerini, örneklerini ve

baz� uygulamalar�n� inceleyece§iz.

Tan�m 2.4 (Subordinasyon) f ve g, birim disk D = {z ∈ C : |z| < 1} üzerinde

tan�ml� iki analitik fonksiyon olsun. E§er bir birim disk üzerinde analitik ϕ fonksiyonu

ve |ϕ(z)| ≤ |z| ko³ulu ile

f(z) = g(ϕ(z))

³eklinde yaz�labiliyorsa, f fonksiyonu g fonksiyonuna subordinate olarak adland�r�l�r.

Bu durumda, f ≺ g ³eklinde gösterilir.

Örne§in, f(z) = z ve g(z) = z
1−z

olsun. Bu durumda, ϕ(z) = z
1+z

fonksiyonu ile f(z) =

g(ϕ(z)) ³eklinde yaz�labilir. Dolay�s�yla, f ≺ g.
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2.5.1. Subordinasyonun Geometrik Yorumu

Subordinasyon, fonksiyonlar�n geometrik davran�³lar�n� kar³�la³t�rmak için kul-

lan�l�r. Subordinasyon, f fonksiyonunun görüntü bölgesinin, g fonksiyonunun görüntü

bölgesinin bir alt kümesi oldu§u anlam�na gelir, yani, f(D) ⊆ g(D). Bu durum, a³a§�-

daki ³ekilde gösterilebilir:

�ekil 2.1. Subordinasyonun geometrik yorumu: f(z) ≺ g(z) durumunda,

f(z)'nin görüntüsü g(z)'nin görüntüsünün içinde kal�r.

�ekil 2.1'de, f(z) fonksiyonunun görüntüsü (mavi bölge), g(z) fonksiyonunun

görüntüsünün (k�rm�z� bölge) içinde kalmaktad�r. Bu, f(z) ≺ g(z) ili³kisinin geometrik

olarak nas�l yorumland�§�n� göstermektedir.

2.5.2. Subordinasyonun Genel Özellikleri

� Yans�ma: Her f(z) fonksiyonu kendisine subordine edilir, yani f(z) ≺ f(z).

� Geçi³me: E§er f(z) ≺ g(z) ve g(z) ≺ h(z) ise, f(z) ≺ h(z) olur.

� Lineerlik: E§er f ≺ g ve h ≺ k ise, af + bh ≺ ag + bk (burada a ve b kompleks

sabitlerdir).

� Schwarz Fonksiyonu: Subordinasyon, bir Schwarz fonksiyonu w(z) arac�l�§�yla ta-

n�mlan�r. Bu fonksiyon, w(0) = 0 ve |w(z)| ≤ |z| ko³ullar�n� sa§lar.

13



2.5.3. Subordinasyon ve Univalent Fonksiyonlar

E§er g bir univalent fonksiyon ise, f ≺ g olmas� için gerek ve yeter ko³ul,

f(0) = g(0) ve f(D) ⊆ g(D) olmas�d�r.

2.5.4. Subordinasyonun Uygulamalar�

Subordinasyon, kompleks diferansiyel denklemlerin çözümlerinin davran�³�n� in-

celemek için de kullan�l�r. Örne§in, bir diferansiyel denklemin çözümünün belirli bir

fonksiyona subordinate olmas�, çözümün geometrik özelliklerini belirlemeye yard�mc�

olur.

Subordinasyon, univalent fonksiyonlar�n alt s�n��ar�n�n (y�ld�z�l, konveks, Ja-

nowski s�n��ar� gibi) incelenmesinde yayg�n olarak kullan�l�r. Özellikle, fonksiyonlar�n

geometrik özelliklerini analiz etmek için bir araç olarak kullan�l�r.

2.5.5. Subordinasyon Yard�m�yla Y�ld�z�l ve Konveks

Fonksiyonlar

Y�ld�z�l ve konveks fonksiyonlar, subordinasyon kavram� kullan�larak tan�mlana-

bilir. Örne§in, bir f(z) fonksiyonu, e§er:

zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + z

1− z
,

ise, y�ld�z�ld�r. Benzer ³ekilde, e§er:

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ 1 + z

1− z
,

ise, f(z) konvekstir.

E§er g bir y�ld�z�l fonksiyon ise ve f ≺ g ise, o zaman f de bir y�ld�z�l fonksi-

yondur. Bu, subordinasyonun y�ld�z�ll�k özelli§ini korudu§unu gösterir.
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3. MATERYAL VE YÖNTEM

Bu k�s�mda tezimizin bulgular k�sm�nda istifade edece§imiz baz� tan�m, teorem

ve örneklere yer verilmi³tir.

3.1. Janowski Konveks ve Janowski Y�ld�z�l Fonksiyonlar

Janowski s�n�f� ve onun alt s�n��ar�, konvekslik ve y�ld�z�ll�k gibi geometrik özel-

likleri bir parametrizasyon arac�l�§�yla genelle³tirmektedir. Bu yönüyle klasik s�n��ar�n

ötesinde bir esneklik sa§lar. Bu s�n��ar üzerine yap�lan çal�³malar, univalent fonksiyon

teorisinde yeni karakterizasyonlara yol açm�³t�r.

Tan�m 3.1 (Janowski Bölgesi) Janowski bölgesi, −1 ≤ B < A ≤ 1 olmak üzere

J(A,B) =

{
w ∈ C : w =

1 + Az

1 +Bz
, z ∈ D

}
(3.1)

³eklinde tan�mlanan bölgedir.

�ekil 3.1. A = 0.8 ve B = −0.5 parametre de§erleri için Janowski bölgesi

Not 3.1 � Burada A,B ∈ R reel parametreler (−1 ≤ B < A ≤ 1).

�
1+Az
1+Bz

Möbius dönü³ümüdür.
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� Janowski bölgesinin temel özellikleri:

� Konvekslik: J(A,B) genellikle konveks de§ildir, ancak y�ld�z�ld�r.

� Simetri: A ̸= −B durumunda orijine göre simetrik de§ildir.

� S�n�r De§erler:

minRe(J(A,B)) =
1− A

1−B

maxRe(J(A,B)) =
1 + A

1 +B

� Janowski bölgesi, geometrik fonksiyonlar teorisinde:

� Simetrik olmayan dönü³ümleri modellemek için kullan�l�r.

� Klasik y�ld�z�l ve konveks fonksiyonlar� genelle³tirir.

� Parametre seçimine göre çe³itli geometrik ³ekiller üretir.

Tan�m 3.2 (Janowski Fonksiyonlar) Kompleks düzlemde, D birim disk içinde ana-

litik olan fonksiyonlar s�n�f�n�n

A = {f : D → C | f analitik, f(0) = 0, f ′(0) = 1}

³eklinde tan�mland�§�n� biliyoruz. Bu durumda,

P [A,B] =

{
p(z) =

1 + Az

1 +Bz

∣∣∣∣ z ∈ D, −1 ≤ B < A ≤ 1

}
P [A,B] fonksiyon ailesi, reel parametrelerle tan�mlanm�³ olan Janowski s�n�f� olarak

bilinir ve bu s�n�f�n üyeleri, birim disk üzerinde pozitif reel k�s�ml� fonksiyonlard�r.

Not 3.2 (Geometrik Yorum) Bu s�n�f�n tüm üyeleri birim diskte Re p(z) > 0 olacak

³ekilde tan�mlanm�³ pozitif reel k�sm� olan fonksiyonlard�r.

Tan�m 3.3 (Janowski Konveks Fonksiyon) D birim diskinde tan�ml� normalize edil-

mi³ analitik bir f : D → C fonksiyonu,

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz
, (−1 ≤ B < A ≤ 1)

³art�n� sa§l�yorsa, yani

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
> 0 veya 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
∈ P [A,B]

ise, f fonksiyonu Janowski konveks fonksiyon olarak adland�r�l�r (Duren, 1983; Good-

man, 1983; Janowski, 1970; Miller and Mocanu, 2000).
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Janowski konveks fonksiyonlar�n s�n�f� K[A,B] ³eklinde göstrerilmektedir. Yukar�daki

tan�mda, A = 1 ve B = −1 seçersek, klasik konveks fonksiyonlar�n elde edilece§i aç�kt�r.

Not 3.3 (Geometrik Yorum) Fonksiyonun Janowski konveks olmas� demek

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)

ifadesinin görüntüsünün, Janowski bölgesi olarak adland�r�lan P [A,B] bölgesinin içinde

kalmas� demektir.

Bu bölge, parametreler A ve B ile kontrol edilen bir disk benzeri bölgedir. Örne-

§in:

� A = 1, B = −1 için: P [1,−1] =
{

1+z
1−z

}
ve bu, klasik konvekslik durumunu verir.

� A = 0.5, B = −0.5 için: daha küçük, daha dar bir bölge elde edilir.

Bu ba§lamda, Janowski konveks fonksiyonlar, klasik konveks fonksiyonlar�n alt s�n�f�

olarak dü³ünülebilir ve geometrik anlamda, türev oranlar�n�n Janowski bölgesinde kal-

mas� gereklili§i ile tan�mlan�r.

Tan�m 3.4 (Janowski Y�ld�z�l Fonksiyon) D birim diskinde tan�ml� normalize edil-

mi³ analitik bir f : D → C fonksiyonu,

zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz
, −1 ≤ B < A ≤ 1

³art�n� sa§l�yorsa, bir ba³ka ifadeyle

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0veya

zf ′(z)

f(z)
∈ P [A,B]

ise, f fonksiyonu Janowski y�lz�l fonksiyon olarak adland�r�l�r (Duren, 1983; Goodman,

1983; Janowski, 1970; Miller and Mocanu, 2000).

Janowski y�lz�l fonksiyonlar�n s�n�f� f ∈ S∗[A,B] ³eklinde göstrerilmektedir. Yukar�daki

tan�mda, A = 1 ve B = −1 seçersek, klasik y�ld�z�l fonksiyonlar�n elde edilece§i aç�kt�r.

Not 3.4 (Geometrik Yorum) � Klasik y�ld�z�l fonksiyonlarda,

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0

³art� sa§lan�r ve bu, fonksiyonun görüntüsünün orijine göre y�ld�z bir bölge olma-

s�yla ili³kilidir. Janowski y�ld�z�l fonksiyonlarda ise, bu oran yukar�da tan�mlanan

Janowski bölgesinde kalmal�d�r.
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� Burada belirtmek önemlidir ki, normalize edilmi³ bir analitik f fonksiyonu için,

e§er, −1 ≤ B < A ≤ 1 olmak üzere,

zf ′(z)

f(z)

ifadesi, çap�n�n uç noktalar� 1−A
1−B

ve 1+A
1+B

olan bir diskin içinde yer al�yorsa, bu

fonksiyona Janowski y�ld�z�l fonksiyon denir.

� Janowski y�ld�z�l fonksiyonlar, klasik y�ld�z�ll�§�n do§al bir genellemesidir. Bu s�n�f

sayesinde farkl� geometrik yap�lar ve fonksiyon davran�³lar� analiz edilebilir. Su-

bordinasyon prensibi ile tan�mland�§�ndan, kompleks analizde birçok uygulamas�

ve ba§lant�s� vard�r.

Örnek 3.1 (Janowski Y�ld�z�l Fonksiyon Örnekleri) 1.

f(z) =
z

(1− z)

fonksiyonu için
zf ′(z)

f(z)
=

1

1− z

olur. Bu oran, uygun seçimli A ve B ile P [A,B] bölgesinde kal�yorsa, fonksiyon

S∗[A,B] s�n�f�na aittir.

2.

f(z) =
z

(1− z)2

Koebe fonksiyonu
zf ′(z)

f(z)
=

1 + z

1− z

olup, bu ifade, 1+Az
1+Bz

fonksiyonuna sabordine oldu§undan dolay� bu fonksiyon hem

Janowski y�ld�z�l hem de konveks s�n�f�na aittir ( uygun A,B için).

3. A = 0.5, B = −0.5 parametreleriyle:

f(z) = z+
z2

2

fonksiyonu Janowski y�ld�z�ld�r ancak konveks de§ildir.

� Sol gra�k: Re
(

zf ′(z)
f(z)

)
� y�ld�z�ll�k kriteri.

� Sa§ gra�k: Re
(
1 + zf ′′(z)

f ′(z)

)
� konvekslik kriteri.
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�ekil 3.2. f(z) = z+ z2

2 fonksiyonunun Janowski y�ld�z�ll�§�

� Sol gra�k genel olarak pozitif oldu§undan f(z) ∈ S∗[A,B], yani Janowski

y�ld�z�ld�r.

� Sa§ gra�kte negatif de§erli bölgeler bulundu§undan f(z) /∈ K[A,B], yani

Janowski konveks de§ildir.

4. E§er yukar�daki örnekte parametre de§erleri A = 1, B = −1 olarak al�n�rsa,

f(z) ∈ S∗[A,B] ve f(z) ∈ K[A,B] oldu§u görülürdü.

�ekil 3.3. f(z) = z+ z2

2 fonksiyonunun Janowski y�ld�z�ll�§� ve konveksli§i

Not 3.5 (Janowski Konveks ve Y�ld�z�l Fonksiyonlar Aras�ndaki �li³ki) Her Ja-

nowski konveks fonksiyon, ayn� zamanda bir Janowski y�ld�z�l fonksiyondur. Ancak tersi

do§ru de§ildir. A³a§�daki fonksiyon Janowski y�ld�z�ld�r ancak konveks de§ildir:

f(z) =
z

(1− z)2(1−α)
(0 < α < 1/2)

�ekil 3.4. f(z) = z
(1−z)2(1−α) (0 < α < 1/2) fonksiyonunun Janowski y�ld�z�ll�§�

ve konveksli§i
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Not 3.6 (Ga�k Yorumu) � Y�ld�z�ll�k (sol): Tüm birim disk boyunca Re
(

zf ′(z)
f(z)

)
>

0 oldu§u aç�kça görülmektedir. Ye³il renk hâkimdir, negatif bölge neredeyse yok-

tur. Bu da fonksiyonun Janowski y�ld�z�l oldu§unu gösterir.

� Konvekslik (sa§): Renk da§�l�m� mavi-k�rm�z� aras�nda de§i³mektedir. Baz� böl-

gelerde Re
(
1 + zf ′′(z)

f ′(z)

)
< 0 oldu§u görülmektedir. Bu da fonksiyonun Janowski

konveks olmad�§�n� ispatlar.

Bu nedenle fonksiyon Janowski y�ld�z�l ancak Janowski konveks de§ildir.

�fade Pozitif Bölge (Ye³il) Negatif Bölge (K�rm�z�) Yorum

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
Geni³ Yok veya çok az Y�ld�z�ll�k var

Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
S�n�rl� Geni³ Konvekslik yok

Tablo 3.1. Fonksiyonun y�ld�z�l ve konveks olma ko³ullar�n�n gra�ksel yorumu

3.1.1. Janowski Konvekslik ve Janowski Y�ld�z�ll�k Yar�çap�

Bu k�s�mda, f ∈ A fonksiyonu için Janowski y�ld�z�ll�k yar�çap� R∗
S(A,B), ve

Janowski konvekslik yar�çap� Rc
[A,B] (f(z)) tan�mlar� verilecektir.

Teorem 3.1 (Janowski, 1970)[Janowski Y�ld�z�ll�k Yar�çap�] f ∈ A için Janowski y�l-

d�z�ll�k yar�çap�

R⋆
[A,B] (f(z)) = sup

{
r ∈ (0, 1) | zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz
∀z ∈ Dr

}
(3.2)

reel say�s�d�r.

Janowski s�n�f�na ait olan fonksiyonlar, a³a§�daki Möbius dönü³ümünü kullanarak birim

diskin içine haritalan�rlar:

w 7→ w − 1

A−Bw
(3.3)

Bu dönü³üm birim disk içi noktalar� yine birim disk içine götürür. Dolay�s�yla, Denklem

(3.2) de verilen subordinasyon ³art� ³u e³itsizli§e e³de§erdir:∣∣∣∣∣
zf ′(z)
f(z)

− 1

A−B · zf ′(z)
f(z)

∣∣∣∣∣ < 1, |z| < r. (3.4)
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Bu e³itsizlik, zf ′(z)
f(z)

fonksiyonunun Janowski fonksiyonu 1+Az
1+Bz

'ye subordinant ol-

mas�yla e³de§erdir. E§er p(z) ≺ 1+Az
1+Bz

ise, klasik bir sonuç olarak ³u e³itsizlik geçerlidir:∣∣∣∣ p(z)− 1

A−Bp(z)

∣∣∣∣ < 1

Bu, Janowski s�n�f�n�n tan�m�n�n analitik formudur. �imdi p(z) = zzf ′(z)
f(z)

seçersek, do§-

rudan Denklem (3.4) de verilen e³itsizlik elde edilir. Janowski y�ld�z�ll�k ko³ulu hem

subordinasyon biçiminde hem de modül biçiminde yaz�labilir:

zf ′(z)

f(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz
⇐⇒

∣∣∣∣∣ zf
′(z)
f(z)

− 1

A−Bz f ′(z)
f(z)

∣∣∣∣∣ < 1

Bu e³de§erlik, say�sal analiz ve yar�çap tahminlerinde oldukça kullan�³l�d�r.

Teorem 3.2 (Janowski Konvekslik Yar�çap�) (Janowski, 1970) f ∈ A için Jano-

wski konvekslik yar�çap�

Rc
[A,B](f) = sup

{
r ∈ (0, 1)

∣∣∣∣ 1 + z f ′′(z)

f ′(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz
∀ z ∈ Dr

}
.

reel say�s�d�r.

Yukar�da verilen tan�mdan, f(z) analitik fonksiyonu için Janowski konvekslik

yar�çap� Rc
[A,B](f(z)),

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz
, |z| < Rc

[A,B](f(z)) (3.5)

ko³ulunu sa§layan en büyük R de§eri oldu§u anla³�lmaktad�r.

Teorem 3.3 A³a§�daki iki ifade e³de§erdir:

(i) 1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
≺ 1 + Az

1 +Bz

(ii)

∣∣∣∣ zf ′′(z)

(A−B)f ′(z) + Azf ′′(z)

∣∣∣∣ < 1

�spat Janowski fonksiyonu için genel subordination kriteri:

ϕ(z) ≺ 1 + Az

1 +Bz
⇐⇒

∣∣∣∣ ϕ(z)− 1

Aϕ(z)−B

∣∣∣∣ < 1

ϕ(z) = 1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
ifadesini yukar�da yerine koyarak

∣∣∣∣∣∣
(
1 + zf ′′(z)

f ′(z)

)
− 1

A
(
1 + zf ′′(z)

f ′(z)

)
−B

∣∣∣∣∣∣ < 1

21



elde edilir. Baz� temel sadele³tirme ad�mlar�ndan sonra∣∣∣∣∣
zf ′′(z)
f ′(z)

A+ A zf ′′(z)
f ′(z)

−B

∣∣∣∣∣ < 1∣∣∣∣ zf ′′(z)

(A−B)f ′(z) + Azf ′′(z)

∣∣∣∣ < 1

sonucuna ula³�l�r.

Sonuç 3.1 A³a§�daki formüller de e³de§erdir:∣∣∣∣∣1 +
zf ′′(z)
f ′(z)

− 1

A−B zf ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣∣∣ < 1 (3.6)∣∣∣∣ f ′′(z)/f ′(z)

(A−B)/z+ Af ′′(z)/f ′(z)

∣∣∣∣ < 1 (3.7)

�spat Denklem 3.6 sadele³tirilerek∣∣∣∣∣A−B zf ′′(z)
f ′(z)

+ zf ′′(z)
f ′(z)

A−B zf ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣A+ (1−B) zf

′′(z)
f ′(z)

A−B zf ′′(z)
f ′(z)

∣∣∣∣∣
elde edilir. Aç�kça görülece§i üzere, Denklem 3.7 ise ana teoremdeki ifadenin z'ye bö-

lünmü³ halidir.

Parametrelerin baz� özel durumlar� için, a³a§�daki ç�kar�mlar� yapmak mümkündür:

� A = 1, B = −1 için: ∣∣∣∣ zf ′′(z)

2f ′(z) + zf ′′(z)

∣∣∣∣ < 1

� A = 1− 2α, B = −1 (0 ≤ α < 1):∣∣∣∣ zf ′′(z)

(2− 2α)f ′(z) + (1− 2α)zf ′′(z)

∣∣∣∣ < 1

Bu özel durum, α-konvekslik olarak bilinen fonksiyon s�n�f�n� tan�mlar.

Not 3.7 (Yar�çap �li³kisi) Her f ∈ A ve −1 ≤ B < A ≤ 1 için, f(z) fonksiyonunun

Janowski y�ld�z�ll�k ve Janowski konvekslik yar�çaplar� aras�nda

Rc
[A,B] (f(z)) ≤ R⋆

[A,B] (f(z))

ba§�nt�s� mevcuttur. E³itlik yaln�zca do§rusal dönü³ümlerde sa§lan�r.

Örnek 3.2 f(z) =
z

(1− z)2
(Koebe fonksiyonu) için A = 0.5, B = −0.5 parametrele-

rinde:

R⋆
[0.5,−0.5] ≈ 0.618
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�ekil 3.5. f(z) =
z

(1− z)2
Koebe fonksiyonunun parametrelerin baz� özel de-

§erleri için Janowski y�ld�z�ll�k ve konvekslik yar�çap�

Not 3.8 A = 1, B = −1 özel durumu için:

Rc
[1,−1] = 2−

√
3 ≈ 0.2679 ve R⋆

[1,−1] = tanh(π/4) ≈ 0.6558

�ekil 3.6. f(z) =
z

(1− z)2
Koebe fonksiyonunun parametrelerin baz� özel de-

§erleri için Janowski yar�çaplar�

�ekil 3.7. f(z) =
z

(1− z)2
Koebe fonksiyonu Janowski yar�çaplar�

3.2. Bernoulli Lemniskat�

Geometride, Bernoulli lemniskat�, odak noktalar� F1 ve F2 olan iki sabit nokta-

dan tan�mlanan bir düzlem e§risidir. Bu odaklar aras� mesafe 2c olacak ³ekilde, PF1·PF2
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= c2 ko³ulunu sa§layan tüm noktalar�n geometrik yeridir. Bu e§ri, ³ekil olarak 8 raka-

m�na veya sonsuzluk sembolü ∞'ye benzer. �smini Latince'de as�l� ³eritlerle süslenmi³

anlam�na gelen lemniscatus kelimesinden al�r. Bernoulli lemniskat�, Cassini ovalinin özel

bir durumu olup, derecesi 4 olan rasyonel bir cebirsel e§ridir. Bu e§ri ilk olarak 1694

y�l�nda Jakob Bernoulli taraf�ndan, bir elipsin modi�kasyonu olarak tan�mlanm�³t�r.

Elips, iki sabit odak noktas�na olan uzakl�klar�n toplam� sabit olan noktalar�n geomet-

rik yeridir. Buna kar³�l�k, bir Cassini ovali, bu uzakl�klar�n çarp�m�n�n sabit oldu§u

noktalar�n geometrik yeridir. E§ri odaklar aras�ndaki orta noktadan geçecek ³ekilde

çizildi§inde, Cassini ovali Bernoulli lemniskat� olur.

�ekil 3.8. Bernoulli lemniskat�

Lemniskat denklemleri, odak uzakl�§� c veya yar�m geni³lik a cinsinden ifade

edilebilir. Bu parametreler a = c
√
2 ³eklinde ili³kilidir. Öteleme ve döndürme hariç

olmak üzere Kartezyen denklemi:

(
x2 + y2

)2
= a2

(
x2 − y2

)
= 2c2

(
x2 − y2

)
Parametrik denklemler:

x =
a cos t

1 + sin2 t
; y =

a sin t cos t

1 + sin2 t

Özel olarak c = 1 için Bernoulli lemniskat�,

|w2 − 1| = 1
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denklemiyle, ya da kutupsal koordinatlarda

r2 = cos(2θ)

denklemiyle verilen bir e§ridir. Bu e§ri, kompleks düzlemde w = x+ iy olmak üzere

(x2 + y2)2 − 2(x2 − y2) = 0

³eklinde ifade edilir. Lemniskat�n sa§ yar�s�, Re(w) > 0 ko³ulunu sa§layan bölgedir.

|w2 − 1| = 1 e§risi, iki noktay� (1 ve −1) birbirine ba§layan ve "sekiz" ³eklinde bir e§ri

olu³turur. Bu ³eklin sa§ yar�s�, fonksiyonun konveksli§inin analitik bir s�n�r�n� olu³turur.

3.2.1. Bernoulli Lemniskat Y�ld�z�l ve Konveks Fonksiyonlar

Bu k�s�mda, geometrik fonksiyon teorisi ba§lam�nda Bernoulli Lemniskat� temel

al�narak tan�mlanan özel fonksiyon s�n��ar� incelenmektedir. Lemniskatik fonksiyon-

lar�n temel özellikleri, geometrik karakterizasyonlar� ve analitik davran�³lar� detayl�

olarak ele al�nmaktad�r.

Tan�m 3.5 (Lemniskat Y�ld�z�ll�k) Bir f(z) ∈ A fonksiyonu,(
zf ′(z)

f(z)

)2

≺ 1 + z2

ko³ulunu sa§l�yorsa lemniskat y�ld�z�l fonksiyon olarak adland�r�l�r ve lemniskat y�ld�z�l

fonksiyonlar�n s�n�f� LS∗ ³eklinde gösterilir (Sokóª and Ruscheweyh, 1999).

Teorem 3.4 (Karakterizasyon) f ∈ LS∗ olmas� için gerek ve yeter ko³ul:∣∣∣∣∣
(
zf ′(z)

f(z)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1, z ∈ D

olmas�d�r.

�spat (⇒) f ∈ LS∗ tan�m� gere§i:(
zf ′(z)

f(z)

)2

≺ 1 + z2

yaz�l�r. Subordination özelli§inden, ω(0) = 0 ve |ω(z)| < 1 olan bir Schwarz fonksiyonu

ile: (
zf ′(z)

f(z)

)2

= 1 + ω(z)2

25



yaz�l�r. Buradan, ∣∣∣∣∣
(
zf ′(z)

f(z)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ = |ω(z)2| < 1

sonucuna var�l�r.

(⇐) Verilen e³itsizli§i sa§layan bir f fonksiyonu için, |ϕ(z)| < 1 olmak üzere(
zf ′(z)

f(z)

)2

= 1 + ϕ(z)

olarak yaz�labilir. ϕ(z) analitik oldu§undan ve ϕ(0) = 0 sa§land�§�ndan, Schwarz lem-

mas� gere§i:

ϕ(z) = zψ(z), |ψ(z)| < 1

elde edilir. Böylece, |ψ(z)/z| < 1 birim diskte sa§land�§�ndan,(
zf ′(z)

f(z)

)2

= 1 + z2
(
ψ(z)

z

)2

≺ 1 + z2

elde edilir.

Sonuç 3.2 LS∗ s�n�f�ndaki fonksiyonlar y�ld�z�ld�r, yani:

Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
> 0, z ∈ D

�spat Tan�mdan ∣∣∣∣∣
(
zf ′(z)

f(z)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1

oldu§unu biliyoruz. Buradan:∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣2 < 1 +

∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣2 − 2Re

(
zf ′(z)

f(z)

)
+ 1 < 1

elde edilir. Üçgen e³itsizli§i uygulanarak∣∣∣∣zf ′(z)

f(z)

∣∣∣∣ < √
2

sonucuna var�l�r. Kompleks say� özelliklerini kullanarak:

zf ′(z)

f(z)
= reiθ, r <

√
2, θ ∈ (−π, π]

elde edilir. Bu durumda

|r2e2iθ − 1| < 1 =⇒ r4 − 2r2 cos(2θ) + 1 < 1

yaz�l�r ve sadele³tirme i³lemleri yap�larak

r2(r2 − 2 cos(2θ)) < 0 =⇒ cos(2θ) >
r2

2
> 0

26



oldu§u görülür. Sonuç olarak

|θ| < π

4

d�r. Reel k�sm�n poziti�i§i reiθ'nin reel k�sm�:

Re(reiθ) = r cos θ > 0

d�r. Çünkü,

� r > 0 (pozitif modül)

� |θ| < π
4

=⇒ cos θ > cos π
4
=

√
2
2
> 0

d�r. Sonuç olarak, tüm z ∈ D için Re
(

zf ′(z)
f(z)

)
> 0 sa§lan�r, dolay�s�yla f y�ld�z�ld�r.

Not 3.9 Bu sonuç, LS∗ s�n�f�na ait fonksiyonlar�n

� D'de tek-yönlü dönü³ümler oldu§unu,

� f(0) = 0 noktas� etraf�nda y�ld�z ³ekilli bölgeler olu³turdu§unu,

� Ünivalent (birebir) oldu§unu

� LS∗ ⊂ S∗ (Y�ld�z�ll�k korunur)

garanti eder.

Aç�kça görülece§i üzere, tan�mdaki ko³ul zf ′(z)
f(z)

ifadesinin Bernoulli lemniskat�n�n sa§

yar�s� taraf�ndan s�n�rlanan bölgede yer ald�§�n� ifade eder. Lemniskat y�ld�z�l fonksi-

yonlar, birim diski w = 0 noktas�na göre y�ld�z�l bir bölgeye resmeder. Bu fonksiyonlar,

geometrik fonksiyonlar teorisinde önemli bir rol oynar ve özellikle konformal dönü³üm-

lerle ili³kilidir.

Tan�m 3.6 (Lemniskat Konvekslik) Bir f(z) ∈ A fonksiyonu,(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)2

≺ 1 + z2

ko³ulunu sa§l�yorsa lemniskat konveks fonksiyon olarak tan�mlan�r ve lemniskat konveks

fonksiyonlar�n s�n�f� LC ile gösterilir.

Teorem 3.5 (Karakterizasyon) f ∈ LC olmas� için gerek ve yeter ko³ul∣∣∣∣∣
(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1, z ∈ D

olmas�d�r.
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Aç�kça görülece§i üzere, tan�mdaki ko³ul 1 + zf ′′(z)
f ′(z)

ifadesinin Bernoulli lemniskat�n�n

sa§ yar�s� taraf�ndan s�n�rlanan bölgede yer ald�§�n� ifade eder. Lemniskat konveks fonk-

siyonlar, birim diski w = 0 noktas�na göre konveks bir bölgeye resmeder.

3.2.2. Lemniskat Konvekslik ve Y�ld�z�ll�k Yar�çap�

Tan�m 3.7 (Lemniskat Konvekslik Yar�çap�) Bir f ∈ A fonksiyonu için lemnis-

kat konvekslik yar�çap� RLC(f),

RLC(f) = sup

{
r ∈ (0, 1) : 1 +

zf ′′(z)

f ′(z)
≺
√

1 + z2, ∀z ∈ Dr

}
olarak tan�mlan�r.

Yani, bu yar�çap, 1+ zf ′′(z)
f ′(z)

ifadesinin, Bernoulli'nin lemniskat�n�n sa§ yar�s�ndaki bölgeye

dü³mesini sa§layan en büyük bölgenin çap�d�r.

Tan�m 3.8 (Lemniskat Y�ld�z�ll�k Yar�çap�) Bir f ∈ A fonksiyonu için lemniskat

y�ld�z�ll�k yar�çap� RLS∗(f),

RLS∗(f) = sup

{
r ∈ (0, 1) :

(
zf ′(z)

f(z)

)
≺
√

1 + z2, ∀|z| < r

}
olarak tan�mlan�r.

Yani, bu yar�çap, zf ′(z)
f(z)

ifadesinin, Bernoulli'nin lemniskat�n�n sa§ yar�s�ndaki bölgeye

dü³mesini sa§layan en büyük bölgenin çap�d�r.

Örnek 3.3 (a) f(z) = z:
zf ′(z)

f(z)
= 1 ⇒ 12 ≺ 1 + z2

Dolay�s�yla f ∈ LS∗

(b) f(z) = z
1−z

:
zf ′(z)

f(z)
=

1

1− z

Bu fonksiyon |z| <
√
2− 1 ≈ 0.414 iken SL∗ s�n�f�ndad�r.

(c) f(z) = z
1−z

:
zf ′(z)

f(z)
=

1

1− z
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Bu fonksiyon |z| < 3−2
√
2−1 ≈ 0.1716 iken LC s�n�f�ndad�r. Gerçekten, Verilen

f(z) = z
1−z

fonksiyonunun lemniskat konvekslik yar�çap�n� belirlemek istiyoruz.

Bir fonksiyonun lemniskat konveks olmas� için, |z| < R olmak üzere∣∣∣∣∣
(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1

ko³ulu sa§lanmal�d�r. Basit bir hesaplama ile

f ′(z) =
1

(1− z)2
, f ′′(z) =

2

(1− z)3

türevleri elde edilir. Bu ifadelerle,

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
= 1 + z · 2

(1− z)3
· (1− z)2

= 1 +
2z

1− z

=
1 + z

1− z

elde edilir. Lemniskat konveksli§in tan�m�ndan∣∣∣∣∣
(
1 + z

1− z

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1 ⇒
∣∣∣∣(1 + z)2 − (1− z)2

(1− z)2

∣∣∣∣ < 1

(1 + z)2 − (1− z)2 = 4z ⇒
∣∣∣∣ 4z

(1− z)2

∣∣∣∣ < 1 ⇒ 4|z|
|1− z|2

< 1

sonucuna var�l�r. Buradan, z = reiθ al�n�rsa

|1− z|2 = |1− reiθ|2 = 1− 2r cos θ + r2

yaz�l�r.
4r

1− 2r cos θ + r2
< 1

oldu§undan, cos θ = 1 için:

4r

1− 2r + r2
< 1 ⇒ 4r < 1− 2r + r2 ⇒ r2 − 6r + 1 > 0

e³itsizli§i ve bu e³itsizli§in çözümünden

r2 − 6r + 1 > 0 ⇒ r < 3− 2
√
2 veya r > 3 + 2

√
2

sonucuna ula³�l�r. Fakat r < 1 oldu§undan

R = 3− 2
√
2 ≈ 0.1716

elde edilir. Sonuç olarak, f(z) =
z

1− z
fonksiyonu yaln�zca |z| < 3 − 2

√
2 bölge-

sinde lemniskat konvekstir.

29



�ekil 3.9. f(z) =
z

1− z
fonksiyonunun lemniskat konveksli§i

(d) f(z) = zez:
zf ′(z)

f(z)
= 1 + z

|(1 + z)2 − 1| = |z2 + 2z| < 1 ko³ulu |z| <
√
2− 1 için sa§lan�r.

(e) f(z) = z+ 1
2
z2 fonksiyonu |z| < 0.4086 için lemniskat konvekstir:

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
=

1 + 2z

1 + z
⇒

∣∣∣∣∣
(
1 + 2z

1 + z

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1

�ekil 3.10. f(z) = z+ 1
2z

2 fonksiyonunun lemniskat konveksli§i

(f) f(z) = − log(1− z) fonksiyonu |z| < 0.546 için lemniskat konvekstir:

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
=

1

1− z
⇒

∣∣∣∣∣
(

1

1− z

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1

3.2.3. Geometrik Yorumlar

Yukar�da verilen aç�klamalar �³�§�nda, a³a§�daki geometrik kar³�la³t�rmalar� elde

etmek mümkündür. Lemniskat konvekslik yar�çap� ise:

RLC∗(f) = sup

{
r ∈ (0, 1) :

∣∣∣∣1 + zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣ < √
2, Re

(
1 +

zf ′′(z)

f ′(z)

)
>

∣∣∣∣zf ′′(z)

f ′(z)

∣∣∣∣}
³eklinde tan�mlan�r. Bu yar�çap:
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Özellik LS∗ LC∗

Tan�m Bölgesi |w2 − 1| < 1 ℜ(w) > |w − 1|

Aç�sal S�n�r ±π/4 ±π/8

Min. Reel K�s�m
√
2
2

1
2

�li³kili �ekil Bernoulli Lemniskat�
√
1 + z2 Görüntüsü

Tablo 3.2. Lemniskat s�n��ar�n�n geometrik kar³�la³t�rmas�

� 1+
zf ′′(z)

f ′(z)
fonksiyonunun de§erlerinin,

√
1 + z2 fonksiyonunun görüntüsünü içeren

aç�sal bölgede kalmas�n� garanti eder.

� �ekilde gösterilen π
4
aç�sal koni içinde kalmay� sa§lar.

� Klasik konvekslikten daha güçlü bir ko³uldur: RLC∗ ≤ RC .

Daha somut bir örnek üzerinden aç�klama yapmak gerekirse:

Varsayal�m ki f(z) = z2 fonksiyonu ile çal�³�yoruz. Bu fonksiyonun türevleri ³u

³ekildedir:

f ′(z) = 2z, f ′′(z) = 2

Bu durumda, fonksiyonun 1 + zf ′′(z)
f ′(z)

ifadesini hesaplayal�m:

1 +
zf ′′(z)

f ′(z)
= 1 +

z · 2
2z

= 1 + 1 = 2

Bu de§erin, Bernoulli'nin lemniskatesinin sa§ yar�s�ndaki bölgeye dü³üp dü³medi§ini

kontrol etmek için, bu de§erin |w2 − 1| = 1 ko³ulunu sa§lamas� gerekecektir. E§er

w = 2, o zaman:

|w2 − 1| = |22 − 1| = |4− 1| = 3

elde edilir. Bu de§er, |w2 − 1| = 1 ko³ulunun sa§lanmad�§�n� gösterir, dolay�s�yla bu

fonksiyon için lemniskat konvekslik ³art�n� sa§lanmamaktad�r.

3.3. q-Gamma ve big q-Bessel Fonksiyonu

Bu k�s�mda, klasik Gamma fonksiyonunun q-analogu (benzeri) olan q-Gamma

fonksiyonunun tan�m�n�, temel özelliklerini ve s�n�rlay�c� durumlarda klasik Gamma

fonksiyonuna yakla³�m�n� ele almaktad�r. Ayr�ca, okuyucunun i³ini kolayla³t�rmak ad�na,

bu çal�³mada kullan�lan önemli semboller ve tan�mlar�n k�sa bir özetini sunuyoruz. Bu
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k�s�mda özellikle vurgulanmas� gereken önemli bir detay, q ifadesinin (0, 1) aral�§�nda

yer alan pozitif bir reel say� oldu§udur.

Klasik Gamma fonksiyonu:

Γ(x) =

∫ ∞

0

tx−1e−tdt, x > 0

³eklinde tan�mlan�r ve birçok matematiksel yap�da temel rol oynar. q-analiz kapsam�nda

tan�mlanan q-Gamma fonksiyonu, klasik fonksiyonlar�n parametrik genelle³tirilmesini

sa§lar. q-Gamma fonksiyonu: q-ortogonal polinomlarda, temel hipergeometrik serilerde,

kombinatorik özde³liklerde, kuantum gruplar�nda geni³ kullan�m alanlar�na sahiptir.

Tan�m 3.9 (q-Gamma Fonksiyonunun Tan�m�) 0 < q < 1 için, q-Gamma fonk-

siyonu

Γq(x) = (1− q)1−x (q; q)∞
(qx; q)∞

,

³eklinde ³ekilde tan�mlan�r, burada (a; q)∞ ifadesi q-Pochhammer sembolü olup

(a; q)∞ =
∞∏
n=0

(1− aqn)

olarak tan�mlan�r.

q-Gamma fonksiyonu a³a§�da listenen özellikleri sa§lamaktad�r:

� Tekrarlama (Rekürsiyon) Özelli§i:

Γq(x+ 1) =
1− qx

1− q
Γq(x)

� S�n�r Durumu: q → 1− için

lim
q→1−

Γq(x) = Γ(x)

elde edilir. Ayr�ca Γq(1) = 1 dir.

� Genelle³tirilmi³ q-Faktöriyel:

Γq(n+ 1) = [n]q!

burada, [n]q =
1−qn

1−q
olmak üzere [n]q! = [1]q[2]q · · · [n]q d�r.

a ∈ C ve n ∈ N olmak üzere, q-kayan faktöriyelin q-analogu (a; q)n ifadesi ³u

³ekilde tan�mlan�r (bkz. (Gasper and Rahman, 2004)):

(a; q)0 := 1, (a; q)n :=
n−1∏
k=0

(
1− aqk

)
,
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(a1, a2, . . . , ar; q)n := (a1; q)n (a2; q)n . . . (ar; q)n ve (a; q)∞ :=
∞∏
k=0

(
1− aqk

)
.

q-gamma fonksiyonu, q-analog kuram�nda temel gamma fonksiyonu olarak bili-

nir, klasik gamma fonksiyonunun genellemesidir ve çift gamma fonksiyonu ile yak�ndan

ili³kilidir. Bu kavram ilk olarak Jackson taraf�ndan 1905 y�l�nda önerilmi³tir. �u ³ekilde

ifade edilir:

Γq (z) = (1− q)1−z (q; q)∞
(qz; q)∞

.

Klasik gamma fonksiyonu ile olan ba§�nt�s� ³u limitte ortaya ç�kar:

lim
q↗1

Γq (z) = Γ (z) .

Ayr�ca, a³a§�daki e³itlik de geçerlidir:

Γqk (z) =

(
qk; qk

)
∞

(qkz; qk)∞

(
1− qk

)1−z
.

Literatürde, özellikle (Gasper and Rahman, 2004) kayna§�nda, temel q-hipergeometrik

seri ³u ³ekilde tan�mlan�r:

rϕr

(
a1, . . . , ar
b1, . . . , br

∣∣∣∣q, z
)

=
∑
n≥0

(a1, . . . , ar; q)n
(b1, . . . , br; q)n

q(
n
2)zn.

Jackson taraf�ndan yeniden tan�t�lan ve tarihsel olarak Heine veya Euler'e da-

yanan q-fark operatörü ³öyle tan�mlan�r:

Dqf(z) :=
f(z)− f(qz)

z− qz
, z ̸= 0.

Ayr�ca,

D 1
q
f(z) := q

f(z)− f(z/q)

(q − 1)z
, z ̸= 0

ve türev f′(0) mevcutsa, Dqf(0) = D 1
q
f(0) = f′(0) e³itlikleri sa§lan�r.

Sürekli bir f fonksiyonu için, a > 0 olmak üzere [0, a] aral�§�nda tan�ml�ysa,

q-integral operatörü ³u ³ekilde tan�mlan�r:∫ a

0

f(x)dqx = (1− q) a
∑
n≥0

f (aqn) qn.

Bu k�sa aç�klamalardan sonra, ³imdi büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n tan�m�na

geçebiliriz.
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(Ciccoli et al., 1998) ve (Bouze�our et al., 2020) kaynaklar�nda detayland�r�ld�§�

üzere, büyük q-Bessel fonksiyonu ³u ³ekilde tan�mlan�r:

Jν

(
x, z; q2

)
= 1ϕ1

(
−1/x2

q2ν+2

∣∣∣∣q2; z2x2q2ν+2

)

=
∑
n≥0

(−1)nqn
2
q(2ν+1)n

(
− 1

x2 ; q
2
)
n

(q2ν+2, q2; q2)n
(xz)2n (3.8)

= 1− (x2 + 1) q2ν+2

(q2 − 1) (q2ν+2 − 1)
z2 + · · ·

ν > −1/2 durumunda, Jν fonksiyonlar� hem x hem z de§i³kenlerinde tüm kompleks

düzlemde analitiktir. Bu çal�³mada, Jν fonksiyonundan türetilmi³ a³a§�daki fonksiyon

da incelenecektir:

Jν

(
x, z; q2

)
=

zνxν

Γq2 (ν + 1)
1ϕ1

(
− (1−q2)2

x2

q2ν+2

∣∣∣∣q2; q2ν+2(1− q2)2x2z2

)
(3.9)

=
∑
n≥0

(−1)nqn
2
(1− q2)

2n
q(2ν+1)n

(
−(1−q2)

2

x2 ; q2
)

n

x2n+ν

Γq2 (ν + 1) (q2ν+2, q2; q2)n
z2n+ν

=
xν

Γq2 (ν + 1)
zν − · · ·

ν > −1 durumunda, Jν (x, z; q
2) fonksiyonlar� hem x hem de z de§i³kenlerinde C düz-

leminde analitiktir. Ayr�ca, ³u limite sahiptirler:

lim
q→1

Jν

(
x

1− q2
,
(
1− q2

)
z; q2

)
=

Γ (ν + 1)

(zx)ν
Jν (2xz) , (3.10)

burada Jν klasik birinci tür Bessel fonksiyonudur.

z 7→ Jν (x, z; q
2) ve z 7→ Jν (x, z; q

2) fonksiyonlar� A s�n�f�na ait olmad�§�ndan,

literatürde (Akta³ et al., 2018, 2017; Baricz et al., 2014; Toklu, 2023; Deniz et al.,

2022; Toklu, 2020, 2019; Toklu et al., 2019; Baricz et al., 2016) belirtilen standart bir

normalize etme prosedürüne ba³vurulur. Bu normalize etme i³lemi, geometrik fonksi-

yon teorisinde daha aç�k, yönetilebilir analiz ve kar³�la³t�rma imkân� sunan bir çerçeve

sa§lar.

ν > −1
2
ve x ∈ R durumlar�nda, a³a§�daki ³ekilde normalle³tirilmi³ fonksiyon

tan�mlan�r:

Jν

(
x, z; q2

)
= zJν

(
x, z; q2

)
. (3.11)

Ayn� ko³ullar alt�nda, Jν fonksiyonu için:

Jν
(
x, z; q2

)
= x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν

(
x, z; q2

)
. (3.12)
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Böylece z 7→ Jν (x, z; q
2) ve z 7→ Jν (x, z; q2) fonksiyonlar� A s�n�f�na dahil olur.

Bir gerçek tam fonksiyon φ, e§er Laguerre-Pólya s�n�f� L P 'nin bir üyesi ise,

a³a§�daki biçimde ifade edilebilir:

φ() = cmea
2+b
∏
n≥1

(
1 +

n

)
e−n ,

burada b, c, n ∈ R, a ≥ 0, m s�f�r veya pozitif bir tamsay�d�r ve
∑ −2

n < ∞ ko³ulu

sa§lan�r.

Bu s�n�f, geometrik fonksiyon teorisinde çok önemli bir rol oynar çünkü yaln�zca

reel s�f�rlara sahip tüm fonksiyonlar�n analizine olanak tan�yan bir çerçeve sunar. Bu

sayede kararl�l�k, çarpanlara ay�rma (faktörizasyon) ve fonksiyonlar�n geometrik özel-

likleriyle ilgili güçlü teoremlerin uygulanmas� mümkün hale gelir.

Burada özellikle vurgulanmas� gereken nokta, L P s�n�f�na ait fonksiyonlar�n

Hadamard çarpan temsiline sahip olmas�d�r. Bu temsil, tam fonksiyonlar�n s�f�rlar�

cinsinden ifade edilmesini sa§layan güçlü bir araçt�r. Ayr�ca, bu çarpan temsili fonksi-

yonlar�n büyüme davran�³lar� ve s�f�rlar�n�n da§�l�m� hakk�nda derinlemesine bilgi sunar

ve bu durum geometrik fonksiyon teorisi aç�s�ndan büyük önem ta³�r.
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4. ARA�TIRMA BULGULARI

Bu çal�³mada elde edilen temel sonuçlar� kan�tlamak için a³a§�da sunulan her

bir lemmaya ba³vurmak gereklidir. Burada belirtmek gerekir ki, ilk üç lemma, bü-

yük q-Bessel fonksiyonlar�n�n s�f�rlar�n� inceleyen (Bouze�our et al., 2020) çal�³mas�n�n

bulgular�na dayanmaktad�r.

Lemma 4.1 (Toklu, 2025) Büyük q-Bessel fonksiyonu,

z 7→ Λν

(
x, z; q2

)
= Jν

(
x

1− q2
, (1− q2)2z; q2

)
³eklinde yaz�ld�§�nda, a³a§�daki önemli tekrarlama fark ili³kilerini sergiler:

Dq

(
Λν

(
x, z; q2

))
= −xz

2(1− q2)(1 + q)q2ν+2

1− q2ν+1
Λν+1

(
x, z; q2

)
, (4.1)

D 1
q

(
wν+1(x; q)Λν+1

(
x, z; q2

))
= − xq(1− q2ν+2)

(q − 1)(1− q2)2
wν(x; q

2)Λν

(
x, z; q2

)
(4.2)

burada

wν(x; q) =

(
− x2q2

(1− q2)2
; q2
)

ν

. (4.3)

�spat �u e³itli§i kontrol etmek kolayd�r:

Dq

((
−(1− q2)2

x2
; q2
)

n

x2n
)

=
1− q2n

1− q

(
−(1− q2)2

x2
; q2
)

n−1

x2n−1.

Bu denklemi ak�lda tutarak, bir sonraki hesaplamaya geçelim:

Dq

(
Λν

(
x, z; q2

))
= Dq

(
1ϕ1

(
− (1−q2)2

x2

q2ν+2

∣∣∣∣q2; q2ν+2(1− q2)2x2z2

))

=
∑
n≥1

(−1)nqn
2
(1− q2)

2n
q(2ν+1)nDq

((
−(1−q2)

2

x2 ; q2
)

n

x2n
)

(q2ν+2, q2; q2)n
z2n

=
1

(1− q) (1− q2ν+2)

∑
n≥1

(−1)nqn
2
(1− q2)

2n
q(2ν+1)n

(
−(1−q2)

2

x2 ; q2
)

n−1

x2n−1

(q2ν+2, q2; q2)n−1

z2n

= −xz
2(1− q2)(1 + q)q2ν+2

1− q2ν+2

∑
n≥0

(−1)nqn
2
qn(2ν+3)

(
−(1−q2)

2

x2 ; q2
)

n

x2nz2n

(q2ν+4, q2; q2)n

= −xz
2(1− q2)(1 + q)q2ν+2

1− q2ν+2
Λν+1

(
x, z; q2

)
.
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Öte yandan, baz� temel hesaplamalar sonucunda

D 1
q

(
wν+1(x; q)

(
−(1− q2)

2

x2
; q2

)
n

x2n

)
=

=
q (q2ν+2n+2 − 1)

(q − 1) (1− q2)2 q2n
wν(x; q)

(
−(1− q2)

2

x2
; q2

)
n

x2n+1.

e³itli§ine ula³�l�r. Yukar�da sunulan denklemi göz önünde bulundurarak, ³u sonucu elde

ederiz:

D 1
q
(wν+1Λν+1 (x, z; q))

=
∑
n≥0

(−1)nqn
2
(1− q2)2nqn(2ν+3)z2nD 1

q

(
wν+1 (x; q)

(
−(1−q2)

2

x2 ; q2
)

n

x2n
)

(q2ν+4, q2; q2)n

= − xq(1− q2ν+2)

(q − 1)(1− q2)2

∑
n≥0

(−1)nqn
2
(1− q2)2nqn(2ν+1)wν (x; q)

(
−(1−q2)

2

x2 ; q2
)

n

(xz)2n

(q2ν+2, q2; q2)n

= − xq(1− q2ν+2)

(q − 1)(1− q2)2
wν(x; q)Λν+1

(
x, z; q2

)
.

A³a§�daki lemmada, Bouze�our at al. (Bouze�our et al., 2020) çal�³mas�ndan

yararlanarak, z 7→ Λν+1 (x, z; q
2) fonksiyonunun ortogonallik ili³kilerini kuruyoruz.

Lemma 4.2 (Toklu, 2025) ν > −1 ve a > 0 olsun. Her z, ∈ C − {0} için, a³a§�daki

ifade geçerlidir: (
z2 − 2

) ∫ a

0

Λν+1

(
x, z; q2

)
Λν+1

(
x, ; q2

)
xwν+1 (x; q) dqx (4.4)

=
(1− q)(1− q2ν+2)

(1− q2)−2 q2ν+2
wν(a/q; q)×[

Λν+1

(
aq−1, ; q2

)
Λν

(
a, z; q2

)
− Λν+1

(
aq−1, z; q2

)
Λν

(
a, ; q2

)]
Bu lemmann kan�t�, (4.1) ve (4.2) ili³kileri kullan�larak kolayca kurulabilece§inden,

burada verilmeyecektir.

A³a§�daki lemma, Jacobi'nin üçlü özde³li§inden türetilmi³tir ve baz� tam fonk-

siyonlar�n büyüme derecesinin nas�l belirlendi§ine dair önemli bir bak�³ aç�s� sunar.

Lemma 4.3 (Ismail, 2005) {cn} sonsuz say�da s�f�r olmayan terime sahip s�n�rl� bir

dizi olsun ve

f (z) =
∑
n≥0

cnq
n2

zn, 0 < q < 1

fonksiyonunu ele alal�m. Sonuç olarak, ρ(f) = 0 oldu§unu buluruz, bu da f(z) fonksiyo-

nunun sonsuz say�da s�f�ra sahip oldu§u sonucuna götürür.
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Lemma 4.4 (Toklu, 2025) ν > −1/2 ve x > 0 ko³ullar� alt�nda, z 7→ Jν(x, z; q
2) büyük

q-Bessel fonksiyonu, her biri reel say� olan sonsuz bir s�f�r kümesine sahiptir. Ayr�ca,

büyüme derecesi ρ (z 7→ Jν(x, z; q
2)) 0'a e³ittir. Hadamard çarpanlara ay�rma teoremi

sayesinde, Weierstrass ayr�³�m�n� ³u ³ekilde ifade edebiliriz:

Jν(x, z; q
2) =

∏
n≥1

(
1− z2

ȷ2ν,n(x, q
2)

)
, (4.5)

burada ȷν,n(x, q2), z 7→ Jν(x, z; q
2) fonksiyonunun n. pozitif s�f�r�n� göstermektedir.

�spat (Bouze�our et al., 2020)'da gösterildi§i üzere, büyük q-Bessel fonksiyonu z 7→

Jν (x, z; q
2), lemma ko³ullar� alt�nda sonsuz bir reel s�f�r kümesine sahiptir. Ayr�ca, (3.8)

denkleminde yer alan Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun sonsuz seri gösterimi ³u ³ekilde yeniden

yaz�labilir:

Jν

(
x, z; q2

)
=
∑
n≥0

anq
n2

(xz)n ,

burada

an =
(−1)nq(2ν+1)n

(
− 1

x2 ; q
2
)
n

(q2ν+2, q2; q2)n
.

Dolay�s�yla, ν > −1/2 durumunda, limit

lim
n→∞

(−1)nq(2ν+1)n
(
− 1

x2 ; q
2
)
n

(q2ν+2, q2; q2)n
= 0,

olarak bulunur, bu da {an} dizisinin yak�nsak ve dolay�s�yla s�n�rl� oldu§unu do§rular.

Lemma 4.3 uyguland�§�nda, Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun büyüme derecesi ρ (Jν(x, z; q

2))'nin

0'a e³it oldu§u belirlenir. Sonuç olarak, lemmann geri kalan k�sm�n�n kan�t�, Hada-

mard çarpanlara ay�rma teoreminin do§rudan uygulanmas�na dayan�r. Böylece, büyük

q-Bessel fonksiyonu z 7→ Jν (x, z; q
2)'�n L P s�n�f�n�n bir üyesi oldu§u sonucuna var�la-

bilir.

Lemma 4.5 (Toklu, 2025) ν > −1/2 ve x > 0 ko³ullar� alt�nda, büyük q-Bessel fonksi-

yonu z 7→ Jν (x, z; q
2), her biri reel say� olan sonsuz bir s�f�r kümesine sahiptir. Ayr�ca,

bu fonksiyonun ρ (Jν (x, z; q
2)) ³eklinde gösterilen, büyüme mertebesi 0'a e³ittir. Ha-

damard çarpanlara ay�rma teoremi sayesinde, Weierstrass ayr�³�m�n� ³u ³ekilde ifade

edebiliriz:

Jν

(
x, z; q2

)
=

xν zν

Γq2 (ν + 1)

∏
n≥1

(
1− z2

ℓ2ν,n (x, q
2)

)
, (4.6)

burada ℓν,n (x, q2), z 7→ Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun n. pozitif s�f�r�n� göstermektedir.
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�spat Büyük q-Bessel fonksiyonu z 7→ Jν (x, z; q
2)'�n z'ye göre bir tam fonksiyon ol-

du§unu biliyoruz (bkz. (Bouze�our et al., 2020)). Lemma 4.2'dan yararlanarak, z 7→

Λν (a, z; q
2) fonksiyonunun tüm s�f�rlar�n�n reel oldu§unu do§rulayaca§�z. z ̸= 0'�n z 7→

Λν (a, z; q
2) fonksiyonunun bir s�f�r� oldu§unu varsayal�m. �unu biliyoruz:

Λν

(
a, z; q2

)
= Λν (a, z; q2) = 0.

(4.4) denkleminde = z alarak ³u sonuca ula³�r�z:

(
z2 − z2

) ∫ a

0

∣∣Λν+1

(
x, z; q2

)∣∣2 xwν+1(x; q)dqx = 0.

Bu son denklemden, z2 − z2 = 0'�n ancak ve ancak z ∈ R veya z ∈ iR oldu§unda

sa§land�§� ç�kar�labilir. Aç�kça, di§er tüm durumlarda ³u sonuca var�r�z:∫ a

0

∣∣Λν+1

(
x, z; q2

)∣∣2 xwν+1(x; q)dqx = 0. (4.7)

q-integralin tan�m�n� göz önünde bulundurdu§umuzda, ³u aç�kça görülür:∫ a

0

∣∣Λν+1

(
x, z; q2

)∣∣2 xwν+1(x; q)dqx

= (1− q)a2
∑
n≥0

q2n
(
− a2q2n+2

(1− q2)2
; q2
)

ν+1

∣∣Λν+1

(
aqn, z; q2

)∣∣2 ;
dolay�s�yla,

Λν+1

(
aqn, z; q2

)
= 0, n ∈ N,

ve Λν+1 (·, z; q2), C kompleks say�lar kümesi üzerinde analitik bir fonksiyon tan�mlar.

Bu nedenle, Λν+1 (·, z; q2) = 0 olur. �imdi, z = i durumunu inceleyelim, burada ∈ R,

sonuç olarak

Λν

(
a, i; q2

)
=
∑
n≥0

qn
2
(1− q2)

2n
q(2ν+1)n

(q2ν+2, q2; q2)n

(
−(1− q2)

2

a2
; q2

)
n

(a)2n.

ν > −1 ko³ulu, bu ifadenin s�f�ra e³it olmad�§�n� garanti eder, bu da z 7→ Jν (x, z; q
2)

fonksiyonunun s�f�rlar�n�n da ν > −1 ve x > 0 için reel oldu§unu gösterir. �imdi,

amac�m�z z 7→ Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun x > 0 için sonsuz say�da s�f�ra sahip oldu§unu

kan�tlamakt�r. Elimizde:

Λν

(
x, z; q2

)
=
∑
n≥0

cnq
n2

(xz)2n

burada

cn =
(−1)n (1− q2)

2n
q(2ν+1)n

(q2ν+2, q2; q2)n

(
−(1− q2)

2

a2
; q2

)
n

.
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ν > −1/2 için

lim
n→∞

cn = 0

elde ederiz. Sonuç olarak, {cn} dizisinin yak�nsak ve dolay�s�yla s�n�rl� oldu§u do§rula-

n�r. Lemma 4.3 �³�§�nda, ρ (Λν (x, z; q
2)) büyüme derecesinin 0'a e³it oldu§u sonucuna

var�r�z, bu da ρ (Jν (x, z; q
2)) = 0 sonucunu do§urur. Pozitif olmayan tam say� büyüme

derecesine sahip herhangi bir tam fonksiyonun sonsuz say�da s�f�ra sahip oldu§u kan�t-

lanm�³ bir gerçektir. Sonuç olarak, lemman�n geri kalan k�sm�n�n kan�t�, Hadamard çar-

panlara ay�rma teoreminin do§rudan uygulanmas�na dayan�r. Böylece, z 7→ Jν(x, z; q
2)

fonksiyonunun L P s�n�f�n�n bir üyesi oldu§u ifade edilebilir.

�imdi tezimizin ana sonuçlar�n� elde etmeye haz�r�z.

4.1. Normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n

Janowski y�ld�z�ll�k ve konvekslik yar�çap�

Bu k�s�m, normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n Janowski y�ld�z�ll�k

ve Janowski konvekslik yar�çaplar�n� belirlemeye ayr�lm�³t�r.

Teorem 4.1 ν > −1/2 ve x > 0 ko³ullar� alt�nda, a³a§�daki ifadeler do§rudur:

a. Jν (x, z; q
2) = zJν (x, z; q

2) fonksiyonunun, R⋆
A,B (Jν (x, z; q

2)) ile gösterilen, Ja-

nowski y�ld�z�ll�k yar�çap�

z
J′
ν (x, z; q

2)

Jν (x, z; q2)
+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin en küçük pozitif reel köküdür.

b. Jν (x, z; q2) = x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν (x, z; q
2) fonksiyonunun, R⋆

A,B (Jν (x, z; q2))

ile gösterilen, Janowski y�ld�z�ll�k yar�çap�

z
J′ν (x, z; q2)
Jν (x, z; q2)

+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin en küçük pozitif reel köküdür.

�spat a. Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun Janowski y�ld�z�ll�k yar�çap�n� belirlemek için∣∣∣∣∣∣

z
J ′

ν(x,z;q2)
Jν(x,z;q2)

− 1

A−BzJ ′
ν(x,z;q

2)

Jν(x,z;q2)

∣∣∣∣∣∣ < 1, |z| < r⋆
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olacak ³ekilde pozitif r∗ reel say�s�n�n oldu§unu göstermeliyiz. Lemma 4.4 den,

ȷν,n(x, q
2), z 7→ Jν(x, z; q

2) fonksiyonunun n. pozitif s�f�r�n� göstermek üzere

Jν(x, z; q
2) =

∏
n≥1

(
1− z2

ȷ2ν,n(x, q
2)

)
(4.8)

oldu§unu biliyoruz. Bu durumda Jν (x, z; q
2) = zJν (x, z; q

2) olmak üzere, Denk-

lem (4.8) dikkate al�narak, e³itli§in her iki taraf�n�n�n logaritmik türevi al�nacak

olursa

z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)
= 1 + z

J′
ν (x, z; q

2)

Jν (x, z; q2)
= 1−

∑
n≥1

2z2

ȷ2ν,n(x, q
2)− z2

elde edilir. Bu son ifadeden yaralanarak, |z| < ȷν,n(x, q
2) için

∣∣∣∣∣∣
z

J ′
ν(x,z;q2)

Jν(x,z;q2)
− 1

A−BzJ ′
ν(x,z;q

2)

Jν(x,z;q2)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n≥1

2|z|2

ȷ2ν,n(x,q
2)−|z|2

A−B + |B|
∑
n≥1

2|z|2

ȷ2ν,n(x,q
2)−|z|2

(4.9)

elde edilir. Aç�kça görülece§i üzere, yukar�da elde edilen son e³itsizlikten, |z| = r

için ∣∣∣∣∣∣
z

J ′
ν(x,z;q2)

Jν(x,z;q2)
− 1

A−BzJ ′
ν(x,z;q

2)

Jν(x,z;q2)

∣∣∣∣∣∣ ≤
1− z

J ′
ν(x,z;q2)

Jν(x,z;q2)

A−B + |B|
(
zJ ′

ν(x,z;q
2)

Jν(x,z;q2)
− 1
)

elde edilir. Kabul edelim ki,

z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)
+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin en küçük pozitif kökü r∗ olsun. E§er, (0, ȷν,1(x, q2)) aç�k aral�§�nda

bu denklemin yegane pozitif kökünün r∗ oldu§unu gösterilirse, Denklem (4.9)

e³itsizli§i göz önüne al�nd�§�nda bu r∗ kökü Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun Janowski

y�ld�z�ll�k yar�çap� olacakt�r. Gerçekten, uν : (0, ȷν,1(x, q
2)) → R olmak üzere

uν(r) = r
J ′

ν (x, r; q
2)

Jν (x, r; q2)
+
A−B

1 + |B|
− 1

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Denklem (4.8) yard�m�yla aç�kça görülece§i üzere

u′ν(r) = −
∑
n≥1

4rȷν,n(x, q
2)(

ȷ2ν,n(x, q
2)− r2

)2 < 0

oldu§undan uν(r) fonksiyonu (0, ȷν,1(x, q
2)) aç�k aral�§�nda kesin azaland�r. Ay-

r�ca,

lim
r↗ȷν,1(x,q2)

uν(r) = −∞ ve lim
r↘0

uν(r) =
A−B

1 + |B|
> 0
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limitlerini hesaplamak kolayd�r. Bu halde, Jν (x, z; q
2) fonksiyonun Janowski y�l-

d�z�ll�k yar�çap� R⋆
A,B (Jν (x, z; q

2))

z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)
+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin ya da buna denk olarak

z
J′
ν (x, z; q

2)

Jν (x, z; q2)
+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin en küçük pozitif reel köküdür.

b. Jν (x, z; q2) fonksiyonunun Jamnowski y�ld�z�ll�k yar�çap�n� elde etmek için∣∣∣∣∣∣ z
J′ν(x,z;q2)
Jν(x,z;q2) − 1

A−Bz J
′
ν(x,z;q

2)
Jν(x,z;q2)

∣∣∣∣∣∣ < 1, |z| < r⋆1

olacak ³ekilde bir r⋆1 pozitif reel say�s�n�n oldu§unu göstermeliyiz. Ayr�ca Lemma

4.5 den, ℓν,n (x, q2), z 7→ Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun n. pozitif s�f�r�n� göstermek

üzere

Jν

(
x, z; q2

)
=

xν zν

Γq2 (ν + 1)

∏
n≥1

(
1− z2

ℓ2ν,n (x, q
2)

)
(4.10)

oldu§unu biliyoruz. O halde, Jν (x, z; q2) = x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν (x, z; q
2) olmak

üzere, e³itli§in her iki yan�n�n logaritmik türevini almak suretiyle

z
J′ν (x, z; q2)
Jν (x, z; q2)

= 1− ν + z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)
= 1−

∑
n≥1

2z2

ℓ2ν,n (x, q
2)− z2

elde edilir. Elde edilen bu son e³itlikten faydalanarak, |z| < ℓν,n(x, q
2) için∣∣∣∣∣∣ z

J′ν(x,z;q2)
Jν(x,z;q2) − 1

A−Bz J
′
ν(x,z;q

2)
Jν(x,z;q2)

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
n≥1

2|z|2

ℓ2ν,n(x,q
2)−|z|2

A−B + |B|
∑
n≥1

2|z|2

ℓ2ν,n(x,q
2)−|z|2

(4.11)

elde edilir. Bu son ifadeden, |z| = r için,∣∣∣∣∣∣ z
J′ν(x,z;q2)
Jν(x,z;q2) − 1

A−Bz J
′
ν(x,z;q

2)
Jν(x,z;q2)

∣∣∣∣∣∣ ≤ 1− r
J′ν(x,r;q2)
Jν(x,r;q2)

A−B + |B|
(
r J

′
ν(x,r;q

2)
Jν(x,r;q2) − 1

)
sonucuna ula³�l�r. �imdi, kabul edelim ki, r⋆1

r
J′ν (x, r; q2)
Jν (x, r; q2)

+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin en küçük pozitif reel kökü olsun. Bu durumda, Jν (x, z; q2) fonksi-

yonu |z| < r⋆1 için Janowski y�ld�z�ld�r.
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�imdi, κν : (0, ℓν,1 (x, q
2)) → R

κν
(
x, r; q2

)
= r

J′ν (x, r; q2)
Jν (x, r; q2)

+
A−B

1 + |B|
− 1

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Aç�kça görülece§i üzere bu fonksiyon (0, ℓν,1 (x, q
2)) aral�-

§�nda sürekli ve

κ′ν
(
x, r; q2

)
= −

∑
n≥1

4rℓν,n (x, q
2)(

ℓ2ν,n (x, q
2)− r2

)2 < 0

oldu§undan (0, ℓν,1 (x, q
2)) aç�k aral�§�nda κν (x, r; q2) fonksiyonu kesin azaland�r. Ay-

r�ca,

lim
r↘0

κν
(
x, r; q2

)
=

A−B

1 + |B|
ve lim

r↗ℓν,1(x,q2)
κν
(
x, r; q2

)
= −∞ < 0

limitlerini elde etmek kolayd�r. Sonuç olarak, ara de§er teoreminden κν (x, r; q2) fonksi-

yonunun (0, ℓν,1 (x, q
2)) aç�k aral�§�ndaki yegane kökünün r⋆1 oldu§u sonucuna var�l�r. O

halde, Jν (x, r; q2) fonksiyonunun Janowski y�ld�z�ll�k yar�çap� (0, ℓν,1 (x, q2)) aral�§�nda

r
J′ν (x, r; q2)
Jν (x, r; q2)

+
A−B

1 + |B|
− 1 = 0

denkleminin yegane köküdür.

A³a§�daki teoremde normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n Janowski

konvekslik yar�çap� belirlenmi³tir.

Teorem 4.2 ν > −1/2 ve x > 0 ko³ullar� alt�nda,

a. Jν (x, z; q
2) = zJν (x, z; q

2) fonksiyonunun Janowski konvekslik yar�çap�

r
J

′′
ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)
+
A−B

1 + |B|
= 0

denkelminin en küçük pozitif köküdür.

b. Jν (x, z; q2) = x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν (x, z; q
2) fonksiyonunun Janowski konvekslik

yar�çap�

r
J′′
ν (x, r; q

2)

J′ν (x, r; q2)
+
A−B

1 + |B|
= 0

denkelminin en küçük pozitif köküdür.

�spat a. Dr aç�k diskinde Jν (x, z; q
2) fonksiyonu için Janowski konveks fonksiyo-

nun tan�m� göz önüne al�nd�§�nda, |z| < r için∣∣∣∣∣∣
z

J ′′
ν (x,z;q2)

J ′
ν(x,z;q

2)

A−B
(
1 + zJ ′′

ν (x,z;q2)

J ′
ν(x,z;q

2)

)
∣∣∣∣∣∣ < 1
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e³itsizli§inin gerçeklenmesi gerekti§i sonucuna var�l�r. Ayr�ca, daha önceki aç�k-

lamalar �³�§�nda, Jν (x, z; q
2) ∈ L P ve Laguerre-Pólya s�n�f� L P türev i³-

lemi alt�nda kapal� oldu§undan J ′
ν (x, z; q

2) ∈ L P dir. Bunun sonucu olarak,

J ′
ν (x, z; q

2) fonksiyonun da tüm s�f�rlar� reeldir ve dolay�s�yla Hadamard çarp�m

temsiline sahiptir. Kabul edelim ki, θν,n (x, q2) ler z 7→ J ′
ν (x, z; q

2) fonksiyonu-

nun n nci pozitif reel kökleri olsun. Bu halde, J ′
ν (x, z; q

2) fonksiyonunun sonsuz

çarp�m temsili

J ′
ν

(
x, z; q2

)
=
∏
n≥1

(
1− z2

θ2ν,n (x, q
2)

)
(4.12a)

olarak elde edilir ve bunun sonucunda da, Denklem (4.12a) n�n her iki yan�n�n

logaritmik türevleri al�narak

1 + z
J

′′
ν (x, z; q2)

J ′
ν (x, z; q

2)
= 1−

∑
n≥1

2z2

θ2ν,n (x, q
2)− z2

(4.12b)

elde edilebilce§i aç�kt�r. O halde∣∣∣∣∣∣∣
z

J
′′
ν (x,z;q2)

J ′
ν(x,z;q

2)

A−B
(
1 + zJ ′′

ν (x,z;q2)

J ′
ν(x,z;q

2)

)
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

∑
n≥1

2|z|2
θ2ν,n(x,q

2)−|z|2

A−B − |B|
∑
n≥1

2|z|2
θ2ν,n(x,q

2)−|z|2

elde edilir. Bu son ifadeden∣∣∣∣∣∣∣
z

J
′′
ν (x,z;q2)

J ′
ν(x,z;q

2)

A−B
(
1 + zJ ′′

ν (x,z;q2)

J ′
ν(x,z;q

2)

)
∣∣∣∣∣∣∣ ≤

− |z| J
′′
ν (x,|z|;q2)

J ′
ν(x,|z|;q2)

A−B + |B| |z| J ′′
ν (x,|z|;q2)

J ′
ν(x,|z|;q2)

elde edilir. O halde Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun Janowski konvekslik yar� çap�

r
J

′′
ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)
+
A−B

1 + |B|
= 0

denkleminin en küçük pozitif köküdür.

�spat� tamamlamak için, elde edilen bu denklemin (0, θν,1 (x, q
2)) aç�k aral�§�nda

tek bir reel köke sahip oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için ϕν : (0, θν,1 (x, q
2)) →

R olmak üzere

ϕν(r) = r
J

′′
ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)
+
A−B

1 + |B|
fonksiyonunu tan�mlayal�m. Aç�kça görülece§i üzere

ϕ′
ν(r) = −

∑
n≥1

4rθν,n (x, q
2)(

θ2ν,n (x, q
2)− r2

)2 < 0
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oldu§undan ϕν fonksiyonu (0, θν,1 (x, q
2)) aral�§�nda kesin azalnd�r. Ayr�ca

lim
r↘0

ϕν(r) =
A−B

1 + |B|
> 0 ve lim

r↗θν,1(x,q2)
ϕν(r) = −∞

limitlerini elde etmek kolayd�r. O halde, ϕν(r) fonksiyonu (0, θν,1 (x, q
2)) aral�-

§�nda tek bir köke sahip olup, bu kök Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun Janowski kon-

vekslik yar�çap�d�r.

Yukar�da verieln ispattaki ad�mlar tekrar edilerek Teoremin b maddesindeki ifa-

denin do§rulu§u gösterilebilir.

4.2. Normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n

Bernoulli lemniskat y�ld�z�ll�k ve konvekslik yar�çap�

Bu k�s�m, normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n lemniskat y�ld�z�ll�k

ve lemniskat konvekslik yar�çaplar�n� belirlemeye ayr�lm�³t�r.

A³a§�daki teoremde iki farkl� ³ekilde normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksi-

yonlar�n�n Bernoulli lemniskat y�ld�z�ll�k yar�çap� belirlenmi³tir.

Teorem 4.3 ν > −1/2 ve x > 0 ko³ullar� alt�nda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

a. Jν (x, z; q
2) = zJν (x, z; q

2) fonksiyonunun, RLS⋆ (Jν (x, z; q
2)) ³eklinde gösteri-

len, lemniskat y�ld�z�ll�k yar�çap�

r2
(
J′
ν

(
x, r; q2

))2 − 2rJ′
ν

(
x, r; q2

)
Jν

(
x, r; q2

)
−
(
Jν

(
x, r; q2

))2
= 0

transdantal denkleminin en küçük pozitif reel köküdür.

b. Jν (x, z; q2) = x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν (x, z; q
2) fonksiyonunun, RLS⋆ (Jν (x, z; q2))

³eklinde gösterilen, lemniskat y�ld�z�ll�k yar�çap�

r2J ′2
ν

(
x, r; q2

)
+2(1−ν)rJ ′

ν

(
x, r; q2

)
Jν

(
x, r; q2

)
+
(
ν2 + 2ν − 1

)
J 2

ν

(
x, z; q2

)
= 0

transdantal denkleminin en küçük pozitif reel köküdür.

�spat a. Lemma 4.5 den, ȷν,n(x, q2), z 7→ Jν(x, z; q
2) fonksiyonunun n. pozitif s�f�r�n�

göstermek üzere

Jν(x, z; q
2) =

∏
n≥1

(
1− z2

ȷ2ν,n(x, q
2)

)
, (4.13)
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oldu§unu biliyoruz. Bu durumda Jν (x, z; q
2) = zJν (x, z; q

2) olmak üzere, Denk-

lem (4.13) dikkate al�narak, e³itli§in her iki taraf�n�n�n logaritmik türevi al�narak

z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)
= 1 + z

J′
ν (x, z; q

2)

Jν (x, z; q2)
= 1−

∑
n≥1

2z2

ȷ2ν,n(x, q
2)− z2

elde edilir. Bu son e³itlikten∣∣∣∣∣
(
z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ ≤
(∑

n≥1

2 |z|2

ȷ2ν,n(x, q
2)− |z|2

)(∑
n≥1

2 |z|2

ȷ2ν,n(x, q
2)− |z|2

+ 2

)

=

(
|z| J ′

ν (x, |z| ; q2)
Jν (x, |z| ; q2)

)2

− 4

(
|z| J ′

ν (x, |z| ; q2)
Jν (x, |z| ; q2)

)
+ 3

sonucuna ula³�l�r. �imdi, kabul edelim ki, r⋆(
z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)

)2

− 4

(
z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)

)
+ 2 = 0

denkleminin en küçük pozitif kökü olsun, bu durumda∣∣∣∣∣
(
r
J ′

ν (x, r; q
2)

Jν (x, r; q2)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ ≤ 1

e³itsizli§i |z| < r⋆ için geçerli olacakt�r. Aç�kça görülece§i üzere, elde edilen bu

son e³itlik

r2
(
J′
ν

(
x, r; q2

))2 − 2rJ′
ν

(
x, r; q2

)
Jν

(
x, r; q2

)
−
(
Jν

(
x, r; q2

))2
= 0

denklemine kar³�l�k gelmektedir. Bu ise RLS⋆ (Jν (x, z; q
2)) lemniskat y�ld�z�ll�k

yar�çap�n�n yukar�daki denklemin en küçük pozitif kökü oldu§u anlam�na gelir.

�spat� tamamlamak için (0, ȷν,1(x, q
2)) aç�k aral�§�nda yukar�da elde edilen denkle-

min tek bir köke sahip oldu§unu göstermemliyiz. Bunun için,Fν : (0, ȷν,1(x, q
2)) →

R

Fν (r) =

(
r
J ′

ν (x, r; q
2)

Jν (x, r; q2)

)2

− 4

(
r
J ′

ν (x, r; q
2)

Jν (x, r; q2)

)
+ 2

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Bu durumda,

F ′
ν (r) =

∑
n≥1

4rȷ2ν,n(x, q
2)(

ȷ2ν,n(x, q
2)− r2

)2
(
1 +

∑
n≥1

2r2

ȷ2ν,n(x, q
2)− r2

)
> 0

oldu§undan Fν (r) fonksiyonu (0, ȷν,1(x, q
2)) aç�k aral�§�nda kesin artand�r. Son

olarak, basit bir limit hesaplamas�yla

lim
r↗ȷν,1(x,q2)

Fν (r) = ∞ ve lim
r↘0

Fν (r) = −1 < 0
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limitleri elde edilir. Sonuç olarak, Fν(r) fonksiyonunun (0, ȷν,1(x, q
2)) aç�k ara-

l�§�nda bir tek (yegane) pozitif reel köke sahiptir ve bu kök normalize edilmi³

büyük q-Bessel Jν (x, z; q
2) fonksiyonunun RLS⋆ (Jν (x, z; q

2)) ile gösterdi§imiz

lemniskat y�ld�z�ll�k yar�çap�na kar³�l�k gelmektedir.

b. Jν (x, z; q2) = x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν (x, z; q
2) ³eklinde normalize edilmi³ büyük q-

Bessel fonksiyonunu ele alal�m. Lemma 4.5 den, ℓν,n (x, q2), z 7→ Jν (x, z; q
2) fonk-

siyonunun n. pozitif s�f�r�n� göstermek üzere,

Jν

(
x, z; q2

)
=

xν zν

Γq2 (ν + 1)

∏
n≥1

(
1− z2

ℓ2ν,n (x, q
2)

)
(4.14a)

oldu§unu biliyoruz. Buradan

z
J′ν (x, z; q2)
Jν (x, z; q2)

= 1− ν + z
J ′

ν (x, z; q
2)

Jν (x, z; q2)
= 1− ν −

∑
n≥1

2z2

ℓ2ν,n (x, q
2)− z2

(4.14b)

elde edilir. Denklem (4.14b) kullan�larak, |z| < ℓν,1 (x, q
2) için geçerli olan∣∣∣∣∣

(
z
J′ν (x, z; q2)
Jν (x, z; q2)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ ≤
(
ν +

∑
n≥1

2 |z|2

ℓ2ν,n (x, q
2)− |z|2

)(∑
n≥1

2 |z|2

ℓ2ν,n (x, q
2)− |z|2

+ ν + 2

)

=

(
|z| J

′
ν (x, |z| ; q2)

Jν (x, |z| ; q2)

)2

− 4

(
|z| J

′
ν (x, |z| ; q2)
Jν (x, |z| ; q2)

)
+ 3

e³itsizli§i elde edilir. Kabul edelim ki, r⋆(
|z| J

′
ν (x, |z| ; q2)
Jν (x, |z| ; q2)

)2

− 4

(
|z| J

′
ν (x, |z| ; q2)

Jν (x, |z| ; q2)

)
+ 2 = 0

denkleminin en küçük pozitif reel kökü olsun, bu halde∣∣∣∣∣
(
z
J′ν (x, z; q2)
Jν (x, z; q2)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ < 1

e³itsizli§i |z| < r⋆ için do§rulanacakt�r. O halde Jν (x, z; q2) fonksiyonunun lem-

niskat y�ld�z�ll�k yar�çap�

r2J ′2
ν

(
x, r; q2

)
+2(1−ν)rJ ′

ν

(
x, r; q2

)
Jν

(
x, r; q2

)
+
(
ν2 + 2ν − 1

)
J 2

ν

(
x, z; q2

)
= 0

denkleminin en küçük pozitif reel köküdür.

�spat� tamamlamak için, bu denklemin (0, ℓν,1 (x, q
2)) aç�k aral�§�nda tek bir reel

köke sahip oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için Gν(r) = (0, ℓν,1 (x, q
2)) → R

Gν(r) =

(
r
J′ν (x, r; q2)
Jν (x, r; q2)

)2

− 4

(
r
J′ν (x, r; q2)
Jν (x, r; q2)

)
+ 2
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fonksiyonunu tan�mlayal�m. Basit bir hesaplamayla

G′
ν(r) =

∑
n≥1

4rℓ2ν,n (x, q
2)(

ℓ2ν,n (x, q
2)− r2

)2
(
1 + ν +

∑
n≥1

2r2

ℓ2ν,n (x, q
2)− r2

)
> 0

oldu§undan Gν (r) fonksiyonu (0, ℓν,1(x, q
2)) aç�k aral�§�nda kesin artand�r. Ayr�ca

lim
r↗ℓν,1(x,q2)

Gν (r) = ∞ ve lim
r↘0

Gν (r) = −(ν − 1)2 < 0

d�r. Sonuç olarak, Gν(r) fonksiyonunun (0, ℓν,1(x, q
2)) aç�k aral�§�nda bir tek

(yegane) pozitif reel köke sahiptir ve bu kök normalize edilmi³ büyük q-Bessel

Jν (x, z; q2) fonksiyonunun RLS⋆ (Jν (x, z; q2)) ile gösterdi§imiz lemniskat y�ld�z�l-

l�k yar�çap�na kar³�l�k gelmektedir.

Böylece, teoremin ispat� tamamlanm�³ olur.

�imdi, normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�n�n Bernoulli lemniskat konveks-

lik yar�çap�n� elde edece§iz.

Teorem 4.4 ν > −1/2 ve x > 0 ko³ullar� alt�nda, a³a§�daki ifadeler geçerlidir:

a. Jν (x, z; q
2) = zJν (x, z; q

2) fonksiyonunun, RLC (Jν (x, z; q
2)) ile gösterilen Ber-

noulli lemniskat konvekslik yar�çap�(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)2

− 2

(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)
− 1 = 0

transdantal denkleminin en küçük pozitif köküdür.

b. Jν (x, z; q2) = x−νΓq2 (ν + 1) z1−νJν (x, z; q
2) fonksiyonunun, RLC (Jν (x, z; q2)) ile

gösterilen Bernoulli lemniskat konvekslik yar�çap�(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)2

− 2

(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)
− 1 = 0

transdantal denkleminin en küçük pozitif köküdür.

�spat a. Daha önce de ifade edildi§i üzere, Jν (x, z; q
2) ∈ L P ve Laguerre-Pólya

s�n�f� L P türev i³lemi alt�nda kapal� oldu§undan J ′
ν (x, z; q

2) ∈ L P dir. Bu-

nun sonucu olarak, J ′
ν (x, z; q

2) fonksiyonun da tüm s�f�rlar� reeldir ve dolay�-

s�yla Hadamard çarp�m temsiline sahiptir. Kabul edelim ki, θν,n (x, q2) ler z 7→

J ′
ν (x, z; q

2) fonksiyonunun n nci pozitif reel kökleri olsun. Bu halde, J ′
ν (x, z; q

2)

fonksiyonunun sonsuz çarp�m temsili
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J ′
ν

(
x, z; q2

)
=
∏
n≥1

(
1− z2

θ2ν,n (x, q
2)

)
(4.15a)

olarak elde edilir ve bunun sonucunda da, Denklem (4.15a) n�n her iki yan�n�n

logaritmik türevleri al�narak

1 + z
J ′′

ν (x, z; q2)

J ′
ν (x, z; q

2)
= 1−

∑
n≥1

2z2

θ2ν,n (x, q
2)− z2

(4.15b)

sonucuna var�l�r. Sonuç olarak, |z| < θν,1 (x, q
2) için∣∣∣∣∣

(
1 + z

J ′′
ν (x, z; q2)

J ′
ν (x, z; q

2)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ ≤
(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)2

− 2

(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)
elde edilir. Böylelikle, RLC (Jν (x, z; q

2)) Bernoulli lemniskat konvekslik yar�çap�(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)2

− 2

(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)
− 1 = 0

denkleminin (0, θν,1 (x, q
2)) aç�k aral�§�ndaki en küçük pozitif kökü oldu§u sonu-

cuna var�l�r. �spat� tamamlamak için, yukar�da elde edilen denklemin (0, θν,1 (x, q
2))

aç�k aral�§�nda tek bir reel köke sahip oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için, vν :

(0, θν,1 (x, q
2)) → R olmak üzere

vν(r) =

(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)2

− 2

(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)
− 1

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Basit bir hesaplama ile

v′ν(r) = 8r

(∑
n≥1

θ2ν,n (x, q
2)(

θ2ν,n (x, q
2)− r2

)2
)(∑

n≥1

2r2(
θ2ν,n (x, q

2)− r2
)2 + 1

)
> 0

olaca§�ndan vν(r) fonksiyonunun (0, θν,1 (x, q
2)) aral�§�nda kesin artan oldu§u so-

nucuna ula³�l�r. Ayr�ca

lim
r↘0

vν(r) = −1 < 0 ve lim
r↗θν,1(x,q2)

vν(r) = ∞

limitlerini elde etmek kolayd�r. Böylelikle, RLC (Jν (x, z; q
2)) Bernoulli lemniskat

konvekslik yar�çap�(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)2

− 2

(
r
J ′′

ν (x, r; q2)

J ′
ν (x, r; q

2)

)
− 1 = 0

denkleminin (0, θν,1 (x, q
2)) aral�§�ndaki yegane köküdür.
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b. Jν (x, z; q2) ∈ L P olup, Laguerre-Pólya s�n�f� L P türev i³lemi alt�nda kapal� ol-

du§undan J′ν (x, z; q2) ∈ L P dir. Kabul edelim ki, βν,n (x; q2) ler z 7→ J′ν (x, z; q2)

fonksiyonunun n nci pozitif s�f�rlar�n� temsil etsin. Bu durumda z 7→ J′ν (x, z; q2)

fonksiyonunun sonsuz çarp�m temsili

J′ν
(
x, z; q2

)
=
∏
n≥1

(
1− z2

β2
ν,n (x; q

2)

)
(4.16a)

olarak elde edilir ve bunun sonucunda da, Denklem (4.16a) n�n her iki yan�n�n

logaritmik türevleri al�narak

1 + z
J′′ν (x, z; q2)
J′ν (x, z; q2)

= 1−
∑
n≥1

2z2

β2
ν (x; q

2)− z2
(4.16b)

sonucuna var�l�r. �imdi, Denklem (4.16b) kullan�larak∣∣∣∣∣
(
1 + z

J′′ν (x, z; q2)
J′ν (x, z; q2)

)2

− 1

∣∣∣∣∣ ≤
(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)2

− 2

(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)
elde edilir. Böylece, Jν (x, z; q2) fonksiyonu, r1(

r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)2

− 2

(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)
− 1 = 0

denkleminin en küçük pozitif kökü olmak üzere, |z| < r1 için lemniskat konvekstir.

�spat� tamamlamak için bu denklemin (0, βν,1 (x; q
2)) aral�§�nda tek bir köke sahip

oldu§unu göstermeliyiz. Bunun için φν : (0, βν,1 (x; q
2)) → R

φν(r) =

(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)2

− 2

(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)
− 1

fonksiyonunu tan�mlayal�m. Aç�kça görülece§i üzere,

φ′
ν(r) = 8r

(∑
n≥1

β2
ν,n (x, q

2)(
β2
ν,n (x, q

2)− r2
)2
)(∑

n≥1

2r2(
β2
ν,n (x, q

2)− r2
)2 + 1

)
> 0

olaca§�ndan φν(r) fonksiyonunun (0, βν,1 (x, q
2)) aral�§�nda kesin artan oldu§u

sonucuna ula³�l�r. Ayr�ca

lim
r↘0

φν(r) = −1 < 0 ve lim
r↗βν,1(x,q2)

φν(r) = ∞

limitlerini elde etmek kolayd�r. Böylelikle, RLC (Jν (x, z; q2)) Bernoulli lemniskat

konvekslik yar�çap�(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)2

− 2

(
r
J′′ν (x, r; q2)
J′ν (x, r; q2)

)
− 1 = 0

denkleminin (0, βν,1 (x, q
2)) aral�§�ndaki yegane köküdür.

Böylece teoremin ispat� tamamlanm�³ olur.
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5. TARTI�MA VE SONUÇ

Bu çal�³mada, iki farkl� ³ekilde normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyonlar�-

n�n lemniskat y�ld�z�ll�k, lemniskat konvekslik ve Janowski y�ld�z�ll�k, Janowski konveks-

lik yar�çap� gibi baz� geometrik özellikleri incelenmi³tir. Çal�³mada elde edilen sonuçlar

özgün olup, sonuçlar�n elde edilmesinde büyük q-Bessel fonksiyonunun reel s�f�rlara

sahip oldu§u gerçe§inden hareketle (Toklu, 2025) çal�³mas�nda elde edilmi³ olan Hada-

mard çarp�m temsili önemli bir rol oynamaktad�r.

Özel fonksiyonlar� geometrik özellikleri ile ilgilenen ara³t�rmac�lar, bu çal�³-

mada kullan�lan argümanlar yard�m�yla normalize edilmi³ büyük q-Bessel fonksiyo-

nunun ba³ka geometrik özelliklerini elde edebilirler.
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