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OZET

BUYUK TUMLENMIS MODULLER

Tugce SEN

Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Temmuz 2020

Danigman: Do¢. Dr. Figen TAKIL MUTLU

Bu tezde tiimlenmis modiillerin bir genellemesi olan biiylik tiimlenmis
modiillerin 6zellikleri incelenmigtir. Bu amacla, caligmamizda kullandigimiz
temel kavramlardan olan kiiciik alt modiil, biiylik alt modiil, tiimleyen alt
modiil, genellestirilmis alt modiil,bir modiiliin radikali, ttimlenmig modiil, genel-
lestirilmis tiimlenmis modiil tanimlar1 sunulmug ve ilgili teoremler ispatlari ile
birlikte detayli bir sekilde verilmistir. Biiylk tiimlenmis modiillerin, sonlu
toplamlar, béliim modiilleri ve homomorfik goriintiiler tizerinde kapali oldugu
gosterilmistir. M bir biytk timlenmis modil iken her sonlu M-iiretilmis
R-modiiliin de biiyiik tiimlenmis oldugu ispatlanmigtir. Bir halkanin biyiik
tiimlenmis olmas: igin gerekli ve yeterli sart verilmigtir. Ayrica M’nin her
biiylik alt modiilii g* bagimntisi ile M’de bir biiyiik tiimleyen alt modiiliine

denkse M'nin biiyiik tiimlenmis oldugu gosterilmigtir.

Anahtar Sozciikler: Kiigiik alt modiil, Biiyiik alt modiil, Tiimlenmis modiil
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ABSTRACT
ESSENTITIAL SUPPLEMENTED MODULES
Tugce SEN

Mathematics Program

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, July 2020
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Figen TAKIL MUTLU

In this thesis, the properties of essential supplemented modules, which are
a generalization of the essential modules, are examined. For this purpose, the
definitions of small submodule, essential submodule, complement submodule,
generalized submodule, radical of a module, supplemented modules and gen-
eralized supplemented modules, which are the basic concepts we use in our
study, are presented and related theorems are given together with their proofs
in detail. It has been shown that essential supplemented modules are closed
under the finite sums, factor modules and homomorphic images. While M is
an essential supplemented module, each finite M-generated R-module has also
been shown to be essential supplemented. Necessary and sufficient condition
for a ring to be essential supplemented is given. In addition, M has been shown
to be essential supplemented if every essential submodule of M is 5* equivalent

to an essential supplement submodule in M.

Keywords: Small submodule, Essential submodule, Supplemented module
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK

Bu tezin bana ait, 0zgiin bir ¢caligma oldugunu; ¢aligmamin hazirhik, veri
toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim agamalarinda bilim-
sel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimi; bu c¢aligma kapsaminda elde
edilen tiim veri ve bilgiler i¢cin kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kay-
nakcada ver verdigimi; bu calismanin Eskigehir Teknik Universitesi tarafindan
kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini ve hicbir sekilde
“intihal igermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢aligmamla il-
gili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya

gikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

€ eleman

v her

3 en az bir

N kesigim

- alt kiime

=~ izomorf

< alt modiil

<4 dik toplanan alt modiil

< kii¢iik alt modiil

< biiyiik alt modiil

< genellestirilmis kiigiik alt modiil

N : fully invariant alt modiil

Ker f : f homomorfizmasinin ¢ekirdegi
Im f : f homomorfizmasinin goriintiisi
Hompg(M,N) : M den N’ye R-homomorfizmalarin kiimesi
Endg(M) : M’nin R-homomorfizmalar halkasi
Aut(M) : M’nin otomorfizmalar halkasi
Rad(M) : M'nin radikali

< : ideal

Tam sayilar halkas:

Y/
Q : Rasyonel sayilar halkasi
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1 GIRIS
Bu boliimde ¢aligmamizda kullandigimiz temel tanim ve teoremler verilmigtir.

Tanim 1.1 R birimi 1 olan halka ve (M, +) toplama islemine gore degismeli

bir grup olsun.

o MxR —M
(m,r) — mr
donustimai icin m,n € M ve r,s € R olmak tzere;

1) (m+n)er=mer+ner
2)me(r+s)=mer+mes
3)me(rs)=(mer)es
kosullary saglanwyor ise M 'ye bir sag R-modul denir ve Mpg ile gosterilir.
Eger her m € M i¢in m.(1g) = m ise M modiline sag birimsel (unitary)
R-moduiil denir. Benzer sekilde M sol R-modili de tanimlanabilir ve gM ile

gosterilir.

Bu caligma boyunca biitiin halkalar birimli ve biitiin modiiller tiniter sag modiil

olarak alincaktir.

Ornek 1.2 Her R halkasy kendi tzerinde hem sag R-modil hem de sol R-

moddldir.

Ornek 1.3 V, K cismi tizerinde bir vektor uzaye i1se 'V yi bir K-modil olarak

alabiliriz.

Tanim 1.4 R bir halka ve I da R’nin toplamsal bir alt grubu olsun. Eger her
a € I ve herr € R i¢in ra € I ise [’'ya R'min sol ideali, ar € I ise I’ya
R’nin sag tdeals denir. I hem sol hem de saqg ideal ise I 'ya R’'nin bir tdeali

denir ve I < R ile gosterilir.

Tanim 1.5 R bir halka, M bir sag R-modil ve ) # N C M olsun. N,
M modilindeki islemlere gore kendi basina bir R-modil ise N 'ye M 'nin alt
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moduli denir ve N < M ile gosterilir. {0p} ve M, M nin agikar alt
moduller: denir. M modilinin kendisi disindaki alt modillerine 6z alt

modil denir.

Teorem 1.6 R bir halka, M bir sag R-modil ve ) # N C M olsun. N 'nin

M modilunin alt moduliu olmasi i¢in gerek ve yeter kosul,
7,) Oy € N,
ii) ¥V a,b € N veV re€ R igina—>br €N olmasidar.

Tanim 1.7 M bir R-modil ve N < M olsun. N nin M icindeki sol koset-
lerinden olusan M/N = {x + N | v € M} kiimesi x + N,y + N € M/N wve
a€ Ri¢in(z+N)+(y+N)=(r+y)+ N ve (x+ N)a =xa+ N ile taniml
islemlerle bir R-modil olur. Bu module M nin N 'ye gore bolum modili

denair.

Teorem 1.8 (Modiiler Kurali) M bir sag R-modil olsun. K,L ve N, M

modulinun alt modulleri ve K C N olsun. Bu durumda;

K+ (LNN)=(K+L)NN
dir.

Kanit. K+ (LN N)C K+ L ve K C N oldugundan,

K+(LNN)CK+NCN

dir. Buradan;

K+ (LNN)C(K+LNN

olur. Tersine z € (K + L) N N alahm. x € N ve x = y + 2z olacak sekilde
y € K ve z € L bulunabilir. K C N oldugundan, y € K oldugu goz oniine
alimarak, z=x —y € LN N bulunur. z =y+ 2 € K+ (LN N) olur. Yani;

(K+L)NNCK+(LNN)
elde edilir. Her iki kapsamadan da esitlik bulunur.
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Tanim 1.9 R bir halka, M ve N sag R-moduller olsunlar. ¢ : M — N

fonksiyonu, ¥ m,n € M veV r € R i¢in;

¢(m +n) = d(m) + d(n)
o(m.r) = o(m).r

(1)

kosullariny saglhyor ise ¢ ’ye M ’den N 'ye modiil homomorfizmasi veya R-
homomorfizma denir.

M ’den N ’ye biituin R-homomorfizmalarinin kimes:
Homgr(M,N)={¢: M — N | ¢ bir R-homomorfizma}

ile gosterilir.

Eger ¢ homomorfizmasi, bire-bir ise ¢ ye bir monomorfizma; ¢ orten ise
epimorfizma; ¢ hem bire-bir hem de orten ise izomorfizma denir.

Ayrica, eger M = N wve ¢ bir homomorfizma ise ¢ ’ye endomorfizma
denir ve bir M modiiliniin tim endomorfizmalary kiimesi End(M) ile gdsterilir.

M = N wve ¢ bir izomorfizma ise ¢’ye otomorfizma denir ve M 'nin

tim otomorfizmalar: kiimesi Aut(M) ile gosterilir.

Tanim 1.10 M ve N birer R-modul olmak tizere ¢ : M — N bir modiil ho-

momorfizmast olsun. Bu durumda;

Ker¢g={m e M : ¢(m) =0n}

kiimesine ¢ nin ¢ekirdegt denir.

Tanim 1.11 M wve N birer R-modul olmak tizere ¢ : M — N bir modul ho-

momorfizmast olsun. Bu durumda;

Ime ={o(m):me M}

kiumesine ¢ nin goruntiusu denir.



Tanim 1.12 M bir R- modil ve N < M olsun. Eger 3 L < M i¢in NNL =0
ve M = N + L ise M ye N ile L’'nin dik toplama denir ve M = N & L ile
gosterilir. N wve L’ye de M 'nin dik toplananlar: denir ve sirasiyla N <,

M, L <4 M ile gosterilir.

Ornek 1.13 My = Ze modilini goz onune alalim. Zg min alt modiller: <
0>={0}, <1>= M, <2>={0,2,4} ve < 3 >={0,3} diir. M =<2 >
+<3>ve<2>N<3>={0} oldugundan M =<2 > & < 3> elde edilir.

Tanim 1.14 M bir modul olsun. M modilinin kendisinden ve sifirdan baska

dik toplanam yok ise M "ye ayristirilamaz (indecomposable) modil denir.

Ornek 1.15 Z-modiil Q, ayristirilamaz bir modildir. Ciinki N1 @ Ny = Q
olacak sekilde ki alt moduli yoktur. Ny ve Ny bu ozellikte iki modul olsayds,
0# 3 € Nivel# 5 € Ny igin,

0 bl =dal e Nyn Ny =0
b d
celiskist bulunurdu.

Ornek 1.16 R=7 ve M = Ze olmak tizere Ze =< 2 > @& < 3 > oldugundan

ayristirilamaz modul degildir.

Tanim 1.17 M bir R-modil olsun. Eger M modilinin {0} ve kendisinden

baska alt modili yok ise M 'ye basit (simple) modil denir.
Ornek 1.18 Cisimler kendi tizerinde bir simple moduldiir.

Tanim 1.19 Bir M modili i¢in M modilindeki her alt modiil dik toplanan

ise M modiline yari-basit (semisimple) modil denir.

Ornek 1.20 R=7 ve M = Ze olmak tizere Zg nan tum alt moduller: Ze nin

direkt toplama oldugundan Ze semisimple modildiir.



Teorem 1.21 (1. Izomorfizma Teoremi) 6 : M — N bir modiil homo-

morfizmast olsun. Bu durumda,
M/Kerf = Iméb
dar.
Kanmit. §: M/Kerf — Im@ fonksiyonunu her m + Kerf € M/Kerf igin
B(m + Kerf) = 0(m)

seklinde tammlayalim. m; + Kerf, my + Kerf) € M/Kerf olmak iizere 5 nin

modiil homomorfizmasi oldugunu gosterelim.

B((my + Ker®) + (mq + Kerf))

(mq + mg + Kerd)

B
«9(m1 + mg)
0(

my) + 6(ms)
B(my + Kerf) + B(mq + Kerf)

ve

B((my + Kerf)r) = B(myr + Ker0)

mar)

o(
o(

my)r
= B(my + Kerf)r
oldugundan £ bir modil homomorfizmasidir. [ nin bire-bir oldugunu

gosterelim.

my + Ker = my + Kerf < my —my € Kert
& 0(my —my) = Or
& 0(my) — 0(ms)
< 0(my) = 0(my)
< B(my + Kerf) = B(mg + Kerd)

olur ki 3 iyi tanimlh ve bire-birdir. $ nin orten oldugunu gosterelim.

ImpB ={B(m+ Kerf) : m+ Kerf € M/Ker6}
={6(m) :m € M}
= Imb



oldugundan f ortendir. Boylece 8 bir izomorfizma olup M/Kerf) = Im0 elde

edilir.

Yardimci Teorem 1.22 K, L ve N modilleri M 'nin alt modiilleri olsunlar.

K+ L=Mve(KNL)+ N =M olsun. Bu durumda
K+(LNN)=L+(KNN)=M
dar.

Kanit.
K+(LNN) =K+ (LNK)+(LNN)
=K+ (LN({(LNK))+ N))
=K+(LNnM)=K+L=M
Benzer sekilde,

L+(KNN) =L+ (KNL)+(KNN)
=L+ (KN((KNL))+N))
=L+(KNM)=K+L=M

oldugundan

K+(LNN)=L+(KNN)=M

dir.

1.1 Buiyiik (Essential) Alt Modiiller

Tanim 1.1.1 M bir R-modil ve N < M olsun. Eger L < M olmak tzere
LNN =0 tken L = 0 ise veya denk olarak, L # 0 olan her L < M i¢in
LN N #0 ise, N’ye M de biliyiik (essential) alt modil denir ve N <, M

ile gosterilir.
Ornek 1.1.2 R = Z ve M = Zi1o modiiliini goz ondine alalim. < 2 > alt

modiul, Zyo modiliniun buyuk alt modilidir. Z.,o modilunin alt moduller:;
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<6 >= {0,6}, <1 >= M seklindedir. <2>N<0>={0}),<2>nN<
3>=1{0,6}, <2>nN<4>={0,48},<2>n<6>=1{0,6}, <2>n

Ornek 1.1.3 My = Zg modiilini g6z oniine alabm. <2 >N <3 >=< 0 >
ve <2 ># 0, < 3 ># 0 oldugundan < 2 > ve < 3 >, Zg modiiliniin biiyiik

alt modilleri degildur.

Tanim 1.1.4 M bir R-modiil olsun. Her 0 # N < M i¢in N <, M ise (yani

her alt modili biyik alt modil olan) M ’ye diizgiin (uniform) modil denir.

Ornek 1.1.5 0 £ N < Z (N =nZ,n #0) alalbm. M NN = 0 olacak sekilde
M < Zgz i¢in M = 0 oldugunu gosterelim. M = mZ olacak bi¢imde bir m € Z
vardir. nm € nZOmZ =0 olup nm = 0 dir. Bu durumda n # 0 oldugundan

m =0 dwr. O halde mZ =M =0 yani N <, Zz dir.
Onerme 1.1.6 M bir R-modiil olsun.

i) N <. M olmasu igin gerek ve yeter sart 0 = m € M i¢in N NmR # 0
dar.

i) K < N < M olmak tizere K <, M olmasu i¢in gerek ve yeter sart
K <, N ve N <, M olmasudur.

iii) N <. M ve K <M ise NNK <, K dur.
w) f: M — N bir homomorfizma ve B <. N ise f~(B) <. M dir.
Kanait.

i) (=) N <. M olsun. 0 # m € M i¢gin NNmR # 0 oldugunu
gosterelim. R halkasi birimli oldugundan m € mR dir. Boylece mR alt
modiili bogtan farkhdir. N <, M ise N NmR # 0 dir. Dolayisiyla
0 # mr € N olacak sekilde r € R vardir.

(<) 0 # m € L < M olsun. Bu durumda bir »r € R vardir ki
0# mr € N NL dir. O halde N <, M dir.

7



ii) (=) K < N <M olmak {izere K <, M olsun. Oncelikle K <, N
oldugunu gosterelim. 0 # L < N alahm. Bu durumda 0 # L < M
olur. K <, M oldugundan K N L # 0 dir. Buradan K <, N dir. Simdi
N <. M oldugunu gostermek i¢in 0 # T < M alalim. 0 # KNT < NNT
dir. Dolayisiyla N <, M dir.

(«<=) K < N < M olmak iizere K <, N ve N <, M olsun. K <, M
oldugunu gosterelim. 0 # T' < M alalim. Bu durumda 0 # NNT < N
dir. K <, Noldugundan 0 # KN(NNT)=KNT dir. K <, M dir.

i) N <, M ve K <M olsun. NN K <, K oldugunu gosterelim. L < K
ve (NN K)N L =0 olsun. Boylece

0 = (NNK)NL
= NN(KNL)
= NNL

olur. N <, M oldugundan L = 0 dir. Buradan (NN K) <, K dir.

iv) f: M — N bir homomorfizma ve B <, N olsun. f~Y(B) <. M
oldugunu gosterelim. f~'(B) N A = 0 olacak sekilde A < M alahm.
c € BN f(A) i¢gin ¢ = f(a) olacak sekilde a € A vardir. ¢ = f(a) € B
oldugundan f(a) € f(A)N B vea € AN f~1(B) = 0 dir. Bu durumda
c= f(a) = f(0) =0 olur ki f(A)N B =0 dir. B <. N oldugundan
f(A) = 0 dir. Boylece A < Kerf = f~1(0) < f~%(B) dir. Buradan
A=fY(B)NnA=0dwr. f~(B)<,M dir.

Onerme 1.1.7 K < N < M i¢in % <, % ise N <, M dir.

Kanit. NNU =0ve U < M olsun. Eger U < K ise, U < N olup
U=UNN =0 bulunur. Eger K < U ise, % # 0 dir. NNU = 0 oldugundan
XN =0olup £ <. 2 oldugundan £ =0 yani U < K dir. Buda K < U
olmasiyla geligir. O halde N <, M dir.



Tanim 1.1.8 M wve N birer R-modil olmak “izere f : M — N bir R-modiil
monomorfizmasi olsun. f(M), N nin biyik alt modili (yani Imf <. N) ise

fye biyuk monomorfizma denir.

Onerme 1.1.9 M bir R-modiil ve K < M iein asaqidakiler denktir:
i) K <. M dir.
i) ix : K — M igcerme doniisimi biiyik monomorfizmadar.

iii) Her N modili ve her bir h € Homg(M,N) i¢in (Kerh) N K = 0 ise
Kerh =0 dur.

Kanit. (i) = (11) K <. M olsun. i : K — M i¢in ig(K) = K <. M
olur. Boylece ix biiyiik monomorfizmadir.

(i) = (iti) h : M — N bir homomorfizma ve (Kerh) N K = 0 olsun.
ix : K — M biyik monomorfizma oldugundan K <, M dir. Bdylece
Kerh = 0 elde edilir.

(t4i) = (i) L < M igin LN K = 0 olsun. 7, : M — M/L dogal
epimorfizmasini goz ontine alalim. Aciktir ki Kernp, = L ve LN K = 0

oldugundan kabulden Kerm;, =T = 0 olur. Boylece K <, M dir.

1.2 Komplement (Timleyen) Alt Modiiller

Tanim 1.2.1 M bir R-modil ve N < M olsun. NNK = 0 ozelligini saglayan

maksimal K alt modiilime N 'nin M ’deki komplementi (timleyeni) denir.

Ornek 1.2.2 F bir cisim ve Mp = (F & F)p olsun. B = (1,0)F = {(a,0) |
a € F} < Mg alalim. C = (z, ))F = {(«f, f) | f € F'} olmak iizere C, B alt

modulinun Mg ’de bir komplementidir.

Onerme 1.2.3 M bir R—modiil ve N, K < M olmak tizere NN K = 0 ol-
sun. Bu durumda N 'nin M ’de bir L komplementi vardir oyle ki K < L dir.
Dolayisuyla L nin de N *yi iceren bir N komplementi vardur ([3]).

9



Onerme 1.2.4 M bir R-modiil ve L < M olsun. K < M, L’nin M ’de bir
komplementi ise K & L <, M “dir.

Kanit. N < M ve (K ® L)NN =0 alalm. N = 0 oldugunu gésterelim.

Iddia: K N (L + N) =0 dur.

ke KN(L+ N)alahm. k€ (L+N)vek € K dir. | € L ven € N olmak
tzere k = [+ n dir.

k—l=ne(K+L)NN=0

oldugundan n = 0 elde edilir ve K N L = 0 olmak tizere

Il = ke KNL=0

— k=0

dir. O halde
KN(L+N)=0

ve L < L+ N dir. L, K ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil oldugundan
L+ N < L olmahdir. Boylece L < L + N < L bulunur ki buradan

L=L+N
dir. Boylece N < L dir.
N=(K+LNN=0
oldugundan N = 0 dir. Dolaywsiyla K & L <, M dir.

Teorem 1.2.5 M bir R—modul ve N, K < M olmak tuzere N N K = 0 olsun.

K ’min M ’de bir N komplementi olmasi i¢in gerek ve yeter sart

N-I—K< M

K —°K

olmasaidar.
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Kamit. (=) K, N'nin M’de bir komplementi olsun. 25N0L£ = 0 olacak

sekilde bir K < L < M alalim. Boylece

N+Kﬂ£
K K
(N+K)NnL
K
(N+K)NnL =

= ===

dir. Modiiler kuralindan

(NNL)+ K=K

dir. Buradan N N L < K bulunur. Boylece
NNLSNNK=0

elde edilir. K, N'nin M’de arakesiti maksimal olan alt modiilii oldugundan
L = K olur. NLKK <. % bulunur.

(=) MEE <. M olsun. NNL=0ve K <L < M olacak bigimde keyfi
bir L vel € (N + K)N L alahm. Bu durumda [ € (N + K) ve [ € L dir.
Il =n + k olacak bicimde n € N ve k € K vardir.

n=l-ke NNL=0
olup n = 0 bulunur. Boylece [ = k € K olup
(N+K)NnL=K
elde edilir. Dolayisiyla

N+K L

N 0
K K

olup kabuliimiizden % = 0 yani L = K olur ki K maksimaldir. Boylece K,

N’nin M’de bir komplementidir.

Tanim 1.2.6 M bir R-modil ve N < M olsun. N, M ’de herhangi bir alt
modilun komplementi ise N ye M 'de bir komplement alt modil denir ve

N <. M ile gosterilir.
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Bir M modilii i¢in 0, M <. M oldugu a¢iktir. Ayrica M nin her dik
toplanant M ‘nin bir komplement alt modilidir. Fakat bir modulun komple-

ment alt modilu bir dik toplanan olmak zorunda degildir.

Onerme 1.2.7 M bir R-modiil ve N < M olsun. Bu durumda N <., K
olacak sekilde bir K <. M wvardir.

Kanit. N', M’de N’'nin bir komplementi olsun. N', M de N’nin bir
komplementi oldugundan N' NN = 0 dir. N'niin M de N C K olacak sekilde
bir K komplementi vardir. 0 # L < K olsun. N' C L + N’ oldugundan

(L+N)YNN#0

dir. 0 #n € (L4 N')N N olmak iizere n € (L+ N') ven € N dir. 1 € L ve
n € N alahm. n=1+n" diir. n =n—-1€ N NK = 0 oldugundan n' = 0
ve NN L # 0 olmak tizere n =x € NN L dir. N <., K bulunur.

Onerme 1.2.8 M bir R-modil ve N < M olmak tizere, N <. M olmast i¢in

gerek ve yeter sart N <, K < M iken N = K olmasidar.

Kamit. (=) N <. M ve N <, K < M olsun. N = K oldugunu
< M olmak tizere N, M’de L’nin bir komplementi olsun.
Boylece NN L =0olur. 0 = NNL <, KNLise KNL =0 dir. Bu
durumda N = K olur.

(<=) N < M oldugundan Onerme 1.2.7°den N'nin M’de bir K komple-
menti vardir. N <, K <, M dir. N = K oldugundan N <. M dir.

gosterelim.

L
L

Onerme 1.2.9 M bir R-modiil ve K, N < M olmak tzere K <. N ve N <.
M ise K <. M dir.

Kanit. K <. N ve N <, M olsun. K <., M oldugunu gosterelim.
Buradan K’ < N icin K, K niin N’de komplementi ve N' < M icin de N, N’
niin M’de komplementi olsun. € KN (K + N')alahm. k' € K', n" € N igin
z=Fk+n dir. 2— k' =n € NNN =0olur. Béylecex =k € K NK =0
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oldugundan K N (K + N') = 0 elde edilir. Farzedelim ki, K <, L < M olsun.
Bu durumda 0 = KN (K + N') <, LN (K + N)olur ki LN (K + N') =0

dir. Buradan

INN(L+N)NK = (NNK)N(L+N)

= KN(L+N)=0

olur. Fakat K € Nve K C L+ N’ oldugundan K C N N (L + N’) dir.
K, K' niin N’de komplementi oldugundan K N K = 0 kosulu altinda K’
maksimal alt modiildiir. K € NN (L+N)ve [NN(L+N)NK =0
oldugundan K = N N (L + N') olur. Béylece (N + L)NN =0 dir. N, N’
niin M’de komplementi oldugundan N N N' = 0 kosulu altinda N' maksimal
alt modiiliidiir ve N C N + L oldugundan N = N + L dir. Buradan L < N
olur. L=LN(L+N)<NN(L+N')=K oldugundan K = L dir. Onerme
1.2.8den K <. M elde edilir.

1.3 Kiiciik (Small) Alt Modiiller

Tanim 1.3.10 M bir R-modil ve N < M olsun. M = N + L kosulunu
saglayan her L < M i¢in M = L oluyorsa N ye M 'nin kii¢iik (small) alt
modilid denir ve N < M ile gésterilir. [2]

Ornek 1.3.11 Sifurdan farkly herhangi bir R-modilin sifur alt modiili kiicik

alt moduldir.
Ornek 1.3.12 R = Z ve M = Zg modiilini g6z oniine alalim. < 4 > wve
< 2> alt modiilleri, Zg de kiiciik alt modillerdir.

Tanim 1.3.13 M bir R-modul olmak tizere M moddlunin her oz alt modilu

M ‘"nin kigik alt modiilii ise, M modiline hollow modil denir. [2]

Ornek 1.3.14 F bir cisim olmak tizere M = Fr olsun. M bir hollow moduldir.
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Teorem 1.3.15 K, N ve M R-modiller olsunlar.

1) Eger K < N <M ve K < N ise K < M dir.

2) Eger N < M ise N modilindeki herhangi bir alt modil de M i¢inde kigik
alt modil olur.

3) Eger K C N C M ise N < M olmasu i¢in gerek ve yeter kosul K < M ve
N/K <« M/K olmasidar.

4) Eger K C N C M, N <4 M ise K < M olmasu i¢in gerek ve yeter kosul
K < N olmasidar.

5) H < M olmak tizere H+ K < M olmasu i¢in gerek ve yeter sart H < M
ve K < M olmasidar.

Kanmit. 1) M bir R-modil, K < N ve L < M olmak iizere K + L = M
olsun. K < M oldugunu gormek i¢in M = L oldugunu gorelim. Modiiler

kuralindan,

N = NnM
= NN(K+1L)

= K+ (NNL)

dir. K < N oldugundan N = N N L dir. Boylece N < L olup K < N =
NN L < L den dolay1 K < L dir. Dolayisiyla M = K + L = L oldugundan
K < M elde edilir.

2) N < M olsun. K < N ve L < M olmak tizere M = K + L olsun. K
modiiliintin N’de kiiclik alt modiil oldugunu gormek icin M = L oldugunu
gorelim. M = K + L < N + L oldugundan dolayr M = N + L yazilabilir.
N < M oldugundan L = M elde edilir ki K < M olur.

3) (=) 2)’den dolay1 N <« M oldugunda K < M elde edilir. N/K < M/K
oldugunu gorelim. Bir K C L alt modiilii igin M/K = N/K + L/K olsun.
Buradan M = N + L yazlabilir. N < M oldugundan M = L elde edilir.
Dolaywsiyla N/K < M/K olur.

(<) L < Migin M = L+ N olsun. N <« M oldugunu gérmek i¢in L = M
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oldugunu gorelim. K < N oldugundan dolay1 N = N + K yazilabilir. Buradan

M = N+K+1L
— N+ (K+1L)

ve K < K+ Lden M/K = N/K + (K + L)/K yazlabilir. N/JK < M/K
oldugundan

M/K = (K + L)/K

olur. Boylece M = K + L yazlabilir. K < M oldugundan M = L elde edilir.
) (=)K< N<MveN<;MveK < Molsun. Bir L < M i¢cin M = N@®L
yazilabilir. S < N olmak iizere N = K + S olsun. K < N oldugunu gormek

icin N = S oldugunu gorelim. Buradan

M = N+L

= K+5+L

yazilabilir. K < M oldugundan M = S+L elde edilir. M = N&L oldugundan
(NN L)=0 dir. Modiiler kuralindan,

N = NnM
= NN(S+1L)
— S+(NNL)
dir. (NN L) =0 oldugundan N = S dir. Dolayisiyla K < N elde edilir.
(<)M =K+ Sigin § < M olsun. K < M igin M = S oldugunu gorelim.
Modiiler kuralindan,
N = NnM
= NN(K+5)
= K+ (NnNS)

dir. K < N oldugundan N =(NNS)ve N<Sdir. K <N=(Nn§S)<S
oldugundan K < S olup M = § dir. Dolayisiyla K < M dir.
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5) (=) H+ K < M olsun. H < M ve K < M oldugunu gosterelim. L < M
icin M = H + L olmak iizere M = L oldugunu gostermemiz yeterlidir.

M=H+L = M+K=H+K+1L
= M=(H+K)+L
= M=1L

elde edilir. Benzer sekilde

M=K+L = M+H=(H+K)+L
= M=(H+K)+L

= M=1L

olur.

(<) H<K M ve K < M olsun. H + K < M oldugunu gosterelim. L < M
icin M = (K 4+ H) + L olsun. H < M oldugundan M = K + L elde edilir.
K < M oldugundan M = L elde edilir. Boylece H + K < M dir.

Teorem 1.3.16 f : M — N bir R-homomorfizma olsun. K < M ise
f(K) < N dir.

Kamt. U < f(M) olmak iizere f(K)+ U = N olsun. Vm € M igin
f(k) +u = f(m) olacak bi¢gimde k € K ve u € U vardir. Buradan

u = f(m)—f(k)
= [f(m—k)

olur ki f(m—k) e Uve (m—k) € f~1(U) elde edilir. Boylece m € K+ f~1(U)
olur. M < K + f~1(U) < M oldugundan

M=K+ f1(U)

dir. K < M oldugundan f~}(U) = M dir. Buradan U = f(M) = N dir. O
halde f(K) < f(M) = N bulunur.
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Tanim 1.3.17 f: M — N bir orten R-homomorfizma olsun. Eger Kerf <

M ise f’ye bir ktigiik epitmorfizma denir.
Onerme 1.3.18 M bir R-modiil ve K < M olmak 1izere asagidakiler denktir:

i) K <M dir.
ii) Px : K — M/K dogal epimorfizmas: kiigiik epimorfizmadar.

iii) Her Ng modili ve her bir h € Homg(N, M) i¢in Imh + K = M ise
Imh =M dir.

Kamt. (i) = (ii) K < M olsun. Px : M — M /K dogal doniigiimii i¢in
KerPg = K dir. K < M oldugundan KerPg < M dir.

(17) = (d¢i7) Bir Ng modili ve h : M — N bir homomorfizmas: i¢in
Imh+ K = M olsun. Pk : M — M/K epimorfizmas: kii¢iikk oldugundan
K < M olur. Dolaywsiyla I'mh = M dir.

(7ii) = (i) Bir Ng modiilii ve her bir h € Homg(N, M) i¢in Imh+K = M
iken Imh = M olsun. L < M i¢cin L + K = M olmak tizere ¢ : L — M
icerme monomorfizmasini goz oniine alahm. Acgiktir ki M = K + Imi dir.

Kabuliimiizden M = Imi olur. Boylece K < M dir.

1.4 Tiimleyen (Supplement) Alt Modiiller
Ayrmtih bilgi i¢in [2], [5] ve [8] Onerilir.

Tanim 1.4.1 M bir R-modul ve U,V < M olsun. Eger M =U +V ve V bu
ozellige gore minimal ise V', U’nun M 'de bir tiimleyenidir (supplemen-

tidir) denir. [2]

Teorem 1.4.2 M bir R-modil ve U,V < M olmak uzere asagidaki kosullar
denktir:

i) V., {T'C M | U+T = M} kiimesinde minimaldir.
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i) U+ V =MoeUNV KV dir. [2]

Kamt. i) = i) UV < M veV,{T < U | U+T = M} kiimesinde
minimal olsun. U+ V = M ve UNV <V oldugunu gosterelim.
Iddia: Bir 7' C V alt modiilii i¢in (UNV)+T =V oldugunda V = T dir.

M = U+V
= U+((UNV)+T)
= U+T

dir. U < M, T <V ve V’'nin minimalliginden V' = T olur. Dolayisiyla
UnNnV «V dir.

it) = i) UV <M, U+V =MveUNV <V olsun. V modiiliiniin
minimal oldugunu gosterelim. 7" C V ve U + T = M sartim1 saglayan her

T C V alt modiilii igin T" = V oldugu gosterilirse istenen elde edilir. Bu
durumda U + T = M olsun.

V. = MnNnV
= U+T)nV
dir. Modiiler kuralindan
V=UnV)+T

dir. UNV <V oldugundan T'=V dir. V minimaldir.

Ornek 1.4.3 R =7 ve M = Ze modiiliini g6z oniine alalim. Zg =< 2 >
+<3>0ve<2>N<3I>=<0><K< 2> ve <0 ><< 3> oldugundan
< 2>, < 3> alt modiiliiniin bir timleyenidir ve < 3 >, < 2 > alt modiiliiniin

bir tumleyenidir.

Onerme 1.4.4 M bir R-modul, U,V < M i¢in' V', U nun M ’de bir timleyens
olsun.

1) W <Uigin W4V =M ise V, Winun bir timleyenidir.
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2) Eger K < M ise V., U + K 'man M “de bir timleyenidir.
3) Eger K < M ise VN K <V dir.
4) L < U olmak dizere (V + L)/L, U/Lnin M/L’de bir timleyenidir.

Kanit. 1)M bir R-modil ve U,V < M i¢in V, U'nun M’de bir tiimleyeni
olsun. W < U igin W +V = M ise V, Wnun bir tiimleyeni oldugunu
gosterelim. X < V' alt modiilii icin M = W + X ise W < U oldugundan
U+ X = M olur. V', Unun M’de bir tiimleyeni oldugundan V'nin minimalligi
geregi X = V olur. Dolayisiyla V', M icinde W 'nin tiimleyenidir.

2) V, U'nun M’de tiimleyeni oldugundan M = U 4V ve V bu kogulu saglayan
minimal alt modildiir. Ayrica M = U +V 4+ K dir. Bir X < V igin
M =U + K + X olsun. Boylece K < M oldugundan dolay1 M = U + X bu-
lunur. V, U'nun M’de tiimleyeni oldugundan V’'nin minimalligi geregi V' = X
elde edilir. Dolayisiyla V', M 'de U 4+ K'nin tiimleyeni olur.

3) K < M olsun. VNK <« V oldugunu gosterelim. X <V i¢in (VNK)+X =

V olsun.
M = U+V
= U+(VNK)+X
= U+ X
yazabiliriz. Boylece X =V olup VN K <V dir.

4) V., U'nun M’de bir tiimleyeni oldugundan M = U +V ve VNU <V

dir. L < U olmak tizere

M (U+V)
L L
_ (V+U+1L)
i —
_V+L U
L L
dir. % N VZL = Um(‘L/JrL) oldugundan Um(‘L/JrL) < VZL oldugunu gosterelim.

QWWU+L+£ UNnV)+ K
L L L
V+L
L
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olan herhangi bir £ < Y2L alalim. Buradan (UNV)+ K =V + L elde edilir.
(UNV)+K)NV=UnV)+(KnNV)=V+L) NV =V

olur. UNV <« V oldugundan K NV = Volup V < K dir. Boylece % < %

olur ki £ = YL ve UQ(ZJFL) < YHE dir. Dolaywsiyla (V + L)/L, U/L'nin
M/ L’de bir tiimleyenidir.

Tanim 1.4.5 (/8/) M bir R-modiil olsun. M 'nin her alt modili M 'de bir alt

modiliin timleyeni ise M 'ye timlenmis (supplemented) moddil denir.
Ornek 1.4.6 Z-modiil olarak 7., tumlenmis moduldiir.
Ornek 1.4.7 Yari-basit ve artinian modiiller tumlenmais modildir.

Ornek 1.4.8 Z-modill M = Zs ® Zs modiilini g6z oniine alalim. Oncelikle

Lo ® Zg modulunin alt modillerini bulalim.

(

(©.0),0.1),(0.2),0.9),0.1, (0.5, (0.8, 0.7} =< @.1) >,
{(0,0),(0,2),(0,4),(0,6)} =< (0,2) >,

(©.0). 0.1} =< 0.9 >

(@), (L0)} =< (1) >

(©.0.0.9, 12,10} =< 1.9 >

(©.0),0.2), 0.9, 0.6, (L1, (L.3), (L3, (L7} =< (L.1) >,
(@.0), (1) =< .9 >

(@.0),(L0), 0.1, (LD} =< (1.0), 0.9) >

(©.9),0.2), 0.9, 0.6, (L.0). (1.2, (L1, (LE)} =< (0.2). (19) >

QL
<%
3
A\
—

0,0) >, M’ nin bir timleyenidir.
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M =< (0,1) > & < (1,0) > ig¢in
<(0,1) >N < (1,0) >={(0,0)} << (0,1) >

oldugundan < (0,1) > alt modili, < (1,0) > alt modiilinin bir timleyenidir
ve benzer sekilde < (1,0) > N < (0,1) ><< (1,0) > oldugundan < (1,0) >
alt modiilii de < (0,1) > alt modiiliiniin bir timleyenidir.

M =< (0,2) > +M i¢in < (0,2) > NM =< (0,2) > ve < (0,2) >< M
oldugundan < (0,2) > alt modiili, M'nin bir timleyenidir.
4) > +M igin < (0,4) > NM =< (0,4) > ve < (0,4) > < M
oldugundan < Z) > alt modulu M 'nin modulinun bir timleyenidir.

M =< (1,1) > @ < (1,4) > i¢gin < (1,1) > N < (1,4) >=< (0,0) >
4)

0
ve < (0,0) > << (1,1) > oldugundan < (1,1) > alt modiili, < (1,4) > alt
modilunin bir tumleyenidir.

M =< (1,2) > + < (0,1) > d¢in < (1,2) > N < (0,1) >=< (0,4) >
ve < (0,4) > << (1,2) > oldugundan < (1,2) > alt modiili, < (0,1) > alt

modilunin bir tumleyenidir.

M =< (1,4) > @ < (0,1) > i¢in < (1,4) > N < (0,1) >=< (0,0) >
ve < (0,0) ><< (1,4) > oldugundan < (1,4) > alt modiili, < (0,1) > alt
modilunin bir tumleyenidir.

M =< ((1,0),(0,4)) > + < (0,1) > i¢in
< ((1,0),(0,4)) >N < (0,1) >=< (0,4) > ve < (0,4) ><< ((1,0),(0,4)) >

oldugundan < ((1,0), (0,4)) > alt modiilii < (0,1) > alt modiilinin bir timleyenidir.
M =< ((0,2),(1,4)) > + < (1,1) > i¢in < ((1,0),(0,4)) >N < (1,1) >=

(0,2) > ve < (0,2) > << ((1,0),(0,4)) > oldugundan < ((1,0),(0,4)) > alt

modilii < (1,1) > alt modiiliniin bir timleyenidir.

Zi-modul M = Zy B Zg modili timlenmis bir modildir.

Tanim 1.4.9 ([6]) M bir R-modil ve U < M olsun. M = U+ V olan her
V < M icinU nun V' <V kosuluna uyan bir V' timleyeni varsa U ya, M 'de

yeterli tiimlenen (ample supplement) modiile sahiptir denir.
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Tanim 1.4.10 (/6/) M bir R-modiil olsun. M ’nin her alt modiili M 'de yeterli
timleyene sahipse M ’ye bir yeterli timlenmis (amply supplemented)

modil denir.

Ornek 1.4.11 R=7 ve M = Zg modiilini goz ontine alalvm. Zg modulinin
alt modiilleri {0} = < 0>, {0,2,4} = <2>,{0,3} =<3 >ve M =<1>
dir. s =< 2> B <3>0ve<2>N<3>=<0><K< 2 > oldugundan
< 2>, <3 > alt modiiliiniin bir timleyenidir ve < 0 ><< 3 > oldugundan
< 3 >, < 2 > alt mododiiliiniin bir timleyenidir. Z¢ =< 2 > + < 1 > wve
<1>,<2>nin< 3> timleyenini icerdigi icin < 2 > yeterli timleyene
sahiptir. Benzer sekilde Zg =< 3 > + <1 >wve<1>,<3 > iin <2 >

tiimleyeni icerdigi icin < 3 > yeterli tiimleyene sahiptir. M 'nin her alt modiilii

M ’de yeterli tumleyene sahip oldugundan M bir yeterli tumlenmis modiliidir.

Tanim 1.4.12 (/2]) M bir R-modil ve N < M olsun. Eger M = N + L wve
NN L < M olacak bigimde bir L < M wvarsa N ye M ’de zayif timleyen

(weak supplement) alt modil denir.

Ornek 1.4.13 R =7 ve M = Zg olmak tizere Zg moduliinun alt modiller:
{0} = <0>,{0,2,4} = <2>,{0,3} = <3 >, <1>= M seklindedir.
M=<2>4+<3>1e<2>N<3>=<0>K M oldugundan < 2 >,
M’de < 3 > ‘iin zapf timleyen modilidiir. Ayrica < 3 >, M’de < 2 >’nin

zayf tumleyen modultidir.

Tamim 1.4.14 (/2/) M bir R-modiil olsun. M 'nin her alt modili M 'de zayif
timleyene sahipse M ye bir zayifca tiimlenmis (weakly supplemented)

modil denir.

Ornek 1.4.15 R = Z ve My = Z4 olmak iizere Zy zayifca timlenmais moduldiir.
Z4 modiiliinin alt modilleri {0} = < 0 >, {0,2} = < 2 > ve M seklindedir.
M=<0>+Muwve<0>nM={0} < M oldugundan < 0 >, M 'nin
zayf timleyen modilidir. M =< 2 >+ M ve <2 >N M = {0,2} < M
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oldugundan < 0 >, M 'nin zayf timleyen modilidir. Bu durumda M ‘nin her
alt moduli M ’de zayif timleyene sahip oldugundan M bir zayifca timlenmis

moddldur.

Timlenmig bir modiil zayifca tiimlenmigtir ancak tersi dogru olmayabilir.

Ornek 1.4.16 Z-modiil Q bir zayfca timlenmis modiil olmasina ragmen timlenmis
modil degildir (2, 20.12. Ezample]).

p bir asal sayp ve L) = {3 € Q| p1 b} olsun. Farzedelim ki K, Zy) 'nin
Q’da tiimleyeni olsun. O halde (K+7)/Z de Zy)/Z nin Q/Z’ de timleyenidir.

L) | Z :p§q < é—f‘Z >

dir. (K +2Z)]Z+ Z)/Z = Q)7 ve L) /Z nin p. bilesenleri sifir oldugundan
Q/Z’nin p.bileseni (K + 7)/Z’nin p-bilesenine egit olmaldir. Diger yan-
dan eger p # q iken (K + Z)/Z nin q-bilesenti, Zgyy/Z nin q-bileseninin alt

moduludir. Boylece
(K +7Z)/Z], < (K +Z)/Z) N (L)) Z) <(K + Z)/Z

dir.  Diger yandan, bir torsion Z modilun q-bileseni bir direkt toplamdir.

Boylece (K + 7Z)/Z nin q-bilesenleri sifir olmalidir. O halde

(K+z) (K+2zZ),
=, = 1,

dir. Z|1/p] == {a/p* € Q | a € Z, k > 0} olmak tizere (Q/Z), = Z[1/p]/Z
oldugundan (K + Z)]7Z = Z[1/p|/Z ve K + 7 = Z[1/p| dir. Simdi K NZ C
KNZy < K ve boylece n # 0 igin nZ = K NZ < Z[1/p| dir. Diger yandan
q asal oldugundan q{n ve ¢ p olup

Z[1/p] = nZ + qZ[1/p)

dir. Ciinki Oklid algoritmasy ile herhangi bir k > 0 i¢in 1 = rq + snp* olacak
sekilde r,s € Z vardwr. Boylece

1/p* = q(r/p") + sn € ¢Z[1/p] + nZ
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dir. q # p oldugundan qZ[1/p] # 7Z[1/p| olup yani nZ, Z[1/p|’de ki¢ik alt
modil degildir. Bu da ¢eliskidir. O halde Zy, Q da bir timleyene sahip ola-

maz. Dolayisiyla Q timlenmis modul degildir.

1.5 Genellestirilmis Alt Modiiller

Kiigiik alt modiil kavraminin genellestirmesini iceren ¢aligmalari Zhou, 2000;
Zhou and Zhang, 2011 de yapmistir ve bu kavrami e-small alt modiil olarak
literatiire kazandirmigtir. (Kosar vd. (2015) bu kavrami g-small alt modiil

olarak tanimlamigtir.)

Tanmim 1.5.1 ( [7]) M bir R-modil ve K < M olsun. Ejer K +T = M olan
her T <., M i¢in T = M ise K'ya M 'nin bir genellestirilmis kiiciik alt
modilu denir ve K <, M ile ifade edilir.

Her kucuk alt modil genellestirilmas kiictk alt moduldir ancak tersi her

zaman dogru degildir.

Ornek 1.5.2 R=7 ve M = Zg olsun. Zg min tek biyik alt modiliu kendisi
oldugundan, her alt modili genellestirilmis kucik alt moduldir. Dolayisiyla
<3 ><K, Ls dir. Ancak Ze =< 2 >+ < 3 > ve Lg #< 2 >, Lg #< 3 >

oldugundan < 2 > ve < 3 >, Zg da kiiciik degildir.

Ornek 1.5.3 R = [204 22244] olmak tizere M = Rr modiluni géz onine alalim.

Oncelikle R = [204 QZZ;} nin tum alt modillering bulalim.
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Ku = {[§¢]lce2Z} =< [52] >,
Kis = {[826] |C€Z4} =< [g%} >,

K16 = {[820] ’&,0624}:{
2 2
0 0

(53).(55) (51) (33

K = {[¥¥]laceZd ={(55).(51)-(52)- (53) (§5) . (1) (52) . (§3)}-

Simdi (% %2+) <4 Ry oldugunu gosterelim.

Kot Ko= (5 75) + (02) = (3%).

Kot K= (57%) + (% 8) = (3 %),
Kot K= (3250 + (5080 = (3 %),
Kot K= (%) + (04) = (3 %),
Kot K= (%) + (8%) = (3 %),
Kt K= (5 %)+ (5 2) = (5 %)
Kot K= (5% + (%) = (52,

K¢ £c Rr, Ks £c Rr, K %e Rr, K13 £c Rr, K15 £c Ri, Kis . Rr
ve K1z £. Rp oldugundan (ZO4 2%4) <, Rp dir. (204 2%4) + (8204) = Rp

oldugundan Rr min kictk alt modili degildur.

Onerme 1.5.4 [9, Proposition 2.3 | M bir R-modiil ve N < M olmak iizere

asagqidaki kosullar denktir:
i) N <, M,

ii) Eger X + N = M ise X, M’nin M/X bir yari-basit modil olacak

bicimdeki bir dik toplananadar.

Kamit. i) = ii) N <, M olsun. Y, X’ in M’de bir komplementi olsun.
Boylece
XoY <. M
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dir. Buradan X +Y + N = M ve N <, M oldugundan
XeY =M

olup M/X =2 Y dir. Simdi M/X = Y’nin yari-basit oldugunu gérmek igin
A <Y alalm. X + A+ N = M dir. Benzer sekilde, T, X + A'min bir
komplementi olsun. Boylece (X +A) T <. M ve X + A+ T + N = M dir.
N <4 M oldugundan (X +A)@T = (X @A) & T = M bulunur. Buradan A,
Y'nin direkt toplamidir. Dolayisiyla M /X yari-basittir.

it) = i) K <. M ve K+ N = M olmak tizere K, M’nin bir direkt
toplamidir dolayisiyla K = M dir. Buradan N <, M dir.

Yardimci Teorem 1.5.5 M bir R-modil ve K < N < M olsun. Eger
K <4, N ise K <4 M dir.

Kamt. K <; N olsun. K <, M oldugunu gosterelim. U <. M olmak
tizere U+ K = M olsun. Budurumda NNU <, Nve N = NNM = NN(U+K)
dir. Modiiler kuralindan

N=K+(NnU)
olur. K <, N oldugundan N = NNU bulunur ki buradan N < U dur. Ayrica

M=K+U<N+U=N+U=M

dir. N < U oldugundan M = N+U < U +U = U olup M = U dur.
Dolaysiyla K <, M elde edilir.

Onerme 1.5.6 /9, Proposition 2.5] M bir R-modiil olsun.
1) N,K wve L, M 'nin alt modiilleri ve K C N olsun.

a) N <4 M ise K <y M ve NJK <, M/K dur.

b)) N+ L <, M+ N<, MuveL <, M

2) K <4 M ve f: M — N ye bir homomorfizma ise f(K) <, N dir.
Ayrica K <4 M C N ise K <, N dar.
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3) K1 C M, C M, Ky C My, C M ve M= M; &M, olsun. Bu durumda
K, @ Ky <4, My © My olmast i¢in gerek ve yeter sart Ky <, M; ve
Ky <4 My olmasidar.

Kamt. (1)(a) N <, M olsun. K <, M ve N/K <, M/K oldugunu
gosterelim. L <, M ve L+ K = M olsun. K < N oldugundan L + N = M
yazilabilir. N <, M oldugundan L = M dir. Dolaymisiyla K <, M elde
edilir. Simdi L/K <., M/K olacak bigimdeki bir L < M i¢in N/K + L/K =
M/K olsun. Bu durumda N + L = M ve L <, M’dir. L <, M oldugunu
gormek icin L N'T"= 0 olan bir T' < M alalim ve T" = 0 oldugunu gosterelim.
(LNT)+ K =0+ K = K yazabiliriz. Modiiler kuralindan (I'+ K)N L = K
olur. (T+§)OL o~ (T;K) N % = % = 0 dir. Buradan % =0ise T+ K =K ve
I'<K<Ldr. 0=LNT=Tdir. N+L=M veL <. Molup N <K, M
oldugundan L = M ve L/K = M /K dir. Dolayisiyla N/K <, M/K dir.

(b)) =) N+ L <, M olsun. N <, M ve L <, M oldugunu gosterelim.
K< . Mve K+ N=Mise K+ N+ L= M olup N+ L <, M oldugundan
K = M dir. Dolayisiyla N <, M dir. Benzer gekilde L <, M oldugu
gosterilebilir.

<) N <, M ve L €, M olsun. N+ L <, M oldugunu gésterelim.
K<.M ve K+ (N+L)=Mise N+ (L+ K)= M yazlabilir. N <, M
oldugundan L + K = M elde edilir. Ayrica L <, M oldugundan K = M dir.
Dolayisiyla N 4 L <, M dir.

(2) K <4 M ve f: M — N ye bir homomorfizma olmak tizere f(K) <,
N oldugunu gosterelim. A <, N ve A+ f(K) = N olmak iizere Vm € M
icin f(m) € N oldugundan 3k € K ve Ja € A i¢in f(m) = f(k) + a olup
m —k € f~'(a) dir. Dolaysiyla m € K + f~'(A) olur. O halde f~*(A4) <. M
ve f[1{(A)+ K = M dir. K <, M oldugudan f~'(4) = M dir. Boylece
J(K)C Ave A= N olup f(K) <, N dir.

(3) =)K; C My C M, Ky C My C M ve M = M; & M, olmak iizere
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K, @ Ky <4 My @ M, olsun. Ky <, M, ve Ky <4 M, oldugunu gosterelim.
m M =M H My — M;

kanonik projeksiyon dontisiimii olmak tizere K; @ Ky <, M ve genellestirilmig
kiigiik alt modiil homomorfizma altinda korunuyor oldugundan 7 (K7 @ K3) =

K, <, M elde edilir. Benzer sekilde
mo: M = My & My — My

kanonik projeksiyon dontigiminden Ky <, M elde edilir.
) K; <, M ve Ky <, M, olsun. Bu durumda Ky <, M ve Ky <, M
dir. (1)<b) den K1 b K2 = K1 T K2 <<g M = M1 D M2 elde edilir.

Ornek 1.5.7 Onerme 1.5.6 (1)%in tersi dogru degildir. M = Zoy, K = 6Z24,
N = 3Zs4 Z-modiillerini géz oniine alalim. K < M ve N/JK <, M/K dur
ama N, M de genellestirilmis kucuk alt modul degildir. Zsos modilunin alt

modiilleri;

K1:{6}2<6>,

Loy oldugundan 6Zgy <K Zioy ve 3%y )67y = {04670y, 3+6Zas} 0lup 374 /6794 <
Loy 6704 oldugunu kolayca gorilir. Diger taraftan 3Zey + 4704 = Zoy 'diir ve
4794 N K = {0} kosulunu saglayan tek alt modil < 0 >= {0} oldugundan
M # 479y < Zog diir. Bu durumda 3Zo4 = N, Zoy = M ’de genellestirilmis
kucuk alt modul degildir.
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Tanim 1.5.8 M ve N birer modil olmak tizere g : M — N ye bir epimor-
fizma olsun. Eger Kerg <, M ise g'ye genellestirilmis kiicik epimor-

fizma denir.

Onerme 1.5.9  [9,Proposition 3.2 (1)] M ve N birer modiil olmak iizere
g: M — N epimorfizmast bir genellestirilmis kiucik epimorfizmadir gerek ve

yeter sart her bir h biyik monomorfizmasy i¢in eger gh orten ise h ortendir.

Kanmit. g : M — N bir epimorfizma ve K = Kerg olsun. Bu durumda
tek bir v : M/K — N izomorfizmi vardir 6yle ki 7 : M — M/K olmak
tizere v = g dir. Boylece her bir A homomorfizmasi i¢in vwh = gh ortendir
gerek ve yeter sart wh ortendir.

=) g : M — N epimorfizmasi bir genellegtirilmig kiiciik epimorfizma
olsun. h biiylik monomorfizmasi i¢in eger gh Orten ise h nin orten oldugunu
gosterelim. Eger g genellestirilmis kiiciik epimorfizma ise K <, M dir. gh
orten oldugundan 7h érten olup I'mh+ K = M dir. h bir bliyliik monomorfizm
oldugundan I'mh <., M dir. Dolayisiyla Imh = M yani h ortendir.

<) L<.Mveip:L— M igerme doniigiimii olsun. I'mi, = L <, M
oldugundan iy biiyiitk monomorfizmadir. Eger K + L = M ise miy, Ortendir.
Kabuliimiizden ¢;, ortendir yani L = M dir. Dolayisiyla K <, M dir ve g

genellestirilmig kiiciik epimorfizma olur.

Tanim 1.5.10 M bir R-modul ve U,V < M olsun. Eger M = U + V wve
M =U + T kosuluna uyan her T <,V icin T =V ise V’ye U nun M ’de bir

genellestirilmis tiimleyent denir.

Teorem 1.5.11 M bir R-modil ve U,V. < M olsun. V ’'nin U’nun M ’de
bir genellestirilmis timleyeni olmast i¢in gerek ve yeter sart M = U +V wve

UNV L, V olmasidar.

Kanit. =) V, U'nun M’de bir genellegtirilmis tiimleyeni olsun. V =
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(UNV)+ K ve K <,V olsun. K =V oldugunu gosterelim.

M = U+V
= U+UnNV)+ K
= U+ K

dir. 'V, U'nun M’de bir genellestirilmig tiimleyeni ve K <., V oldugundan
K =V olur ki boylece UNV <, V elde edilir.
)M =U+VveUNV <, Volsun. T <,V olmak tizere M =U+T

olsun. T'=V oldugunu gosterelim.

V = VnM
= VNnU+T)
Modiiler kuralindan
V=T+({UnNYV)
olur ki kabulden 7' = V dir. Boylece V, Unun M’de bir genellegtirilmis

timleyenidir.

Tanim 1.5.12 M bir R-modil olsun. Eger M 'nin her alt modili M de bir
genellestirilmis timleyene sahipse M 'ye bir genellestirilmis tumlenmas

modil denir.

1.6 Bir Modiiliin Radikali

Tanim 1.6.1 M modilinun butin maksimal alt modiillerinin arakesitine veya
baska bir ifadeyle M ‘nin biitiun kiuctuk alt modillerinin toplamina M *nin radikali
denir ve RadM ile gdsterilir (daha ayrintily bilgi i¢in bakiniz [3]).
RadM = N{N <M | N, M’de maksimal}
= K| K< M}

Eger M 'nin hi¢ bir maksimal alt modulu yoksa bu durumda RadM = M olarak

tanamlanar.
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Ornek 1.6.2 My = 7y olsun. <0 > ve < 2 > alt modiilleri 7.4 iin tek kiiciik

alt modiilleridir ve dolaysiyla RadM =< 0 > + < 2 >=< 2 > elde edilir.

Tanim 1.6.3 M bir modil ve f : M — M  bir homomorfizma olsun.
N < M olmak iizere f(N) C N oluyorsa N ye M 'nin tam degismez (fully

tnvariant) alt moddili denir.

Ornek 1.6.4 R = (ZO4 %3) ve M = Ry modiilii olmak iizere R'nin I = ( 22244)
sag idealini goz onune alalim. Herhangi bir o € I ve a,b,c,d € Zy i¢cin g €
Hom(Ig, Ig) = (4 55*) olacak bigimde g(o) = (4, 35) a olsun. I "mn bir
alt moduli J = (8 2%4) olmak tzere J, I'nin bir fully invariant alt moduldir.

Ayrica (8 Zo‘*) goz onune alalim.

g(3%) = ($3)(5%)

= {(s2)|2€Zy, } L (5%), b=1€Zy

oldugu i¢in fully invariant alt modil degildir.

Teorem 1.6.5 ([2]) M bir R-modil ve f : M — N bir homomorfizma
olmak tzere f(RadM) C RadN dir. Ayrica Kerf C RadM ise f(RadM) =
Rad f(M) dir.

Kanmit. m € Rad(M) alalim. Rm < M olup Teorem 1.3.16 den f(Rm) =
Rf(m) < f(M) bulunur. Dolayisiyla f(m) € Radf(M) olup f(RadM) C
Radf (M) elde edilir. Simdi Kerf C RadM olsun. f(m) € Radf(M) alalim.
Rf(m) < f(M) olur. Kabul edelim ki m ¢ RadM olsun. Bu durumda
K + Rm = M olacak gekilde M’nin en az bir K maksimal alt modiili vardir.
Buradan f(K)+ f(Rm) = f(M) olur. f(Rm) = Rf(m) < f(M) oldugundan
f(K) = f(M) bulunur. Esitlikte f ile ters goriintiisiini alimirsa M = K +
Ker f bulunur. Kerf C RadM C K oldugundan M = K + Kerf esitliginden
K = M geligkisi elde edilir. Dolaywsiyla m € RadM olup f(m) € f(RadM)
dir. Sonug olarak f(RadM) = Radf(M) dir.
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Sonug 1.6.6 M bir modiil olsun. RadM , M 'nin fully invariant alt modiiltidiir.

Tanim 1.6.7 M ‘nin butin biyik maksimal alt modillerinin arakesitine M nin

genellestirilmis radikali denir ve RadyM ile gosterilir.

Rad,M = N{N <. M | N, M’de maksimal}

= S{NCM|N<, M}

Eger M 'nin hi¢ bir buyik maksimal alt modiilii yoksa bu durumda RadyM = M
olarak tanvmlanr. ([9]).

Teorem 1.6.8 M bir R-modil olsun.
RadgM == 2L<<9ML
dir.

Kamt. L <, M olsun. T, M’nin bir genellestirilmig maksimal alt modiili
olsun. Eger L € T ise L+ T = M olup T = M geliskisi elde edilir.
Dolayisiyla L, M’nin biitiin genellestirilmis maksimal alt modiilleri tarafindan
ierilir. Simdi, Rad,M C X« L oldugunu gosterelim. x € Rad,M alalim.
Rx <, M oldugunu gosterelim. Farz edelim ki Rz, M’de genellestirilmis
kiiciik alt modiilii olmasin ve Q ={T < M |z ¢ T, T <. M ve Rx +T = M}
dir. Rx, M’de genellestirilmis kiiciik olmadigi i¢in €2 kiimesi bostan farkhdir.
Bu durumda Rx + L = M olacak sekilde 3L # M alt modiilii vardir. Bu
kiimede kapsama bagintisina gore her zincirin bir iist sinira sahip oldugunu
gosterelim. 7', €2 min bir zinciri ve C' = UpcrB olsun. Bu taktirde C', M nin
bir alt modiiliidiir. M # C oldugunu gosterelim. Kabul edelim ki M = C ol-
sun. Bu durumdam € C = UpcpB olup 3B < M vardir oyle ki m € B dir. Bu
ise €2 nin sec¢imi ile geligir. Dolayisiyla M # C' dir. C modiiliintin 7 nin bir iist
sinir1 oldugu agiktir. Dolayisiyla Zorn Lemmasi geregi €2 bir K gibi maksimal
elemani icerir. Burada K'nmin M’de maksimal alt modiil oldugu gosterilebilir.
r ¢ K oldugundan = ¢ Rad,M celigkisi elde edilr. Dolayisiyla Rx <, M
bulunur ve Rad,M C X« L dir. Sonug olarak RadyM = ¥« L dir.
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Sonug 1.6.9 (/9]) M ve N birer modiil olsun. Eger f : M — N bir R-
homomorfizmast ise f(Rady(M)) C Rady(N) dir. Ayrica Rad,(M), M 'nin

bir fully invariant alt modulidir.
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2 BUYUK TUMLENMIS MODULLER

Bu boliimde biiyiik tiimlenmis modiil tanimlanmig ve bu modiil sinifinin bazi

ozellikleri incelenmigtir. Ayrintih bilgi igin [6] Onerilir.

Tanim 2.10 M bir R-modil olsun. Eger M 'nin her buyuk alt modilu M 'de
bir timleyene sahipse M modiiline bir buyiik tiimlenmis (supplemented)

modil denir.

Tanim 2.11 M bir R-modil ve X < M olsun. X, M nin bir buyuk alt
modilinin timleyeni ise X ’e M 'nin bir buyik timleyen (supplement)

alt moduli denir.

Ornek 2.12 Her biyik tumleyen alt modul aynt zamanda tumleyen alt moduldir.
Ancak tersi dogru degildir. R = 7Z ve M = Zg olmak tizere Zg modulinin alt
modiilleri K, = {0} = <0 >, K, = {0,2,4} = <2 >, K3 ={0,3} = <3 >,
Ky, = M seklindedir. Z¢ = Ko + K3 ve Ko N K3 = K1 < Ky oldugundan
Ky, K3 alt modilinin bir tumleyenidir ama buytk timleyeni degildir. Ctlinki

KyN K3 = {0} ve Ky # {0}, K3 # {0} oldugu i¢in K3 £, Zs ve Ky %, Zg dur.

Yardimci Teorem 2.13 M bir R-modil olsun. V', M 'nin biyik tumleyen

alt modili ve K <V olsun. Bu durumda
K<L M= K<,V
dir.

Kamt. ( = ) K <, M olsun ve K <, V oldugunu gosterelim. V,
M’nin bir biiyiik tiimleyeni oldugundan bir U <, M var oyle ki V', U’'nun
M’de tiimleyenidir. T' <, V olmak tizere V = K + T olsun. T' =V oldugunu
gosterelim. U <, M ve T <.V oldugundan

U+T<.M+V =M
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dir. V, Unun M’de tiimleyeni oldugundan M = U + V dir. Boylece

(K< gM oldugundan
—

M=(K+T)+U 'TyU=M

elde edilir. V', U’nun tiimleyeni ve T" < V oldugundan 7" = V olur. Buradan
K <,V dir.

( <) Yardimca1 Teorem 1.5.5’den elde edilir.

Sonug 2.14 M bir R-modil ve V', M 'nin buyiik timleyen alt modili olsun.
Bu durumda

Rad,V =V N Rad,M

dir.

Kanit. V', M’nin biiytik tiimleyen alt modiilii oldugundan 4 S <, M var
oyleki M = S+V ve SNV <« V dir. € Rad,V alalm. z € Rad,V = KiQeVKi
oldugundan, Vi i¢in x € K; <.V dir.

iddia: Rr <, V dir. T <,V alalim 6yle ki V. = T + Rx olsun. V =T
oldugunu gosterelim. Vi i¢in z € K; <. V oldugundan z € T olup Rz < T ve
V =T dir. Boylece Rz <, V olup Yardimci Teorem 2.13’den Rz <, M elde
edilir. Rx < RadyM ve Rx < Rad,M NV dir. Buradan € Rad,M NV olup
Rad,V €V N RadyM dir.

Tersine, y € V N Rad,M alalm. y € V ve y € Rad,M = NiQMN,- dir.

Iddia: Ry <, M dir.

T <. M alalim 6yle ki M = Ry + T olsun. M = T oldugunu gosterelim.
T <. M maksimal degil ise T <, K <. M ve K # M olacak sekilde K
maksimali vardir 6yle ki Ry < K olup M = Ry+T < K+ T = K celigkisi
elde edilir. Sonug olarak 7' <. V maksimal olur. Boylce M = Ry+T =T
olup Ry <, V elde edilir. Sonug olarak Ry < Rad,V ve y € Rad,V dir.

Onerme 2.15 M bir biiyiik timlenmis modil olsun. Bu durumda M/RadM

hi¢ bir buyuk ozalt module sahip degildir.
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Kanait.

Ra[d(M <. R%M olsun. K <, M oldugunu gosterelim. 7" < M ve
TNK =0olsun. 0 < M oldugundan TN K =0 C RadM = > {K|K < M}
dir.

Buradan

(TN K) + RadM = 0 + RadM

yazabiliriz. Modiiler kuralindan
(T'+ RadM) N K = RadM

olur. Boylece

(T + RadM) N K RadM
RadM "~ RadM

T + RadM K -
Tadll mRadM = 0+ RadM = RadM =0

olur. Ra% <. Ra% oldugundan
T+ RadM
_— = dM
Toad M 0+ Ra
~ RadM
~ RadM

dir. Buradan

T + RadM = RadM

dir. T< RadM CK — 0=KNT=Tve K <, M dir. K, V'nin M’de
bir tiimleyeni oldugundan K +V =M ve KNV <V dir. K 4+ V = M’den

M K+V

RadM RadM
K V + RadM

RadM ~  RadM

olur ve K NV <« V oldugundan [8,21.5]'den K NV < RadM dir.

K ﬂ V + RadM B KNV 4+ RadM
RadM RadM RadM

=0

ve

M K o V + RadM
RadM — RadM RadM
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. K M v
olur ki 2= <. zoom; oldugundan

K M
RadM — RadM

dir. Bu durumda RGL hi¢ bir biiyiik 6z alt modiile sahip degildir.

dM

Yardimci Teorem 2.16 M bir R-modil olsun. U, M 'nin bir biyik alt
modulti ve My < M olsun. Eger My buyik timlenmis ve U+ My, M ’de bir

tumleyene sahipse U ’da M 'de bir timleyene sahiptir.

Kanit. X, U+ M;’in M’de bir tiimleyeni olsun. Bu durumda U+ M; +
X =Mve (U+ M)NX <« X olur. §imdi U <. M iken (U + X) <. M ve
(U+ X)NM,; <. M; oldugunu gosterelim. X <, X ve U <, M oldugundan

U4+ X< X+M =M
dir. Benzer sekilde U + X <. M ve M; <., M; oldugundan
(U‘i‘X)li Se MﬁMl :Ml

dir. Y, (U + X) N My’in M;’deki tiimleyeni olsun. M; = [(U + X)N M| +Y
ve [(U+ X)NM]NY <Y olur. Buradan

M = U+M+X
= U+[(U+X)NM]|+Y + X
= U+X)+[(U+X)NM]+Y

= U+ (X+Y)
dir. Acaba UN(X +Y) < X +Y mi?

UNnX+Y) < U+X)nY+U+Y)NnX
< U+X)NY+U+M)NX
< Y+X

dir. Sonug olarak X + Y, U'nun M’de tiimleyenidir.
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Yardimci Teorem 2.17 M = M; + M olsun. Eger M; ve My biyik

tumlenmis ise M 'de essential tiumlenmis moduldir.
Kanit. U <, M olsun. M = M, + M, oldugundan

olur. Ayrica 0N [U + (M; + Ms)] =0 < 0 dir. Béylece 0, U+ M; + My'nin
M’de timleyenidir. U <, M ve M; <. M; oldugundan

(U+M1) §6M+M1:M

dir. O halde M, biiyiik tiimlenmis oldugundan Yardimci Teorem 2.16 geregi
U+ M, M’de bir tiimleyene sahiptir. Burada M; biiyiik tiimlenmis oldugundan
yine Yardimci Teorem 2.16 geregi U, M’de bir biiyiik timleyene sahiptir.
Boylece M biiyiik tiimlenmistir.

Sonug 2.18 M = My + My + ... + M, olsun. Eger hert=1,2,....n i¢in M;

biyik tumlenmis ise M 'de buyuik timlenmistir.
Kanit. Yardimeci Teorem 2.17’den elde edilir.

Yardimci Teorem 2.19 Buyik timlenmais bir modulun her bolim moduli

de buyuk tumlenmistir.

Kanit. M bir biyiik tiimlenmis modiil olsun. K < M olmak ftizere
M/K’nin da biiyiik tiimlenmig oldugunu gosterelim. U/K <., M/K olsun.
Bu durumda U <., M oldugunu gosterelim. U/K < M/K oldugundan K C
UCMdir. V<M iken UNV =0 olsun. V = 0 oldugunu gosterelim.

UNV)+ K=0+K
moduler kuralindan

(V+K)NnU =K
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dir. Buradan

v+r) U _ (V+E)nU _K _;
K K K K

olur. U/K <. M/K oldugundan

V+K_0_K
K K

dir. Buradan V4K = K oldugundan V' < K < U dur. Boylece 0 =UNV =V
olup U <. M elde edilir. M biiyiik timlenmis oldugundan U'nun M’de bir V
tiimleyeni vardir.

Iddia: K < U olmak iizere #, %’nm %’da tiimleyenidir.

Ik olarak, % + % = % oldugunu gosterelim.

M = M+K
= (V+U)+K
M (V+U)+K
K K
V4K U
- K 'K

: L VAK A U V4K v . : , VK 3
dir. Simdi 2 N £ < £ oldugunu gosterelim.  f : V' — 5 dogal
epimorfizma ve U NV < V oldugundan

V+K
K

funv)«

dir. Buradan

UnNV)+ K
K
(V+K)NU
K
V+K U V+K

= g "k< g

funv) =

dir. Sonug olarak, % biiytik tiimlenmigtir.

Sonug 2.20 Biyiik tumlenmis bir modilin her homomorfik gorintisiu de

buyik tumlenmastir.
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Kamt. M bir biiyiik tiimlenmis modiil olsun. f : M — N bir modiil
homomorfizmasi olmak tizere M nin homomorfik goriintiisii boliim modiiliine
izomorf oldugundan, yani 1. izomorfizma teoremine gore M/Kerf = Imf

oldugundan Yardimci Teorem 2.19 geregince istenen elde edilir.

Tanim 2.21 M wve N birer R-modil ve A bos kiimeden farkly bir indis kiimesi
olsun. Ejer en az bir f : M® — N epimorfizmasi varsa, N ye M -tiretilmis
R-modil denir. A indis kimesi sonlu elemanly ise, N ye sonlu M -tiretilmis

R-modiil denir.

Yardimci Teorem 2.22 M bir buyuk timlenmis modil olsun. Bu durumda

her sonlu M -uretilmis R-modil biuyuk tumlenmistir.

Kanit. N bir sonlu M-iiretilmis R-modiil olsun. Bu durumda sonlu ele-

manli oyle A indis kiimesi vardir ki
f:MWY — N

R-modiil epimorfizasi bulunabilir. M biiyiik tiimlenmis oldugundan Sonug
2.18’den M) biiyiik tiimlenmis olur. Bu durumda Sonuc 2.20°den N biiyiik
tiimlenmis olur. Boylece her sonlu M-tiretilmis R-modiil biiytik tiimlenmig

olur.

Onerme 2.23 R bir halka olsun. Bu durumda Rp sag R-modulinin biytk
tumlenmis olmasi icin gerek ve yeter kosul her sonlu uretilmis R-modilin

buyik tumlenmis olmasidar.

Kanmit. Rpg, 1y ile tiretildiginden dolay1 sonlu iiretilmis olup Yardimici

Teorem 2.22’de M = R alinirsa sonug elde edilir.

Tanim 2.24 Bir Mg modilunin alt modilleri iizerinde 5* bagintising su sekilde

tanimlayalim: XY < M olmak tizere
XPBY <= X+Y+A=M olan her A< M icin X+A=M veY+A= M.

Alt modiilleri tizerinde * bagintisi tansmle olan modiller [1] makalesinde ayrintily

bir sekilde incelenmistir.
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Yardimci Teorem 2.25 M bir R-modil olsun. Eger M 'nin her buyuk alt
modult 5 bagintisi ile M ’de bir biyik tumleyen alt modilune denkse M bk

tumlenmistir.

Kanit. U <, M alalim. M’nin her biiyiik alt modiili g* bagintisi ile
M’de bir biiyiik tiimleyen alt modiiliine denk olsun. O halde bir X < M
tiimleyen alt modiil vardir ve US*X’dir. X, M’nin bir biiylik tiimleyen alt
modiilii oldugundan Y <, M olacak sekilde X’in M’de bir Y tiimleyeni vardir.
Y <. M oldugundan kabulden bir V' biiyiik tiimleyen alt modiilii vardir ve
Y 5V dir.

Iddia: X , Y'nin timleyeni ve Y *V iken X, V’nin de tiimleyenidir.

X, Y'nin tiimleyeni oldugundan X +Y =M ve Y N X < X dir.

X+Y+V=M+V=M
olur ki Y 5*V oldugundan
X+V=Mve Y+V=M
dir. K < X ve K+V = M olsun. K = X oldugunu gosterelim.
K4+V+Y=M+Y =M

olur ki Y 5*V oldugundan
K+Y=M

dir. X, Y'nin timleyeni oldugundan K = X'dir. Boylece X, V'nin M’'de
tiimleyenidir. Benzer sekilde V', X nin tiimleyeni ve US*X iken V', U'nun da

tiimleyenidir. Boylece M biiyiik tiimlenmis olur.

Tanim 2.26 M bir R-modil ve A < B < M olsun. Eger B/A < M/A ise B

modult M ’de A moduli tizerindedir denir.

Yardimci Teorem 2.27 M bir R-modil ve A < B < M olsun. Bu durumda

B'nin M ’de A tizerinde olmasi i¢in gerek ve yeter sart AG*B olmasidar.
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Kanit. =) B, M’de A'nin {izerinde olsun. Bu takdirde B/A < M /A dir.
B 4+ C = M olan herhangi bir C' < M alalim. Buradan

M B+C

A~ A
_ B C+A
T A4

olup B/A < M/A oldugundan <44 = M ve '+ A = M olur. Ayrica A< B
oldugundan A + D = M esitligini saglayan her D < M i¢cin B+ D = M
oldugu aciktir. Dolayisiyla AS*B dir.

<) AB*B olsun. Yani B 4+ C' = M kosulunu saglayan her C' < M i¢in
A+ C = M olsun. % + % = % kogulunu saglayan herhangi bir C/A < M/A
alt modiiliinii alahm. Bu durumda % = % olup B 4+ C' = M dir. Hipotez
geregi A+ C = M olup A < C oldugundan C' = M dir. Yani B/A < M/A

olup B, M’de A’nin iizerindedir.

Sonug 2.28 M bir R-modil olsun. Eger M ’nin her biyik alt modilu M ’de

bir biyik tumleyen alt modil uzerindeyse M buyik tumlenmistir.

Kanit. Yardimecr Teorem 2.25 ve Yardimer Teorem 2.27 den elde edilir.
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