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OZET

Bu ¢alismanin amaci, Biiyiime Egrisi Modellerinde Rao ’nun Basit Kovaryans
Yapist 'min incelenmesi ve aykirt deger bulma tekniginin kullamilmasidir. ik
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Kovaryans Yapssina Sahip Olan Bityiime Egrisi Modelleri *nde Coklu Uyumsuz
Aykirt Deger Bulma probleminin ¢6ziimii bulunmaya ¢alisiimistir. Teorik yapi
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ABSTRACT
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1. GIRIS

Biiytime cgrisi modelleri (GCM), ¢ok degiskenli varyans analizi (MANOVA) modeli
olarak genellestirilmistic. Bu model 6zellikle ekonomi, biyoloji, tibbi arastirmalar ve
epidemiolojik ¢alismalarin kisa zaman serilerinde arastirilan biiyiime problemleri igin

bilhassa faydalidir. Biiylime egrisi modeli asagidaki gibi tammlanmaktadir:

7 s
! i =X pxm Bmw'Zr\'n + 8/7.\'/7 ’ [1 1]

X ve 7 sirastyla (pxm) ve (rxn), (m<p) ve (r<n), boyutlu bilinen tasarim i¢i (within-
design) ve tasarim arasi (between-design) matrislerdir. Burada, regresyon katsayisi B
bilinmiyor. Ayrica normal dagilima sahip olan ¢ ‘un siitunlari; ortalama vektori sifir,

ortak kovarvans matrisi > 0 olan bagimsiz p degiskenli vektordiir. Bu gésterim;

¥~ N (XBZ:S.1)

p.u

&~ N/),n (0" 2’ [n)

(Bkz. Ek-1)

bigimindedir. Biiyime egrisi modeli [1.1] esitliginde, 2.1.1 - 2.1.4 tarafindan
anlatilacagy gibi, p, genellikle n durumun her birinde gézlenmis zaman noktalarinin
sayisini. (m-1), zaman i¢indeki polinomun derecesini ve r, deneme gruplarinin
sayisint belirtmektedir. Ag¢ikea, bliyiime egrisi modeli [1.1]°deki regresyon katsay1
matrisi B ‘nin sol tarafina eklenmis olan tasarim i¢i matrisi X daha ¢ok, ¢ok
degiskenli regresyon modelinin genisletilmis bir durumudur. Ornegin, 2.1.2-2.1.3
te goriilecegi gibi, bliylime egrisi modeli, panel ¢alismalart gibi degisik alanlarda
kiimeleme ¢alismalart ya da iliskili veri (correlation data) saglamada kullanilabilir.
Bununla birlikte, regresyon modelindeki genislemenin ¢ok fazla olmasi modellerin
istatistiksel sonu¢ ¢ikarmasinin daha zor saglanmasina neden olur. Ciinkii B 'nin en
¢ok olabilirlik tahmini, bagimh degisken Y ’nin dogrusal bir fonksiyonu degildir.

Bu nedenle. bu anlamdaki olagan ¢ok degiskenli regresyon modeline gore biiylime



egrisi modelinin istatistiksel sonu¢ ¢rkarmasit ¢ok farklidir ve bunun i¢in de farkh

sekillerde genis ¢apta ¢alismalara ihtiyag duyulur.

Literatiirde, bilylime egrisi modelindeki B ve X parametreleri tizerinde tahmin
metodlarinmn farkli oldugu belirtilir. Bunlar arasinda baslica kullanilan tahmin
edicilerden ikisi, en ¢cok olabilirlik (ECOB) tahmini ve genellestirilmis en kiigiik
kareler (GEKK) tahminidir. Regresyon katsayist B nin genellestirilmis en kiigiik
kareler tahmini, artik kare toplamn (AKT) lzerinden kayip fonksiyon matrisinin

izinin (trace) en kiigiiklenmesi ile , argmin iz{(Y-XBZ) (Y-XBZ)'}, bulunur ve bu
B

yapt asagidaki gibi gosterilir:
B=(N'X)'XrZ2zZZY". [1.2]

Burada 5. bagimh degisken Y ’nin dogrusal bir fonksiyonudur. En kiigiik kareler

tahmini B yva dayanan kovaryans X "min tahmini de agagidaki gibi olusturulabilir:

S = l(y — XBZ)(Y — XBZ)' . [1.3]
"

~

B . Gauss-Markov tahmini B "nin en iyi dogrusal yansiz tahmin edicisi (BLUE) olarak

gbsterilir.  Alternatif olarak, iz kaybindan ziyade artik kareler toplanu (AKT) lizerinde
kayip fonksiyon matrisinin determinantini en kiigiik yapan tahminle ilgileniyorsa,

argmindet{(} — XBZ)(Y - XBZ)'}, bu durumda tahmin;

n

B = (XS s vz 2z [14]

bigiminde olur. l;’m gosterimi, S matrisinin bir fonksiyonudur ve S=Y(I, - P,)Y"
bicimindedir. Eger A'A tekil degilse, P, = A(A'A)™"' A' ifadesi A matrisinin iz

diistimiinii (projection) gosterir. Burada S matrisi, n>p+r oldugu stirece pozitif



tanimhdir. Ashnda ém tahmini, normal dagihm varsaymm altinda B 'nin en ¢ok

olabilirlik (ECOB) tahminine karsihk gelmektedir. Ayrica, kovaryans X ’nin en ¢ok

olabilirlik tahmini;

> :l()’_X/}(A\,)Z)(Y—Xémz)'

(N3
n

!

n

(S+0,YP,1'0)) [1.5]

bicimindedir. Burada.
O, =SO(0'SO) ' Q' ve Qe 0, [1.6]
O={0]Q:px(p-m),rank(Q)=p-mve X'Q =0}

bicimindedir. Eger yigm simetrik dagilimlar sinifina genisletilirse bazi hipotez
testleri i¢in hem olabilirlik oran kriteri hem de bu sonuglar denk tutulur. Normallik

varsayinm altinda. [1.4] ve [1.5] deki en ¢ok olabilirlik tahminlerinin bazi
asimptotik dagihm ozelliklert ele alinmaktadir (1). Ayrica BA(S) ve im ’nin yiiksek

momentlert i¢in bazi formiiller tiiretilmistir (1,2). Cogunlukla, genellestirilmis en

A ~

kiigiik kareler tahminleri B ve X 'ya gore en ¢ok olabilirlik tahminleri B, ve Z g,

farkhihk gosterir. Cunki, en ¢ok olabilirlik tahmini IAB(S) , bagimh degisken Y ’nin

dogrusal fonksiyonu degildir. Bu fark, biiylime egrisi modeli igin istatistiksel sonug

¢tkarmayi olagan regresyon analizine gore daha zor hale getirir. Dogal olarak,

A

gencllestirilmis en kigtik karcler tahminleri B ve £ ile en ¢ok olabilirlik

~

tahminlerinin swrastyla B, ve im ile biitiiniiyle ¢akismasi sartiyla ilgilenilir.

()

Ancak ve ancak kovaryans I asagidaki sekilde ifade edilen Rao ’nun basit



kovaryans yapisinda (simple covariance structure = SCS) ise B, =B, =B ve

S :% = s - 3
Lo =Z,, =2 dm

Y = ATX 4000 [1.7]

Burada ' ve ©_ sirasiyla boyutlart (mxm) ve (pn)x(pm) olan bilinmeyen pozitif
tammlr yayihis matrislerini gdstermektedir ve Qe Q “dur. Biiyliime analizinde, Rao
nun basit kovaryans yapisi ¢ok énemlidir ¢tinkii, dogrusal olmayan bir istatistiksel

sonucu, B ., tahminine dayanarak dogrusal olana indirgeyebilir.



2. BUYUME EGRIiSTi MODELLERI (Growth Curve Models)
2.1. Model Yapilan
2.1.1. Gruplasmamis panel (longitudinal) veri

Varsayahm ki n tane birey, hepsi ayni sartlara bagh ve her biri t;, t,, ..., t yolacak sekilde
p zaman i¢inde gdzlenmis olsun. p gozlemli bireylerin bagimsiz olmadidi ancak
bilinmeyen kovaryans matrisi >0 "a sahip ¢ok degiskenli normal dagildigt
varsayihir.  Ayrica, farklt  bireylerin  gozlem degerlerinin  bagimsiz oldugu
varsaytlmaktadir. Bu durumlarim amaci, her bir birey i¢cin biiylime ¢alismast
yapmak ve bireyler icin biylimenin ortalama oraninmn arastirilmasm saglamaktr.
Pancl  (longitudinal)  verinin  modellenmesi, genellikle zamamn polinom

fonksiyonunu biiylime cgrisine uydurma gibi degerlendirilebilir. Ornegin, biiyiime
egrist (m-1) zaman dereceli polinom fonksiyonu gibi secilebilir. Béoylece t
zamandaki herhangi bir bireyin dl¢iimiintin beklentisi;
-t
by +bit+.+b, 1 [2.1]

m-=1
scklinde olur. Burada m. bireylerin ortalama biiylime oranlarini yansitan dnceden
secilmis bir tamsayt degeridir. Bireylerin bagimli matrisi Y = (yy, ya. ... , Yo ) seklinde
belirtilmekle beraber Y. (pxn) boyutludur. Burada yj= (yij, y2i» ... » ¥5) - P Zaman

noktasinda jnci  birey iizerinde Olglilen p degiskenli yamt vektdrinit

gastermektedir.



o
O
-1

LR Ly

X, boyutu (pxm) olan a¢iklayict matrisi (explanatory matrix) gostermektedir.
Regresyon katsayt vektori B, boyutu m olan B = (b, by, ... , by.1) lerden olusur.
Her biri birlerden meydana gelen n elemanlt vektor Z ise, Z=1,= (1, 1, ..., 1)
bigiminde gosterilir. Bagimli matris olan Y ’nin beklenen degeri, [2.1] ve [1] e

dayandinilarak matris bi¢iminde agik¢a asagidaki gibi yazilabilir:

E(Y) = XBZ. [2.2]

Burada. Y ‘nin sttunlart N, (0.2) olacak sekilde bagimsiz dagilir. Sekil 2.1.de bu
model ayrica resmedilerek verilir. Grafikte dl¢iimler bes zaman noktasinda alinir ve

ortalama biiytime cgrisi ikinci dereceden polinom tarafindan uygunlastirtlir.

a8 =" T T T T T
E ]
U,f- — P ~
- 7 .
- ‘\P”'f‘ 4
ng I —
u -‘4 - — d_,.—'-""‘. -
L T ]
02 T 2
T B ]
0k, . . . . .
0 1 2 3 4 5

Sckil 2.1.
Sekil 2.1. Gruplagsmamus veri i¢in ortalama biiylime egrisi.
:grt ikinet dercceden polinoma uymaktadir, ( Not: y-ekseni biiylimeyi, x-ekseni de

zaman gostermektedir).



2.1.2. Gruplasmis panel veri

Varsayalim, her grup farkli deneme sartlarindan dolayr yanit 6l¢timleri yi, y2, ... 5 ¥a

olacak sekilde r grupta siniflandirilnis olsun. Bu, panel veri ¢alismalarinda genel bir

durumdur. jnci grupta aym sartlar altinda denenen n; bireyin oldugu varsayulir.
,

Burada. = 1.2, ... ,rve Zn , = n dir. Gruplagmamis panel veri kiimesinde oldugu
i=l

oibi tiim gruptaki bireyler, t, t, ..., t, olmak lizere zaman iginde aynit noktalarda

olciildiikleri ve temel kovaryans matrisinin 2>0 oldugu varsayilir. Genelde,

eruplasmis panel veri kiimesinin ortalama biiylime egrisi, gruplara gore farklilik

gosterir ancak, her veri grubuna ayarlanmis olan polinomlarin derecesi aym sekilde

tespit edilebilir. Ornegin, ortalama biiylime egrisi ile ilgili olan j.nci grubun

beklentisinin:

Inl—l [23]

m=1,7"

by, +b (+. .. +D

8]

seklinde oldugunu varsayalim. Asagidaki gosterimler bu ifadeyi iyi bir bigimde

temsil etmektedir:

1
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Sekil 2.2.
Sekil 2.2. Gruplasmis veri i¢in ortalama biiyime egrisi. Her grup, ortalama biiyiime
cgrisi i¢in ikinet dereceden polinoma uymaktadir, (Not: y-ekseni bitylimeyi, x-ekseni

de zamant gostermektedir).



[2.3] esitligini [2.2] deki gibi ayni matris bigiminde yazmak i¢in X matrisi [1] *deki
gibi ahmirsa. regresyon katsayt matrisi B ve tasarim matrisi Z asafidaki gibi

vazilabilir:

C by he . . . by, ]
by, b, . . . b,
bm—[,l b/uwl,2 . . N bm—l,r i
i, o ]
0 1, 0
7= 3]
O O n,.

Baska bir deyisle. Z matrisi, r satir n siitunda olusmaktadir. ny.nci siitunu (1, 0, ..., 0)
na.nci stitunu (0, 1, ..., 0) ", ..., ve npnei stitunu (0, 0, ..., ].)' Terden meydana gelir. Bu
sekilde ortalama biiyiime egrisi E(Y), tekrar {2.2] deki birlestirilmis bicim gibi ifade
edilebilir. Sekil 2.2., bu gruplasmis biiylime egrisi modelini 6rneklemektedir.
Bireyler ii¢ farkh deneme grubunda smiflandirilarak bes zaman noktasinda
edzlenmistir. Gruplarin ortalama biliylime egrisine uygunlugu i¢in ikinci dereceden,

m=3, polinomlar kullantlir.
2.1.3. Farkh derecelere sahip olan polinomlar
FFarkli gruplardaki ortalama biiyiime egrisine uygunluk i¢in kullanilan polinomlar ayni,

yani (m-1) derecelidir. Pratikte, farklr gruplardaki biiylime egrilerine dereceleri farkh

olan polinomlarin ayarlanmast pek yaygin bir yontem degildir. Ornegin, gruplagmis



panel veride. verilen gruplasmis cevaplar igin ilk iki deneme grubunda ortalama
biiytime egrilerine, dereceleri (m-3) ve (m-2) olan polinomlar ayarlanmissa bu
y g
durumda ortalama biiytime egrilerinin beklentileri;
m=3
Doy + byl +..+D, 1 [2.4]

m=31

Ve

by +ht+ .+ b,,,_;,zl”"3 +b, 5,0 " [2.5]

biciminde gosterilir ve burada m,r > 3 olmalidir. Geriye kalan ortalama biiylime
egrilerinin tiimiine derecesi (m-1) olan polinom ayarlanmis olsun. Bu durumda
ifademiz:

{ m=3 + b

m=3,/"

b

0y

,111—2 + b ’m—l [26]

m=1,7"

+h(+. b

m=2,j

biciminde olur. Burada, j = 3, 4, ..., r’dir. Kullanilan matris notasyonlar tarafindan,

[2.4].[2.5] ve |2.6] "tn blylime egrilerinin beklenen degeri;

EYy=X\BZ +X,B,Z,+ X,B,Z, [2.7]

gibi yazilabilir.

Tasarim matrist X, (i = 1, 2, 3) olmak lizere;

~1 /, tlm—?x—\ _tlm—ZT tlm-l T
I ’1 ’én—.? ’én—'_’ t;n -1
X| - X2 = X3 = ) [4]
m-3 m-2 cm =1
Ll L | Lln | Lt p




seklinde. regresyon katsayr matrisi B; (i =1, 2, 3) olmak {lizere;

Dy, by, .o by, W b,
by, by, 1 b, s,
B‘ o= B 5 =
_/)/II"3_| b/n-,‘a‘2 ‘ N N bm«f»,/‘ i _bm—'z,r J

Fbm—l,l W

m-12

seklinde ve tasarim matrisi Z;i de (1 =1, 2, 3) olmak {izere;

', ]
0 1,
Z] =

0 0 .
o 0o o . . . 0] 0 0 0
01, 0 0 0
0 0 1, . 01,

Z] = . . . . . Z3 =1 .

0 0 0 r, 00 0

me—l,r B

10

(31

seklinde verilir. Biiytime egrisi modeli [1.7] i¢in tasarim matrisi X, X = (X;: Xp: X3)

biciminde gosterilirse B ve Z asagidaki bi¢cimde yazilabilir:

B0 0 Z,
B={0 B, 0 ve Z=\Z,
0 0 B Z,

[7]
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Bu durumda, birlestirilmis matris bi¢imi [2.2] vyani, E(Y) = XBZ elde edilir.
Alternatif olarak, gruplasmis panel veride oldugu gibi X, B ve Z matrisleri ayni
bi¢imde ahnabilir. Fakat bu sefer de regresyon katsayr matrisi B asagidaki kisitlara

bagh olur:

b =0 .5

m=3.r

=0 ve b =Q .

m=2.r m=lr

K[ B L[ =0 ve I(;)_ B Lz ={ [28]

Burada, Ky -(0.0, ..., 1, 0) ve K5=(0, 0, ... ,0, 1) lerden olusan (1xm) boyutlu satir

vektarlerini gostermekte ve Lj;

1 0
0 0 1

L= ve L= [8]
0 0 0]

biciminde (rx1) ve (rx2) boyutlu, r degiskenli vektorleri gésterir. Bu durumda,
biiylime egrisini ayarlamak icin yayilis matrisi (dispersion matrix) X ’nin yant sira
[2.8] kisitin saglayan regresyon katsaytsi matrisi B ’nin de tahminine ihtiya¢ duyulur.
Sekil 2.3.. gruplasmis bliylime egrisinin bu tirinit drneklemektedir. Bireyler {i¢
grupta ve bes zaman noktasinda 6lgiiliip, ortalama biiylime egrilerine ya birinci
dereceden, (m-1), ya da ikinci dereceden, (m-2), polinomlar ayarlanir. Bu cesit

eruplasmig biiylime egrisi i¢in Sekil 2.3. asagidaki gibi verilir:
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Sckil 2.3.
Sekil 2.3. FFarkli derecelere sahip bliylime egrisi.
Bes esit zaman noktasinda (t = 1, 2, 3, 4, 5) biitiin veriler gozlemlenerek, ti¢ farkh
deneme grubu iginde bireyler siniflandirtimistir, ( Not: y-ekseni biiylimeyi, x-ekseni

de zamani gostermektedir).
2.1.4. Eslik degiskenlerine (concomitant variables) sahip olan biiyiime egrileri

Zamanmn timiinde gézlemlenen bircylerin’ biiyiimelerinde etkin olan bazi arka plan
degiskenlerini hesaba katmaya ihtiya¢ duyulur. Ornegin, gruplagmis panel veride,
panel veri ¢calismalarinda her bir birey i¢in baslangic agirliklarinin (starting weights)
(mesela hayvanlar i¢in dogum agirhklar)) hesaba katilmast zorunludur. Genellikle,
bireylerin biiylimeleri tizerindeki agirhklarin etkisi gruptan gruba farkh olabilir. Bu
durumda ortalama biiyiime egrileri, eslik degiskenlerine sahip olan biiylime egrisi

eibi asagidaki bicimde modellenebilir:
E(YY=XBZ + XB,Z, . [2.9]
Burada. X. B ve Z matrisleri 1], [2] ve [3] deki gibi alintr. Bilytime {izerindeki

baslangic agirhiklarinm etkisini agiklayan yeni parametre By, (mxr) boyutlu matrisi,

baslangi¢ agichiklarint veren Z; ise (rxn) boyutlu matrisi gostermektedir.
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[, w, 0 . . . 0 )
O . . 0 w0 . 0
Z-l S . . | 9]
0 0 0 0 Wy oo W,

(1=1,2,..1) G=1,2,.,n)

Burada wi;. i.nci gruptaki j.nci bireyin baslangig agirhgini gostermektedir. Bagka bir
deyisle, bliyiime tizerinde baslangi¢ agirliklarinin etkisi her grup i¢in aynt oldugunda
7, asagidaki gibi varsayilabilir:

2y = (W e Wy SWy Wy, S W W, ) [10]

Bu durum ile her bir bireyin biiyime tzerindeki baslangi¢ agirhginin etkisi izah

edilebilir. Regresyon katsayist ve tasarim arast (between-design) matrisleri (B:B) ve

(7. :7,) bigiminde gosterildigi siirece [2.9] esitligindeki biiyiime egrisi modeli

[2.2] esttliginin birlestirilmis bi¢imi gibi yazilabilir.

Yukarida verilen 2.1.1 - 2.1.4, gruplasmig ya da gruplasmanus ol¢timler i¢in biitiin
bitytime egrilerinin birlestirilmis matris modeli seklinde yant E(Y)=XBZ bigiminde

oldugunu gostermektedir.

2.2. Kovaryans Yapisinin Se¢imi

Uygulamali biiytime veri kiimesi i¢in dogal problem, biiylime egrisi modeli i¢in en
uygun kovaryans yapismin nasil segilecegidir. Yani, bir bakima da kovaryans
matrisi 2 ’la ilgili olarak modelin segilmesidir. Incelenen noktanin kestiriminden,
bitylime egrist ortalamalart igin birkag secim 6l¢titli saglanarak uygun modelin

se¢imi i¢in dogru 6rnek metodlarinin kullantlmast ileri stiriilmektedir (3). Biiyiime
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egrisi modeli igin, kuskulu (diagnostics) gozlemler {lizerindeki arastirmada
kovaryans yapt se¢imi ¢ok 6énemli rol oynagindan son derece yaygin bigimde
kullanilan iki metodun nasil takip edilecedi Lee tarafindan miizakere edilmektedir
(3). Biiyiime cgrisi modeli i¢in, model se¢imi ile ilgili daha detayli bilgiler

bulunabilir (3.4).

Elimizde biiyime veri kiimesi igin tretilmis q olast modelin M, M,,...M
biciminde oldugunu varsayalim. Ornegdin, olusturulan bilyiime egrisi modelinin

olasi kovaryans yapilari;

M, : Z_keyfi pozitit tanimli matris

M, 3= XI'X'+000' (SCS. Qe 0)

M :S=c{(l-p), +pl 1}

M,:S=\TX"+o’]

M,:S=c(p"") [<ij<p

M,:Z=0°G (G, verilen kiiresel (spherical) kovaryans yapist )

biciminde tiiretmelere devam edilebilir. q=2 iken, uygun kovaryans yapist se¢imi
icin olabilirlik oran testi yontemi genelde kabul edilebilir. Bununla birlikte,
uygulamada q > 2 i¢in ikiden ¢ok alternatif model bulunmaktadir. Bundan dolay,
segilen diger kriterlere dikkat edilmelidir. Biyiime egrisi modeli, yapisal olmayan
(unstructure) kovaryans vyapisinda uygun olur. Bunun anlami; X, M; ’de
tammlandidr gibi pozitif tanimh keyfi bir matris olarak ele alinir. Literatiirde s6z

konusu M. yapisal olmayan kovaryans (unstructure covariance = UC) yapisint

belirtir. Bu calismada, M» ile gdsterilen Rao ‘nun basit kovaryans yapisit lizerinde
1] y
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durulacaktir. Diger taraftan, Rao 'nun basit kovaryans yapisindan bazi faydah
kovaryans vaptlart tiretilmistic. Ornegin 6> >0 ve ', T’ > 0 olan (pxp) boyutlu
matrisi gostermek iizere T = XT'X'+o/, biciminde ifade edilen rastgele regresyon
katsaytst vapist Rao nun basit kovaryans yapisinin 6zel bir durumudur. Bu
kovaryans yapisi, dogrusal karma modellerin 6zel bir bicimi olan rastgele katsayili
regresyon modellerinin baglamindan ortaya ¢ikar. Bir baska Ornek ise, X siitun
uzaymda tammlanan 1, 1, = ( I, I, ..., 1) bi¢iminde p degiskenli vektor oldugu

stirece (3.5):

Lp P
po1 o

S=c'| B [11]
Lpop L

tekdtize kovaryans yapist olarak  adlandiritlan ya  da  basitge

~

S=a{(1-p), +pl,1,} esitligi de diger bir 6zel durumudur. Burada, >0 ve
pe (-1/(p-1). 1) bilinmeyen parametrelerdir. Bazi yigmlarin gézlem degerleri karma
oldugunda, 6zellikle zaman serisi verisi i¢in bu kovaryans yapist faydali olmadid
halde biiylime egrisi verisi i¢in bu kovaryans yapisinin faydali olabilecegi
vurgulanmaktadir  (5). Ayrica, Rao ’'nun basit kovaryans yapisi i¢in, yayilis
parametreleri (dispersion parameters) [ ve ® ‘mn en ¢ok olabilirlik tahminleri de

strasiyla asagidaki gibidir (6):

F=Lovy s e )

;»]1 [2.10]
Q‘) — M(Q,Q)—I Qv YYVQ(Q!Q)"

n
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Rao "nun basit kovaryans yapisindan {retilen diger bir kovaryans yapisi1 da seri

kovarvans yapist olarak adlandirihir ve asagidaki gibi gosterilir:

s=cl(p') 1<ij<p. [2.11]

Burada. o= > 0. | p | < 1 ve her ikisi de bilinmiyor. Her ne kadar bu yap1, dogrusal

olmayan B, ve X tahminlerini dogrusal olan tahminlere indirgeyemese de

biytime problemlerinin kisa zaman serilerinde 6nemli rol oynar. [2.11] yapist
altinda B. o™ ve p parametrelerinin en ¢ok olabilirlik tahminleri Lee tarafindan elde
edilmistir (5). Gergekte yapisal olmayan kovaryans (UC), pratikte en genel
durumdur ve herhangi bir yapisal kovaryans matrisi ile mukayese icin ana ilke gibi
hizmet edebilir. Biiylime egrisi modeli hakkinda daha fazla detay i¢in von Rosen

nin inceleme makalesine bakilabilir (2).



17
3. GENELLESTIRILMIS EN KUCUK KARELER
3.1. Genellestirilmis En Kiiciik Kareler Tahmini (GEKK)

Bu bolimde, buylime egrisi modeli [1.1] deki regresyon katsayist B ’nin
genellestiriimis en kugiik kareler tahminini inceleyecegiz. Bu tahmin temel alinarak
yaythis parametresi 2 nin yansiz tahmini olusturulur. Bu konuyu anlatmadan dnce
olagan ¢ok degiskenli regresyon modelindeki (OMRM) genellestiriimis en kiigiik

kareler tahminini kisaca gézden gegirelim:

V=B 7 +g [3.1]

pyxn T per S e pxn”

Burada, boyutu rxn (r<n) olan ag¢iklayici tasartm matrisi Z ve regresyon katsayist B
bilinmemektedir. Ayrica normal dagilima sahip olan hata matrisi € "un siitunlari;
ortalama vektori sifir, ortak kovaryans matrisi £>0 olan p degiskenli vektordiir ve
ortak kovaryans matrisi £>0 bilinmemektedir. Buylime egrisi modeli [1.1] ile
karsilastirildiginda bu iki model arasindaki tek fark, olagan ¢ok degiskenli regresyon
modeli [3.1] deki regresyon katsayisinin sol tarafindaki ¢oklu X tasarim matrisinin
olmayisidir. Bu farklilik bu iki modelin istatistiksel sonucunu da farkli yapar. Olagan
cok degiskenlt regresyon modeli [3.1] i¢in, ¢apraz ¢arpimlar ve ¢ok degiskenli artik

kareler toplamu;
OB)=(Y -BZ)Y -BZ)" . [3.2]

bigiminde tanimlanmaktadir. Matrisin kesin nicelik 6l¢iileri olan determinant: ve izi,

negatif olmayan matris tanimindan modelin uygunlugunun 6l¢timii i¢in kullanilabilir.
Ornegin. regresyon katsayist B 'nin en kiiciik kareler tahmini B , elde edilen artik

kare toplamlarimn izini en kii¢iik yapan B 'nin degerine karsilik gelir ve bu ifade

asagidaki gibidir:
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~

B =argmin{iz(Q(B))}. [3.3]

Burada Q(B) matrisinin izi, iz(Q(B)) bi¢iminde gosterilir ve B, (mxr) boyutlu

gercek matris uzayina karsihk gelir. Bilindigi gibi en kiigiik kareler tahmini B:
B=Y2'(zZ")" [3.4]

bicimindedir. Dikkat edilecegi gibi [3.4] *de verilen B tahmini asagida ifade edilen

dort niceligin gergekten de en kii¢iik olmalarint saglar (6):

1. Aruk kareler toplami (negatif olmayan tanimlr)
Q(B) nin izi . 1z(Q(B))

Q(B) nin determinanti, det(Q(B))

4. Q(B)'nin en biiylik 6zdegeri, Amax (Q(B)).

[\

(8

Birinci nicelikten, Q> Qs oldugu durum yani Q-Q, farkinin negatif olmadigi durum
icin, negatil’ olmayan tanimli matris anlaminda Q(B) ’yi B en kiigiiklemektedir.

Bunun yanmi sira dlglimiin dort farklh kriteri altinda, olagan ¢ok degiskenli regresyon
modeli i¢in regresyon katsayist B ’nin en kiiciik hata kareleri tlimiiyle aynidir. Buna

ragmen, biiylime edrisi modeli i¢in ¢ogunlukla bu sonuglar dogru degildir.

Olagan ¢ok degiskenli regresyon modeli agisindan diistiniildiigiinde, bliylime egrisi

modeli [1.1] i¢in ¢apraz ¢carpimlar ve ¢ok degiskenli artik karelerin toplami;
Q(B)=(Y = XBZ)(Y - XBZ)' [3.5]

biciminde tanimlanabilir.
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Tamm 3.1.1.

Biyiime egrisi modeli [1.1] *de, eger asagidaki esitlik saglamyorsa, tahmin ¢ifti
(B.3) parametre cifti (B.%)° mn en ¢ok olabilirlik tahmini olarak bilinir ve bu

tahmin ¢ifti asagidaki gibi gosterilir:

(B.2) = arg min {L(B.D)} .

(3.5

Burada L(B.X), genellestiriimis en kiiglik kareler tahmininin olabilirlik

fonksiyonudur ve bu fonksiyon asagidaki gibi tanimlanir (6):
L(B.Z) =Qx) " [det(2)]""* exp{—%iz(z_' (Y = XBZ)(Y - XBZ)")}.

Ayrica B. (mxr) boyutlu matris uzayinda ve £, (pxp) boyutlu pozitif tanimli matris

uzaymda yer alir.

Regresyon katsayist B nin genellestirilmis en kiigiik kareler tahmini 6yle tahmin
edilir ki, artik kareler toplami Q(B) = (Y — XBZ)(Y - XBZ)' ’nin iz fonksiyonunu en
kiictikler. Dogal olarak, en ¢ok olabilirlik tahmini B *min artik kareler toplam1 Q(B)
ile nasil bir iliski i¢erisinde oldugu sorulabilir? Gergekte en ¢ok olabilirlik tahmini B

onemsizdir ancak, c¢apraz c¢arpimlar ve artik kareler toplaminin determinant

fonksiyonunu en kiiclikleyen tahmin asagidaki gibidir:

B = arg min {det{(Y - XBZ)Y - XBZ)']}.

(B
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Tanim 3.1.2.

Biytime cgrisi modeli [1.1] °de, eger B asagidaki sarti yeterince yerine
getirebiliyorsa, regresyon katsayist B 'nin genellestirilmis en kiigiik kare tahmini

olarak bilinir ve bu tahmin edici asagidaki gibi gosterilir:

B = argmin{iz(Q(B))}. [3.6]
n

Burada. g6zden gegirilen (run over) B, (mxr) boyutlu gergek matris uzayidir.

Regresyon katsayist B ‘nin  genellestirilmis en kigiik kareler tahmini nasil
ogrenilebilir?, [3.6] ‘mn bulunan bu ¢oziimii dogrusu nasil gerceklenebilir?. Bu

sorularm cevabr takip eden teoremde bulanabilir.
Teorem 3.1.1.

Biiytime egrist modeli [1.1] i¢in, ancak ve ancak asagidaki tahmin edici esitlik yeteri

o

~

derecede saglamyorsa B tahmini regresyon katsayist B nin genellestirilmis en kiigiik

kareler tahmini olur:
(X' X)B(ZZ) = X'YZ' . [3.7]

Buradan agiklayier matrisier X ve 7, tasarim i¢i ve tasarim arasi matrisleri, biiylime

cgrist modelinde tam rankliysa l};
B= (X' xX)'xwvzzzy! [3.8]

olarak elde edilir (6). X ve Z matrislerinin tam rankli olmadigi varsayilirsa tahmin

edici esitlik [3.7] 'nin ¢6ziimii bu durumda asagidaki gibi ifade edilir:
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B=(XN)Y XYZ(ZZY + H—-(XX) (XX)H(ZZ'XZZ')".

Burada A~ gdsterim bigimi ile, A matrisinin genellestirilmis tersi belirtilmekte ve
(mxr) boyutlu H matrisi keyfi olarak seg¢ilmektedir. Baska bir deyisle, bu bigimde
olan her hangi bir tahmin bu durumdaki B ’'nin genellestirilmis en kuiglik kareler
tahmini olmalhdir. Ek olarak, ancak agiklayici tasarim matrisleri X ve Z tam

rankliysa tahmin edici esitlik [3.7], [3.8] tarafindan verilen tek ¢6ztime sahiptir (6).

Genellestirilmis en kiigiik kareler tahmini [3.8] ig¢in B, bagimlt matris Y ’nin
dogrusal birlesimi oldugundan dolayt B normal dagilmaktadir. Bu durumda, B 'nin

beklenen degeri asagidaki gibi bulunabilir (6):

E(BY = (X' X)' X' E(NZ(ZZ)"

= (X' X) ' X' XBZZ'(ZZ')""
=B

[3.9]

Baska bir deyisle genellestirilmis en kiiglik kareler tahmini B , regresyon katsayisi B

nin yansiz bir tahminidir. Ayrica kovaryansi asagidaki gibi hesaplanabilir (6):

Cov( /}) = Cov(vee( [3’))

=cov([(ZZ') ' Z ® (X' X) ' X' vec(Y))

=[(ZZ)'Z® (X' X)) X" [Cov(vec(YN[Z'(ZZY' ® X (X' X)™']
=[(ZZY'ZX' X)X, ®ZZ(ZZ)Y ' ® X (X' X))
=(ZZ)' XN X)X EX (X X))

[3.10]

(Bkz. :k-1,2).
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Teorem 3.1.2.

Biylime cgrisi modeli {1.1] 'de regresyon katsayisi B i¢in, [3.8] tarafindan verilen

genellestirilmis en kiiciik kareler tahmini B “min dagilimu;

B~N,_ (B(X'X)'X'SX(X'X)' (227 [3.11]

.t

seklinde yazlabilir. Ozellikle bagimsiz kovaryans yapist £= o I, ise, burada 6> >0
ve bilinmemekte, bu durumda regresyon katsayist B ’nin dagilimi asagidaki gibi

basit¢e ifade edilebilir (6):

BN, (B.c (X' X)' (22", [3.12]

m,r
Teorem 3.1.3.

Bagimsiz kovaryans yapist ¥ = o I,’e sahip olan biiyiime egrisi modeli [1.1] i¢in (o

>0 bilinmemekte). yayilis bileseni 6°"nin yansiz tahmin edicisi;

&7 =— iy - xBzYY - XBZYY [3.13]

np —mr

bigiminde ifade edilir. Burada, m ve r swasiyla X ve Z a¢iklayict tasarim

matrislerinin ranklarint gostermektedir. 5, regresyon katsayisi B ’nin genellestirilmis

en kiigiik kareler tahmin edicisidir (6).
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4. EN COK OLABILIRLIK TAHMINI

En ¢ok olabilirlik tahmini, istatistiksel sonug ¢ikariminda yaygin  kullamilan
teckniklerdendir. En ¢ok olabilirlik tahmini asimptotik olarak normal dagilimhidir.
Ayrica, en ¢ok olabilirlik tahmini tutarhlik gibi bazi istatistiksel &zelliklere de
sahiptir. Olagan tek degiskenli regresyon modeli ya da ¢ok degiskenli regresyon
modeli i¢in. genellestirilmis en kiiclik kareler tahminine dayandirilarak ¢ikartilan

sonuglara karsi. en ¢ok olabilirlik tahmin analizine dayandirilarak ¢ikartilan sonuglar
tamamen aymdir. En kiigtik kareler tahmini B, bagimlt degisken Y 'nin dogrusal bir

fonksiyonuyken en ¢ok olabilirlik tahmini B ise bagimh degisken Y ’nin dogrusal bir
fonksiyonu degildir. Bliyiime egrisi modelinde, parametrelerin en ¢ok olabilirlik

tahminleri olabilirlik temeline dayanan analizde 6nemli rol oynar.

¥ ~N,_ (XBZ;L1,)
(Bkz.k-1)

Normal dagilima sahip olan biiylime egrisi modeli [1.1] ele almrsa, B ve Z

parametrelerinin olabilirlik fonksiyonunu L(B,Z), Tanim 3.1.1.de de verildigi gibi,

tekrar gosterilebilir:
L(B.2)=Qx) """ [det(2)]™""* exp {—-;-iz(z—' (Y -~ XBZ)(Y - XBZ)'} . [4.1]

Teorem 4.1,

Normal dagihima sahip olan biiytime egrisi modeli [1.1] i¢in, X ve Z agiklayict

tasartm matrisleri tam rankli ve n > p + rise;

S=Y(,-P,)Y", pozitif tanimh matris olmak {izere,
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B=(X'S'X)'X'S'vZ(z2')! [4.2]

ve
3= l(Y ~ XBZYY - XBZ) [4.3]
n

bigimindedir (6).
Teoren 4.2,

Normal dagilima sahip olan biiylime egrisi modeli [1.1] i¢in, n>p-+r ise, [4.2] ve [4.3]
esitliklerinde verilen regresyon katsayisi B ’nin ve yayilis bileseni S “nin olabilirlik
fonksiyonu:

A

L(B.E) = (27) """ [det(X)]™""? exp(—pn/2) [4.4]
bigimindedir (6).
4.1. Beklenen Deger ve Varyans-Kovaryans

Regresyon katsayist B nin genellestirilmis en kii¢tik kare tahmini i¢in Teorem 3.1.2.,

B ‘nin ortalamasmi ve varyans-kovaryans yapisint gostererek normal dagildigim

saglamistur. Bu dagilim, genellestirilmis en kiiciik kareler tahmini B ’nim, regresyon
katsayist B 'nin yansiz tahmin edicisi oldugunu ifade eder. Benzer sekilde, bu
baéliimde regresyon katsayist B ve yayilis bileseni Z °nin en ¢ok olabilirlik tahminleri
icin dagihimlar ve momentler ile ilgilenitmektedir. En ¢ok olabilirlik tahminlerinin
daguimlar vaygin olarak kullanilmak i¢in olduk¢a karisik olduklarindan en ¢ok

olabilirlik tahminlerinin beklenen degerleri ve varyans-kovaryanslari ile ilgilenilir.
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ik olarak. bitylime edrisi modelindeki regresyon katsayist B i¢in en ¢ok olabilirlik
hmini 5 :

B=(X'S"'X)'X'S'vz(22')"

bi¢imindedir. Burada. S=VY(/, -P,)Y" pozitif tammlt matristir. B, bagimli
degisken Y "nin dogrusal olmayan fonksiyonu oldugundan dolayr momentlerinin
hesaplanmasi daha karisik hale gelir. En ¢ok olabilirlik tahminlerinin beklenen

degeri ve varyans-kovaryansi, rastgele matris S ’de verilen kosullu degiskenlerin

yardiniyla hesaplanir. Gergekte, B 'min beklenen degeri;

E(B) = E(E,(B\S))

=EJX'ST'X)'X'STE,(Y\S)Z'(Z2Z)"] \

=L J(X'ST X)X ST X)B(ZZ'W(ZZ) ] [4.5]
= [(B)

=B

biciminde bulunur. Buradan da gorildigl tizere en ¢ok olabilirlik tahmini B,

regresyon katsaytst B "nin yansiz bir tahminidir. Ayni sekilde, en ¢ok olabilirlik

tahmini B ‘mn varyans-kovaryansi ise asagidaki gibidir (6):

Cov(B) = E[Cov, (B\S)]+ Cav[E, (B\S)  (Covy[E,(B\S)]=0)
= E,[Cov, (B\S)] . [4.6]
——mrml gryewst iy
n—r—(p-—m)-1

Teorem 4.3.

Normal dagilima sahip olan biiytime egrisi modeli [1.1] igin, n > p+r ise, [4.2]
tarafindan verilen en ¢ok olabilirlik tahmini B, regresyon katsayisi B ’nin yansiz

tahmin edicisidir. Ayrica, en ¢ok olabilirlik tahmini B ’nin varyans-kovaryansi;
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n—r—1

('()v([}) = (ZZ)—I ®(/Y'Z*|X)~I

n—r—(p-m)-—1

.. N . oy . 2 . eye qe v
bi¢iminde ifade edilebilir. Eger £= 0" [, ise, en ¢ok olabilirlik tahmininin varyans

kovaryans matrisi;

n—-r-1

Cov(B,,,) = o™ (ZZ)" ® (X X)" [4.7]

n—r—(p-m)y—1

bicimindedir. Genellestirilmis en kiiciik kareler tahmini B ile en ¢ok olabilirlik

tahmini B “yi karsilastirilirsa;

Cov(B,) =0 (ZZ)" ®(X X)

n—r—1

c (ZZH) '@ X' X)™

T n-r—(p-m)-1

= Cov( B M)

oldugu goriiliir. Buradan, bagimsiz kovaryans yapisina sahip olan biiylime egrisi
modeli i¢in, genellestirilmis en kii¢lik kareler tahmini B nin en ¢ok olabilirlik

tahmini B ‘ya g6re daha iyi bir tahmin edici oldugu sdylenebilir (6).
4.2. Rao 'nun Basit Kovaryans Yapisi (BKY)

4.2.1. En c¢ok olabilirlik tahmininin genellestirilmis en kiiciik kareler

tahminine 6zdeslik kosulu

Bu alt bolimde, daha 6nce biiylime egrisi modelinde bahsedilen Rao ’nun basit

kovaryans yapisint agiklanmaktadir. Regresyon katsayisi B ve yayilis bileseni X

~

fonksivonlarinin her ikisi i¢in en c¢cok olabilirlik tahminleri olan B,., ve Z

()] (8)>

S=Y({,-",)Y" matrisinin fonksiyonlaridir. n>p+r olmak tizere S matrisi (pxp)
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boyutlu pozitif tamimh matristir. Takiben, Teorem 4.1. °de verilen en ¢ok olabilirlik

tahminleri tekrar animsanirsa;

B =(N'S'X)' XSV (22)

- 1 / Vas 7 N '
Loy = (V= XB Z)Y = X 2) [4.8]

!

biciminde oldugu goriiliir. S’ye bagiml olan en ¢ok olabilirlik tahminleri bagimsiz
degildir. Diger taraftan. B’ nin genellestirilmis en kiigiik kareler tahmini ve Z ’nin

tahmini ise:

B=(X'X)'XYz(2Z)"
$-Lo- xbzyw - xbzy [4.9]
n

bi¢imindedir. Onceden de belirtildigi gibi, [4.9] "daki genellestirilmis en kiiciik
karcler tahminleri ile [4.8] *deki en ¢ok olabilirlik tahminleri arasindaki genel fark;
genellestirtlmis en kiictik kareler tahmini B, bagimli fonksiyon Y ’nin dogrusal

fonksiyonuyken en ¢ok olabilirlik tahmini B ’nin bagimh fonksiyon Y ’nin dogrusal
fonksiyonu degildir. Aslinda bu iki tlir tahmin edici arasindaki tek fark, S matrisinin
en ¢ok olabilirlik tahminine dahil edilmesidir. Burada S matrisi, agirhk matrisine
benzer bir davrams sergilemektedir. Boylece (pxp) boyutlu X  matrisi
bilinmediginde, parametre tahmini tizerinde agiklayict tasarim matrisi X’in etkinligi
azalir. Buna karsin [4.9] esitligindeki genellestirilmis en kiiglik kareler tahmini, S =

[, oldugu stirece, [4.8]in 6zel bir bigimi gibi goriilebilir. Boéylece genellestirilmis en

kiigiik karcler tahmini [4.9], B=B, ve L= i( 1,y seklinde yazilabilir ve burada

(U

A ~

B ve X

(,y en ¢ok olabilirlik tahminlerini gostermek lizere dzdes matris I,

)

tzerinde degerlendirilebilir.
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Eger en ¢ok olabilirlik tahminleri gergekten genellestirilmis en kiiglik kareler
tahminlerine benzerse, en ¢ok olabilirlik tahminlerine dayandinlarak ¢ikartilan

istatistiksel sonug cikarsamast daha kolay ifade edilebilir. Ornegin, Rao 'nun tekdiize

kovaryans yapist & = o {(1— p)I, + pl,1,} *dailk olarak 1, ele alinirsa;
XX X)X +000)7'0 =1 [4.10]

seklinde diistinilebilir. [4.10] deki I, terimini £ =o*{(1- p)I, + pl,1,} *da yerine

yazilirsa;
== p) XX X)X +(1-p)AQ Q)"0 +pl,1,] [4.11]

esitligi elde edilebilir. Eger p degiskenli vektor 1, aciklayict matris X ya da onun
S ger p degis p» agiklay y

ortogonal tamamlayict uzay tarafindan kapsanmigsa, [4.11] ’e dayandirilan bu asikar
tckdiize kovaryans yapist, Rao ’nun basit kovaryans yapist [1.7] ’de de igerilir.

Ornegin, I, en(X) ise a gibi m degiskenli vektdrler meveuttur ve 1, =Xa

seklinde yazilir. Bu durumda [4.11] esitligi, Rao nun basit kovaryans yapist [1.7] nin

dzel bir durumu olarak agagidaki gibi tekrar yazilabilir:
L=a’[X{(1=-p)X X))+ paa 1 X +(1-p)0(Q0)' Q]

Benzer anlamda, 1 € p(Q) ise o zaman [4.11], [1.7] nin &zel bir durumu olur. Diger

taraftan:
I, eu(X)yadal, e u(Q)ise X1,1,0=0

bicimindedir.
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Teorcm 4.4.

Biiytime egrisi modeli [1.1] igin, X=0c’{(1-p)I, +pl,1,} *da verilen tekdiize
kovaryans yapisimn [1.7] "de verilen Rao ‘nun basit kovaryans yapisinda 6zel bir
durum gibi igerilmest igin ancak ve ancak asagidaki [4.12] esitliginin saglanmast

gerckmektedir:
.\"l/,l'/,Q:O . [4.12]

[,epX) ya da 1 eu(Q) ve QeQ ’dur. 1 ise, tim bilesenleri bir olan p

degiskenlt vektort gostermektedir (6).

Genellikle [4.12] sarti dogru olmayabilir. Eger sartlar gercekten saglaniyorsa eksik
olan bu model i¢in tekdiize kovaryans yapisina bakmak yeterlidir. Ek olarak, modelin
¢oziimlemeli sonucuna gére olasi tekdiize kovaryans yapist ile bagimh fonksiyon Y
nin kestirimi Lee tarafindan gosterilmektedir (5). X agiklayict matris oldugu siirece,
X =(l,: Xy) bigiminin [4.12] sarti daima saglanir. Burada X, p x (m-1) boyutlu
matrisi gostermektedir. Bu sekilde, eger biiylime egrisi modelindeki artik terim
dikkate alinmigsa, 6zel durumda oldugu gibi Rao ’nun basit kovaryans yapist her
zaman (ekdiize kovaryans yapisim igerir. Bu durumda, Rao ’nun basit kovaryans
yapist kullanilarak tiiretilen istatistiksel sonug, tekdiize kovaryans yapisinda olan

modele uygulanabilir.

Rao "nun basit kovaryans yapisindaki 6zel durumlardan bir digeri ise asagidaki gibi

verilebilir;
L=XTX +071 . [4.13]

Bu yapr. "Rastgele Regresyon Katsayist Yapist olarak isimlendirilir. Burada, T

mxm) boyutlu bilinmeyen yayihis matrisidir ve >0 bilinmemektedir. Rastgele
3 yayts 2
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regresyon katsayist yapist [4.13], rastgele etkili olan biliylime egrisi modeline
uygulanirsa model:

=X B Z +X A +FE [4.14]

r
) YAy mxr < ren YAUL mnxn 7xn

yRv

bicimini alir. Burada A, A~ N (0;,7,) bigiminde normal dagilimli rastgele etki

m,n

matrisi ve E, E~N, (0;6°,,1,) dagihmma sahip olan hata matrisini

pan
gostermektedir. Ayrica hata matrisi E, A matrisinden bagimsizdir. [4.13] esitligi,
rastgele etkili olan dogrusal modeller ya da dogrusal karisik modellerin
¢oziimlemelerinde ¢ok faydalidir. Bu tiir modeller, verinin farkli kaynaklardan
meydana gelen degiskenliklerini ag¢iklamada kullantlir. Kiiglik alan tahmini, iligkili
veri ya da panel verinin ¢oziimlemesinde istatistiksel araglar ortak olarak kullanilir.
Rao nun basit kovaryans yapist [1.7] ‘nin 6zel bir hali olmasindan dolay1 [4.13]
esithigindeki rastgele regresyon katsayist yapisinin daha anlasilir olmast igin [4.13]

esitliginde 6zdes (identity) matris olan [/ ‘nin yerine basitce [4.10] esitligi

g

kullantidiginda bu esitlik;
T=X[T+c’ (X X)'X +5°0(00)"'0 [4.15]

bicimini alir. Yani, [4.15] esitligi [1.7] *deki Rao hun basit kovaryans yapisinin dzel
bir bi¢cimidir (6). Bagimlt matris Y ’nin beklentisinin XBZ bigimini a¢ikladig1

durumda varyans-kovaryans matrisi, Cov(Y) =1, ® Z, asagidaki gibi hesaplanabilir:

Cov(Y) = Covlvec(Y)] = Covivec(XA)] + Covivec(E))
= (1, ® X)Cov[vec(DI, ®X) +57(I,®1,)
=(1, @ X)I,®I)I, ®X) +(,®c’],)
=(I, ® XTX")+(I,®0°] )
=[1,® XTX'+o1 )]

(Bkz. Ek-1,2)
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Bu da gasteriyor ki, £ = XTX'+a*/ , dir. Agikea, ¢ok degiskenli model igin rastgele

etkili biiytime egrisi modeli [4.14], olagan karma modelin bir uzantisidir (7).
Genellikle bu rastgele etkiler modeli i¢in, sabit etki matrisi B 'nin yant sira varyans
bilegseni 1" ‘min tahminiyle de ilgilenilir. Bu durum, Rao 'nun basit kovaryans yapisina

dayanan sonug ¢ikarmayi da igerebilir.

4.2.2. Yayihs bilesenlerinin tahminleri

Rao "nun basit kovaryans yapist [1.7] ’ye sahip olan blyliime egrisi modeli i¢in,
regresyon katsayist B nin en ¢ok olabilirlik tahmini genellestirilmis en kiigiik kareler

tahminine denktir ve bu tahmin, B = (X'X)'X'YZ(ZZ')" bicimindedir. Yayilis

bilesenleri (dispersion components) [' ve ® 'nin en ¢ok olabilirlik tahminleri;

F=(X )X ZXX X" ve ©=(00)"'02000)"

biciminde olmahidir (6).

!

n

S=—(S+P,YP,Y'P,) [4.16]
Burada <, yayihs bilegeni Z ’nin en ¢ok olabilirlik tahminidir ve P, = o000
ile P, =7 (ZZ)"'Z bi¢iminde gosterilir. [4.16] esitligi Rao 'nun basit kovaryans

yapist varsaym altinda yazilabilir. Dolayli olarak I ve ® ’nin en ¢ok olabilirlik

tahminleri:
~ ] . f f ~ ‘ . ) '
['=—(X DO ¢ SY(X'X)' ve O= l(Q Q)'I oYY Qo Q)"I
n n

biciminde olmaktadir. Bu sonuglar, Rao ’nun basit kovaryans yapisiyla parametrelerin

olabilirlik fonksiyonundan dogrudan dogruya tiiretilebilir (6).
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Teorem 4.3,

Tekdiize kovaryans yapisia sahip olan biiylime egrisi modeli igin, eger n>p+r,
—Mp-NH<p<lve X =(1,:X,) ise, regresyon katsayist B 'nin en ¢ok olabilirlik
tahmini ve L =0 (1-p), + pl,1,} "deki yayils bilesenleri o* ve p ’nun en ¢ok

olabilirlik tahminleri asagidaki gibidir:

[} — ("\/lle)‘l /\/Y)]ZV(ZZ')—I

60 = izs") . [4.17]

pin

| 1S, —iz(S")

i

. p—1 iz(S")

he¥

Burada. S =S+ P,YP,.Y'P, ve Q, X’in ortogonal uzay matrisi Q ’nun elemamdir

(0).
Teorem 4.0.
Rastgele regresyon katsayisi yapisina sahip olan bliylime egrisi modeli i¢in, eder

n>p-+r ise, regresyon katsayist B 'nin en ¢ok olabilirlik tahmini ve {4.13] daki yayilis

bilesenleri &* ve p “nun en ¢ok olabilirlik tahminleri asagidaki gibidir:
/} - (/\/v /\/)—1 /\/v )/Z'(sz)—l
N .
==X )" XSy )t -6 x))™ . [4.18]
n

G = -»—L—iz[y'(l —PY]
(p—mn P
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Burada P.. X tarafindan Dbigimlendirilen izdisim matrisidir.  Yani,

Pe = X(X' X)X bigimindedir (6).

Rastgele etki matrisi A, A = (a,.qa,....,a,) seklinde gosterilir. Siralanmis ve segilmis
bireylerin s6z konusu oldugu durumda genellikle A matrisiyle ilgilenilir. Rastgele

etkiler vektoriiniin kestirimleri olan &, ’ler gelecek gozlemlerin kestirimlerinde de
onemlidir.  Rastgele etkili biiyiime modeli [4.14] igin, rastgele etkilerin

A~N, (0;I.1,) ve hata terimi &~N, (0;0°1 »»1,) bigiminde dagildigr ve her

PN

ikisinin de karsthkli bagimsiz oldugu varsayilir. Burada, I’ ve o ’nin bilindigi kabul
edilir. Eksiksiz veri ya da eklenmis (augmented) verinin ortak dagilim yogunluk
fonksiyonu bagimh degisken Y ve rastgele etkiler matrisi A olmak lizere asagidaki

gibidir:

S Ay = [(FAA)F(A)

— (2”)-[»#2 (0_2)—/)/1/2 exp[_

S5 (Y = XBZ = XAXY ~ XBZ - XA)}]
=

Q)™ [det(T)] " exp[—%lr(r"AA')].

A ve B ile ilgili olan bu ortak yogunluk fonksiyonun maksimize edilmesi ile rastgele

etkiler matrist A "nin kestirimi, A=TXx's" Y - X1§Z) olarak bulunur. Burada
B = (X' X)'X'YZ(ZZ')™", B nin en ¢ok olabilirlik tahminidir ve T = 0'211, + XTX'
bicimindedir. Genellikle yayilis bilesenleri ' ve o’ bilinmemektedir. Bu durumda,
[4.18] de verilen en ¢ok olabilirlik tahminleri [ ve 6%, T ve o ’nin yerine gegici

olarak kullanilabilir. Diger bir deyisle 4 'nin;g

A=TX'E(Y - XBZ) [4.19]
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biciminde oldugu soylenebilir. Burada 2 :6'2]/, +XTX', T “min en ¢ok olabilirlik

tahminidir ve 4 . rastgele etkiler matrisi A 'min kestirimi olarak kullanilabilir.

Ozet olarak Rao’ nun basit kovaryans yapisi, biiylime egrisi modeli baglaminda
olduk¢a onemlidir. Ciinkd, dogrusal olmayan analizi dogrusal olan analize indirger.
Diger yandan, tekdiize kovaryans yapisi ve rastgele regresyon katsay1 yapisi gibi bazi
faydali kovaryans yapilart 6zel durum olarak Raconun basit kovaryans yapisinda
icerilir. Istatistiksel c¢ikarimlari daha etkin yapan cimri (parsimon) karakterler
yiiziinden bu 6zel kovaryans yapilart genellikle bliyiime egrileri modeli analizinde

kullanmilmaktadir.
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5. AYKIRI (OUTLIERS) VE ETKIiLi (INFLUENTIAL) GOZLEMLER

5.1. Ozct

[statistik biliminde dnemli ve gerekli tekniklerden biri istatistiksel tanimlamalardir.
Bu tamimlamalarm amaci, modelden sapan / aykirt (outlier) gézlemleri belirlemek,
ctkili (influential) gézlemleri tammlamak ve secilen istatistiksel modelin gecerliligini
kabul etmektir. Istatistiksel model; verilerin analizinde, istatistiksel anlamlilikta ve

gclecekle ilgili tahmin yapmakta 6nemli rol oynar.

Istatistiksel bir cahsmada, ornekte yer alan gdzlemlerden bir ya da birkagt
arastirmacinin beklentileri tizerinde stiphe dogurabilir. Aragtirmacinin beklentisi ya
da baslangigtaki varsayimi, gézlemlerin tamaminin ayni yapiya sahip olmasidir. Ayni
vapiya ait olmadigr diigtiniilen, digerleri ile tutarsiz olan, sira dist gézlem ya da

edzlemler verinin kaynagr hakkindaki bilgiyi azaltmakta ya da ¢arpitmaktadir.

‘Aymi yapiya ait olmadigl ya da ‘digerlerinden farkli oldugu dusiiniilen gozlem
seklindeki genel tanimlamalarin disinda, ¢ok daha 6zel bir tanimlamay: aykir
gozlem igin yapabilmek her probleme ve her arastirmaciya gore degismektedir. Tiim
gizlemlerin ayn yapmim elemant olmast tanimu, istatistikte gozlemlerin her birinin
tesadiifi degisken icin ongoriilen model tarafindan tretilmis olmasina ya da modele
uygunluk gistermesine karsihik gelir. Ongoriilen model tesadiifi degisken i¢in yanlis
bir secim degilse tesadiifi karakteristige sahip bir gozleme ‘aykiridir diyebilmek igin
kullanilan yéntemler, gézlemin 6ngoriilen model i¢in ¢ok u¢ bir gézlem oldugu ya da

ongoriilen model disinda bir modele uydugu goriistine dayanmaktadir.

Cevap aranmasy gercken ilk soru digerlerinden farkli oldugu ya da onlarla aynt
yapiya ait olmadigi diistiniilen gozlemin karakteristiginin ne oldugudur. Yani aykirt
oldugu diistiniilen gézlemin karakteristigi tesadiifi mi yoksa deterministik (her olayin
baska olaylarin kagmilmaz sonucu olarak ortaya ¢iktigr disiincesi) midir? Aykir
gozlemin karakteristiginin deterministik olup olmadigini incelemek ¢ogu zaman

miimkiin olmayabilir. Miimkiin oldugu durumlarda gézlemi diizeltmek, ¢ikarmak ya
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da deneyi tekrarlamak yoluyla problem giderilebilir. Miimkiin olmadigi durumlarda
ise. gergekte deterministik  bir karakteristigin elemani olan aykirt gozlemi,
karakteristii  tesadiifiymis gibi degerlendirilmek zorunda kalmabilir. Aykirt
gozlemin karakteristifiinin tesadiifi oldugunun diisiiniilmesi problemin istatistiksel

acidan degerlendirilmesini gerektirmektedir.

iyi bir istatistiksel model nasil olmalidir? Secilen modelden istatistiksel sonug
cikarmak veri kiimesi ile iliskili midir? Orijinal veride dogal ya da digaridan kaynakli
bir hata varsa modelin degistirilmesi gerekir mi? Veri kiimesindeki bazi gézlemler
veri kiimesinden cikartildigimda sonug degisir mi? Eger cevap evet ise, ¢ikartilacak
bu gizlem ya da gozlemlere nasil karar verilir? Yani veri kiimesindeki her bir
gozlemin modele etkisi nasildir? Bu ve benzeri problemlerin giderilmesi igin ¢esitli

istatistiksel yaklagimlar gelistirilmistir (8,9).

istatistiksel yaklasumlardan birisi, modelden sapan / aykir1 gdzlemlere ve modelden
istatistiksel sonu¢ ¢ikarmada etkisi biiyiik olan etkili gozlemlere karar vermektir. Bu

vaklagimlar literatiirde ‘kuskulu istatistikler olarak tanimlanmaktadir.

Istatistiksel yaklasimlardan digeri de, tesadiifi 6rnegin herhangi bir ger¢eklenisi
tizerinden yigin hakkinda ¢ikarsama yapmak ve bu ¢tkarsamayr yaparken aykirt
gozlemin varh@indan ¢ok fazla etkilenmeyecek istatistiksel yontemler gelistirmektir.
Bu vaklasimda literatiirde ‘saglam (robust) istatistik’ olarak tanimlanmaktadir. Bazi
istatistikciler saglam istatistikte aykirt gézlemlerin g6z ardi edildigini diiglinlirler ama
bu dogru bir yaklasim degildir. Aslinda saglam regresyon ve regresyon analizinde
ayni amaca ulasilmaya c¢aligilir ama siralamalart farklidir. Regresyon analizinde 6nce
aykirt gozlemler belirlenir ve veri kiimesinden ¢ikartilir, daha sonrada en kiigiik
Karcler yontemiyle uygun model belirlenir. Saglam analizde ise veriye uygun
regresyon modeli belirlenir, daha sonrada saglam ¢6ziim ile en biiyiik artifa sahip

olan noktalar yani aykirt gézlemler belirlenir.

“Tesadiifi degisken i¢in Ongdriilen dagilim gercegi yansitmakta midir? sorusu

acisindan aykirt gézlem problemine bakildiginda, saglam istatistiksel yontemlerin,
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uyusmazhik testi yontemlerine gére daha uygun tahminler verecegi diistiniilmektedir.
Tesadifi dedisken i¢in, ongdriilen model lizerinden bir gézleme ‘aykiridir denebilir.
Ancak gergekte tesadiifi degiskenin sahip oldugu model bizim 6ngordiigiimiiz
modelden farkli olabilir. Ornegin, normal dagilim dngoriilmiisken tesadiifi degisken
gercekte daha yiiksek kuyruklart olan bir dagilima sahip olabilir (student t dagilim1
gibi). Bu durumda aykirt gézlemlerden korunmak igin ug¢ gozlemleri yok saymak,
gozlemleri Grnekten ¢ikartmak ya da gozlemlerin 6rnekte hi¢ yokmus gibi oldugunu
diigtinerek dagilumin parametrelerini tahmin etmek ¢ok fazla bilgi kaybina sebep
olacak bir tercih olabilir. Oysaki u¢ gozlemlerin etkisini azaltacak saglam
yontemlerin kullaniimast sonucu elde edilen tahminler, gézlemlerin ¢ikartiimasi

sonucu clde edilen tahminlerden daha ¢ok ger¢egi yansitacaktir.

Amacimiz kestirim yapmaksa, regresyon modelini destekleyen bir gézlemi ‘aykiridir
diye yok saymak (sadece ug gozlem olup olmamast kriteri ile hareket edilirse) ya da
birtakim saglam ydntemlerle bu gozlemin sagladigt bilgiyi diisiirmek istenmez.
Boyle bir durumda regresyon dogrusunun parametre tahminleri iizerinde biiyiik
degismeye sebep olacak u¢ ve etkili (influential) bir gozlemi aykirt bir gézlemdir

diye niteleyecek bir yontem Snermek daha mantiklt olacaktir.

Aykirt gozlemlerin varligi, model yapisinin yanlis olmasindan, gerekli bazi
dontistimlerin yaptlmamis olmasindan, dl¢iim, tartim, kaydetme yanilgilarindan ya da
orneklem rastgeleliginden kaynaklanabilir. Orneklemdeki bazi gdzlemlerin, oteki
gozlemlerden farklt etkenlerin etkisinde kalmis olmalart da aykir gozlemleri ortaya

¢cikarabilir.

Aykurt ve etkili ggzlemleri incelenmeden 6nce bir veri seti iizerinde istatistiksel
tammlamanim  6nemi asagida gdsterilmektedir. Bu veri seti Anscombe (1973)

tarafindan istatistikte tanimlamalarin Snemini géstermek i¢in hazirlanmustir.
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Ornek 5.1.
Cizelge 5.1: Anscombenin veri seti

No X ¥, Yo Vi X, Y
10 .00 8.04 9,14 7,46 8,00 6,58
2 8.00 6,95 8,14 6,77 8,00 5,76
3 13 .00 7.58 8,74 12,70 8,00 7,71
4 9.00 8.81 8.77 7,11 8,00 8,84
S 11,00 8,33 9,26 7,81 8,00 8,47
6 14 .00 9,96 8,10 8.84 8,00 7,04
7 6,00 7,24 6,13 6,08 8.00 5,25
8 4,00 4,26 3,10 5,39 19,00 12,05
9 12 .00 10 ,08 9.13 8,15 8,00 5,56
10 7.00 4 .82 7,26 6,42 8,00 7,91
11 5.00 5,68 4,74 5,73 8,00 6,89

Veri seti dort farkli grubu igermektedir ve bu gruplar asagidaki gibidir:
D(xi.yr) D(xi.y2) D(xi,ys) ve D(x2,y4).

Bu dort veri setinin her birine uyan basit dogrusal regresyon modeli ise asagidaki

eibi verilir:
v, =0, +px +e | (1=1,2, ..., 11).

Dort veri seti igin de B ve B’in en kiiglik kareler tahmin g@sterimleri biitliniiyle ayni

olup en Kiigiik kareler tahminleri asagidaki gibi elde edilir:

f,=30 =05 6'=1531 ve R=0667.
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Burada &° ve R. sirastyla veri kiimesinin varyansinin ve korelasyon katsayisinin

tahminleridir. Verinin bicimine bakilmaksizin her bir veri setine uyan = 3,0 + 0,5x

regresyon dogrusu kullamilir. Veri setlerine iliskin grafikler ¢izildiginde, D(x;, yi)

veri seti icin  dogrusal regresyon modelinin uygun oldugu, D(x,, y2) veri seti igin

karesel bir egri clde edildiginden, p, = o+ BiXi + B2 xi® + & regresyon modelinin bu

veri scli i¢in daha iyi bir model oldugu sdylenebilir (Sekil 5.1.(b)).
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Sekil 5.1.(a.b) Anscombe

ve regresyon dogrulart.

Sekil 5.1.(b)

nin veri seti D(xq, yi) ve D(xi, y3) igin serpme diyagrami
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Sekil 5.1.(c)
Sekil 5.1.(¢c) Anscombe nin veri seti D(xy, y3) i¢in serpme diyagrami ve regresyon

¥

dogrusu.

Ugtincti veri seti icin, (13.00 ; 12,70) gozlem degeri diger gozlemlerden farkhidir ve
regresyon dogrusunu kendisine dogru cekerek istatistiksel sonuglari biiyiik 6lclide
cthilemektedir (Sekil 5.1.(c)). Eger bu gozlem veri setinden ¢ikartilir ve tekrar

hesaplama yapilirsa elde edilen tahmin degerleri asagidaki gibi bulunabilir:
f,=40 B =0346 &>=9497%10° ve R=1.

Dolayisiyla, y = 4,0 + 0,346x regresyon dogrusu bu veri seti i¢in daha uygun bir

model olacakutr.
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Sekil 5.1.(d)
Sckil 5.1.(d) Anscombe nin veri seti D(x2, y4) igin serpme diyagrami ve regresyon

dogrusu.
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Dérdiincii veri setine bakildiginda, 11 gézlemden 10 "unun x = § goézlemini icerdigi
dolayisiyla Sekil 5.1.(d) nin bu veri seti i¢in uygun bir regresyon dogrusu olmadig:

goriilmektedir. Clinkii drnekten elde edilen bilgi yeterli degildir.

5.2. Aykim Gizlemler (Outliers)

Literatiirde. aykirt gozlemler tammlanirken genellikle iki kategoride siniflandirilir.
Birinci yaklasimda, veri setindeki diger gozlemlerle tutarsiz olan gozlem degert
aykm gozlem olarak kabul edilebilir (6rnegin, yukarida D(x;, y3) veri setindeki
(13,00 ; 12.70) gozlemi gibi). Bu tutarsiz gozlemler analizde énemli rol oynar &regin,
tek degiskenli veri seti i¢in tutarsiz olan bir gézlem u¢ gozlemdir. Yani, ongoriilen
modelden hareketle aykirt gozlemi belirlemeye ¢aligmak, ug (extrem) gozlemleri
dikkate almakur. Gergekte, her u¢ gozlemin aykirt oldugunu sdylemek dogru
olmayabilir. Tesadiifi degisken i¢in bir kritik deger belirlenmeli ve bu kritik degere gore
ug gozlemin aykirt olup olmadigt analiz edilmelidir. Yani tim gozlemler ongoriilen
model taralindan tretilmistir, ancak u¢ gozlemlerden bazilarinin belirli bir 6lgi
tizerinden digerlerine gére daha ug oldugu belirlenebilir. Belirli bir sinirdan daha ugta yer
alan bu gézlemler aykin gozlem olarak adlandirihir. Gergekten, tek degiskenli 6reklerde

genellikle ug (ya da goreceli ug) degerler aykirt gdzlemlerdir (10).

Aykin gozlemler igin diger bir yaklagimda veri kiimesindeki bir gézlemin dngoriilen
model disida bir baska modele daha uygun oldugu durumdur (11). Bu duruma uyan
gdzlem aykar gézlem olarak kabul edilir ve veri kiimesindeki bu gozlem kirletici
gozlem olarak tammlanir. Yani tim gézlemler igin 6ngoriilen bir model olmasina
ragmen. eder herhangi bir gézlem kendine daha uygun ozelliklerdeki bagka bir modele
uyeuntuk gdsteriyorsa o gozlem kirletici olarak adlandirtlir. Kirletici gézlem ug bir
deger olabilecegi eibi merkezde yer alan bir gozlemde olabilir. Bu yiizden her kirletici
gozlem aykindir denilemez. Dolayisiyla aykin gozlem igin alternatif bir modelin
tanimlach@ ydntemlerin bu ayrimi ortaya koymast gerekmektedir. Yani, bir gézleme

aykirtdir diyebilmek i¢in gdzlemin hem ug, hem de kirletici olmast gerekir. Asagidaki

gozlem degerlerinin rastgele olarak alinan gézlemler oldugunu varsayalim:
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.74 146 -1,28 -0,02 -0,40 0,02 3,89 -0,10 1,71.

Normal dagilima sahip olan yiginin N(® ; 1,5) dagilimindan geldigini ve 6rnek
ortalamasinin ¥ = 0.837 olarak verildigini kabul edelim. Cok kii¢iik bir olasilikla 3,89
degeri dagilimm N(0.837 ; 1.,5) olan normal dagihimdan gelmistir. Diger bir deyisle,
3.89 degeri arastirmactyt varsayilan dagilimdan siipheye gotiirmektedir. Gergekte bu
veri kiimesi. f(x)=(1/7x)*(1+x?)"" olasihik yogunluk fonksiyonuna sahip olan
Cauchy dagilimindan rastgele o6rnek gibi genellestirilmistir. Buradaki 6rnek
ortalamasi. makul etkinligi soyle dursun Cauchy dagilimimin beklenen degerinin
bulunamamasindan dolayr uygun degildir. Eger 6rnek ortalamasi, konum (location)
tahmin edicisi olarak kullanilmis olsaydi tahmin prosediiriinde verinin ¢ok az kullanim

saglanabilirdi.
5.3. Etkili Gozlemler (Influential Observes)

Biliyoruz ki, istatistiksel modellerin timii genellikle daha karmasik stireclerin yaklasik
olarak tamimlamalaridir. Hassas olmayan istatistiksel sonuglar giiclii ve saglamdir, bu
bakimdan yararlidir ama ¢ok kiiglik bir tedirginlige bile hassas olan bu sonuglar i¢gin 6zel
tedbirler alinmast gerekir. Gergekten bir istatistiksel modelin etkinligi, veri kiimesindeki
beklenmeyen bir veya birkag gozlemden oldukea etkilenebilir. Ornegin, D(xy, y3)
veri kiimesindeki (13,00 ; 12,70) noktast beklenmeyen bir noktadir. Orek 5.1.de bu
nokta ¢ok giizel goriilmektedir (Sekil 5.1.(c)). Diger bir deyisle, bu gozlem veri
kiimesinden ¢ikarlldiginda veya silindiginde istatistiksel ¢ikarimlar biiyiik olglide
degisebilir. Bu gozlem literatiirde etkili gozlem olarak bilinir (12,13). Etkili gézlem
analizlerinde temel dusiince ¢ok basittir. Kiigiik bir siiphe ortaya ¢ikarilir ve problem
formiiliine uygulanip, elde edilen analizlerle bu kuskulu gézlemlerin nasil degisime
ugradigr takip cdilir. Etki analizleri i¢in tasarlamadaki en 6nemli sorun, kuskulu
gozlemlerin  segim plani, takip edilecek analizin genel yénleri ve 6lgme metodlarinin
tespit edilmesidir. Bu sorunlarin olast ¢oziimleri bizi gesitli tanilara yonlendirir.

Ornegin, kuskulu gozlemlerin planlanmasindan elde edilen sonuglar veriye
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uygulandiginda, hatalarin normal dagilmast durumuna gére farkli degerler elde etmemiz

saglamir.
5.4.Aykirt ve Etkili Gozlemler Arasindaki Iliski
Genelde. aykirt ve etkili gézlemler arasinda yakin bir iliski yoktur. Aykirt gozlemler

etkili gézlem olabilir de olmayabilir de tabi terside gecerlidir, yani her etkili gozlem

aykir gozlem degildir.
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Sekil 5.2.(a)
Sekil 5.2(a) Yalmzca A gozlemi etkili bir gozlemdir, fakat artig1 kiigiik oldugundan

aykart bir gozlem degildir.
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Sekil 5.2 (b)

Sekil 5.2 (b) B gozlemi sadece etkili bir gézlem degil, ayrica aykiri bir degerdir.
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Sekil 5.2.(c)

Sekil 5.2.(¢c) C noktast aykirt gozlemdir, fakat etkili gézlem degildir.

5.5. Cok Degiskenli Veri Kiimesinde Coklu Aykirt Gézlemler

Sosyal, biomedikal, egitim ve fizik bilimlerinde arastirmacilar birka¢ degiskenle
cabisirlar. Cok degiskenli istatistiksel metodlar buna benzer verilerin analizinde
kullamlir. Cok degiskenli veri analizleri ilgi ¢ekicidir ¢iinkii, veriler birbirleriyle iliskili ve

¢ok boyutludur.

Cok degiskenli analizde, istatistiksel 6zellikler ve modeller birbirleriyle iliskilidir.
Modelin etkinliginde bir ya da birden fazla beklenmeyen gézlem, aykirt ve / veya etkili
gozlemlerden etkilenir. Birgok istatistik¢i, vert kiimesindeki gozlemlerin %10 veya
%15 1 oraninda beklenmeyen kuskulu gézlemlerin oldugunu sdyler. Asccombe *nin
acisindan bakildiginda, aslinda tiim veri kiimesi aykirt gézlem igerebilir ve asil sorun
ise bunlarin aldatict olup olmamasidir. Yani, aykirt gozlemler dagilimlardan
iiretilmezler. Ornegin normal dagilim N, ~ (,%) iken, alternatif dagilim N, ~ (i+a,%)
(a, sifirdan farkh olmak iizere) ortalamast degistiriimis bir yigindan elde edilmis bir

dagilim olabilir. Dolayisiyla, istatistikte boyle aldatict gozlemlerin tanimlanmasi

gereklidir,

Cok degiskenli-coklu (multivariate-multiple) analizde aykirt ve/veya etkili gézlemleri
belirlemek  zor bir durumdur. Bu zorluk bagimlt degisken saywisinin birden fazla
olmasindan kaynaklidir. Bu durumda, ¢oklu aykirt gdzlemler sadece ve sadece dagilis

dlgiilerini degil ayni zamanda veri kiimesindeki korelasyonuda etkiler (14). Buna
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ek olarak. ¢cok degiskenli analizde aykirt gozlemleri karakterize etmek, tek degiskenli
analizde aykm gozlemleri karakterize etmekten daha zordur. Tek degiskenli analizde
siralannus gozlemlerden en ugta yer alan gozlemler kusku uyandirmakta ve en ugta yer
alan bu gozlemlerin aykirith@mm istatistiksel bakimdan mantikli olup olmadigim,
uygun bir uzaklik dlgiistiyle ya da alternatif modelin daglhml ile degerlendirebiliriz.
Tek degiskenli durumda gozlemlerin biytikliklerine gore siralanmast miimkiin iken,
birden fazla degisken oldugunda gozlemleri biyiikliiklerine gore stralamak miimkiin
degildir. Ornegin. bir grup insanmn boylart Slciiliip sayt dogrusu iizerinde siralanabilir.
Ancak hem boy hem de kilolan dlgtildiigiinde bu iki tesadiifi degiskenin, dizlem
tizerinde yer alan goézlemlerin biiyiikliiklerine gére siralanip siralanmayacagindan
bahsetmek miimkiin olmayacaktir. Diizlem {izerinde hangi gézlemin daha biiyilik ya da
daha kii¢iik oldugunu yani u¢ gézlem oldugunu bilmemizi saglayacak sekilde diizlemde
yer alan tiim noktalar icin tanimli bir siralamanin miimkiin olmamasi, diizlemde yer alan
gozlemlerin belirli bir 6lgti bakimindan aym olan gozlemlerden olusan alt gruplara
ayrilmasim gerekli kilmaktadir. Boylece bu alt gruplar tizerinden bir siralama yapilabilir.
Belirli bir ¢l¢ti bakimindan aynt 6zellikleri gésteren gozlemlerden olusan alt gruplarin,
kullamlan o6l¢li lizerinden siralanmast alt-siralama (sub-ordering) olarak adlandirilir.
[Fakat bu sekilde siralama yapmanin da bazi olumsuzluklart vardir. Bunlardan
birt, kullamlacak tek ve degismez o&lgliniin olmayist ve aym grupta yer alan
gozlemlerin tek bir degerle ifade ediliyor olmasidir. Ayrica grupta yer alan gézlemlerin

tek tek irdelenmesi de miimkiin olmamaktadir.

Literatiirde ¢ok degiskenli aykirt gozlemler i¢in c¢esitli alt siralama ilkeleri
onerilmektedir. Bu ilkeler arasinda en yaygin olarak bilineni Mahalanobis uzakhigidir.
X1, Xa . Xp. p boyutlu yigindan gelen n birimlik tesadiifi 6rnek olsun. Yani,
I’y ~ (.Z). Burada p, p degiskenli konum parametresi ve X, (pxp) boyutlu (Z>0) yay1lis
parametresidir. i.nci gézlem x; ve konum tahmin edicisi ©(x) arasindaki uzaklik C(x)’e

baghdir. Bu durumda, dagihm élcimii asagida verildigi gibidir:

D). C(x)) = (0, = 7(x)'C (), ~7(x)) - [5.1]
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1(x) ve C(x)’in geleneksel se¢iminde, aritmetik ortalama X olarak, 6rnegin kovaryans
matrisi de S7 olarak gosterilmektedir. Bu durumda esitlik [5.1], MD; = D(X ,SH) yi isaret
eder ki bu bilinen Mahalanobis uzakligidir. MD; nin biiyiik degerinin aykir1 gozleme
karsilik gelen bir gézlem oldugu makul goriiliir. Peki MD;’nin se¢imi nasil saglamr?
Fp = Np. MD; nin olabilirlik (likelihood) oran test istatistigine denk oldugu durumdur,
burada yokluk hipotezi N, ~ (1t,Z) "dir. Alternatif hipotez ise ya ortalamasi kayan
normal model ya da varyansi sigirilmis normal modeldir. MD; tizerindeki bu sonug,

yigin simetrik dagilima genislese bile gegerlidir.

Ne yazik ki. MD; ile aykir gozlemleri belirleme yaklagimi maskeleme (masking) ve
batirma (swamping) etkilerinden zarar gormektedir. Coklu aykin gozlemler, gereken
MD; degerlerine sahip degildir ayrica MD;’nin biiytik degerlerine karsilik gelen tiim

g6zlemlerinde aykirt gozlem olmast gerekli degildir.

Maskeleme (masking) ve batirma (swamping) olaylarinin nedeni, 6rnek ortalamast X
ve kovaryans matrisi S?nin tekli aykirt gozlemlere hassasiyet gostermesidir. Yani, bu
bakimdan bu degerler giiclii ve saglam degillerdir. Bu belirleme kriterleri daha giivenilir,
daha saglam tahmin edicilerle yer degistirmeli, yani M-tahmin edicileri gibi tahmin
ediciler kullantimahdir. Literatiirde bircok M-tahmin edicisi énerilmektedir. Ne yazik
ki M-tahmin edicilerinin kirilma noktasi, yani tolere (miisaade) edilebilen aykiri
gozlemlerin orani 1 / ( p+1 ) ’dir. Bundan dolay1, veri kiimesinin asirt koordinatl
olmasi durumunda M-tahmin edicileri diiser. M-tahmin edicilerinin bu dezavantaji ile
bas edebilmek i¢in yeni bir tahmin edici tammlamislardir (15). Bu tahmin edici daha
saglam bir tahmin edicidir ve minimum hacimli elipsoit tahmin edicisi (MVE) olarak
bilinir. Bu tahmin edici (t(x),C(x)) ¢iftiyle tanimlanir. C(x) ’in determinanti asagidaki

formiile baglt olarak minimize edilir:
#:(x, —7(x)'C7 (x)x, —t(x)) <a’} 2 h. [5.2]

h=[(n+p+l) / 2] oldugu durumda, ([q] , q 'nun tamsayr kismidir), a’ sayist sabit

o . 2 .y e . oy - .« .
degismezdir ve g, gibi segilebilir. Bu durum, normal dagilimdan gelen verinin en
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biiytigii istenildiginde segilebilir (15). Bu durumda [5.2] esitligi kolaylik olmasi i¢in RDi
olarak belirlenmistir. Literatiirde, MVE kriteri ¢ogunlukla kabul edilmis durumdadir.
Bunun yanmda MVE tahmin edicisinin birgok avantaji vardir. Ornegin, biitiin tekil
olmayan (pxp) boyutlu matrisler i¢in, b € R” durumunda t©(Ax + b) = At(x) + b ve
C(Ax +b) = AC(x)A" durumlari es varyantlidir (16). Daha da 6nemlisi, MVE tahmin
edicisi, %50 “ye yakin bir kirtlma noktasma sahiptir. Bu nedenle ¢ok degiskenli
aykin gozlemlerde belirleme yapilirken RD; daha etkili olmalidir. Ayrica MVE tahmin
edicisinin asimptotik 6zellikleri dolayistyla n™'? oraninda non - Gaussian dagilimma (17)
yaklastug goriiliir. Bununla birlikte, pratikte MVE tahmin edicisini kullanmak birgok
problemi dc beraberinde getirir. Birincisi; MVE tahmin edicisi, veri noktalarinin genel
bir pozisyonda olmast durumunda p noktalarinin en fazla (p-1) boyutlu hiperdiizlemde
olmasi gerektirir. Ikincisi ise; MVE, hesaplamada oldukga pahaliya mal olur ve tam
bir MVE tahmin edicisi bulmak miimkiin olmayabilir. Ornegin, h noktalarint 6rten
elipsoit sayist n! / h! (n-h)! oldugu i¢in, MVE tahmin edicisi biitlin elipsoitlerin hacmi
hesaplanana kadar elde edilemez. Tki boyutlu veri seti igin, n = 20 oldugunda hacmi
hesaplanmast gereken 167.960 tane elipsoit ortaya ¢ikar. n = 30 i¢in elipsoit sayist 145
milyona kadar ¢ikabilir. Bu hesapsal birikimi indirgemek amaciyla MVE tahmin
edicisine yakin bir ¢ok basit algoritma Onerilmektedir. Bu algoritmalar, izdlstim
(projection) ve tekrarlt 6rnek (resampling) algoritmalardir (15). Bununla beraber,
algoritmalarda  birtakim sirlamalar  oldugu  gorliir. Ornegin, tekrarh &rnek
(resampling) algoritmasinda ilerlenmis tekrar 6rnek (resample) sayilar verilmelidir.
Tekrar 6rnek (resample) sayilarnmn etkili bir bigimde nasil sec¢ilecegi hentiz agik
degildir. lIzdisiim algoritmasi ig¢in, biitiin olast yaklastmlar uygulanip
denenebilecedi gibi, sadece izdisiim yaklasimlarini almayr 6nermektedir (15).
Buna gére i = 1, 2, ... ,n durumunda (x;—m), izdiisim yaklasimlarinin bir bi¢imidir ve
m, ortanca iceren bir vektordiir. Bu pratik agidan yeterlilige son derece uzaktir.
[zdiisiim arasurmast (PP) agisindan, ¢ok degiskenli veri kiimesinde coklu aykiri
gizlemleri tamimlamak i¢in bazt yontemler ileri siiriilmektedir (18). Pan, Fung ve
Fang "m gelistirdigi bu test istatistigi ki-kare dagihimi gosterir. Aykiri gézlemleri
tammmlayan yapi, yiiksek boyutlu kiimeye indekslenerek merkezlenmis Gaussian

stirecini icermektedir. Merkezlenmis Gaussian siireci de, kiimede farkli noktalar
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iiretmeye  yonlendirmektedir. Bu dagilim asimptotik dagilim gibidir. izdiistim
arastirmast tipinde, aykirt gozlemleri belirlemek i¢in en énemli soru alanda kag tane
yon diizgiin olarak uretilmelidir? Yeni koordinat sisteminin arastirmasi, aykir
gozlemlerle ilgili mimkin olan en fazla bilgiyi ortaya ¢ikaran kesin izdiisiim
belirleyicilerini igermektedir. Ornegin, 6rnek basikligi ve drnek carpiklign birer izdiistim

belirleyicisidir (19.20).

5.6. Uyumsuz Aykirt Gozlem Ureten Model

Istatistik literatiirinde, ‘outlier (aykir gozlem) kelimesinin acik olarak bir tanimmin
verilmemesine ragmen, ozellikle tek degiskenli 6rnekte aykirt gézlemlerin bulunmasi
kapsaml olarak arastiilmistir (10,13). Kabul edilen en genis tanimlardan birisi
Roussessuw ve Leroy tarafindan verilir (11). Bu tanima gore, verinin ¢ogunlugunun
dagilimsal Griintistine  (distributional pattern) uygunluk gostermeyen gézlemler
aykirt gozlem gibi tamimlanir ve uzak gozlem degerleri gercek olmayan gézlemler
olarak verilir. Barnett ve Lewis tarafindan ileri siirlilen ‘uyumsuz aykirt gézleny
kavrami, dagilimm  orlintlistintin ~ sahteligini /  tutarsizh@i  (spuriousness /
inconsistency)  yansitmaktadir (10). Aykirt gozlem uyumsuzdur ¢iinki, farkh
dagilimdan. gergege aykirt (sahte) bir sekilde olusmaktadir. Diger bir yandan,
dagihm oriintiisi. 0rnegin y1gin, genellikle dagilis parametreleri ve ortalama gibi
tipik parametrelerle nitelendirilir. Dolayisiyla, karakteristik parametrelerdeki degisim
ile dagilim Oriintiistinden  sapma stk stk yansitilabilir.  Gergekte, istatistik
literattirinde uyumsuz (discordant) aykir1 gozlem tireten ortak iki model vardir.
Bunlar; ortalamast kayan model (mean-shift model) ve varyans sisirme modeli

(variance inflation model) “dir.

Varsayalim ki . p degiskenli 6rnek yi, ya, ..., ya, Fp(1,Z) dagilimindan gelsin. Burada
her iki konum parametresi @ ve £ bilinmiyor. Ortalamast kayan modeli i¢in, bazi
gozlemler yii, yio. ..., Yik (1< k <n/2) olarak verilir ve ortalama vektérleri p’den p+m;
ye (1< i < k) kayar. Burada, p degiskenli vektorler, myy, mj, ..., my gibi ortalamasi

kayan parametreler olarak bilinir. Bu gosterim asagidaki gibidir:
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. N{ F(u.2)  igl={,iy..0) (53]

F(u+mZ) d.h.

Baska bir deyisle, yii. yio, ... , Yik gozlem degerleri, Fy(1,X) dagihimun oriintiisiine
uygunluk gostermeyerek ortalama vektorlerinde kayma olusur. Bu yiizden,
Yil- Yizs - 5 Yic larm uyumsuz aykir gézlemler olup olmadiginin bulunmast asagidaki

hipotezin test edilmesi ile es durumdadir:
H:m,=m,=.=m, =0. [5.4]

Yokluk hipotezi H, o biyiikligiinde reddedildiginde yyi, yia, ... , Yik gozlem degerleri
o diizeyinde uyumsuz aykir gozlemler seklinde ifade edilebilir. Sisirilmis varyans
modeli i¢in, uyumsuz aykir1 gézlem iireten model agagidaki gibidir:

(2 Jdel =i i,,..1
\,»,N{ r{-2) dooelid [5.5]

1, (1, W' Y) ,d.h.

2 2 e . . g
Burada, wi. Wziz, . » Wik sisirilmis varyans parametreleridir. Bu durumda uyumsuz
aykirt gozlemler varyanslarmn sistigi durumda ortaya ¢ikar. Benzer olarak, uyumsuz

aykirt gézlemlert bulmak asagidaki hipotezin test edilmesi ile es durumdadir:
Hiw,=w,=..=w, =1. [5.6]

Tekrartarsak yokluk hipotezi H, o biiytiklugiinde reddedilirse yii, yio, ... , Yik gozlem
degerleri o diizeyinde uyumsuz aykir gozlemler olarak kabul edilebilir. Uyumsuz

aykirt gozlemler tireten model icin daha fazla bilgi i¢in Barnett ve Lewis e bakilabilir

(10).
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Ag¢tklama 5. 1.

k=1 ve I={i}, 1 <i<n, oldugunda yalniz i.nci bireyin (durumun) tek uyumsuz aykir
g6zlem olup olmadigim bulmaya ihtiyag duyariz. Wilks’in dagilimsal 6zelliklerinden
birine gére H yokluk hipotezi altinda yokluk dagilim A, ~A(m,n—k—r,k)
asagidaki ifadedeki gibidir:

!

n—r—-ml—=A
~

N mr=r—m-=
m A

1

Bundan dolayi, eger asagidaki [5.7] esitsizligi saglanirsa 1.nci birey tek uyumsuz

aykiri gozlem olarak agiklanir.

"y 1Y -1 ', + ¥
= ¢ X(XSX) Xe, S mC,,

!

> : [5.7]
1-p, (n=r-m)+mcC,

Burada, p,, P, izdisim matrisinin inci kosegen (diagonal) elemamdir ve
i _ . e v . - . . an 8
=/(272')"'z, bigimindedir. e, E artifinn inci situnu ve C,, F, ...,

dagilimmin « anlamlilik diizeyinde iist kritik noktasidir (6).
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6. UYYGULAMA

k-4 de verilen dlgiimler 2003 yilimn Kasim aymnda Gazi Universitesi Tip
Fakiiltesinde dogan, dogum ani, 2.ay, 4.ay ve 6.ay itibari ile Gazi Universitesi Cocuk
Saghgr Hastaliklart Anabilim Dalrna kontrole gelen kiz ve erkek bebeklerin
muayeneleri sonucunda elde edilmistir.

y.,.=X DB 7 +¢

pxn pxn mxr “ ren pxn

Y~ N, (XBZ;Z,1,)
£~N, (0;Z.1,)

P

Olciimler es zamanli yapildigindan, gozlemler X ve Z tasarim matrisine gére iki

erupta toplanarak asagrdaki gibi sintflandirilnmistir:

I 0

\;:l Z: ]iﬂ O
[ 4 0 1,
1 6

Bu veri ¢alismasinin amact, ayrt ayrt kiz ve erkek bebeklerin gelisimleri arasindaki
bas ¢evresi, boy uzunlugu ve agiehik degiskenlerine iliskin biliylime O6zelliklerini

arastirmak ve bu iki grup arasinda belirgin bir fark olup olmadigini géstermektir.

Kiz ve erkek bebeklerin ilgili degiskenlere gore dogrusallik grafikleri agagidaki gibi

verilmektedir.
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Kiz Bebeklerin Boy Uzunluklarina iliskin Dogrusallik
Grafigi
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. Kiz bebeklerin boy uzunluklarina tliskin dogrusallik grafigi
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Kiz Bebeklerin Agirliklanina iliskin Dogrusallik Grafigi

12000

6000

Agirlik (gr)

4000

2000

1
T

R I S S

1 3 5 7 9 11131517 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41 43
Kiz Bebekler

0

—o— Dogum Aglr'lgl ——2 Ayllk V-—o—»4 Ayhk —u—06 Ay“k!

Sekil 6.5.

Sekil 6.5. Kiz bebeklerin agirliklarina iliskin dogrusallik grafigi

Erkek Bebeklerin Agirliklarina iligkin Dogrusallik Grafigi

12000
10000
8000 ',

6000

Agirlik (gr)

4000

2000

:
T

1 33 35 37

13 15 17 19 21 23 25 27 29 3
Erkek Bebekler

0 e}
1 3 5 7 9 1

- —e— Dogum Agirligr ——2 Aylik ——4 Aylik —a—6 Ayhk

Sekil 6.6.

Sckil 6.6. Frkek bebeklerin agirliklarina iliskin dogrusallik grafigi




55

6.1. Genellestirilmis En Kii¢iik Kareler Tahminleri (GEKK)

Uygulamanuza bas ¢evresi, boy uzunlugu ve agirhga iliskin GEKK tahminlerini
asadidaki formiiller yardimiyla hesaplayarak baglayalim:
B=(X'X)'X'vz(2Z2)"
. | ~ .
L=—(V=XBZYY - XBZ)
n

Cov(f)=(Z2")" & (X' X)) X' X (X' X)™!
6.1.1. Bas ¢evresi

Bas cevresi i¢in genellestirilmis en kiictik kareler tahminleri olan B.,% ve Cov(ﬁ)

degerleri agagida bulunmustur.

B=(XN'X)y'xvzzzy!

B 35,5802 35,8405
1,3047  1,4405

sl XBZYY - XBZY
n

1,7206 0,4074 0,3093 0,5985
04074 2,1418 1,0674 0,7496
03093 1,0674 14523 09287
0,5985 10,7496 0,9287 1,9749

aokd
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Cov(B)=(Z2)" ® (X' X)) X' Ex (X X))

0.0305 -0,0036 0 0
Con ) = -0,0036  0,0015 0 0

0 0 0,0354 -0,0042

0 0 -0,0042  0,0017

Burada t zaman degiskenlerini gostermek {izere sirastyla B ’yi iceren kiz grubu igin

bliyiime ortalamasina uyan p=35,5802+1,3047t ve erkek grubu ig¢in bilylime

ortalamasina uyan y =35,8405+1,4405¢ dogrulan kullanilmistir.

Cov(/f3), her iki grubun da birbirlerinden bagimsiz olduklarini gostermektedir. Egim

ve baslangi¢ noktalart arasidaki iliski ise her iki grup i¢in de negatiftir. Yani,
baslangi¢ degeri buytik olanin egimi kiigtiktiir. Bu da, erkek grubunu ele aldigimizda
bas ¢evresi biiylik olan erkek bebeklerin bas ¢evrelerinde daha yavas bir biiylime, bas
cevresi kiiciik olan erkek bebeklerin bas ¢evrelerinde daha hizli bir biiylime oldugunu

gosterir. Bu durum kiz grubu icin de gegerlidir.
6.1.2, Boy uzunlugu

Simdi bag ¢evresi igin yaptiginuz hesaplamalart boy uzunlugu i¢in yapalim:

B=(X'X\)'"X'YZ(ZZ)"

low]

. [50.6465 51,0676
| 3.0616  3.2331
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S (Y = XBZYY - XBZ)'
1

43654 23191 1.,6187 2,8300
23191 9,1897 06,6016 4,0078
1.6187 06,6016 8.2024 4,1834
2.8500 4,0078 4,1834 8,6030

S

Con(B) =(ZZ)" ® (X' X)" X' EX (X' X)"!

8,3498  -0,4924 0 0
. -0,4924 0,3499 0 0
Cov(p) =
0 0 9,7039  -0,5722
0 0 -0,5722 0,4066

Burada t zaman degiskenlerini gostermek lizere sirastyla B ’yi igeren kiz grubu i¢in

biiyiime ortalamasina uyan yp=50,6465+3,0616¢ ve erkek grubu i¢in biiyiime

ortalamasma uyan y=51,0676+3,2331r dogrulari kullanilmistir.

Cov( /f ). her iki grubun da birbirlerinden bagimsiz olduklarint gostermektedir. Egim
ve baslangic noktalart arasindaki iliski ise her iki grup icin de negatiftir. Yani,
baslangi¢ degeri biiylik olanm egimi kiigiiktiir. Bu da, erkek grubunu ele aldigimizda
boy uzunlugu buyiik olan erkek bebeklerin boy uzunluklarinda daha yavas bir
biiylime. boy uzunlugu kiiclik olan erkek bebeklerin boy uzunluklarinda daha hizh

bir biiylime oldugunu gosterir. Bu durum kiz grubu i¢in de gegerlidir.
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6.1.3 Agirhk

Son olarak agwrlik i¢in de aynt hesaplart yaparak asagidaki sonuglan elde ederiz:

B=(XN' XY X'YZ(Z7)!

- [3.7189 37443
0.7633 0.8175

$= Lo - xbayr - xbzy
n

0,0327 0,0945 0,2502
0.4744 0,4541 0,2954
04541 0,6589 10,5520
0,2954 0,5520 10,9203

[
N ]
~] W)

M
i
e e e

o o O W
w8
O
NS

Cov(B) =(Z7) " ® (X' X)) X' EX (X' X))

0.0047 - 0,0001 0 0
. -0,0001 0,0005 0 0
Cov(f) =
0 0 0,0054 -0,0001
0 0 -0,0001  0,0005

Burada t zaman degiskenlerini gdstermek {izere sirastyla B ’yi igeren kiz grubu igin

biiyiime ortalamasina uyan p=3,7189+0,7633r ve erkek grubu igin biiylime

ortalamasina uyan y=3,7443+0,8175¢ dogrulart kullanilmistir.

Cov(f3). her iki grubun da birbirlerinden bagimsiz olduklarint géstermektedir. Egim
ve baslangre noktalan arasindaki iliski ise her iki grup icin de negatiftir. Yani,

baslangi¢ degeri biiylik olanin egimi kiigtiktiir. Bu da, erkek grubunu ele aldigimizda
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agirhgn biiyiik olan erkek bebeklerin agirltklarinda daha yavas bir biiytime, agirhig
kiiciik olan crkek bebeklerin agirliklarinda daha hizh bir bitylime oldugunu gdsterir.

Bu durum kiz grubu i¢in de gegerlidir.

Her ti¢ drnek icin de goriildiigii lizere, erkek grubunun baslangig noktasi (intercept)
kiz arubuna gire ¢ok az farkla da ofsa biiyiik olmasina ragmen erkek grubunun
ortalama biiytime hizi kiz grubuna gore daha hizli olmaktadir. Bebekler lizerinde

siireli izlenen oOlglimlerdeki ortak degisimleri, genellestirilmis en kiigiik kareler

tahmini olan T “da gorebiliriz. ~ “da gdzlemlenen biyiik degerler, streli izlenen

verilerde asir yayilis (overdispersion) igerebilir.
6.2. En Cok Olabilirlik Tahminleri (ECOB)
Yukarida hesaplanus oldugumuz tahminleri simdi de bas ¢evresi, boy uzunlugu ve

agirhga iliskin olarak en ¢ok olabilirlik tahmin yontemini kullanarak asagidaki

formiiller yardimiyla hesaplayalim:

B=stytxstyzzz)”

S=Y{,-P)1"
~ l ~ ~
Y= —( = XBZYY - XBZY
1
Cov(f)=(Z7)" @X'ST X)X STEST XX ST X))
6.2.1. Bas ¢evresi

ilk olarak bas ¢evresine iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri olan l},i ve Cov(ﬁ)

degerlerini hesaplayarak gerekli yorumlart yapalim:



S=Y(, -

P, =71722')"Z

120.6826 51,7473
51.7473 149.,4305
373369 71,7593
33.1003

S=

[} _ (1\,\%,‘ [/Y)A—l /\/lASVvI )"Z‘( ,JZI)‘I

0.0099
o1 _|-0.0027

-0,0019
0.0003

. 35.5857
| 12615

76,3565

60

37,3369
71,7593 76,3565
105.6543 85,8580
85,8580 144,8253

33,1003

-0,0027 -0,0019 0,0003
0,0111 -0,0045 -0,0026

-0,0045

0,0211 -0,0097

-0,0026 -0,0097 0,0139

35.9107
1,4016

S = l()’ — XBZ)(Y = XBZ)
H

1.7515
0.3694
0.2295
0.5077

0.3694
2,2023

1,1596
0,8557

|

0,2295 0,5077
11596 0,8557
1,5561 0,9775
0,9775 1,8508

Cov(/) = (27 @(X'ST X)X STES X (XS~ X))
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0.0297 -0.0036 0 0
A -0.0036 0,0015 0 0
Cov(f) =
0 0 0,0346 -0,0042
0 0 -0,0042 0,0017

Burada t zaman degiskenlerini gostermek lizere sirastyla B *yi igeren kiz grubu i¢in
biiyiime ortalamasina uyan p=35,5857+1,2615¢ ve erkek grubu i¢in bilylime

ortalamasma uyan p =35,9107+1,4016/ dogrulart kullanilmustir.

Con( /I ). her iki grubun da birbirlerinden bagimsiz olduklarim gostermektedir. Egim

ve baslangic noktalart arasindaki iliski ise her iki grup icin de negatiftir. Yani,
baslangi¢ degeri biiyiik olanin egimi kiigtiktiir. Bu da, erkek grubunu ele aldigimizda
bas ¢evresi bilyiik olan erkek bebeklerin bas ¢evrelerinde daha yavas bir biiyiime, bas
cevresi kiigiik olan erkek bebeklerin bas ¢evrelerinde daha hizli bir biiyiime oldugunu

gosterir. Bu durum kiz grubu i¢in de gecerlidir.
6.2.2. Boy uzunlugu

Yukaridaki bas c¢evresine iliskin en ¢ok olabilirlik tahminlerini bulmak igin

yaptigimiz islemleri boy uzunlugu icin tekrarlayalim:

S=Y(, =P

P, =77Z2"7

285,4384 242,3564 207,2280 155,6328
242.3564 6844381 459,1273 383,5354
207,2280 459,1273 560,9921 421,1367
155.6328 383,5354 421,1367 609,6213

B=(V' S s vz oz



62

0.0052 -0,0013 -0,0010 0,0002
-0.0013  0.0036 -0,0021 -0,0005
-0.0010 -0,0021 0,0056 -0,0023
0,0002 -0,0005 -0,0023 0,0035

v -]

498111 49,9850
3.0781 3.,2508

s Lo bz - xzy

n

721 3,1399 2,7180 1,9365
399 11,5113 9,1354 4,5637
180 9,1354 10,9289 4,9938
9365  4,5637 49938 17,6404

(9]
B

— oo W

Cov(B) = (27 @ (X'S" X)) X' S8 X (X' s~ X)!

0,0829 -0,0061] 0 0
- -0.0061 0.0044 0 0
Cov(f) =
0 0 0,0963 -0,0071
0 0 -0,0071  0,0051

Burada t zaman degiskenlerini gostermek lzere sirasiyla B ’y1 igeren kiz grubu igin

biiyiime ortalamasina uyan p=49,8111+3,0781l ve erkek grubu igin biiylime

ortalamasina uyan p =49,9856+3,2508/ dogrular kullanilmustir.

Cov( ﬁ }. her iki grubun da birbirlerinden bagimsiz olduklarint gostermektedir. Egim
ve baslangi¢ noktalart arasindaki iliski ise her iki grup i¢in de negatiftir. Yani,
baslangic dederi biiyiik olanin egimi kiigiiktiir. Bu da, erkek grubunu ele aldigimizda

boy uzunlugu biiyiik olan erkek bebeklerin boy uzunluklarinda daha yavas bir
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biiyiime. boy uzunlugu kii¢iik olan erkek bebeklerin boy uzunluklarinda daha hizh

bir biiyiime oldugunu gésterir. Bu durum kiz grubu i¢in de gecerlidir.

6.2.3. Agirhk

Son olarak agirhiga iliskin en ¢ok olabilirlik tahminleri olan B,% ve Cov(f)

degerlerini asagidaki sekilde hesaplariz:

S=Y(, -

P, =7 77" Z

17,4572 10,4996 14,6644 12,6464
10,4996 29,7573 29,0616 31,2050
14,6644 29,0616 45,9246 51,1034
12,6464 31,2050 51,1034 66,4667

B=(\N'S'X)' XSz (272!

0.0885 -0,0062 -0,0612 0,0331
o -0.0062  0,0895 -0,0638 0,0082
-0.0612 -0,0638 0,2451 -0,1469
0.0331 0,0082 -0,1469 0,1178

B=

~ | 34513 34712
0.7131 0.7044

3= l()’ ~ XBZ)Y - XBZ)Y
n
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0,2205 0,1040 0,1555 10,1479
0.1040 0,8490 0.,8907 0,5828
0.1555 0.8907 11,1629 0,8541
0.1479 0,5828 0,8541 0,9096

Cor()=(ZZ)"' @(X'S'X) ' X' STES X (XS X))

0,0044 -0,0001 0 0
. -0.0001  0.0005 0 0
Cov(f}) =
0 0 0,0051 -0,0002
0 0 -0,0002  0,0005

Burada t zaman degiskenlerini gdstermek tizere sirasiyla B “y1 igeren kiz grubu igin

biiyiime ortalamasina uyan p=3,4513+0,71317 ve erkek grubu igin biiytime

ortalamasma uyan y =3,4712+0,7644¢ dogrulari kullanilmistir.

Cov(f). her iki grubun da birbirlerinden bagimsiz olduklarini gostermektedir, Egim
ve baslangic noktalarn arasindaki iliski ise her iki grup i¢in de negatiftir. Yani,
baslangi¢ degert biiyiik olanin egimi kiigiiktiiv. Bu da, erkek grubunu ele aldigimizda
agirligr biyiik olan erkek bebeklerin agirliklarinda daha yavas bir biiylime, agirhgt
kiiglik olan erkek bebeklerin agirliklarinda daha hizli bir biiyiime oldugunu gésterir.

Bu durum kiz grubu icin de gegerlidir.
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6.3. Rao "nun Basit Kovaryans Yapist

Onceki uygulamalarda en ¢ok olabilirlik ve genellestirilmis en kiiclik kareler

tahminleri. tahmin tekniklert agisindan ti¢ farkli veri kiimesi igin ¢dztimlendi. Bu veri
kiimelerinde. en ¢ok olabilirlik tahmini B ile genellestirilmis en kii¢iik kareler
tahmini B arasindaki farkin dnemsenmeyecek kadar az oldugu goriildii. Rao *nun

basit kovaryans yapist;
S = XTX'+000)!

idi. Uygulamanin bu kisminda, Rao “nun basit kovaryans yapist ile Rao ’nun basit
kovaryans yapisindan tiiretilen rastgele regresyon katsayisi yapist ve tekdiize

kovaryans  yapisindan  yararlanilarak  kovaryans tahminleri  gosterilecektir.
Cahsmanmizda regresyon katsayist B ’nin, en ¢ok olabilirlik tahmini B ile
genellestirilmis en kigiik kareler tahmini B arasindaki farkin 6nemsenmeyecek

kadar kiictik olmasindan dolayt takip eden drneklerde regresyon katsayist B ’nin en

kiiglik kareler tahmini olan B degeri kullanilacaktir.

6.3.1. Bas ¢evresi

Oncelikle bag  ¢evresi igin {i¢ farkh kovaryans yapisimi ele alarak kovaryans

tahminlerini bulalim:

a) Basit kovaryans yaptst i¢in;

2 3

-3 =5
0=

- 0 I

—_—

(Bkz.Ek-3)



66
O . X'Q =0 esitligini saglayan X in ortagonal uzayidir.
B=(X'X)'XYZ2(Zz)!

b 35.5802 35,8405
| 1.3047  1.4405

A

=N+ 000" Rao ’nun basit kovaryans yapisini gostermek tizere esitligin sag

taraftaki kisminin hesaplanmasinda asagidaki esitlikten yararlanilir:
- 1 VIR VANl IR Ve 71 vy !
[=—(X"X)" X'SX(X'X)™ .
n
Buradan. yayilis bilesent I™;

13115 -0,1541
-0,1541  0,0640

olarak bulunur. Yayihs bileseni £ da parametrenin diger kism1 © ’dir. (2x2) boyutlu
© matrisi tek olmayabilir zira Q matrisi tek degildir. Yayilis bileseni s, 00104

matrisinde  bastan sona kadar yalmzca © matrisi lizerinde bagimhdir.

O =000V 0)" den,
n

o 1.4128 -0,7706
1207706 04523

ve
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04748 -0,6202 -0,1842 0,3295
-0,6202  0,9052  0,0502 -0,3352
00Q'=
ST [-0,1842  0,0502 0,4523 -0,3183

0.3295 -0,3352 -03183 0,3239

olarak bulunur. Buradan yayihis bileseni ¥ asagidaki gibi bulunur.

A

S = XX+ 000

1.7863 0.3832 0,5109 0,7165
03832 11,8564 0,9493 0,5120
0,5109 09493 1,5556 0,9890
0,7165 0,5120 0.,9890 2,0913

Y=

b) Rastgele regresyon katsayist igin;

o o ) A2 « e .
Rastgele regresyvon katsayist igin kovaryans yapist £ = XT'X'+c°/, bigcimindeydi.

Esithgin sag tarafindaki yayilis parametresi o ‘nin tahmini asagidaki formiilden
sithg g y $ P

vararlanilarak kolaylikla bulunabilir:

"> I .
O =————iz(Y'(], - P,)Y)
(p—=mn ‘
ve
P, = X(X'X) "' X" olacak gekilde,

q
|

=1,0781

olarak bulunur. £ = XTX'+67°/, rastgele regresyon yapisim gostermek iizere

esitligin sag taraftaki kisminin hesaplanmasinda asagidaki esitlikten yararlanilir:
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F=lorn sy x)t - a2 e x)”
n
Buradan, yayths bileseni I";

- [ 07185 -0.0463
-0.7471  0.1718

olarak bulunur. Rastgele regresyon katsayist igin kovaryans yapist 2= XT'X'+6°1,

den:

1,7967 10,6260 0,5334 0,4409
0.6260 0,8973 0,4140 1,0088
0.5334 0.4140 11,3727 11,5768
0.4409 1,0088 1,5768 3,2228

3=

bi¢iminde bulunur.
¢) Tekdiize kovaryans yapisi igin;
Tekdiize kovaryans yapist %= o’ {(1-p)I, +pl,l,} bigimindeydi. Esitligin sag

tarafindaki yayilis parametresi ¢ ve p ’nun tahminlerini asagidaki formiillerden

vararlanarak kolayhiklia bulabiliriz:

G’ :—l~i:(S*)
pn
11,81, —iz(S” .

p= DL ZEED) e 11 )
p—1 iz(S)

S =S+, VP, Y'P,.
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P, =000)"'Q

0.3000 -0,4000 -0,1000 0,2000
-0.4000  0,7000 -0,2000 -0,1000
7071 0.1000 -02000 07000 -0.4000
0.2000 -0,1000 -0,4000 0,3000

120,6826 51,7473 37,3369 33,1003
51.7473 1494305 71,7593 76,3565
37.3369 71,7593 105,6543 85,8580
33,1003 76,3565 85,8580 144,8253

S =S+ P,yr P,

137.6484 32,5959 24.7423 47,8804
¢ | 32,5959 171,3432 85,3881 59,9664
24,7423 85,3881 116,1804 74,2976
47,8804 59,9664 74,2976 157,9955

G =—ix(S)
pn

5 =1.8224

p: l 1‘/’5’*1/’ _[Z(Ag*)
p—1 iz(S7)

p=03714

olarak bulunur. Tekdiize kovaryans yapist  E=a*{(1-p)I, + p1,1,} 'n basitge

asagidaki gibi bulabiliriz:
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L p p p
. o
S L P
p p b p
p op p
1.8224  0,6768 0,6768 0,6768
¢ 0.6768 18224 0,6768 0,6768

0,6768 0,6768 1,8224 0,'6768'
0.6768 0,6768 06768 18224

6.3.2. Boy uzunlugu

Ikinci degisken olan boy uzunlugu i¢in, ii¢ farkli kovaryans yapisia iligkin
tahminleri bas ¢evresinde oldugu gibi aym sekilde hesaplarsak, sonuglar asagidaki
aibi kisaca gosterilebilir.

a) Basit kovaryans yapist i¢in;

Bulunan tahmin degerlerini kisaca gosterirsek;

;| 506465 51,0676
"] 30616 32331

[ 44880 -0,2647]
1-0,2647  0,1881

1.6948 -1,9287 -1,2271 1,4610

@:[ 7,5509 —4,[37‘)1‘ ‘o O -1.9287 2,5600 0,6659 -1,2973
-4,1379  2,3496 - -1,2271  0,6659  2,3496 -1,7883
1,4610 -1,2973 -1,7883 11,6247
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T = AT\ + 000" esitliginden;

6.1829 2,0301 22023 43611
2,0301 06,7417 5,0704 3,3302
2.2023 5,0704 7.7292 4,5664
43611 3,3302 4,5664 9,7068

>
Il

olarak bulunabilir.
b) Rastgele regresyon katsayisi igin;

G =4.1145

1.6079  0.3525
(,3525 -0.0177

Buradan da. rastgele regresyon katsayist igin kovaryans yapist;
L= XTX'+6°1, esitliginden,

8,6026 3.9587 13,4294 2,9001
3,9587 8.,2962 44045 4,6274
3.4294 4.4045 94942 6,3548
2,9001 4,6274 6,3548 12,1966

[nok
i

olarak bulunabilir.



¢) Tekdiize kovaryans yapisi igin;

03000
 [-0.4000
=1 0000
0.2000

-0,4000 -0.1000 0,2000
0.7000 -0.2000 -0,1000
-0.2000  0,7000 -0,4000
-0.1000 -0.4000 0,3000

242.3564
684.4381
459.1275
383.5354

459.1273
5609921
421,1367

185,5305
7351775
528.1261
320,6230

129,4951

528,1261
656,1933
334,6697

349,2333
185.5305
129.4951
226.3967

G =7.5901 ve

p = 0,4734 olarak bulunur.

72

207,2280 155.6328
383,5354
421,1367
609,6213

226,3967
320,6230
334,6697
688,2368

Buradan, tekdiize kovaryans yapist S=02{(- p), + pl,1,} n basitge;

7.5901
3,5934
3,5934
3.5934

3.,5934
7,5901
3,5934
3,5934

3,5934
3,5934
7,5901
3,5934

[N b
Il

olarak bulunabilir.

esitliginden,

3.5934
3,5934
3,5934
7,5901



73

6.3.3. Agirhk

Uglincii degisken olan agirlik igin, ti¢ farkli kovaryans yapisina iliskin tahminleri bag
cevresinde oldugu gibi aym sekilde hesaplarsak, sonuglar asagidaki gibi kisaca

gosterilebilir.
a)Basit Kovaryans Yapist;

Bulunan tahmin degerlerini kisaca gdsterirsek;

. 3.7189  3.7443
10,7633 08175

- 02013 -0.0039
“1-0.0039  0.0200

0,1310 -0,1518 -0,0894 10,1102

) 04172 -02116] . -0,1518 00,1886 0,0784 -0,1151
O = 1se 0O0'=

-02116 01113 -7 1-0,0894  0,0784  0,1113 -0,1003

0,1102 -0,1151 -0,1003 0,1053

= ATX + Q00" esttliginden;

0,3323 0,0417 0,0964 0,2881
0,0417 0,4542 04162 0,2948
0,0964 0,4162 0,6012 0,5416
0.2881 00,2948 0.,5416 09792

=

olarak bulunabilir.
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b) Rastgele regresyon katsayist igin;

67 = 02081

0.0136  0,0363
0,0363 0,00066

Buradan da, rastgele regresyon katsayist i¢in kovaryans yapisi;
Y= XTX'+6°1, esitliginden,

0.2817 0,0863 0,1589 0,2315
0.0863 04533 0,2842 0,3831
0.1589 0.2842 0,6775 0,5347
02315 0,3831 0,5347 0,9544

> =

olarak bulunabilir.

¢) Tekdiize kovaryans yapist i¢in;

0.3000 -0.4000 -0.1000 0,2000
-0.4000  0,7000 -0,2000 -0,1000
¢ 71-0,1000 -0,2000 0,7000 -0,4000
0.2000 -0.1000 -0,4000 0,3000

174372 10,4996 14,6644 12,6464
10,4996 29,7573 29.0616 31,2050
14,6044 29,0616 45,9246 51,1034
12.6464 31,2050 51,1034 66,4667
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25.0634  2,6135 7,5579 20,0128

2.6135 379530 36,3287 23,6284
1 75579 363287 52,7099 44,1575
20,0128 23,6284 44,1575 73,6228

67 =0.5917 ve p=0.4728 olarak bulunur.

Buradan. tekdiize kovaryans yapisi L=0{(- oM, + pl,1,} v basitee;

L p o p
) 1 s
X=0" £ PP esitliginden,
p p I p
pop op ol
0,5917 02810 0,2810 0,2810
G 0,2810 0,5917 02810 0,2810

0,2810 0,2810 05917 0,2810
0,2810 0,2810 0,2810 0,5917

olarak bulunabilir.

6.4. Uyumsuz Aykir1 Gézlem Bulma

Uygulamanm bu kisminda bas cevresi, boy uzunlugu ve agirlik degiskenleri igin

varsa aykiri goézlem arastirmast yapilmaktadir.

6.4.1. Bas ¢evresi

Bas ¢evresi degiskenini ele alarak tiim gozlemlerimiz igin ¢,,,é,,,¢,;,6,, degetleri

hesaplanirsa:



-1,5802
-1.5802
1.4198
04198
1.4198
24198
-2.5802
-2.5802
0,4198
-1,5802
-0.5802
-0.5802
2.4198
-1.5802
-0,5802
~-2.5802
0,4198
-2.5802
-1.0802
-0.5802
-0.5802
-0,5802
0.4198
-0.5802
-1.0802
-1,5802
0.4198
0.4198
0,4198

0.8104
-0.1896
0.8104
3.8104
1.8104
1.8104
13104
-3.1896
1.8104
0,3104
1.8104
-0.1896
-1.1896
1.3104
1.8104
-0.1896
-0.1896
-0,1896
1.3104
0.8104
0.8104
-1.1896
-1,1896
0.8104
0.8104
18104

-0,1896

2.8104
03104
1,8104

-2.7990
0,2010
0,2010
3.2010
0,2010
0.2010
1.7010
-2,7990
-0,7990
0,7010
1,2010
0,2010
0,2010
-0.7990
1,2010
1.2010
0,2010
-0,7990
0,7010
0,2010
0.2010
-0,7990
-1.7990
0,2010
0,7010
0.7010
0,2010
0.2010
0,2010
1,7010

-0,4084
-0,4084
0,5916
2,5916

-0,4084
0.5916
1,5916
-4,4084
-1,4084

-0,4084
-0,4084
-0,4084
-0.4084
-1,4084
0.5916
-0,4084
-1,9084
-1,4084
0,5916
0,5916
-0,4084
22,4084
22,4084
0,0916
-1,4084
2.0916
22,4084
20916
0,0916
0,0916

é
0,4198
-1,0802
0,4198
-0,0802
-0,5802
-0,5802
-0,0802
-0,0802
0,4198
-1,5802
-0,0802
-1,5802
-1,5802
-0,8405
0,1595
2,1595
-1,3405
-0,8405
-0,8405
-0,8405
-0,8405
-1,8405
-2,8405
0,1595
-0,3405
0.1595
0,1595
0,1595
4,1595
0,1595

€
-0,6896
0,8104
1,8104
1,8104
-1,1896
1,8104
1,8104
-0,6896
1,8104
-1,1896
-0,1896
-0,1896
0.3104
-0,7215
1,2785
1,7785
-1,2215
0,2785
-0,7215
-0,7215
3,2785
0,2785
-1,7215
1,2785
2,2785
-0,7215
0,2785
-0,7215
3,2785
-2,2215

e
0.2010
-0,7990
22010
0.2010
-1,7990
1,2010
1,7010
0.2010
-0,2990
-0,2990
2,2010
0,2010
10,2990
0,3975
2,3975
18975
-0,6025
2,397
1,3975
-0,6025
1,3975
0,3975
-0.6025
1,3975
1,3975
-0,6025
0,3975
-1,1025
0,8975
0,3975

76

4.
-0,4084
-0,9084
-0,4084
-0,4084
-0,4084
0,0916
-0,9084
-0,4084
-1,4084
-0,9084
0,5916
0,0916
-0,4084
-04835
3,5165
0,5165
-2,4835
2,5165
-0,9835
-2,4835
-0,4835
-0,4835
-1,9835

1,5165
-0,4835
-1,4835

1,5165
-1,4835
-1,4835

0,0165



¢
-2.3405
-1.3405
-0.8405
0.1595
0.1595
0.1595
-2,3405
0.1595
0.1595

1,1595
-1.8405
-0,3405
-1.8405

0.1595
-0,3405
-0,3405
-0,3405
-0.3405

degerleri elde edilir.

~

¢
-0.7215
-0.2215
-0.2215
(0.2785
1.2785
0,2785
2.2785
1,2785
0.2785
1.2785
1.2785
1.2785
-0.7215
1.2785
-0.7215
1,2785
3,2785
-1.7215
-1.7215

-0,7215

A

€3
-0,6025
-0.1025
-0,1025
-0.6025
1,8975
-0,06025
2.3975
1,3975
0.3975
0,3975
1,3975
0,8975
0,3975
-0,6025
-1,6025
-0,6025
0,3975
0.3975
-0,1025
-0,1025

4.
-1,9835
-0,4835
-2,4835
0,0165

-0,4835
-1,4835
1,5165
1,5165
0,0165
0,5165
1,0165
-0,4835
-0,4835
-1,4835
-2,4835
-0,4835
0,0165
-0,4835
-2,4835
0,0165

77
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Tim gozlem degerlerine karsithk gelen T degerleri asagidaki formiilden

yararlantlarak hesaplanirsa:

;e XYSY) X

!

I-p,

Ti=0.0287 T11=0,0047 T21=1,7815¢-005 T31=0,0014 T41=0,0134
T2=0.0128 T12=0,0014 T22=0,0294 T32=0,0036 T42= 10,0186
T3=0,0180 T13=0,0060 T23=0,0423 T33=0,0177 T43=0,0088

T4=0,1012 T14=0,1017 T24=0,0038 T34=0,0063 T44=0,0056
T5=0,0139 TI15=0,0191 T25=0,0034 T35=0,0134 T45=0,0942
T6=0.0258 T16=0,0019 T26=0,0412 T36=0,0057 T46=0,0524
1T7=0.0471 TI17=0,0146 T27=0,0141 T37=0,0102 T47=0,0280

T8=0.1433 T18=0,0201  T28=0,0593 T38=8,2431e-004 T48=0,0824
1T9=0,0087 T19=0,0410 T29=0,0017 T39=0,0310 T49=0,0031

T10=0.0036 T20=0,0098 T30=0,0153 T40=0,0201 T50=0,0258

T51=0,0106  T61=0,0292 T71=0,0143

152=0,0128  T62=0,0088 T72= 10,0245

T53=0,0558 T63=0,0198 T73=0,0227

T54=0.0215  T64=89237¢-004 T74=0,0146

T55=0,0086  T65=0,0086 T75=0,0379

T56=0,0154 T66=0,0179 T76=0,0080

T57=0,0118 T67=0,0742 T77=10,0127

T58=0,0197  T68=0,0215 T78=0,0131

T59=0,2592  T69=7.1997¢-004 T79=0,0259

T60=0,0057  T70=0,0060 T80=0,0030

degerleri clde edilir. Buradan, asagidaki kisit altinda aykin gozlem / gozlemler

bulunabilir.
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mC B 2(7,02) B
(n—r-2)+mC,  (80-2-2)+2(7,02)

k4

mC,

T =

= — = gdzlem degeri aykiridir.
N :
(n—r=2+mC,

759 =0,2592 20,156 oldugundan 59.ncu goézlem degeri aykirnidir.Yani 59.ncu
bebegin bas ¢evresine iliskin gozlem degerleri diger bebeklerin gozlem degerlerinden

oldukea farkhdir.

0.4.2. Boy uzunlugu

Boy uzunlugu degiskeni ele almarak tiim gozlem degerleri igin ¢é,,,é,,,€,,,¢,, degerleri

hesaplantrsa;

¢ ¢y o ¢4 ¢, ¢, €5 €4
-2.6465  0.2303  2,1071 0,9839 -2,6465 -0,7697 -0,8929 -0,0161
-0,6465 1,2303  2,1071 -2,0161 -1,6465 -3,7697 -1,8929 -1,5161
-2,6465 02303 0,107 -2,0161 -0,6465 -2,7697 -1,8929 -1,0161
0,3535 5,2303 4,1071 3,9839 -0,6465 -0,7697 1,1071 -2,0161
-1.6465  2.2303  2,1071 -1,0161 0,3535 11,7303 -0,8929 -1,5161
0,3535 3,2303 3.1071 11,9839 -3,6465 -0,7697 2,1071 -0,0161
-0,6465 -0.7697 0,1071 -1.5161 -2,6465 0,2303 0,1071 11,9839
-1,6465 -5.2697 -3.8929 -8.0161 -2,6465 -2,7697 -0,8929 -0,0161
1.3535 -1.7697 -0,8929 -4,5161 -2,1465 -3,7697 -2,8929 -5,5161
0,3535 2.7303 0,1071 -2,0161 -2,6465 -2,7697 0,1071 -3,0161
-0,6465 4.7303 4,1071 29839 -0,6465 22303 6,1071 0,9839
-4,6465 -2.7697 -4,3929 -6,0161 -2,6465 2,7303 0,1071 -0,0161
33535 22303 5,1071  1,9839 -0,6465 4,2303 2,107t -0,0161
0,3535 0.2303 -0,8929 -3.0161 1,3535 11,2303 11,1071 11,9839
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0.353
-1.6465  4.7303
-0.0465 3.2

-0.04065
0.3535
-1,06076  1.4662
3.9324
0,9324  3.4662
-1.0676  1.4662
-2.0676
-0,0676  0.9662
-3.0676 -5.5338
0,9324 1.4662
-2,0676
-5.0676
1,9324

degerleri elde edilir.

~ ~

€5 e,
2.1071
4.1071
-0,3929
2.1071
5,1071
2.1071
-0,8929
1,6071
6.6071
0,6071
0,1071
11071
2,1071
0,1071
1,1071
2,0000

4,0000

-4,0161
0,9839
-0,0161
3,9839
5.4839

-1,5161
-7,0161

-3,0161
4,4839

-0,0161

-3,0161

-1,0161

-2,0161

-3,0161

-1,0161

-0,4662

-0,4662

3,0000 -0,4662

20000 -2.4662

0 -3,4602

50000 2,5338

-70000 -7,4662
1.0000 -3,4662

-1,0000 -5,4662

-8,0000 -6,4662

2.0000 -0.4662

~

el I
-2,0676
-4,0676
22,0676
-0,0676

0,9324
0,9324
-3,0676
-5,0676
2,9324
-1,0676
0,9324
-1,0676
-2,0676
-1,0676
-1,0676
-3,0676
-1,0676
-0,0676
0,9324
-1,0676
-1,0676
-0,0676
-1,0676
-5,0676
0,9324

-3,0676 -0,5338 -1,0000

€2
3,4662
-4,5338
1,4662
2,4662
2,4662
-1,0338
-1,5338
-1.5338
5,4662
-1,5338
2,4662
-2,5338
0,9662
5,4662
-4,5338
-2,5338
2,4662
6,4662
60,4662
1,4662
2,4662
-0,5338
1,4662
0,4662
3,4662

80

A

e, €4
4,0000 -2,4662
-2,0000 -2,9662
5,0000 0,5338
1,0000 3,5338
1,0000 -2,4662
1,0000 0,0338
20000 -2,4662
-0,5000 -1,9662
4,0000 11,5338
0 -0,4662
35000 3,5338
0 - -1,4662
2,0000 -0,9662
6,0000 12,5338
2,0000 -0,9662
-1,0000 11,5338
-1,0000 -1,4662
3,5000 0,5338
1,5000 11,5338
0 -3,4662
1,0000 -3,4662
0 -1,4662
2,0000 1,4338
0 -0,4662
6,0000 1,5338
-3,4662



Tim gozlem degerlerine karsilik gelen T degerleri asagidaki formiilden
vararfamlarak hesaplanirsa;
- e X(XSX) ' Xe,
' I-p,

T1= 10,0300 T11=10,0301 T21=0,0366  T31=0,0047 T41= 10,0083
1T2=0,0023 T12=0,0553  T22=0,0335  T32=0,0424 T42=0,0115
T3= 10,0052 T13=0,0334  T23=0,0397  T33=0,0644 T43=0,0128
T4=0,0379 T14=0,0215  T24=0,0159  T34=0,0035 T44=0,0012
15=7.7197¢-004 T15=0,0193  T25=0,0198  T35=0,0534 T45=0,0836
T6=0,0138 T16=0,0186  T26=0,0052  T36=0,0302 T46=10,0175
T7=10,0015 T17=0,0076  T27=0,0064  T37=0,0686 T47=0,0025
18=0.0872 T18=0,0014  T28=0,0056  T38=0,0081 T48= 10,0070
T9=0.0477 T19=0,0126  T29=0,0379  T39=0,0107 T49=0,0282
T10=0.0197 T20=0,0410  T30=0,0360  T40=0,0032 T50=0,1027

T51=0.0355 T61=0,0090 T71=0,0037
T52=0.,0292 T62=0,0481 T72=10,0230
T53=0.1103 T63=0,0538 T73=0,0272
T54=0,0237 T64=0,0052 T74=0,0128
T55=0,0020 T65=0,0247 T75=0,0134
T56=0,0523 T66= 10,0062 T76= 10,0024
T57=0,0223 T67=0,0036 T77=0,0083
T58=0,0179 T68=0,0389 T78=0,0473
T59=0.0294 T69=10,0169 T79=0,0249
T60=13,2986¢-004 T70=0,0595 T80=10,0116

degerleri elde edilir.

bulunabilir.
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Buradan, asagidaki kisit altinda aykirt gdzlem / gézlemler
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mC’ 3 2(7,02) -
(n—r—=2)+mC, (80~2-2)+2(7,02)

b

IS mC',
[ *
(n—r—=2)+mC,

= gbzlem degeri aykindir.

Ti degerlerinden higbiri kritik deger olan 0,156 degerinden biiyiik olmadig: i¢in bir
aykirt gozlem gozlenmemistir. Dolayisiyla uyumsuz aykin gozlem ciftlerinden de

bahsedemeyiz.

6.4.3. Agirhk

Agirhk  degiskeni cle ahnarak tiim gozlem degerleri icin ¢,,,6,,,¢,,,6,, degerleri

hesaplanirsa

¢, e e e, e, e, €3 €

-0,0389 -0.2455 10,6279 -0,0987 0,091t 02545 0,1779 -0,1987
-0,5189 -0.0155 -0,2721 -0,7987 -0,6989 -0,1955 -0,3621 -0,9087
-0,30689 -0,4955 -0.3721 -0,9287 -0,6389 -0,3955 -0,4121 -0,5687

23411 1.5545 2.5279 11,4013 -0,4189 -0,2455 0,0279 -0,4987
02811 10,7545 0,6279 -0,3987 -0,4689 0,3545 -0,1721 -0,9187
02411 0,1545 0,5179 0,3813 -0,7689 -0,4155 -0,4721 -1,0187
-0.1889  0.6045 0,5779 -0,0487 -0,4189 0,5545 0,6579 1,0013
-0,6189 -1.5855 -1,2721 -2,1787 -1,1389 -0,2955 10,0279 -0,7487
-0.6189 0.2545 00,1779 -0,5487 -0,8689 -0,2455 -0,6721 -2,2787
-0,.2789 -0,0755 -0.3421 -1,0487 -0,2189 0,4545 0,4279 -0,0287
-0,4189 11,0045 11,0279 0,5913 -0,3689 2,1545 2,5779 2,4013
-0,9889 -1.0955 -1,4221 -1.8987 -0,9589 10,5545 0,9079 1,1013

0,5011 0,0045 09779 0,0013 0,0311 0,5545 10,3979 0,0513

-0,6189 10,3345 -0,0921 -1,0387 -0,1689 10,9245 1,4779 1,3313



a

-0.2789

0.3611
-0.5189
-0.2189
-0,0189
-0,2389
-0.9989
0.0311
0.0411
0,0811
0.0511
-0.4189
0,121
-0.4189
-0.3689
-0.6443
0,2057
-0.,0943
-0,2143
-0,3843
-0.2043
-0.9943
-0,1843
-0.5743
-0,8745
-0.0543

degerleri elde edilir.

¢

0.6845

1.3245
-0.7955
0.1245

1.0945
0.1145
-0,8055
0.8045
1.1545
(0,5445
0.1545
0.3545
0.4045
0,6045
0.1645
-0.8993
0.2707
0,1707
-0.1393
0.3207
0.3207
-0,0793
0,0207
0,6207
1,4207
0.0907

13
0.8779
1.2279
-0.8721
-0,2121
1.8979
-0.5421
-0,2321
0,8479
0.7679
04279
0,0079
0,1279
0,2679
0,2079
0.1379
0,4857
0,4357
0,1357
-0.5643
0,2857
0.5357
-1,2143
-0,2643
0,3857
-0,0143
-0,3143

~

n
-0,1543
-0,6643
-0,0143
-0,2743
-0,1343
-0,2443

0,2357
-0,9843
-0,2143
-0,3543

0,1857
-0,5443
-0.8943
0,1057
-0,6443
-0,5043
-0,4943
-0,2343
0,1757
-0,6843
-0,6543
-0,1443
-0,5843
-0,6643
-0,0443
-0,3743

¢
0,3707
-0,2793
1,2207
0,8207
1,2107
-0,1293
0,0707
-0,0793
0,8207
0,4207
0,4207
0,3507
0,6707
0,9707
-0,2193
0,7207
-0,2793
1,0207
1,1207
0,2707
0,4007
0,6207
0,5507
0,3307
0,5607
-0,0293

83

-0,1993
-0,8693
1,3507
0,1707
-0,6493
-0,5993
-0,3993
-1,1193
0,2007
-0,5993
0,0007
-0,8293
1,1607
1,1207
-0,4993
-0,0193
-0,7493
-0,4193
0,4507
-0,9393
-0,5493
-0,0493
2,2507
-0,3193
-0,6493
-0,6493



Tim gozlem degerlerine karsilik gelen T deZerlert

yararlanilarak hesaplanirsa:

S EXYSY) X,
o 1-p,

T1=0,0222 T11=0,0159 T21=0,0322 T31=0,0274
12=0.0058 T12=0,0693 T22=0,0393 T32=0,0249
T3=0.0105 T13=0,0131 T23=0,0431 T33=10,0586

T4= 03187 T14=0.0054 T24=9,0644e-004 T34=0,0197

15=0,0320 T15=0,2394 T25=0,1358 T35=0,0587
T6=0,0039 T16=0,0128 T26=0,0852 T36=0,0102
1T7=0,0023 T17=0,0181 T27=0,0047 T37=0,0166

1T8=0.0715 T18=0,0053 1T28=-3,4375e-004 T38=0,0070
19=10.0026 T19=0,0057 T29=0,0034 T39=10,0141
T10=0,0110 T20= 0,0208 T30=0,0401

T51=0,0197 T61=0,0099 T71=0,0094
T52=2.0263e-004 T62=0,0256 T72=0,0104
T53= 7.6885¢-005 T63=0,0035 T73=0,0267
154=0,0255 T64=10,0014 T74=0,0057
T55=0.,0020 T65=0,0071 T75=0,0018
T56=0,0158 T66=0,0043 T76= 10,0038
T57=0.0397 T67=0,0880 T77=0,1601
T58= 0,0050 T68=10,0314 T78=0,0050
159=0,0274 T69=0.0128 T79=0,0144
160=0,0023 T70=0,0028

T80=0,0039

84

asagidaki formiilden

T41=0,0131
T42= 6,9003¢-004
T43=10,0018
T44= 0,0409
T45=0,0095
T46= 2,6272¢-004
T47=0,0359
T48=0,0034
T49=0,0011

T40=3,0482e-004 TS0=0,0617

degerleri elde edilir. Buradan, asagidaki kisit altinda aykirt gdzlem / gozlemler

bulunabilir.
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mC’ N 2(7,02)

- = 0,156
(n—r—20+mC.  (80-2-2)+2(7.02)

. mC’ . o .
> “ ~— = g0zlem degeri aykiridir.
(n—r-=2y+mC,

r'4=03187>20.156, T15=0,2394>0,156 ve T77=0,160120,156 oldugundan
4.ncti, 15.nct ve 77.nci gozlem degerleri aykiridir.Yani, 4.ncii, 15.nci ve 77.nci
bebeklerin - agirhiklarina iliskin - gozlem degerleri  diger bebeklerin  gozlem

degerlerinden oldukga farkhidir.
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7. SONUC ve ONERILER

Bu ¢alismada, Biiyiime Egrisi Modelleri 'nde Rao 'nun Basit Kovaryans Yapisi ve bu
yapidan tiretilen bazi faydali kovaryans yapilar incelenerek Biiyiime Egrisi
Modelleri tizerinde durulmustur. Oncelikle bir 6n ¢alisma olarak Anscombe ’nin
(1973) veri kimesi tizerinde ‘aykiri ve etkili gdzlemler nasil belirlenir? sorusunun
yanitlart bulunmaya ¢ahisilmis, ‘Aykirt ve Etkili Gozlemler baghg: altinda
incelenmi$tir. Cok degiskenli analizde aykiri gézlemler igin agiklamalar yapildiktan

sonra siireli izlenen veri tizerinde Bliyiime Egrisi Modelleri tamitilmaya ¢alisiimistir.

Daha sonra, regresyon katsayist B ve yayilis bilesent £ i¢in En Kiigiik Kareler ve En
Cok Olabilirlik tahminlerinin nasil bulunmas: gerektigi tizerinde durularak bu tahmin
edicilerin  karstlagtirmalart  yapiloistir.  Bu  karsilastirmalart  sayisal degerler
vardimiyla daha acik bir sekilde gosterebilmek icin Gazi Universitesi Cocuk
Hastaliklar1 Anabilim Dali ‘nda kayitli bebeklerin dogum ani. 2. ay. 4. ay ve 6.ay
itibariyle 6lciilen bas cevresi. boyv uzunlugu ve agihk degiskenlerinden
faydalanmilmistir.  Bu  degiskenlerden sadece bas c¢evresi icin elde ettigimiz

degerlerden faydalanarak sonuglarimizi vorumlamaya calisalim. Bas cevresi icin:

ve
- 35,5857 35,9107
HOB T 12615 1.4016

1,7206 04074 03093 0.5985
i 04074 2,1418 1,0674 0.7496
ET103093 1,0674 1.4523 0.9287
0,5985 0,7496 0,9287 19749
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ve

1,7515 03694 0,2295 0,5077
s 0,3694 22023 1,1596 0,8557
HOB 10,2295 11,1596 1,5561 0,9775

0,5077 0,8557 09775 1,8508

degerleri elde edilmigtir. Bu iki tahmin edici i¢in regresyon Kkatsayisi ﬁ "lar

arasindaki fark énemsenmeyecek kadar kiigiik iken yayilis bileseni 3 ’lar arastnda

ise belirgin bir fark oldugu goriilmektedir. Bunun nedeni olarak, yayilis bileseni

L cop Nin, X ’min yanh bir tahmin edicisi oldugu soylenebilir. Ayrica, regresyon

katsayist 3, bagiml degisken Y "nin dogrusal oldugu durumlarda, S, ., ise

bagimli degisken Y 'nin dogrusal olmadig durumlarda kullanilir.

Ayrica. Rao nun basit kovaryans yapist ve bu yapidan tiiretilen rastgele regresyon
katsayist ve tekdiize kovaryans yapilart karsilastirilarak en ivi kovaryans vapisinin

Rao nun basit kovaryans vapisi oldugu asagidaki gibi gosterilebilir.
Rao 'nun basit kovaryans vapisi i¢in yayihs bileseni ¥ ‘min tahmininin;

1.7863 0,3832 0.5109 0.7165
0.3832 1.8564 0.9493 0.5120
0,5109 0,9493 1.,5556 0.9890
0.7165 0.5120 09890 2.0915

Y=

biciminde oldugunu, rastgele regresyon katsayist vapist icin vayilis bileseni £ 'min

tahmininin;
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1,7967 0,6260 0,5334 0,4409
& 0,6260 0,8973 0,4140 1,0088
0,5334 0,4140 1,3727 11,5768
0,4409 1,0088 11,5768 3,2228

bi¢iminde oldugunu ve son olarak tekdiize kovaryans yapist i¢in yayilis bileseni X

nin tahmininin;

1,8224 0,6768 0,6768 0,6768
& 0,6768 1,8224 0,6768 0,6768
0,6768 0,6768 18224 0,6768
0,6768 0,6768 0,6768 1,8224

biciminde oldugu gosterilmektedir.

Son olarak. ayku gézlem bulma problemiyle ilgilenildiginde bas cevresi degiskeni

icin;

;e XQSY) Ve

J

I-p,

degerleri hesaplanarak:

mC

r >
(n—r-=2)+mC,

esitligini saglayan 59. gézlem degerinin ayki gozlem oldugu soylenebilir. Diger
degiskenler i¢cin de aym islemler uygulandiginda boy uzunlugu degiskeni i¢in
herhangi bir aykiri gozlem gozlenmemigken agirlik degiskeni icin 4..15. ve 77.

gozlem degerlerinin aykirt oldugunu sdyleyebilir.
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EK-1
1. Matris Degiskenli Normal ve t Dagilimlari

Matris degiskenli normal ve t dagilimlart matrissel simetrik dagilimlar sinifinda
olduk¢a sik kullanilan dagilimlardan iki tanesidir. Bu dagilimlar bliylime egrisi

modelleri aragtirmasinda olduk¢a 6nemli rol oynar.
Tamm 1.1.

(pxn) boyutlu rastgele X matrisi matris degiskenli normal dagilima uygunluk

gostermesi i¢in olabilirlik yogunluk fonksiyonu asagidaki bi¢cimde olmahidir:
I v - | d
F(X)=Qx) " [det(Z)]" " [det(Q2) ™" - exp(—;zz{Q "X =MYTT(X -MM).

Burada M, £>0. Q>0 ve boyutlari sirasivia (pxn). (pxp) ve (nxn) olan matrisleri

gostermektedir. Bu durumda X. X'~ N | (M. X.Q) biciminde gésterilir.

x~N (#.2) seklinde ifade edilen vektdr degiskenli normal dagilim temel

alindiginda, asagidaki Onerme: matris degiskenli ve vektor degiskenli normal

dagihmlar arasindaki iliskiyi verir.
Onerme 1.1.

X, (pxn) boyutiu rastgele matris ve x = vec(X) olmak Ulzere ancak ve ancak

X~ N, (vee(M),Q®T) ise X ~ N, (M,£.Q) d.

m

Onerme 1.1., N, (M.X,Q) normal dagilimin beklenen degeri ve kovaryansinin

p.a
sirasiyla E(X) = M ve cov(X) = cov(vec(X)) = Q®Z oldugunu ima etmektedir.

Bunun yant sira, vektor degiskenli normal dagilim durumuna benzer olarak matris
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degiskenli normal degiskenin doniisiimil de matris degiskenli normal dagilima sahip

olur.
Onerme 1.2,

Varsayalim ki, X ~ N (M,Z,Q) ve C, A>0 ve B>0 boyutlar sirastyla (pxn), (pxp)

P

ve (nxn) olarak verilen matrisler olsun. AXB+C ~ N, (AMB+C,AZA', BQB") dur.

Onerme 1.2. asagidaki gibi ifade edilebilir:

T -M)~ N, (0,1,.Q), (1.1]
(X -MQ"? ~ N, (0.%,1,) , [1.2]
T -MH)QT - N (0.1,.1) . [1.3]

Burada, 27'° wve Q7'° ifadeleri T ve Q ‘nmn karekdk matrisleridir.
V=27 (X = M) matrisi i¢in: [1.1]. Y nin satirlarinin ortak dagilimi N, (0.Q) olan
bagimsiz ayni dagilimlt rastgele vektsrler olduklarint ifade etmektedir. Ayrica [1.2],
Z=(X-MQ™"" ‘“in siitunlarinin ortak dagilinu N (0.X) olan bagimsiz ayni
dagihmli rastgele vektorler olduklarint ifade etmektedir. Son olarak [1.3],
X -M)QT matrisinin 6gelerinin N(0.1) dagihmina sahip bagimsiz ayni
dagibmli  rastgele degiskenler oldugunu ifade etmektedir. Bundan dolayy,
vee{ETV (X - M)Q "y~ N, (0.1, ) dir. Diger bir ifadeyle:

pi iR

Q"R Fyvee(XN =My~ N, (0.1,)

bicimindedir. Boylece ;

vec (X = MYQ ' @ T Wwec(X - M) ~ 72
(s
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yani, pn serbestlik dereceli ki-kare daglilmlna sahip oldugunu buluruz. Bu sonug
iz{(X -M)Q" (X -M)Z™'} ~ y;, ifadesine denktir. Boylece, asagidaki dnermeyi

elde etmis oluruz.

Onerme 1.3.

X~ NM (M, Z,Q) olmak tzere;

iZ{(X = M)Q (X = M)Z"} =vec (X - M) Q"' @ yvee(X - M)~ y}, [1.4]
bigimindedir.

Tamm [.2.

Eger (pxn) boyutlu X matrisi .\, (0.X.7 ) biciminde dagilmak fizere A=XX" ise

A 'nin kovaryans matrisi £>0 olan n serbestlik dereceli Wishart dagilhimina sahip

oldugu sovlenir. Bu durumda Avi. 4 ~ 11" (1. %) seklinde gdsteririz.

Bu tanima gore, [1.1] ve [1.2] nin yardimiyla asagidaki dnermeyi hemen bulabiliriz.
Onerme 1.4.

X ~N (M,Z,Q) olmak lizere;

Tpan

e -1 r ' 4
(X =M)Q(X -My~W (n.%)
(X =MYZ (X =M)~TF (p.Q)

bigimindedir.
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Wishart dagihmt W ,(n,%) icin eer n2>p ise olasilik yogunluk fonksiyonu

mevcuttur. Asagidaki onerme bu ifadeyi acik bir sekilde gostermektedir.
Onerme 1.5.

A~W (n,Z) ve nzp olmak lizere A mn olasilik yogunluk fonksiyonu asagidaki

gibidir:
f(4)=2""[T, (g_)]-. [det(2)]™""*[det(A)]“ ™" ""? exp {—%iz(Z"A)} ) [1.5]

Burada T, (), ¢ok degiskenli gamma fonksiyonunu gosterir ve ' (.) asagidaki

m m

gibidir:

m

; l
ey =""""[la-=(-D).

1=t

Bu durumda Ayt 4 ~ W (n.2) biciminde gosterebiliriz.

i

Eger A~W, (n.Z) biciminde ise A "mn beklenen degert E(A) =nX ’dir. Ayrica

literatirde Wishart dagilimu tizerinde degisik 6zellikler vardir.
Onerme 1.6.

(mxm) boyutlu rastgele A,. A,, .. ., A, matrisleri karsiliklt bagimsiz ve

A ~W (n,,Z),1=1,2, .. rolmak iizere ZA, ~W (n.Z) dir. Burada n = Zn, “dir.
=1

m m
i=l
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EK-2

Kronecker Carpimi ve vec() Operatorleri lle ligili Bazi Ozellikler

1) vec(.) Islemi:

vec(A) =

Ay

_(lr\/.‘/ _

Eger A matrisi MxM boyutlu bir matris ise, vec(.) islemi boyut indirgemesi yaparak
A matrisini M™x1 bovutlu vektore cevirir. Bu durum bize matris islemlerinde

kolaylik saglar.

2) Kronecker Carpimt:

(@B a,B . . . a,B

aB a,B . . . a,,B

A®B =

LaMIB a,B ... al\,‘\,B_
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Eger A matrisi MxM boyutlu ve B matrisi de NxN boyutlu matrisler ise, 4 ® B

kronecker ¢arpimt NM x NM boyutlu matris halini alir. Ornegin;

010
1l —-«a
H,=|1 0 1 ve Bz{ i‘ ise;
—a 1 2¢2
010 2 )
0 1 —a 0 ]
0 0 -« 1 0 0
%4 0 0 -
H,®B=
) - I 0 -
0 0 1 —«a 0 0
L 0 0 -« l O OJG\'(\

bicimindedir. Yukarida da gériildiigii tizere 3x3 boyutlu H; matrist ile 2x2 boyutlu B

matrisinin kronecker carpimi 6x6 (M=3.N=2) bovutlu matris bicimini almistir.
3) AQBR®C)=(A0B)®C

AR(B+C)=(A® B)+(A® ()
(A+B)®C =(A®C)+(B® ()

S) a, sabit bir say1 olmak tizere:
a® A=A ®a=aA

dir.



6) a ve b sabit sayilar olmak tizere;

aA®bB=abA®B

dir.

7) Matrisler igin;

(A® BYC® D)= AC® BD

dir.

8) (A®B) =A" @B (4A®B)" = 4" ®B"

9) a ve b vektor olmak tizere:

a @b=ba' =b®d’

dir.

10) Pargali matrisler i¢in:

[4,,4,]® B=[4, ® B.4, ® B]

esitligi gecerlidir. Fakat:

A®[B,,B,]#[4A®B,.A® B,]

dir.
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11) Tekil olmayan karesel matrisler A ve B i¢in;
(A®B)'=4"®B""
dir.

12) mxm boyutlu matris A ve nxn boyutlu matris B i¢in;
4@ 5= |5
dir.
13) iz(A® B) = iz(A)iz(DB)
14) rank(A® B) = rank( A)rank(B)
15) iz(ABC) = vec(A" ) (I ® Byvec(C)
dir. Ayrica:
iz(AB) = vec(A" ) vec(B)
ve
iz(A" BCD" ) = vec(A) (D ® B)vec(C)

dir.
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EK-3
QO Ortogonal Matrisinin Bulunmasi

X matrisinin ortoganali olan Q matrisinin bulunusu asagidaki gibidir.

11 1 1
X'= [O - 6} olmak lizere X'Q =0 esitliginden (4x2) boyutlu Q matrisini;

a b

c d
Q =

e f

g h

bigiminde gdsterelim. X'Q =0 matris ¢arpimint agarsak asagidaki dort esitligi

yazabiliriz:
a+cte+g=0 2ctde+6g=0
b+d+f+g=0 2d+4f+6h=0 .

Buradan, matrislerin eselon tform ozelliklerinden vararlanilarak ¢6zime kolaylikla

ulasilir.

[ ]
b
L o1 01 01 0)e| [0
01 01010 1||d]| |0
0020406 0[lel |O
0002040 6// |o
g
_h_,
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Yukaridaki (4x8) boyutlu matrisin herbir stitunu sirasiyla a, b, ¢, d, e, f, g, h

bilinmeyenlerine karsilik gelmektedir.

8 bilinmeyenli 4 denklemden 4 faktor bulunur. Bu faktérler e, f, g, h
bilinmeyenlerine karsilik gelmektedir. Amag, ilk 4 bilinmeyene karsilik gelen
stitunlarin olusturdugu kismi birim matris yapmaktir. Bunun igin gerekli satir

islemleri asagida verilmistir.

Birinci satir i¢in; tgiincii satirin (-1/2) kati ile birinci satir toplanir.
Ikinci satir icin; dordiincii satirin (-1/2) kati ile ikinci satir toplanir.
Ugtincti satir icin; (1/2) ile carpilir.

Dérdiineti satir i¢in; (1/2) ile ¢arpilir.

Bu islemlerin sonucunda asagidaki matris elde edilir.

I 000 -1 0 -2 0
o1 00 0 -1 0 =2
oo 1 o 2 0 3 0
6 oo 1 0 2 0 3

4

Bulunan matris [a b ¢ d e [ ¢ h] vektorii ile ¢arpilirsa;

-
b
1000 -1 0 -2 0| [0
0100 0 -1 0 =2|la] o
0010 2 0 3 ofle] |0
0001 0 2 0 3 0
g
~/7_
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a-e-2g =0 ct2e+3g=0

b-f-2h =0 d+2f+3h =0

esitlikleri elde edilir. Esitlikleri kulanarak ¢oziime ulasmak i¢in denklemler asagidaki

uygun hale doniigtiiriilir.
a=e+2g ¢ =-2e-3g
b ={+2h d =-2f-3h
Bu dort esitlikten (e, f, g, h) bilinmeyenleri yerine keyfi olarak (0, 1, 1, 1) alinarak X

matrisinin ortogonali olan Q matrisi asagidaki gibi bulunur. Burada, Q matrisi tek

degildir.

e Lo

1S
I

|
_ Ly 2
|
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Gazi Universitesi Cocuk Hastaliklari Anabilim Dalindan alinan veriler agagida

verilmektedir. 0: kiz bebekleri, 1: erkek bebekleri gostermektedir.

Bas cevresi igin 6lgtim degerleri santimetre cinsindendir.

=N ejeaelolelololoBae oo o oo NaeNoBo oo o lojoBohoojolololo o BoNolaoNaNoNeoNe )

ins

Dodum Bas Cevresi 2 Aylik 4 Aylik 6 Aylik

33
34
34
37
36
37
38
33
33
36
34
35
35
38
34
35
33,5
36
33
34,5
35
35
35
36
35
34,5
34
36
36
36
36
34,5
36
35,5
35
35
35,5

39
38
39
42
40
40
39,56
35
40
38,5
40
38
37
39,5
40
38
38
38
39,5
39
39
37
37
39
39
40
38
41
38,5
40
37,5
39
40
40
37
40
40

38
41
41
44
41
41
42,5
38
40
41,5
42
41
41
40
42
42
41
40
415
41
41
40
39
41
41,
44,5
41
43,5
41
42,5
41
40
43
41
39
42
42,5

(@3]

43
43
44
46
43
44
45
39
42
43
43
43
43
42
44
43
41,5
42
44
44
43
41
41
435
42
455
41
455
435
43,5
43
425
43
43
43
43,5
425
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35,56
36
34
35,5
34
34
35
36
38
34,5
35
35
35
35
34
33
36
35,56
36
36
36
40
36
33,5
34,5
35
36
36
36
33,5
36
36
35
36
37
34
35,6
34
36
35,5
35
35,5
35,5

37,5
40
37
38
38
38,5
38
40
40,5
37,5
39
38
38
42
39
37
40
41
38
39
38
42
36,5
38
38,5
38,5
39
40
39
41
40
39
40
40
40
38
40
38
40
42
37
37
38

41
40,5
40,5
43
41
40,5
42
44
435
41
44
43
41
43
42
41
43
43
41
42
40,5
425
42
41
415
415
41
435
41
44
43
42
42
43
425
42
41
40
41
42
42
415
415

43
42
42,5
44
42,5
43
44
48
45
42
47
43,5
42
44
44
42,5
46
44
43
46
43
43
445
425
44
42
445
44
43
46
46
445
45
45,5
44
44
43
42
44
445
44
42
445
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Dogum uzunlugu igin 6l¢ciim degerleri santimetre cinsindendir,

Cins Dogum Uzunlugu 2 Aylik 4 Ayhlk 6 Ayhk

0 48 57 65 70
0 50 58 65 67
0 48 57 63 67
0 51 62 67 73
0 49 59 65 68
0 51 60 66 71
0 50 56 63 67,5
0 49 51,5 59 61
0 52 55 62 64,5
0 51 595 63 67
0 50 615 67 72
0 46 54 58,5 63
0 54 59 68 71
0 51 57 62 66
0 48 56 62 69
0 49 53 61 67,5
0 50 54 61 68
0 50 56 64 67
0 51 58,5 62 67,5
0 47 56 65 69
0 48 57 63 71
0 48 54 62 69
0 48,5 53 60 63,5
0 48 54 63 66
0 50 59 69 70
0 48 595 63 69
0 50 61 65 69
0 52 58 64 71
0 52 57 65 65
0 53 61 67 70
0 50 55 62,5 69
0 50 57 65 73
0 51 61 68 74,5
0 51 57 65 67,5
0 46 52 62 62
0 51 60 64,5 66
0 50 62 69,5 73,5
0 52 58 63,5 69
0 51 54 63 66
0 49 615 64 68
0 50 60 65 67
0 50 58 63 66
0 51 60 64 68
1 50 59 66 70
1 55 62 68 70
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52
50
49
51
48
52
49
46
53
49
47
49
51
52
52
48
46
54
50
52
50
49
50
50
48
50
51
52
50
50
51
50
46
52
48

61
59
57
58,5
52
59
59
52
60
61
53
59
60
60
56,5
57
56
63
56
60
55
58,5
63
53
55
60
64
64
59
60
57
59
58
61
57

67
66
64
69
57
65
63
56
66
68
62
69
65
65
65
66
63,5
68
64
67,5
64
66
70
66
63
63
67.5
65,5
64
65
64
66
64
70
63

70
68
67
73
63
67
65
64
70
68
67.5
71
74
68
70,5
68
68,5
72
70
74
69
69,5
73
75
72
69
71
72
67
67
69
715
70
72
67
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Dogum agirhigi igin Slglim degerleri gram cinsindendir,

Cins Dogum Agirhigr 2 Aylik 4 Aylik 6 Aylik

0 3080 5000 7400 8200
0 3200 5230 6500 7500
0 3350 4750 6400 7370
0 6060 6800 9300 9700
0 4000 6000 7400 7900
0 3960 5400 7290 8680
0 35630 5850 7350 8250
0 3100 3660 5500 6120
0 3100 5500 6950 7750
0 3440 5170 6430 7250
0 3300 6250 7800 8890
0 2730 4150 5350 6400
0 4220 5250 7750 8300
0 3100 5580 6680 7260
0 3810 5500 6950 8100
0 3020 5050 6410 7390
0 3080 4850 6360 7730
0 3300 5000 6800 7800
0 3250 5600 6600 7380
0 2950 4830 6300 7280
0 3300 5800 7430 9300
0 2580 4950 6800 7550
0 2850 5000 6100 6020
0 3500 5700 7200 8270
0 3350 7400 9350 10700
0 2760 5800 7680 9400
0 3750 5800 7170 8350
0 3550 6170 8250 9630
0 3440 5930 7650 8250
0 4080 6570 8000 8950
0 3200 4450 5900 7000
0 3500 5370 6560 6900
0 3700 6340 8670 9890
0 3480 5360 6430 7050
0 2720 4440 6540 7730
0 3750 6050 7620 8630
0 3760 6400 7540 8650
0 3800 5790 7200 8250
0 3770 5400 6780 7530
0 3300 5600 6900 7950
0 3840 5650 7040 7850
0 3300 5850 6980 7830
0 3350 5410 6910 7600
1 3100 4480 7500 8400
1 3950 5650 7450 8400



POV S N UL W WS (. W W N N Qe T e e "= VN Ui . W W= NS Wil Wi (L U WL U WU el W WL (I U

3650
3530
3360
3540
2750
3560
3170
2870
3690
3590
3080
3730
3470
3610
3500
3980
2760
3530
3390
3930
3200
2850
3850
3100
3240
3250
3510
3920
3060
3080
3600
3160
3080
3700
3370

5550
5240
5700
5700
5300
5400
6000
6800
5470
5750
5100
6600
6200
6590
5250
5450
5300
6200
5800
5800
5730
6050
6350
5160
6100
5100
6400
6500
5650
5780
6000
5930
5710
5940
5350

7150
6450
7300
7550
5800
6750
7400
7000
6700
7850
6400
8450
7780
7500
7000
7260
6100
7450
7350
7180
6760
8550
8480
6980
7590
6620
7400
8350
6770
7200
7750
8770
7390
7150
6750

8700
7000
8700
8250
6150
7400
8250
8250
7450
8450
7780
10000
8820
8000
8050
8250
7530
8850
8050
8650
7820
9810
9770
8150
8630
7900
8230
9100
7710
8100
8600
10900
8330
8000
8000

109



110

OZGECMIS

Ramazan Arslan, 10.03.1977 tarihinde Ankara ‘da dogdu. Ilkokulu Ankara Balgat
Ilkokulu ’nda, orta Ogrenimini ise Ankara Cumbhuriyet Lisesi ’nde tamamladi.
24.06.2002 tarihinde Gazi Universitesi, Fen-Edebiyat Fakiiltesi, [statistik Bslimii
nden mezun oldu. 19.09.2002 tarihinde Gazi Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii

Yiiksek Lisans Programina kaydoldu.



