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OZET

Bu tez calismasinda cr-tiimlenmis modiiller tanimlandi. N modiil ve S,Y < N alt modiiller olsun.
N=S+Y ve SNY parcalanan ise Y ye S nin N de c-tiimleyeni denir. N ’nin her alt modiilii c-
tiimleyene sahip olursa N ye cr-tiimlenmis modiil adi1 verilir. Bir N modiiliiniin cr-tiimlenmis olmasi
icin gerek ve yeter kosul N/C(N) ‘in yar basit olmasidir. Modiilleri cr-tiimlenmis olan halkalar
karakterize edildi. Bununla birlikte cr-tiimlenmis modiillerin direkt toplamlar, alt modiiller
homomorfik goriintiiler ve toplamlar altinda kapali oldugu gosterildi.

Sayfa Adedi - 46

Anahtar Kelimeler : Timlenmis modiil, Cr-timlenmis modiil, Yar1 basit modiil, SSI-
halka, Par¢alanan modiil

Danisman : Prof. Dr. Ergiil TURKMEN



C-SUPPLEMENT SUBMODULES
(M. Sc. Thesis)

Mustafa Mahir SAYICI

AMASYA UNIVERSITY
GRADUATE SCHOOL OF NATURAL AND APPLIED SCIENCES
June 2024

ABSTRACT

In this study, cr-supplemented modules are introduced. Let N module and S,Y <N be
submodules. A module N is cr-supplemented if, for each submodule S of N, there is a submodule Y
in Nsuchthat N=S+7Y and S nY is crumbling. If each submodule of N has c-supplement then
N is called cr-supplemented. N is cr-supplemented if and only if N/C(N) is semisimple. We
provide characterization of rings for which their modules are cr-supplemented. With this, we show
that cr-supplemented modules are closed under direct sums, submodules, homomorphic images
and sums.

Number of pages : 46

Keywords . Supplemented module, Cr-supplemented module, Semi simple
module, SSI-ring, Crumble module

Supervisor : Prof. Dr. Ergiil TURKMEN



Vi

ON SOZ VE TESEKKUR

Iki y11 boyunca ciddi bir emek ve ozveriyle hazirladigim vyiiksek lisans tezimin
tamamlanmasinda destegini ve yardimini benden esirgemeyen, beni daima tesvik eden,
danigmanligimi iistlenen, beni sinirlamayip 6zgiir birakan ve bana bu firsati tantyan degerli

hocam Prof. Dr. Ergiil TURKMEN ‘e saygilarimla tesekkiir ederim.



Vii

ICINDEKILER

Sayfa

OZET oottt iv
ABSTRACT .ttt b e b ettt e e v
ONSOZ VE TESEKKUR .......cciviiiiriieietiteicieie ettt s st snssaesesans Vi
ICINDEKILER ..ottt ettt bbbttt ettt tanas vii
SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI ......ccoiviiniiniiiiceeensenns viii
LUGIRIS oottt sttt 1
2. GENEL BILGILER ..ottt 3
2.1 HAIKAIAT ... 3
2.2, MOAUILET ...ttt ettt e st be e e st e be e e nte e sbeeenbeenree s 4
2.3. HOMOMOITIZMAIAN ..ot 8
2.4. Injektif Modiiller,Projektif Modiiller ve Serbest Modiiller............ccooveverieircrernnens 12
2.5. Basit Modiiller ve Yar1 basit Modiller ... 17
2.6. BUylk Alt MOAUIIET .......cciiiiiiiiiciiieie e 20
2.7. KUGUK Alt MOAUILET ...cuviieee ettt e e e e s ennreeas 21
2.8, RAAIKAL ..ot 23
2.9. NOEtherian MOUILET ........ccuoieiiiieesieeee ettt es 25
2.10. Artinian MOAUILET .....c..veeiiiiiiieiie ettt 27
3. MATERYAL VE YONTEM ......ocoiiiiieeeeeeeeeeeee s 28
3.1, Yart Yerel HalKa........ooiuioiiiiiccee e 28
3.2. Timleyen AltModiiller Ve CeSItIeri.......oiiuiiiiiiiieiiiiiieiic e 28
3.3. V-Modiiller,Pargalanan Modiil ve SSI-Halkalar..............cccccoooiriivininiie e 31
4. BULGULAR VE TARTISMA ...ttt e 39
4.1 C-Timleyen Alt MOAUIET ......ccviviiiiiiiiiiic s 39
5. SONUC VE ONERILER .......cooviiiiiiscesiees s ssss s s 43
(AN N I USSR 44

OZGECMIS oo s s e s e s e s ee s ees e s ees s ee s s s s e s eee s eessesees e eesseons 46



viii

SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Bu ¢aligmada kullanilmis bazi simgeler ve kisaltmalar, yanda agiklamalari verilmek tizere

asagida listelenmistir.

Simgeler Aciklama

N dogal sayilar kiimesi

Z tam sayilar kiimesi

Q rasyonel sayilar kiimesi

P asal sayilar kiimesi

- alt kiime

C 0z alt kiime

N kiimelerde kesisim islemi

05 (S, +,) halkasinda (S, +) abel grubunun birimi
15 (S, +,-) halkasinda (S,) cebirsel yapisinin birimi
] = Rad(N) N Halkasmin Jacobson Radikali

< alt modiil

< 0z alt modiil

< bliyiik alt modiil

A/ B A modiiliiniin B alt modiiliine gore boliim modiili
< kiiciik alt modiil

M=N izomorf modiiller

1 B:i B; alt modiillerinin direkt carpimi

i Bi B; alt modiillerinin toplami

@ ;;, B B; alt modiillerinin direkt toplami

(X) X kiimesi tarafindan tiretilen modiil



Rm

Kisaltmalar

Rad(¥)
Des(Y)
E(Y)

Z(Y)

P(Y)
Gor(f)
Cek(f)
End(S)
Homs(C,])

5(Y)

m elemani tarafindan uretilen devirli modul

Aciklama

Y modiiliiniin radikali

Y modiiliiniin destegi

Y modiiliiniin injektif biiriimii

Y modiiliiniin singiiler alt modiilii

Y modiiliiniin tiim radikal alt modiillerinin toplam1

Bir f homomorfizmasinin goriintii kiimesi

Bir f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

S modiiliiniin endomorfizmalarinin kiimesi

C modiilinden /] modiiliine tim S-modiil hom. Kiimesi

Y modiiliiniin §-kii¢iik alt modiillerinin toplami



1.GIRIS

1972 yilinda K.A. Byrd’in ‘Rings Whose Quasi-Injective Modules Are Injective’
makalesinde V-halkalar ve SSl-halkalar kavramlari ele alinmig ve temel bilgiler verilerek
tanitilmistir. Yine Lam T.Y ¢ A First Course in Noncommutative Rings ‘ kitabinda yari -
yerel halkalar1 detayl olarak arastirip literatlire kazandirmistir. 1991 ‘de R. Wishbauer ise
‘Foundations of Module and Ring Theory’ kitabinda bir¢ok konunun temelini olusturan
timleyen modiiller ve tiimleyen alt modiiller konusunu detayli bir sekilde vermistir.
Muhammet Tamer Kosan ‘da 2007 ‘de yaymlamis oldugu ‘ §-Lifting and §-Supplemented
Modules ¢ makalesinde tiimleyen modiilleri 6zele indirgemis ve §-Tiimlenmis modiiller
kavramini detaylica ele almistir. Noyan Er, Sergio Lopez Permouth, Nurhan S6kmen
2011’de yaymlanan ‘Rings Whose Modules have Maximal or Minimal Injectivity
Domains’ makalelerinde parcalanan modiil kavramindan bahsetmis; Rafail Alizade,
Yilmaz Mehmet Demirci, Burcu Nisanci Tiirkmen ve Ergiil Tiirkmen ise par¢alanan modiil
kavramint yayinlanan ‘On Rings With One Middle Class Of Injectivity Domain’
makalelerinde tekrar ele almislardir.S ‘ye birimli bir halka diyelim. Biitiin basit sol S-

modiiller injektifse S halkasma sol V-halka adi verilir. Biitiin yar1 basit sol S-modiiller

injektifse S halkasia SSI-halka adi verilir. Eger S/ Rad(%) yar1 basit halka ise, S halkasina

yar1 yerel ad1 verilir. P bir S-modiil ve N < D olsun. P = N + K olmas1 hasebiyle bir K alt
modiilii mevcut ve K bu sarta gére minimal olursa, diger bir deyisle N + Z = P kosulunu
saglayan her Z < K i¢in Z = K olursa, K ya Z de N nin tiimleyeni ve N ye D de tiimleyene
sahiptir adi1 verilir. T bir S-modiil olsun. Eger T nin biitiin alt modiilleri T de tiimleyene
sahip olurlarsa T ‘ye tiimlenmis modiil adi verilir. S halka, N bir S-modiil ve D < N ‘yi ise
6z alt modiil olarak kabul edelim . ¥ < J olmas1 hasebiyle N = P + Y oldugu zaman Y = N
olursa,  ye J nin kiigiik alt modiilii ad1 verilir. T bir S-modiil , Z < T olarak kabul edelim.
7+Y=T ile T/Y singiiler olacak bigimde T ‘nin biitiin Y alt modiilleri icin Y =T
mevcutsa, Z ye §-kiiciik alt modiil adi verilir. T=N+Y,ve NnY Y ‘de §-kiiciik ve
T =N+ Y, Y/F singiileri ile Y nin fark etmeksizin F 6z alt modiilii kapsaminda T # N +
F olarak kabul edelim. N ile Y bir T modiiliiniin verilen bu kosullar1 saglayan alt modiilleri
olurlarsa Y ye N nin T de §-tiimleyeni ad1 verilir. Sayet T nin biitiin alt modiilleri T ‘de bir

d-tiimleyene sahip iseler, T ‘ye §-tiimlenmistir ad1 verilir.



Y bir modiil olsun. Y =7+ L ve ZNn L S Desy(L) ise Y nin L alt modiiline Y de Z alt
modiiliiniin ss-tiimleyeni ad1 verilir. Y modiiliiniin biitiin alt modiilleri Y de ss-tiimleyene

sahip iseler Y ye ss-tiimlenmis modiil ad1 verilir.

Y “yi S-modiil kabul edelim. Y “nin biitiin N alt modiilleri kapsaminda Des(Y/N) , Y/N °
nin direkt toplam terimi ise Y modiiliine parcalanan adi verilir. Biitiin yar1 basit modiiller
pargalanandir. Bu tezde, ss-tiimlenmis modiillerin bir genellemesi olarak cr-tiimlenmis
modiiller ¢alisildi. Y yi S-modiil kabul edelim. Y = B + N + ve P n N pargalanan olursa,
N ye D nin Y de c-tiimleyeni adi verilir. T ‘nin biitiin alt modiilleri c-tiimleyene sahip

iseler, T’ ye cr-timlenmis modiil ad1 verilir.

Bu tez calismasinin Genel Bilgiler boliimiinde; halka ile modiil teorilerin temel tanim ile
teoremlerine yer verilmis, Materyal ve Yontem boliimiinde V-halka, SSI-halka, Yari yerel
halka, Tiimlenmis modiiller ve c¢esitleri ile Pargalanan modiiller ele alinmis, son olarak
Bulgular ve Tartigma boliimiinde ise, c-tiimleyen alt modiiller yardimiyla tanimlanan cr-

tiimlenmis modiiller ¢alisilmistir



2. GENEL BILGILER

2.1. Halkalar

2.1.1. Tanim Alt satirdaki kosullar1 yerine getiren (S,+,.) cebirsel yapisina halka ad
verilir.

(i) (5, +) abel gruptur,

(ii) Her &, ¥, 8 € S icin (Ay)$ = fi(y3) dir,

(iii) Herfi,y,8 €S icin i(y +8) = iy +ns ve (A+§)$ = s+ y$ dir (Hungerford,
1974).

2.1.2. Tamm (S, +,.) halka kabul edelim. & € S olmas: hasebiyle Viie S i¢in fid = afi = fi
olursa, 4 € S elemanina S halkasinin birim elemam adi verilir. 4 = 1% bi¢ciminde ifade

edilir. Birim elemanli halkaya birimli halka ad: verilir.
Bu calismada S ile (S, +,.) halkas1 kastedilecektir.

“.” islemine binayen komiitatif olarak kabul edilen (g, +,.) halkasina degismeli halka adi
verilir. Z,Q, R degismeli halkalardir ve n > 1 olmak {izere M,,(Z) degismeli olmayan
halkadir (Hungerford, 1974)

2.1.3. Tanim S ‘yi halka , @ # I < S olarak kabul edelim. I, (S, +) abel grubunun alt grubu
ile rastgele segilen t,y € I igin ty € I olursa, I’ya S’ nin alt halkas1 ad1 verilir. Ayriyeten
her$ €S ile hert € I igin $t € I (t§ € I) olursa , I ya S nin sol (sag) ideali ad1 verilir.

Sayet I, S *nin hem sag ideali hem de sol ideali olursa, I‘ya S’ nin ideali ad1 verilir.

Bir halkanin her ideali alt halkadir ancak her alt halka ideal olmak zorunda degildir.
Ornegin 27 halkas1 Q nun bir alt halkas1 iken x = 4 € 2Z ve r = % € Qigin, rx = g & 27

oldugundan 2Z, Q nun bir ideali degildir. Z halkasinin her alt halkas1 bir idealdir.

S halkasinmn 0 ve S ideallerine asikar idealler denir. S halkasinin kendisi haric ideallerine
0z ideal denir (Hungerford, 1974).



2.1.4. Tamm $ halka olsun. fi € S eleman icin fij = yfi = 15 olacak sekilde j € S eleman1

-

mevcutsa, ¥ elemanina fi € S elemaninin tersi adi verilir. Bu baglamda fi elemanina S

halkasinin terslenebilir elemani ad: verilir (Hungerford, 1974)

2.1.5. Tanim S birim elemanli bir halka olsun, S 'nin sifirdan farkli tiim elemanlarinin

carpma islemine gore bir tersi olursa, S 'ye bélme halkasi denir. (Hungerford, 1974)
2.1.6. Tanim Degismeli bolme halkasina cisim denir (Hungerford, 1974)
2.2. Modiiller

2.2.1. Tanim S halkas: ile (N,+) abel grubu kapsaminda (3,fi) — f(3,fi) = i ile
tanimli £ : S X N — N fonksiyonu verilmis olsun. Her 4,% € S ve her j,j € N i¢in;

() 8 +5) = 4] + 3

(i) @+z)j =4aj+zj;

(iii) (az)j =a(zj)

sartlari olusursa N’ ye sol S-modiil ad: verilir. SN bigiminde ifade edilir. S, birimi 15 olan
bir halka olmasi hasebiyle u € N rastgele secilen elemani igin lqu =u esitligi
saglaniyorsa N modiiliine iiniter sol S-modiil ad: verilir (Hungerford, 1974).

Bu tezde tiim modiiller initer sol S —modiil olarak alinacaktir.

olur. Biitiin Y halkalari kendi iizerlerinde iiniter sol Y-modiil olurlar. *Y bigiminde ifade
edilir. Bu baglamda Y = Z,, kabul edilirse, Z, sol Z,-modiil olur. Biitiin vektdr uzaylari,

bir Uniter sol modiil olurlar.

2.2.2. Tanim S ‘yi halka, Y yi S-modiil , @ # P € Y ise alt kiime olarak kabul edelim.
Biitiin §, i € D “ler ve biitiin § € S ‘ler i¢in

()y—neb,

(i)s.yeb

oluyorsa, P’ ye Y’ nin bir sol alt modiilii denir ve D < Y seklinde yazilir. Buna gére 0 ile

Y, Y modiiliiniin asikar alt modiilleridir. Y modiiliiniin kendisinden farkli alt modiillerine 6z



alt modiil ad: verilir. Sayet D, Y ’nin 6z alt modiilii olursa, P < Y bi¢iminde ifade edilir. S

halkasiin I 6z sol ideali ayn1 zamanda SS’ nin 6z alt modiilii olur.Y modiiliiniin rastgele

sayidaki alt modiillerinin kesisimi Y’ nin alt modiilii olur (Hungerford, 1974).

N bir S-modiil ve z € S olsun. Bu takdirde Sz = {§i SE §} < N alt modiildiir. Gergekten
7eS7ise, $2—nz= (§—f)ZeSZve d€eS igin 4(3%) = (a8)% e Sz dir (Hungerford,

1974).

=t

vy
SZ,

2.2.3. Onerme S ‘ye modiil diyelim. Y, b, N “yi de S 'nin alt modiilleri olacak sekilde N <
b olarak kabul edelim. Bu kosullar altinda

(N+Y)nb =N+ (¥YnDb)dir

Ispat ae (N+Y)nD olsun. Bu takdirde, ae N+ Y ve aeb dir. O halde a =+
olacak bi¢imde fi € N, j € Y elemanlar1 mevcuttur. N < D oldugundan y = a + (—fi)) e ¥ n
D olup ae N+ (Y nDb) bulunur. Buradan (N+Y) n D < N+ (YN D) dir. Ayrica N +
(YNDP)<N+Y ve N+(YnD)<D oldugundan N+ (YnD)<(N+Y)nD dir.
Dolayistyla (N + ¥) n D = N + (Y n D) elde edilir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.2.4. Tamm T “yi S-modiil, X € T kabul edelim. T modiiliiniin X alt kiimesini kapsayan
tim alt modiillerinin arakesitine T modiiliiniin X alt kiimesi tarafindan iiretilen alt
modiilii adi verilir. (X) bi¢iminde ifade edilir. X kiimesine (X) alt modiiliiniin iireteg¢
kiimesi adi verilir. Sayet X sonlu kiime olursa, (X) alt modiiliine sonlu iiretilmis alt
modiil, X = {t} seklinde tek elemana sahip olursa (X) = (t) alt modiiliine devirli alt
modiil adi verilir. Sayet T = (X) olacak sekilde T nin sonlu bir X alt kiimesi mevcutsa T
ye sonlu iiretilmis modiil ve 6zel olarak T = (t) olmas1 hasebiyle t € T eleman1 mevcutsa
T ye m tarafindan iiretilen devirli modiil adi verilir. Bu baglamda (t)= St =
{st | s € S}bigimindedir (Hungerford, 1974).

Ozellikle, X = @ ise, < @ > = {0} oldugu agiktir.

2.2.5. Teorem M’yi modiil , X # @ bir alt kiime olarak kabul edelim. Bu durumda

(X) = {¥%,s:a;|zeN",s; €5,a;€ X,1 < i < z} seklindedir.

Ispat B ={Y% s;a;|a;eX, s;eS,zeN"} olsun. B < M oldugunu gosterelim. X # @
oldugundan da € Xicina = 0.a e B # @ olur. x,y € B ve s € S keyfi olsun.

x =Yie1Sia; Ve y = ZZ=1 S, ay, yazilabilir.



Buradan x —y = (37_; 5;a; — Yh_, 54a,) = Yi2Ps;a; € B olur. Benzer sekilde sx € B

oldugundan B < M dir. (X) = B oldugunu gosterelim. a € X ise, a = 0.a € B olur. Bu
baglamda (X) < B olur. Béylece D < B < D olup D = B bulunur.

2.2.6.Tamm N ‘ye S-modiil , {B;};c;’ya ise N ‘nin alt modiillerinin bir ailesi diyelim. Bu

takdirde
(Uier Bi) = {Z?:lriaij |al- € UiesBi,zeN,s; € S}
= {rlail +ra;, + +rzaiz|aij €B;,,zeN,s; €eS,1<j<z }
= {bi  tby, ++ biz|bij €B;;,1<j= Z} seklindedir. Bu karakterizasyondan

dolay1 (U;¢; B;) alt modiiliine {B;};¢; ailesinin toplanm ad1 verilir ve (U;¢; B;) = Yier Bi

ile gosterilir (Hungerford, 1974).

2.2.7. Tanim Y bir modiil, {YS|§ € S} de Y ’nin alt modiillerinin bir toplulugu olsun. Her
y € Y eleman tek tiirlii olarak Y, alt modiillerinin elemanlarinin toplami seklinde, yani y =

s, + 5, +... 45, Vs, € Vg, seklinde tek tiirlii olarak yazilabilirse Y ye Y alt modiillerinin

i¢ direkt toplamu ad1 verilir ve @}, Yy ile gosterilir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.2.8. Onerme W =@}k W olmasi icin gerek ve yeter kosul W = ¥, cx W, ve her i €
Kigin W; N (X k=i Wi) = 0 olmasidir (Alizade ve Pancar, 2016).

Ispat (=) W = @}k W), diyelim. Buradan her w e W, w = wy,, + wy, +...w;, seklinde
yazilabileceginden, w e Wy + W, +...4+Wy S Yyex Wy olur. O halde W = ¥, Wy
gerceklenir. Ayrica, x € Wi N (Xgx Wi ) ise x = wy =wy, +wy, +...4+wy, , ki #1

yazabiliriz. Yaziligin tek tirli olmasindan w; = wy, = wy, =

= wy._ = 0 olur. Buna
n

istinaden heri e K i¢cin W; N (Xge; Wi ) = 0 dir.
() W = Ygex Wy oldugundan her weW =YW, elemam , w= wy +

Wy, +...Wy, biciminde yazilabilir. Yazilisin tek tiirli oldugunu gostermek i¢in bir w

!

elemaninn w= w, +w, +..w, = w., +w., +..w., seklinde iki g0sterimin
keq ko ken k1 k9 k¢

bulundugunu varsayalim. Gerekirse toplam terimlerinin yerlerini degistirerek ve sifir
toplam terimlerini ekleyerek, n =tve her i = 1,2, ...,n igin k; = k; oldugunu kabul

ederiz.



Bu durumda yukaridaki esitlikten her i=1,2, ...t igin wy, — wy, = Zjii(w,'cj -
Wk].) € Wi, N(Xjxi Wi, ) = 0ve buradan da wy, = w,’ci elde ederiz. Béylece s6z konusu

yazilis tek tiirltidiir.

2.2.9. Tammm S halka, @ # I bir indis kiimesi olmas1 hasebiyle, {W;};c; S-modiillerin bir
ailesi olsun. {a| a:I -» U;egW;, Vi€l icin a(i) € W;} ile verilen doniisiimlerin
kiimesine {W;};c; modiiller ailesinin ¢arpimi adi verilir. [[;c; W; bigiminde ifade edilir.
Her i €1 i¢in a(i) =a; , a = (a;);g bigiminde gosterelim. Bu baglamda «a; ye «
doniisiimiiniin i. bileseni adi verilir. Sayet I indis kiimesi sayilabilir ise, @ = (@;);e; =
(a1, ay, ..., aj, ....) seklindedir.

a, B € [lie; W; olmak iizere

Ma=p < herieligina; =pf;

(i) a+p=(ai+Bia

(i) -a = (—ap)er

(iv) j € ] olmasi hasebiyle ja = (ja;);e; biciminde tanimli cebirsel islemlerine binayen
[Tie; W; bir S-modiil yapisina sahiptir. Bu modiile {W;};c; modiiller ailesinin dis direkt
carpimi adi verilir.

@, W; = { (a)ie | sonlu sayida i € I igin a; # 0 } kiimesi [];e; W; modiiliiniin bir alt
modiilidiir. @Y, W; alt modiiliine {W;};¢; modiiller ailesinin dis direkt toplamu ad1 verilir
(Alizade ve Pancar, 2016).

2.2.10. Tannm P < N vefie Nolsun. N ’ninfi + P = {fi + p|p € P} alt kiimesine, N ’ nin

P alt modiiliine gore sol yansimifi denir ve tiim sol yansimiflar kiimesi N/ p ile gosterilir

(Alizade ve Pancar, 2016).

2.2.11. Onerme Y ‘yi S-modiil , P < Y olarak kabul edelim. Y/N bdliim grubu, s € S ve i
+ P € Y/P elemanlar icin, s » (j + P) = s § + P ile tammli » : S x Y/P — Y/P dis
islemine gore bir S-modiil yapisina sahiptir. Y/P modiiliine ¥ nin P alt modiiliine gore
boliim modiilii denir (Hungerford, 1974).

65.’9

Ispat Oncelikle isleminin iyi tanimli oldugunu gorelim. (s, ; + P) = (S5, ¥, + P)
olsun. Buradan s; =s, =svey, + P =¥, + P olupj; — ¥, € P dir.
O halde s(y; — y2) = sy; — sy, € P = sy, + P = sy, + P olur. Dolayisiyla * islemi iyi

tamimlidir. Her k, § € Yve her s, 4 € S igin



Ds(@+P)+(k+P)=s(G+k)+P)=s@F+k)+P=(sy+sk)+P=
(sy+P)+ (sk+P)=s(y+P)+s(k+P)olur.

(i) (s+a)F+P)=(s+a)jy+P=(sy+ay)+P=(sy+P)+(sy+P)=
s(y + P) +a(y + P) olur.

(iii) (sa)(y + P) = (sd)y + P = s(ay) + P = s(ay + P) = s(a(y + P)) olur.

(iv) 15(y + P) = 15y + P = j + P oldugundan Y/P fiiniter sol S-modiildiir (Hungerford,
1974).

2.3. Homomorfizmalar

2.3.1. Tanim S ‘yi halka, D ile P *yi S-modiil olarak kabul edelim . Alt satirdaki kosullar:
gercekleyen y: D — P fonksiyonuna sol S-modiil homomorfizmasi ad1 verilir.

(i) Her 3, n € biginy(a+ n) = (@) + Y (i) dir,

(i) Her 4 € D ve her § € Sicin y(83) = $y(3) dur.

Ele almis oldugumuz tez calismamizda rastgele bahsedilen sol S-modiil homomorfizmasi
kisaca homomorfizma olarak isimlendirilecektir. 1: D — P homomorfizma olsun . Sayet
Y bire-bir olursa ¥ ‘ye monomorfizma, y orten olursa  ‘ye epimorfizma , 1 hem bire-
bir hem de orten olursay ‘ye izomorfizma adi verilir. D ile P modiilleri arasinda bir
izomorfizma mevcutsa, P ile P modiillerine izomorf modiiller adi verilir. D =P
bi¢iminde ifade edilir. P modiiliinden P modiiliine tanimlanan biitiin homomorfizmalarin
kiimesi Hom(D,P ) = {| ¥ : D — P modiil homomorfizmasi} ile gosterilir. Burada
Y :D—DP homomorfizmasina endomorfizma denir. P  modilinin tim

endomorfizmalarinin kiimesi End (P ) bigiminde ifade edilir (Hungerford, 1974).

2.3.2. Tamim S modiil , Y < S diyelim. Biitiin y € Y ’ler kapsaminda i(y) = y ile tanimli
i:Y — S doniisiimii monomorfizma olup i monomorfizmasina icerme monomorfizmasi
ad1 verilir. 7(s) =s + VY ile tanmh m:S — Y doniisiimii epimorfizmadir. Buradaki

epimorfizmasina dogal homomorfizma adi verilir (Hungerford, 1974).

2.3.3. Tannm P modiilii icin g(p) =p ile tammh g:P — P fonksiyonu S-modiil
izomorfizmasidir. Bu tiir izomorfizmalara birim homomorfizma denir. P den P ye birim

homomorfizmasi Ip bigiminde ifade edilir (Hungerford, 1974).



2.3.4. Tanim f:] — Y homomorfizma olsun Cek(f) ={j €] | f(j) = Oy} kiimesine f

homomorfizmasinin ¢ekirdegi denir. Cek (f) ile gosterilir.

f:N - Y modiillerin homomorfizmasi olmak iizere:

i,y e Cek (f)olsun f(i—y) = f(n)— f(F) = 0y — 0y = 0y oldugundan

fi — y € Cek(f) dir. s eSkeyfi elemani icin f(sfi) = sf(fi) = s.0y = Oy dir. Buradan
sfi € Cek(f) oldugundan Cek(f) < N dir (Hungerford, 1974)

2.3.5. Tanim f:] — Y homomorfizma olmak tizere,Gor(f) = f(J) =
{yeY|dj€]:y=f(j) }kiimesine f’ nin goriintiisii ad1 verilir. Gor(f) bi¢iminde ifade

edilir.

f:A - Y modiillerin homorfizmas: olmak iizere:

i, w € Gor(f) olsun. Buradan fi = f(4) ve w = f(§) olacak sekilde &, € A olsun.
n—w=f@—-fQF =f(a=y)eGor(f)

sp = sf(4) = f(sd) e Gor(f) oldugundan Gor(f) < Y dir (Hungerford, 1974).

2.3.6. Teorem: C ile Y ‘yi modiil kabul edelim, f: C — Y homomorfizmasi verilsin. Bu
baglamda,

()N<cveb<Vise, f71 (f(N)) =N + Cek(f) ve f(f~* (P)) = P N f(C) dir.
(()N<Cveb<VYise, fFL(fN)+D)=N+f L ®)ve fF(f B)NN)=b N f(N) dur.
(iii) g ve h modiil homomorfizmalar i¢in f = gh ise Cek(f) = h™1 (Cek(g)) dir (Alizade
ve Pancar, 2016).

2.3.7. Teorem (1. izomorfizma Teoremi) Her f:N — J homomorfizmas i¢in f = f 0 ¢
olacak bigimde bir f: l(I/g ek(f) ™ ] monomorfizmas1 vardir. Ozellikle, N/C ek(f) =
Gor(f) gerceklenir (Alizade ve Pancar, 2016).

Ispat Cekf =D olsun. f: N/B - J fonksiyonunu f(fi + D) = f(f) ile tammlayalim. fi +
bD=j+D ise i—/JeDbolup, buradan daf(i—j) =0 ve f(ii) = f(j) elde ederiz.
Dolayistyla,f iyi tanmhdir.f((8+D) + (j+D)) = f(HE+j+D) = f({E+)) = F(R) +
f()=Ff@E+D)+f(j+D) ve f(r(a+ D)) = f(rii+ D) = f(ri) = rf (&) = rf (i +
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D) oldugundan f, bir homomorfizmadir. Her fi + D € Cek(f) icin f(/) = f(fi + D) = 0
olup fie Cek(f) =D ve buradan dafi+D =D elde edilir. Bdylece Cek(f) =0 olur.
Dolayisiyla, f bir monomorfizmadir. Her fi € N igin (f 0 a) (f) = fi (a(ﬁ)) =f(A+D) =
f(i) yani foo =f dir. Buradan Gor(f) € Gor(f) gerceklenir. Diger taraftan, her
j € Gor(f) bir fi + P elemaninin gériintiisiidiir. O halde, j = f(fi + D) = f(#) € Gor(f)
oldugundan, Gor( f) < Gor(f) olur. Boylece Gor(f) = Gor(f) ve dolayisiyla f :

N/ p — Gor(f) bir izomorfizmadir:

N/D = Gor(f) gerceklenir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.3.8. Teorem (2. Izomorfizma Teoremi) A, N < Y ise (A+ N)/ N = A/ AnR gerceklenir.
Ispat 0:Y > Y/N dogal homomorfizmasmin A ‘ya kisitlanmisini ¢’ ile gosterelim.
Cek(o')=AnCek(c) =AnN oldugu aciktir. HerdeA igin o'(3) =a+N=

(A+0)+Ne (A+ N)/N , dolayisiyla Gor(a') < 4y N)/N dir. Diger taraftan her 4 € A
, biitiin fi e N’ler igin , (4 N) + N = 4 + N = ¢’(4) oldugundan, (A+ N)/N = Gor(a")

elde edilir. Bu durumda Teorem 2.3.7 ispatindan Gér(a’)zA/Cek(U,) , yani

(A+N) / A , o
N= / (A n R izomorfizmasi gergeklenir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.3.9. Teorem (3. Izomorfizma Teoremi) N <P < Y modiiller olsun. Bu sart altinda

(Y/N) /(D I = Y/, dir (Alizade ve Pancar, 2016).

Ispat f(j+N)=y+D ile f: Y/N - Y/ p  fonksiyonunu tan1m1aya11m.Y/ Nbélﬁm

modiiliinde ¥ + N = §' + N olsun.

Bu sebeple, y —y'e N € D olur. Oyleyse , Y/D da y+b =y + D dir. Dolayisiyla, f
fonksiyonu iyi tanimlidir. f nin bir epimorfizma oldugu kolayca kontrol edilir. y +
N € Cek(f) olmast igin gerek ve yeter kosul j + D = D, yani € D, diger bir deyisle j +

Ne D/N olmasidir. Béylece, Cek(f) = B/N < Y/N olur.
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o /p) /g
Buradan Y/D ~ / E /Cek(f) - / E (S/,) izomorfizmas1 elde edilir (Alizade ve
E

Pancar, 2016).

2.3.10. Tanim D ‘ye modiil , N < D diyelim . D *nin N alt modiiliinii kapsayan bir tek N

6z alt modiilii varsa , N 6z alt modiiliine P modiiliiniin maksimal alt modiilii adi verilir.

Ornegin p € P olsun. < p >= pZ < 7 maksimal alt modiildiir (Kasch, 1982).

2.3.11. Teorem D ‘ye modiil , N < P alt modiil diyelim. Bu baglamda P nin N yi igeren

biitiin alt modiillerinin kiimesi ile D/N nin biitiin alt modiillerinin kiimesi arasinda bire-bir

esleme mevcuttur. D/N nin alt modiilleri N < Z < D olmas1 hasebiyle Z/N seklindedir.

Ispat N < D oldugundan ¢: D - D/N dogal epimorfizma olsun. N<Z <D ise ¢ (Z) =

7 P . . ) . 4 N i > N
/N < P/g dir. Tersine, ¢ <P/gise Z=07(C) igin N=07"(0) <Z<D ve o(Z) =

Z/N = C elde edilir. Boylece B/N nin her alt modiili, N <Z <D olmak iizere Z/N

seklinde yazilabilir (Alizade ve Pancar, 2016).

dizisinde her w € Z i¢in Gor(f,,+1) = Cek(f,,) oluyorsa, bu diziye tam dizi adi verilir.

0 - C — D — E — 0 dizisine ise kisa tam dizi denir (Alizade ve Pancar, 2016).
, . h .
2.3.13. Onerme 0 Z> pLESNSO dizisi tam olursa, g bir monomorfizma ve h bir

epimorfizmadir. Ayrica , Gér(g) =D ve N = E/ Gor(g) dir. Boylece izomorf modiilleri

ozdeslestirerek N = E/B diyebiliriz.
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Ispat Cek(g) = Gor(f) = f(0) =0 dir. Dolayisiyla g bir monomorfizmadir ve
Gor(g) = g(P) = D dir. Her fi € N icin e(fi) =0 oldugundan Gor(h) = Cek(e) = N dir ,

yani h bir epimorfizmadir. Esas homomorfizma teoreminden N = Gér(h) = E/ Cek(h) =

E/ Gor(g) izomorfizmasi elde edilir.

Onermenin ispatindan incelenen dizinin tam olmast i¢in gerek ve yeter kosulun Cek(g) =

0, Gor(h) = 0 ve Gor(g) = Cek(h) oldugu elde edilir (Alizade ve Pancar, 2016).
2.4. injektif Modiiller, Projektif Modiiller ve Serbest Modiiller

2.4.1. Tamm | ve D ’yi modiil kabul edersek. Biitiin f : P — N monomorfizmalar: ile
g : P — I homomorfizmalar1 kapsammda h o f = g olacak bicimde bir h : N — I
homomorfizmas: bulunursa, | > ya N -injektif modiil ad: verilir (Alizade ve Pancar, 2016).

Farkl1 bir agidan degerlendirirsek, tam satirlt her

diyagrami bir h : N — I homomorfizmasi ile degismeli iiggene tamamlanabilirse, | ‘ya N

-injektif modiil denir (Alizade ve Pancar, 2016).

Yukaridaki diyagramda O—>D—f>N satir tam dizisi rastgele secilirse I ya injektif

modiil ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.2. Teorem (Baer Kriteri) P modiiliiniin injektif olmas: i¢in gerek ve yeter kosul her N

sol ideali ile k:N - P homomorfizmasinin bir m:S—>P homomorfizmasina

genisletilebilmesidir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.3. Teorem D’yi modiil kabul edelim . I injektif olacak sekilde bir f:D —1

monomorfizmasi mevcuttur.
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2.4.4. Onerme Vi e icin {M,};.; modiillerin bir ailesi olsun. A modiilii M;-injektif ise , A
8%

modila .

el M;-injektiftir.

fspat

diyagrami verilsin.

= {h: L- A|K CLC Mve ~|g = g} kiimesini alalim ve T iizerinde

"[hy:Ly » Al < [hy: L, > Al © L € L, ve hz|L1 =h," ile tanmh " <" siralama
bagintisini diisiinelim.
(T, <) swrali bir kiimedir. Zorn Lemmasina gore, hy: hy - A homomorfizmasi vardir.

Simdi M = L, oldugunu gosterelim. Vi el i¢cin M; € L, oldugunu gostermek yeterlidir.

0—)L0an'—>Ml'

!

L 0 :_.-"'::: hi

h 0 l :":::.:

A

diyagrami degismelidir.
h*: Lo+ M; > A
a+m; - h*(a +m;) = hy(a) + h;(m;) dontisimii homomorfizmadir ve h* € T dir.

hy ¢ 1n maksimalligi geregi h* = h, olup M; S L, dir.

2.4.5. Teorem P ve N, S- modiiller olsun. P modiilii N-injektif ise, P modiilii N nin biitiin

X alt modiilleri i¢in hem X-injektif hemde N/X -injektiftir.
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fspat

L
e

diyagrami verilsin. i,: X = N icerme homomorfizmasi olmak iizere B, N-injektif

oldugundan

O—>Yi—1>XE>N
gl/l
b

h(i,i;) = g olacak bicimde h: N - A homomorfizmas1 mevcuttur. i’ = hi,: X — D olsun.
Bu takdirde h'i; = (hiy)i; = g olup b, X -injektiftir.

Simdi D nin N/ -injektif oldugunu kanitlayalim.

.e i ~
0 Y/y>N/y
g
p

diyagramini alalim.
Y - Y/ x Ve m;: N - N/ x dogal homomorfizmalari verilsin.

gm,:Y > D homomorfizmasi igin B, N-injektif oldugundan
v 3N
e
»

0-Y
gpli
b

hi, = gP; olacak sekilde h: N » P homomorfizmas1 vardir.V fi + X € N/ x i¢in

“hy(0+ X) = h(D) ’ile tanimh hy: l(I/ x — D doniisiimii bir homomorfizmadir.
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Vy+Xe Y/V i¢in (hyi))(¥ +X) = (¥ + X) = h(y) = (hi)§) = (gP)(F) = 9 +

X) olup hyi; = g dir. Dolayisiyla D, N/X -injektiftir.

2.4.6. Sonu¢ 0 » M; - M, - M3 — 0 kisa tam dizi olsun. A modiilii M, injektif olursa A
hem M; -injektif hem de M; -injektiftir.

2.4.7. Teorem N ve Y S- modiilleri icin alt satirdaki ifadeler denktir.
(i) N, Y -injektiftir.
(ii) D, Y nin keyfi bir sonlu iiretilmis alt modiilii ise, N D-injektiftir.

(iii) ¥ € Y keyfi eleman1 i¢in N, Sy -injektiftir.

Ispat (i) =(ii) Teorem 2.4.5 ‘ten agiktir.
(i) =(iii) Sy sonlu iiretilmistir.

(iii) =) Y = ({y;}ie; ) ve K; = Ry; olsun. Hipotez geregi N modiilii K; -injektiftir.
@

Onerme 2.4.4 geregi N modiilii ieealKi -injektiftir. Simdi a: e IKi — Y epimorfizmasini

alalim. Teorem 2.4.5 geregi N modiilii Y -injektiftir.

2.4.8. Tamim A, B ve T birer S-modiil olsunlar. Satir tam dizi olmak iizere alt satirdaki

diyagram degismeli olursa, T modiiliine A-projektiftir ad1 verilir.

Diger bir deyisle istteki diyagramda f keyfi bir epimorfizma olmasi hasebiyle f,g

homomorfizmalari i¢in g = fh olacak bicimde h: T —— A homomorfizmasi1 mevcutsa, T

c g - f
ye A-projektiftir adi verilir. Sayet buradaki diyagramda A —— B — 0 satir tam dizisi

rastgele alinirsa T ye projektif modiil ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 2016).
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2.4.9. Teorem F bir modiil olmak tizere X = {x;| k € K} de F nin alt kiimesi olarak ifade
edilsin. Buna istinaden alt satirdaki iki kosul denktir:

(i) Her a € F elemani, yalnizca sonlu sayida r;, katsayilart sifirdan farkli (veya hepsi sifir)
olmak tizere, tek tiirlii olarak ) ex 1Xx bigiminde ifade edilebilir.

(if) Her k € K igin f;(r) = rx; bigiminde ifade edilen f,: R— Rx; fonksiyonu bir
izomorfizmadir. Buna ek olarak F = @i Rx; dir [4].

Ispat (i) =(ii) f;, fonksiyonunun bir epimorfizma olmas: basitce kontrol edilir. Diger

taraftan fi(r) = fi(s) ise , yani rx;, = sx; ise, (i) ¢ deki tek tirliliik kosulundan r = s

k .
esitligini elde ederiz. Dolayisiyla f;, , bir monomorfizmadir ve R = Rx; gergeklenir. Ikinci

kosula gelince , her a € F elemani tek tiirlii olarak Rx; modiillerinin 73X, elemanlarinin
sonlu toplam1 bigiminde ifade edilebildiginden , F = @cx Rxy dir.

(if) = (i) F = @yex Rxy oldugundan , her a € F , a = Y gex 1 Xp sonlu toplami seklinde
gosterilebilir ve @ = Ypex "Xk = Likex TeXk 15€ , her k € K i¢in rx;, = rpx;, dir.

fi: R = Rxj bir monomorfizma oldugundan , 1, = 1y, esitligini ve dolayisiyla yaziligin tek

tiirli oldugunu elde ederiz (Alizade ve Pancar, 2016).

2.4.10. Tanim Bir 6nceki teoremdeki denk kosullardan birini saglayan F modiiliine serbest
modiil, X = {x; | kK € K } kiimesine de F modiiliiniin serbest iiretenler kiimesi veya

kisaca tabam denir (Hungerford, 1974).

2.4.11. Teorem S ‘yi halka, P’yi ise {initer modiil olarak kabul edelim. Bir S halkas
iizerinde her D {initer modiilii bir serbest S -modiiliin homomorfik goriintiisiidiir. Eger P
sonlu tiretilmisse F sonlu tiretilmis olarak segilebilir.

Ispat Y , D ‘nin iiretegler kiimesi ve F ‘de Y kiimesi iizerinde serbest S -modiil olsun.

Y - D icerme fonksiyonu f: F - D S-modiil homomorfizmas1 olusturur ve Y c Gorf dir.

Y, P ‘yi iirettiginden Gérf = D olmak zorundadir (Hungerford, 1974).

2.4.12. Teorem Bir S halkas1 iizerinde her F serbest modiilii projektiftir.

fSpat
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Yukaridaki diyagram iiniter S -modiil homomorfizmalarmin diyagrami bir g epimorfizmast
ve F serbest modiiliiyle X (1: X — F) kiimesi lizerinde verilsin. Her bir x e X, f (l(x)) eB
dir. g bir epimorfizma oldugundan a, € A ile g(a,) = f(1(x)) olur. F serbest oldugundan
x » a, tarafindan verilen X - A fonksiyonu h:F - A  S-modiill homomorfizmasi
olusturur ki burada tiim x € X ler i¢in h(t(x)) = a, dir. Sonug olarak tiim x € X ler icin
ghi(x) = g(a,) = fi(x) dir ve bundan dolay1 ght = f1: X - B olur. F in serbestliginden
gh = f olur. Bundan dolay1 F projektiftir (Hungerford, 1974).

2.4.13. Teorem N modiiliiniin injektif olmas1 icin gerek ve yeter kosul N € A olacak
sekilde her A modiilii igin A = N @ N’ olacak sekilde N’ < A mevcut olmasidur.

Ispat (=) N € A olsun.

diyagramini alalim. I;: N — N birim déniisiim ve i: N — A igerme déniisiimiidiir. N injektif
oldugundan hi = I; olacak sekilde h: A - N homomorfizmasi mevcuttur.

ae A olsun. h(a) e N dir.

h(h(@)) = (hi)(h(a)) = I;(h(a)) = h(a) olup h(a — h(a)) = h(a) — h(a) = 0 dir ve
a — h(a) € Cekh bulunur. Demek ki a = a — h(a) + h(a) € Cekh + N olup A = Cekh +
N dir.

aeCekh NN ise, a=1I;(a) = (hi)(a) = h(i(a)) = h(a) =0 olup a =0 dir. Sonug
olarak A = Cekh @ N yazilir.

(&) Teorem 2.4.3 ‘den I injektif olmak iizere f:N — I monomorfizmas1 vardir. N € I

alinabilir. Hipotez geregi N, I min direkt toplam terimidir. O halde N injektiftir.
2.5 Basit Modiiller ve Yari-basit Modiiller

2.5.1. Tanim S ‘yi bir halka , W *yu da sifirdan farkli bir S-modiil olarak kabul edelim. W’

nun sadece asikar alt modiilleri varsa W’ ya basit modiil ad1 verilir (Lam, 1991).
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Ornegin p € P olmak iizere Z,, Z-modiilii basittir. K ‘nin cisim olmasi durumunda }K nin

alt modiilleri sadece 0 ve K olup %K basittir.

2.5.2. Onerme S’yi bir halka , N ‘yi de S-modiil olarak alalim. N modiiliiniin basit S-modiil
olmasi igin gerek ve yeter kosul 0 # fi € N igin Sfi = N olmasidir.

Ispat (=) fi # 0 olsun. fi = 1fi € Sfi olacagmdan Sfi # 0 olur ve bundan dolay1 Sii = N
dir.

(€)0<P <N ve 0+ peP olsun.Sp = N olur. Fakat Sp < P oldugundan P = N dir
(Kasch, 1982).

2.5.3. Tanim S “yi bir halka ve T ’yi de S-modiil olarak alalim. T modiiliiniin biitiin alt
modiilleri T de bir direkt toplam terimi olursa, T’ ye yari-basit modiil adi verilir (Lam,
1991).

Tanim 2.5.1 ve Tanim 2.5.3 incelendiginde 0 alt modiilii yari-basittir 1akin basit degildir.
2.5.4. Yardimc1 Teorem N sifirdan farkli rastgele bir yari-basit modiil olursa, basit bir alt
modiil igerir (Lam, 1991).

Ispat 0 # fie N olsun. Herhangi bir yari basit S-modiiliin alt modiilii de yar1 basit
oldugundan Sii = N oldugunda ispat elde edilir. Zorn Lemmasindan N “nin bir B maksimal
alt modiilii ve fi e P elde edilir. 0 = D’ alt modiilii icin N =D @D’ olsun. P’ niin basit
oldugunu gosterip ispati tamamlayabiliriz. Aslinda eger 0 # D" <D ise neb @ D"
olmak zorundadir ( P nin maksimalliginden) ve bdylece D @ D" = N olur. Bu da agik bir

sekilde D" = D' demektir (Lam, 1991).

2.5.5. Teorem S bir modiil ve Y de bir S — modiil olsun. Alt satirda belirtilen ifadeler
denktir.

(i) Y yar basittir.

(ii) Y basit alt modiillerin direkt toplamdir.

(iii) Y basit modiillerin toplamudur.

Ispat (i) = (iii) Y;, Y ‘deki tiim basit alt modiillerin toplami olsun. Y, ‘nin S- alt modiil
oldugu Y = Y, @Y, yazalim. Eger Y, # (0) ise Yardimc1 Teorem 2.5.4. Y, nin basit bir S
-alt modiilii oldugu anlamina gelir. Ancak bu durum Y; de oldugundan bu bir geliski

olusturur. Bu yiizden Y, = (0) dir. Diger bir deyisle Y, = Y dir.
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(iii) = (1) Y; ler Y ‘nin basit alt modiilleri ve bundan dolay1 Y = Y., Y; olsun. N € Y alt
modiilii verilsin. N nin Y S-modiiliiniin direkt toplam1 oldugunu gostermek i¢in J S I alt
kiimesini asagidaki 6zelliklerle birlikte g6z ontine alalim:

(a) ¥ Y, bir direkt toplamdir.

b)NNX;, Y = (0)

Dogal olarak Zorn Lemmasi1 tiim J lerden olusan sinifa uygulanir ( Bu sinif bos kiime
icerdiginden bos olmayan siniftir). Bu sebeple maksimal olacak sekilde bir J segebiliriz.
Bu Jigin Y := N + Yjej Yj = NO( Dyex Yj) olsun. Y’ = Y oldugunu gostererek ispati
bitirebiliriz ( 0 zaman N, Y D-modiiliiniin direkt toplami olur). Bunu tiim i € I lar igin
Y 2VY oldugunu gostererek yapabiliriz. Ancak, eger Y; €Y' olursa Y;‘nin

basitliginden Y’ N Y; = (0) olur. Buradan Y’ + ¥; = N®(D ¢, Y;) ®Y;elde edilir ki buda

jeJ
J nin maksimalligine ¢eliski olusturur.

(iii) =(ii) Bir tstteki ispatta N =0 alinarak elde edilir.

(ii) = (iii) Agiktir (Lam, 1991).

S bir modiil olsun. S 'nin basit alt modiillerinin toplamina S 'nin destegi denir ve Des(S)
ile gosterilir. Tanimdan Des(S), basit alt modiillerin toplamu olarak yari-basittir.

Y ’vi, S “nin yari-basit alt modiilii seklinde ifade edelim. Buna istinaden Y, i:Y — S
icerme doniisiimiiniin goriintiisii olmasi hasebiyle Des(S) de igerilir. Demek oluyor ki

Des(g) , 'S “nin en bityiik yari-basit alt modiiliidiir (Kasch, 1982).

2.5.6. Sonug¢ Asagidakiler saglanir.

(1) Yar1 basit modiiliin biitiin alt modiilleride yari basittir.

(i1) Yar1 basit modiiliin biitiin epimorfik goriintiileride yar1 basittir.

(iii) Yar1 basit modiiliin biitiin toplamlar1 yar1 basittir.

Ispat (i) Teorem 2.5.5 ten agiktir.

(i) D basit ve a: b — B bir epimorfizma olsun. Buradan b/Ker(a) = B olur. Eger
Ker(a) = 0 ise B basittir: eger Ker(a) = D ise, B = 0 dir. D basit oldugundan Ker(a)
icin baska ihtimal yoktur. Homomorfizmadan dolay1 basit modiillerin toplaminin
goriintlisii basit ve sifir modiillerin toplamidir; sifir modiilleri ithmal edilebilir ve bu
nedenle teorem 2.5.5 ten tekrar yar1 basit olur.

(iii) Teorem 2.5.5 te goriildiigii lizere her yar basit modiil bir basit modiiliin toplamidir
buna istinaden, yar1 basit modiillerin toplami tekrar basit modiillerin toplamidir ve yine

buna istinaden Teorem 2.5.5 ten yine yar basittir (Goodearl, 1976).
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2.6.Biiyiik Alt Modiiller

2.6.1. Tamim N ‘yi S-modiil , 0 # D < N olarak kabul edelim. Lakin N ’nin sifirdan farkli
biitiin P alt modiilleri i¢in B N P # 0 elde edilirse yani, D N P = 0 olmasi durumu P = 0
sartin1 sagliyorsa, P "ye N ’nin biiyiik alt modiilii ad1 verilir. D 2 N seklinde gosterilir. Bu

durumda N *ye de P ‘nin biiyiik genislemesi denir (Anderson ve Fuller, 1992).

2.6.2. Onerme Y, A, Z , N S -modiiller olsun. Buna istinaden;

(i) A < N verilsin. A < N olmasi igin gerek ve yeter kosul her 0 # i € N icin A N Si # 0
olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

(i) Y < A verilsin. Y 2 N olmas i¢in gerek ve yeter kosul Y 2 A ve A 2N olmasidir
(Anderson ve Fuller, 1992).

(iii) Eger Y, @D, c Nve Y, 2D, c Nise Y, n Y, 2D, n D, dir (Wishbauer, 1991).

(iv) Y <A< Nve Z <N verilsin.Zn Y 2 N olmasi i¢in gerek ve yeter kosul Z < N ve
Y < N olmasidir (Anderson ve Fuller, 1992).

Ispat (i) () Eger A< Nve 0 # fieNise AnSi # 0 olur.

(€) 0+=feD <N ve reR olsun. Buradan 0 # Siie AN N olur(Anderson ve Fuller,
1992).

(i) (®) Y= Nile 0 # D < N olsun. Buradan P n'Y # 0 olur. Bu durum 6zellikle D < A
oldugunda gegerlidir. Bundan dolayr Y < A dir. Fakat aym zamanda Y < A oldugundan
D N A # 0 dir. Bu yiizden A < N olur.

()Eger YA AsNvebD<NisebubnY=0, PnA =0 demektir. Bundan dolay1
b = 0 olur (Anderson ve Fuller, 1992).

(iii) 0 # X c b, nD,olsun. Bu durumda 0 # X NY, c P, yazabiliriz. Buradan 0 #
XnY)NnY, =Xn (Y, NnY,)olur. Diger bir deyisle Y; N Y, 2 D, n D, dir (Wishbauer,
1991).

(iv) (=) (ii) den agiktir.

(€)Z=2aNveY 2 Nolsun. Eger DP<NveDPNnZnY=0iseY <N oldugundan DN Z =
0 olur. Z 2 N oldugundan B = 0 dir (Anderson ve Fuller, 1992).

2.6.3. Tanim M bir sol S-modiil olsun. m € M igin {s € S|sm = 0} kiimesine m nin

sifirlayicisi (annihilatoru) adi verilir. Anng(m) seklinde gosterilir (Wishbauer, 1991).
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Buradan

(1) x,y € Anng(m) olsun. a0 = 0 oldugundan 0 € Anng(m) olur. Ustelik a(x —y) =
ax —ay = 0— 0 = 0 oldugundan x — y € Anny,(m) dur.

(@) a(xy) = (ax)y = 0y = 0 oldugundan xy € Anng(m) olur.

(b) Eger s €S ise a(xs) = axs = 0s = 0 olur. Buradan xs € Anny(m) dir ve bdylece
Anng(m) , S “nin sol idealidir.

(2) L <S sol ideal , x,y e Anng(L) ve seS olsun. LO = 0 oldugundan Anng(L) # @
olur.

@L(x—y)<Lx—Ly=0-0=0oldugundan L(x — y) = 0 ve x —y € Anng(m) olur.

(b) L(sx) = (Ls)x < Lx = 0 ve L(xs) = (Lx)s = 0s = 0 oldugundan sx, xs € Anng(L) olur.
(1) ve (2) den dolay1 Anng(m) hem sol hemde sag ideale sahip oldugundan S nin idealidir.
2.6.4. Tamm N ‘yi sol $-modiil olarak kabul edelim. Z(N) = {ii eN|Ann, (i) = *S}
kiimesi alt modiildiir. Z(N) ’e singiiler alt modiil ad1 verilir. Z(N) = N ise N modiiliine
singiiler modiil denir (Wishbauer, 1991).

2.6.5. Tanim Bir f:M — N monomorfizmasinin Gor(f) gorlntisi N nin biyiik alt

modiilii olursa f ¢ ye biiyilk monomorfizma ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 2016).

2.6.6. Tanim | injektif modiiline f:M — [ biiylk monomorfizmasina ilaveten M

modiiliiniin injektif biiriimii ad1 verilir (Alizade ve Pancar, 2016).
2.7. Kiiciik Alt Modiiller

2.7.1. Tamm S ‘yi halka, N ‘yi S-modiil ve Y < N olarak diisiinecek olursak. Buna
istinaden P < N olmak iizere N = Y + P olmas1 halinde P = N kosulu saglanirsa, Y’ ye N’
nin kiiciik alt modiilii ad1 verilir ve Y « N seklinde ifade edilir (Wishbauer, 1991).

2.7.2. Onerme

(i) N modiil ve D < P < N olsun. P « N ise, P« N dir.

(ii) N modiil ve D < P < N olsun. P < P ise, D « N dir

(iii) N modiil, P,,P,,...,D,,, Y1, Y5, ..., Y, N modiiliiniin alt modiilleri ve her i=
1,2,...,1 icin P; <K Y; olsun. Buna istinaden D; + D, + -+ Pz <K Y, + Y, + -+ ¥;

dir
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(iv) N, P birer R-modiil, P 'de N* nin bir alt modiilii ve f: N — P homomorfizma olsun.
b « Nise f(D) «< f(N) dir.

(v) N “yi modiil, P < P < N olarak alalim. Ayrica P ‘yi N ’nin direkt toplam terimi olarak
kabul edelim. Buna istinaden P <« P olmasi i¢in gerek ve yeter kosul P « N olmasidir
(Wishbauer, 1991).

Ispat (i) W + Y = N kosulunu saglayan C nin bir Y alt modiiliinii alirsak W < A olmas1
hasebiyle A + Y = C yazilir. Buradan A « C oldugundan Y = C bulunur. Dolayisiyla W « C
dir.

(i) D+ Z = N kosulunu saglayan N ’nin bir Z alt modiiliinii alalim. P < N oldugundan
(D+Z)n P =P bulunur. D < P oldugundan Onerme 2.2.3 geregince, D+ (PNZ) =P
yazilir. D « P oldugundan P NZ = P bulunur. Buradan P S Z dir. P<P<Z ve b+
Z = N oldugundan Z = N bulunur. Dolayisiyla B « N dir.

(iii) Ifadenin dogrulugunu fi = 2 icin ispatlayalm. P; + P, + Z =Y, + Y, kosulunu
saglayan Y; + Y, nin bir Z alt modiiliinii alalim. P; « Y; oldugundan ii) den P, + Z =
Y, + Y, yazilir. Benzer sekilde D, « Y, oldugundan tekrar (ii) den Z =Y, + Y, elde
edilir. Boylece P; + D, < Y; + Y, bulunur. Tiimevarimla her 2 < fi tamsayis1 iginde

ifadenin dogru oldugu gosterilebilir.

(iv) f(P)+Y=f(N) kosulunu saglayan f(N) nin bir Y alt modiiliinii alirsak
7Y (f®) +Y) = N olup teorem 2.3.6 (ii) ile D + f~1(Y) = N esitligi elde edilir. D « N
oldugundan f~1(Y) = N bulunur. Tekrar Teorem 2.3.6 (i) den Y = f(N) dir. Dolayisiyla
b « N dir.

(V) ()P « P ise, (ii) den B « N bulunur.

() b « N olsun. P + Y = P kosulunu saglayan P ’nin bir Y alt modiiliinii alirsak. P, N
nin direkt toplam terimi olmasi sebebiyle N = P@®Z seklinde N ’nin bir Z alt modiilii
mevcuttur. Buradan B + Y + Z = N elde edilir. D « N oldugundan Y + Z = N dir. Onerme
2.2.3 geregince P =Y + (Zn P) = Yolup B « P bulunur
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2.8. Radikal

2.8.1. Tanim S ‘ye halka , T’ye de S-modiil diyelim. T modiiliiniin biitiin maksimal alt
modiillerinin arakesitine T modiiliinin radikali adi verilir. Ayrica Rad(T) seklinde
gosterilir. Lakin T modiiliiniin maksimal alt modiilii bulunmuyorsa, Rad(T) = T olur. Bu

durumda, T modiiliine radikal modiil ad1 verilir (Bacella, 1984).
T’ nin biitiin radikal alt modiillerinin toplam1 P (T) seklinde ifade edilir (Lomp, 1999).

2.8.2. Yardimc1 Teorem Y ‘ye modiil diyelim. T <Y ve, {T;};; Y *nin T" yi kapsayan bir
alt modiiller ailesi olsun. Bu takdirde; N;¢; (T;/T) = (N T;)/T dir.

Ispat ¥+ Te (NigT;)/Tise her i € I icin y+Te T;/T olup yeT; dir. Buradan
Y€ Ny T; olur ki ¥ +T e (N T;)/T elde edilir. Benzer islemler yapilarak ters kapsama
gosterilebilir (Kasch, 1982).

2.8.3. Teorem (Radikalin Ozellikleri) S ‘yi halka , A < y1 da S-modiil olarak alalim. Buna
deyin;

(i) A ve N ‘yi modiil olarak kabul eder isek. Biitiin f € Hom (A, D) ‘ler i¢in f(Rad(A)) <
Rad(N) dir. Sayet Cek(f) < Rad(A) ise, f(Rad(A)) = Rad(f (A))dir.

(ii) P < F < Aolursa, Rad(P) < Rad(F) elde edilir,

i B
(iii) Rad( /Rad(A)) =0
(iv) A = @®;¢A; olarak alirsak, Rad(A) = @®;¢;Rad(A;) dir

V) N<i iken V¥ R“d@)/N < Rad(®/Q) ve N<Rad(A) ise Rad (/)=

Rad(A) /
K dir,

(vi) A modiiliiniin radikal modiil olmas1 igin gerek ve yeter kosul A ‘nin her sonlu iiretilmis
alt modiilii A “da kiiciik olmasidir,

(vii) A = @, ise A/Rad (D) = @, (A;/Rad(A))) dir (Wishbauer, 1991).

Ispat (i) Rad(A) = Y «a L oldugundanf (Rad(A)) = ¥, «4 f(L) dir.Teorem 2.7.2 (iv) de
f(L) « N olur. Boylece f(Rad(A)) < Rad(N) elde edilir. 4 e Rad(A) ise, Sa « A olup
teorem 2.7.2 (iv) den f( S4) = Sf(4) « f(A) dir. Bundan étiirii f(4) € Rad(f (A)) olup
f(Rad(A)) < Rad(f(A)) olur. Simdi herhangi bir f(a) € Rad(f(A)) alalm. Sf(3) <
f(A) dir. & & Rad(A) oldugunu kabul edelim. Bu durumda Si + P = A olacak bicimde A
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‘nin bir D maksimal alt modiilii mevcuttur. Buradan Sf(4) + f(P) = f(A) olup Sf(3) «
f(A) oldugundan f(P) = f(A) esitligi elde edilir. Teorem 2.3.6 (i) den A = D + Cek(f)
olup, Cek(f) < Rad(A) < P oldugundan A = D ¢eliskisi bulunur. Buna istinaden

4 € Rad(A) olmalidir. Bu durumda £ (4) € f(Rad(A)) olur. Nihayetinde f(Rad(A)) =
Rad(f(A)) bulunur.

(ii) i: P > F igerme doniisiimiinii alalm. (i) geregince i(Rad(P)) = Rad(P) < Rad(F)
dir.

(iii) Teorem 2.3.11° den A *nin maksimal alt modiilleriyle A/Rad (A) nin maksimal alt
modiilleri arasinda birebir esleme mevcuttur. Buna istinaden X, A nin biitiin maksimal
alt modiillerinin kiimesi olmasi dolayisiyla A/Rad(A) = Npex(P/Rad(A)) olur ve
buradan A/Rad(A) = Npex(P/Rad(A)) = (Npex P)/Rad(A) = Rad(A)/Rad(A) = 0
elde edilir.

(iv) (iii) den Rad(A;) < Rad(A) dir. Buradan };.; Rad(A;) = ®;,Rad(A;) < Rad(A)
olur. Tersine; & = Y, 4; € Rad (A) ‘y1 alirsak. m;(3) = 4; ile taniml 77;: A - A; i. kanonik
projeksiyon olmak iizere (i) geregince m;(4) = &; € Rad(A;) elde edilir. Béylece

4 € @;Rad(A)) olur. Sonug olarak @;,;Rad(A;) = Rad(A) bulunur.

(v) m: A > A/N dogal homomorfizmasi igin (i) ‘deki gereklilikten

n(Rad(A)) = (Rad(A) + N)/N < Rad(A/N) dir. Cek(r) = N < Rad(A) ise Yardimci
Teorem 2.8.2 geregi Rad(A/N) = Rad(A)/N esitligi bulunur.

(vi) A = Rad(A) ise, herbir 4 € A igin Sa « A olur. Buradan Teorem 2.3.6 (i) geregince A

’nin sonlu iiretilmis biitiin 6z alt modiilleri A *da kiigiiktiir.

(vii) Her Y 4; € A = @A, igin

f((Z4a) + Rad(d)) = X(4; + Rad(A)) € ®;e;(A;/Rad(4))) ile tanimly
f:A/Rad(A) - @, (A;/Rad(A;)) doniisiimiiniin izomorfizma oldugunu gosterelim.
Ya;,>a; eAigin (¥ 4;) + Rad(A) = (X 4}) + Rad(A) olsun. Bu takdirde

Y (4; — a}) € Rad (A) dir. iv) den &; — 4} € Rad(A;) olur. Bdylece

4; + Rad(A;) = &) + Rad(A)) olup Y &; + Rad(A;) = Y &} + Rad(A,) bulunur.
Dolayistyla f iyi tanimlidur. £(3&; + Rad(A)) = X.(4; + Rad(A;)) = 0 olsun. O halde



25

Y 4; + Rad(A) = Rad(A) olur. Boylece Cek(f) = 0 bulunur. Tanim 2.3.1 den f

epimorfizma olup sonug olarak izomorfizmadir
2.9. Noetherian Modiiller
2.9.1. Tamm N ‘yi modiil kabul edelim. N modiiliiniin alt modiillerinin her

N, <N, <+ <N, <

artan zinciri verildiginde biitin w > p ‘ler i¢in N,, = N, olacak bi¢imde bir p pozitif tam
say1s1 mevcutsa N modiiliine Noetherian modiil deriz (Hungerford, 1974).

Eger N’ nin her sonlu iiretilmis alt modiilii noetherian olursa N ‘ye yerel noetherian adi
verilir (Wishbauer, 1991).

2.9.2. Teorem M modiil olsun. Asagidaki ifadeler M modiilii i¢in denktir.

(i) W noetherian dir.

(i) W ‘nun sonlu iiretilmis alt modiillerinin dizisi noetherian dir.

(ili) W nun her bos olmayan (sonlu iiretilmis) alt modiillerinin kiimesinin bir maksimal
elemani vardir..

(iv) W ‘nun biitiin alt modiilleri sonlu tiretilmistir.

Ispat (i) = (ii) Aciktir.

(it) = (iii) P, W ‘nun bos olmayan (sonlu iiretilmis) alt modiillerinin kiimesi olsun. Eger P
‘ nin maksimal elemani yoksa her U € P i¢in {U'e P|U' © U,U' # U} kiimesi bos degildir.
Boylece alt modiillerin sonsuz artan bir zincirini elde ederiz.

(iii) = (iv) N < W olsun. N ‘nin sonlu tiretilmis alt modiillerinin kiimesinde N, maksimal
elemani vardir ve agikgast N, = N dir.

(iv) = (i) K; €K, c ..., W ‘nun alt modiillerinin bir artan zinciri olsun. Kabuliimiizden
UnK; € W alt modiilii sonlu iiretilmistir ve tiim iiretilen elemanlar j e N i¢in K; de

kapsanir (Wishbauer, 1991).

2.9.3. Teorem (1) 0—»N' - N — N"—0 S-modiil de tam dizi olsun.

(i) Sayet N yerel noetherian olursa , ozaman N' ile N" de yerel noetherian dur.

(ii) Sayet N' ve N" noetherian olursa, ozaman N ‘de noetheriandir.

(iii) Sayet N' ne noetherian , N" ne de yerel noetherian dersek , ozaman N yerel noetherian
dir.
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(2) Yerel noetherian modiillerin direkt toplami yine yerel noetherian dir.
Ispat (1)(i) Tam dizi olma kuralindan agiktir.
(1)(ii) Eger N', N" noetherian ve K, N ‘nin alt modiilii ise,asagidaki degismeli diyagrami
elde ederiz.
0> KnN—-> K-> K/KnN - 0

oo

0 — " -5 N - N” — 0

KnN' ve K/K NN’ noetherian modiillerin alt modiilleri oldugundan sonlu iiretilmislerdir
ve bu yilizden K' da sonlu iretilmistir.

(1) (iii) N' ne noetherian , N" ne yerel noetherian ve K > ya da N ¢ nin bir sonlu iiretilmis
alt modiilii diyelim. Yukaridaki diyagramda K N N’ ve K/K N N’ noetherian modiillerdir.
(1) (ii) den K da noetherian dir.

(2) (1) (ii) den noetherian modiillerin her sonlu direkt toplami noetherian dir. Eger N ve M
yerel noetherian ise 0 zaman N @ M yerel noetherian dir:

K’ yi, N®M"minK 'da(f; € N, m; EM,s €N ) bir ok eleman (fi;, m,)s...,(fig, ms)
tarafindan tiretilmis bir alt modiilii olarak kabul edelim.

N =Dic<s S j; C Nve M= Di<s §mi C M alt modiilleri kabuliimiizden neoetherian dir ve
buradan N'@M’ noetheriandir.

Ayrica K ¢ N'@M’ oldugundan K ‘da noetheriandir (Wishbauer, 1991).

Tiimevarimdan yerel noetherian modiillerin her sonlu direkt toplaminin yerel noetherian
oldugu goriiliir. Biitiin sonlu iiretilmis alt modiiller bir sonlu direkt toplam iginde

bulunacaklarindan iddiamiz keyfi toplamlar i¢in dogrudur.

2.9.4.Teorem M ‘yi modiil olarak alalim. M ‘nin yerel noetherian olmasi i¢in gerek ve

yeter kosul M -injektif modiillerin direkt toplaminin M -injektif olmasidir.

2.9.5 Sonug S halkasmin noetherian olmasi igin gerek ve yeter kosul injektif S -modiillerin
direkt toplaminin injektif olmasidir.

Ispat Teorem 2.9.4 ¢ den agiktir.
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2.10. Artininan ve Yari-Artininan Modiiller

2.10.1. Tamim P ‘yi modiil olarak alalim. P modiiliiniin alt modiillerinin her
Pp=zPy,=--=2PF =

azalan zinciri verildiginde biitiin r > s ‘ler igin PB. = P, olacak sekilde bir s pozitif tam

say1st mevcutsa P ‘ye Artininan modiil adi verilir. (Hungerford, 1974).

S halkasi sol S-modiil olarak Artinian olursa, S halkasina sol Artinian halka deriz

(Hungerford, 1974).

2.10.2. Teorem L modiil olsun. Asagidaki ifadeler L modiilii i¢in denktir.

(i) L artiniandir;

(if) L 'nin biitlin bos olmayan alt modiillerinin kiimesinin en az bir eleman: vardir;

(iii) L 'nin biitiin faktér modiilleri sonlu kotiretilmistir.

(iv) L lineer olarak kompakttir ve sifirdan farkli biitiin faktor modiilleri sifir olmayan
sokleye sahiptir (Wishbauer, 1991).

2.10.3. Tanim D ‘yi modiil kabul edelim. Sayet D ' nin biitiin 6z N alt modiilleri i¢in
Des(D/N) + 0 ise D modiiliine yar1-artinian denir (Wishbauer, 1991).

S halkas1 hem sol S-modiil hem de yari-artinian olursa S halkasma sel yari-artinian
halka adi verilir. (Clark, Lomp, Vanaja ve Wishbauer, 2006).

S “ nin sol artinian olmasi icin gerek ve yeter kosul sol noetherian ve sol yari-artinian

olmasidir (Wishbauer, 1991).
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3.MATERYAL VE YONTEM
3.1 Yan yerel Halka

3.1.1. Tamm $ bir halka W’ da bir S -modiil olsun. Eger W /Rad (W) yar basitse W’ ya

yar1 yerel modiil denir . Ayrica S§ yar1 yerel olursa S ’ye yar1 yerel halka denir (Lam,

1991).

3.1.2. Onerme P bir modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir:

(i) b yar1 yereldir.

(ii) N € D alt modiilii igin P € D varsaN + P = Dve NN P € Rad(D) dir.

(iii) b =D;@®DP, olacak sekilde B, yar1 basit ve D, ile Rad(P) 2 D, yar yerel alt
modiilii vardir.

Ispat (i) = (ii) Agiktir. Ciinkii (N + RadP)/RadP , D/RadD nin toplamidir.

(ii) > (i) N/RadP € P/RadP olsun. P €D alt modiilii icin N+ P =D ve NnP c
RadD olur. Bdylece N/RadD @ P/RadP = D/Radb dir. Buradan D/RadD nin her alt
modiilii direkt toplamdir.

(i) = (iii) b, , P ‘de Radb ‘nin birlestiricisi olsun. Buradan D;@®Radb = D olur.
D/Radb yar basit oldugundan D; = (D;@Radb)/Radb ,D/Radb de direkt toplamdir.
Buradan yar basittir ve ( D;@®RadD)/Radb @ D,/RadDb = D/RadD olan yar1 basit bir
b, /Radb alt modiilii elde edilir.

Bundan dolay1 D = b; + P, ve B, N D, € D; N Radb = 0 olur. Bu yiizden b = b, @D,
dir. Clinkti b, tamamlayan, Radb < b, dir.

(iii) = (i) BD/Radb = b;®(P,/RadDb) oldugundan agiktir (Clark ve digerleri, 2006).

3.2. Tiimleyen Alt Modiiller ve Cesitleri

3.2.1. Tamim N ‘yi modiil ve P < N olarak kabul edelim. N = P + Y olacak bigimde bir ¥
alt modiilii mevcut ve Y bu kosula gére minimal olursa, diger bir deyisle D + P = N sartim1
gerceklestiren tiim P < Y ‘ler i¢in P = Y olursa, Y ye N’ de P’ nin tiimleyeni , D ‘ye de N
‘ de tiimleyene sahiptir deriz. (Wishbauer, 1991).
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Y ¢ yi modiil olarak alalim ve N « Y diyelim. Bundan dolay kiigiik alt modiil tanimindan
Y, N alt modiiliiniin timleyeni olur. Bu durumda modiiliin kendisi sifirnin tek

tiimleyenidir.

3.2.2. Onerme N ‘yi modiil olarak alalm. Y,D < N dersek. P alt modiiliiniin Y ‘nin
tiimleyeni olmasi i¢in gerek ve yeter kosul N=Y+D ve YND <KD olmasidir
(Wishbauer, 1991).

Ispat (=) Eger P, Y ‘nin tiimleyeni ve X < D ile birlikte (YNnDP)+X =Dise, N=Y +
P=Y+{nDb)+X =Y+ Xdir ve dolayisiyla D’ nin minimalli§inden X =D olur.
Boylece Y N D « D dir.

(€) N=Y+D ve YNnD « P olsun.Zc P ile birlikte N=Y+Z icin P=Nnb=
(Y N D) + Z (modiiler kural) elde edilir. Béylece D = Z dir. Bundan dolay1 D istenilen

anlamda minimaldir (Wishbauer, 1991).

3.2.3. Teorem (Tiimleyen Alt Modiiliin Ozellikleri) P ile B, Y S-modiiliiniin alt modiilleri
olmak {izere D, P nin tiimleyeni olsun. Bu takdirde;

(i) Y sonlu iiretilmisse, P ‘de sonlu iiretilmistir,

(ii) P “yi Y ’nin maksimal alt modiilii olarak alirsak, D devirli ve Rad(P) =P nW D’
nin maksimal alt modiiliidiir.

(iii) Z « Y oldugunda Z N B « P olup Rad(P) = P N Rad(Y) dir,
(iv) N < P olmak iizere B+ N)/N’ Y/N de P/N nin timleyenidir ( Lam, 2003).

Ispat (i) Y sonlu iiretilmis olsun. P +D =Y oldugundan P’ € D ile P+ D' =Y sonlu
tiretilmis alt modiilii elde edilir. D *nin minimalliginden D’ = D dir.

(i) (i) e benzer sekilde D "nin devirli oldugunu gérebiliriz. /(P N D) = Y/P oldugundan
P N D bir maksimal alt modiil ve P N D > Rad(P) olur. P N D « P oldugundan PN D c
Rad (D) yi elde ederiz ve bundan dolay1 P N D = Rad (D) dir.

(i) Z«Yve XcDile (ZnD)+X =D olsun. Buradan Y=P+D=P+(ZnD) +
X=P+X oldugundan X =P olur. Diger bir deyisle ZND « D dur. Buradan P n
Rad(Y) € Rad(P) sonucuna variriz. Rad(P) € DN Rad(Y) herzaman gegerli

oldugundan istenilen sonug elde edilir.
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(ivN e D icin Pn(®+N) =P nb + N (modiiler kuraldan) ve (P/N) n [(P + N)/N] =
[(P n D) + N]/N elde edilir. P n D « D oldugundan [(P N D) + N]/N « (P + N)/N dir

ve (P/N) +[(®+N)/N] = Y/N istenilen sonucu elde edilir (Wishbauer, 1991).

3.2.4. Tanim W ‘yu bir S modiil olarak kabul edelim. Sayet W ‘nun her alt modiilii W ‘da

tiimleyene sahip ise W ‘ya tiimlenmis modiil ad1 verilir. (Wishbauer, 1991).

3.2.5. Tanim D ‘ye bir S-modiil , N < D diyelim . Sayet N+ P = D ve B/P singiiler olacak
bicimde D ‘nin biitiin P alt modiilleri icin P = D elde ediliyorsa , N* ye §-kiiciik alt
modiil denir. N < D ile gosterilir (Kosan, 2007).

3.2.6. Yardime1 Teorem P,D < B olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
()B=P+D,vePNnD D de 5-kiigiik tiir.

(ii) B = P + P, B/N singiileri ile D nin herhangi bir F 6z alt modiilii icin B # P + N dir.
Ispat (i) = (ii) Eger N < D alt modiilii ve D/N singiiler oldugunda B =P + N ise D =
(P nP)+Nolur. b n N, b de §-kiigiik oldugundan D = N dir.

(ii) = (i) Eger N < D alt modiilii ve /N singiiler oldugunda D = (P n D) + N olursa B =
P+ N =P +N elde edilir. i) den N = P dir. Bundan dolay1 P N D <5 P olur (Kosan,
2007).

3.2.7. Tanim N ve L bir M modiiliiniin 3.2.6 Yardimci teoremdeki kosullar1 saglayan alt
modiilleri olurlarsa L ’ye N ‘nin M ‘de &-tiimleyeni denir. Sayet M ‘nin biitiin alt

modiilleri M ‘de bir §-tlimleyene sahip ise M ‘ye §-tlimlenmistir deriz. (Kosan, 2007).

3.2.8. Teorem Y ‘yi §-tiimlenmis modiil kabul edelim. Bu durumda Y/§(Y) yar basittir.
Ispat () <P<Yolsun. P<Y ve Y=D+P ve PnP Kz P dir. Buradan P n
P<KsP olur. Boylece DN((P+65)=dBnNP)+5Y)=86®) oldugundan
Y/6(Y) =D/6(Y) + (P +6(Y))/5(Y) olur (Kosan, 2007).

3.2.9. Tamm T ‘yi modiil kabul edelim. ,Y < T olmak iizere T= Y+DveYND K D

ve Y N D yari-basit ise, D’ ye Y ’nin ss-tiimleyeni , T modiiliiniin her alt modiilii T de bir
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ss-timleyene sahip ise T ’ye ss-tiimlenmis modiil adi verilir (Kaynar, Calisici ve

Tiirkmen, 2020).

3.2.10. Tanim D ‘yi modiil kabul edersek. P ‘nin basit ve kiigiik alt modiillerinin toplami
Des,(P) = Y{P « D|P,D'nin basit alt modili}  seklinde tanimlanir (Kaynar ve
digerleri, 2020).

3.2.11. Teorem P ‘ye bir ss-tiimlenmis modiil , N ‘ye de P ‘nin bir kiiciik alt modiilii
diyelim. N € Des (D) dir (Kaynar ve digerleri, 2020).

Ispat Kabuliimiizden D , N nin D de tek ss-tiimleyeni ve bundan dolayt NN D = N yari
basittir. Buradan N € Des¢ (D) dir (Kaynar ve digerleri, 2020).

3.2.12. Lemma T tiimlenmis modiil ve Rad(T) S Des(T) olsun. T ss-tiimlenmistir.

Ispat S € T dersek. T , tiimlenmis oldugu icin T =S+ P ve SN P <« P olan T’ nin bir P
alt modiili elde edilir. Buradan S N P € Rad(P) € Rad(T) dir. Kabuliimiizden S N P yar1
basittir. Bundan dolay1r P , §° nin T’ de ss-tiimleyenidir. Buradan T ss-tiimlenmistir

(Kaynar ve digerleri, 2020).

3.2.13. N modiilii ile Rad(N) « N diyelim. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) N ss-tiimlenmistir,

(ii) N tiimlenmistir ve Rad(N) , N *de ss-tiimleyene sahiptir,

(iii) N tiimlenmistir ve Rad(N) € Soc(N) dir.

Ispat (i) =(ii) Agiktir.

(if) = (iii) Teorem 3.2.11 * den agiktir.

(iii) >(i) Lemma 3.2.12 “den elde edilir (Kaynar ve digerleri, 2020).

3.3. V-Modiiller , Par¢alanan Modiil ve SSI-Halkalar

3.3.1. Tanim N bir S-modiil olsun. Her basit sol S-modiil N-injektif ise N-ye V-modiil

denir. S§ bir V-modiil ise S ‘ye sol V- halka denir. Baer kriteri geregi S “nin sol V- halka

olmasi igin gerek ve yeter kosul her basit sol S-modiiliin injektif olmasidir (Wishbauer,
1991).
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3.3.2. Onerme N ‘ye bir V- modiil , P ’ye de N ‘nin keyfi bir alt modiilii diyelim. P ve N/ p
de V-modiildiir.

Ispat Y keyfi basit sol S -modiil ise N bir V-modiil oldugundan Y modiilii N -injektiftir.
Teorem 2.4.5 geregi Y hem P-injektif hem de N/ p -injektiftir. Dolayistyla P ve N/ p birer
V-modiildiir.

3.3.3. Onerme W yari basit modiil ise , W bir V-modiildir.

Ispat Y bir S -modiil olmak iizere

diyagrammi alalm.W yar1 basit oldugundan W = N@®N,; olacak sekilde N; < W
vardir. m;: W > N dogal homomorfizma olmak iizere h = fm;:W = Y olsun. Simdi

v ii e Nicin (hi)(R) = h(7) = (fr,)(f) = (@) olup ¥ modiilii W -injektiftir.

3.3.4. Teorem N modiilii i¢in asagidaki ifadeler denktir.
(i) N V-modiildiir,

(i) VK < Nigin Rad (V/) = 0 dir,

(iii) N den farkl1 her alt modiilii N nin bir takim maksimal alt modiillerinin arakesiti olarak

yazilabilir.

Ispat (i) = (ii) %E Rad (g) devirli alt modiiliinii alalim. Her sonlu firetilmis modiil

~

basit

M1 »

maksimal alt modiiliine sahip oldugundan % ‘nin bir % alt modiilti vardir ve

TR 1)

modiildir. Vii + Ke N/K icin (i + K) = i + X ile tanimh

W:g - g dontisiimii bir epimorfizmadir ve Cek(¥) = % dir.

=l

C Rad (%) ve % devirli oldugundan <<g olup ¥ (%) =§ dir. Onerme 2.7.2 (iv)

=~

geregi f—( K@ (g) = ; dir. Diger taraftan % basit ve N V-modiil oldugundan %, N-injektiftir.

Teorem 2.4.5 geregi % modiili g -injektiftir.
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hi = Is / x olacak sekilde h:g - % doniistimii vardir.

|z

0-

el

YA
M|z
vz

=1 1~

>0 olup =, - “in direkt toplam terimidir. Bu ise , > “in kiigiik alt modiil

X

olmasiyla gelisir. O halde f—( = 0 olup Rad(g) = 0 dur.
(ii) = (iii) T = {T c N|T maksimal alt modiil ve K € T} olsun. (ii) geregi Rad (g) =

nTEH‘(%) = 0olup Nyer T = K dir.

(iii) = (i) S basit olmak tizere 0-

diyagramini alalim. f = 0 ise , iddia agiktir. f # 0 olsun. Bu durumda 0 # x € K/Cek(f)
vardir. (iii) geregi Cek(f) , N nin bir takim maksimal alt modiillerinin arakesitidir ve X #
L, Cek(f) S L olacak bigimde N nin L maksimal alt modiilii mevcuttur.

K KNL K
= c o —<
k() S ve Cekf < K N L oldugundan CokT = Tok D)

K N L = Cek(f) dir. Ayrica x € L , x € K olup L ‘ nin maksimalligi geregi N = K + L
esitligi yazilir. Vk+1eK+ L icin f'(k+ 1) = f(k) ile tanmml f':N —> S déniisiimii

S basit oldugundan

= Solup,

homomorfizmadir ve f'i = f dir. Dolayisiyla S modiilii N-injektif olup N bir V-modiildiir.

3.3.5. Sonuc N bir V-modiil olsun. Rad(N) = 0 dur.
Ispat Teorem 3.3.4 ‘de K = 0 alinirsa Rad(N) = 0 dur.

3.3.6. Teorem {M;};c; V-modiillerin bir ailesi olsun. Bu durumda M = iEEIMi bir V-

moduldir.
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Ispat S basit ise , Viel igin S modiilii Mi-injektiftir. Onerme 2.4.4 geregi S modiilii

@
el
3.3.7. Teorem S bir halka olsun. Asagidaki ifadeler denktir:
(i) S bir sol VV-halkadur.

(ii) Rastgele bir sol M S- modiilii igin Rad (M) = 0 dr.

M; =M -injektiftir. Dolayisiyla M , V-modiildiir.

(iii) S nin her sol A(# S) ideali maksimal sag ideallerin arakesitidir.

Ispat (i) = (ii) S “ye bir sol V-halka ve M ‘ye de bir sol S-modiil diyelim. M nin tiim
maksimal alt modiillerinin arakesitinin sifir oldugu iddiasinda bulunalim. x(# 0) e M
olsun. Devirli S -modiil olan Sx i g0z oniine alalim. N, Sx nin maksimal alt modiilii olsun.
O halde Y = Sx/N basit bir sol S-modiildiir ve dolayistyla kabuliimiizden injektiftir.

f:Sx - Y kanonik surjektif homomorfizmasim1 diisiinelim. Y injektif  oldugundan
f,f':M > Y ye genisletilebilir. Acikca goriildiigii iizere Cek(f’) , M nin maksimal alt
modiiliidiir 6yle ki x & Cek(f') diir. Bu da bize M nin biitiin maksimal alt modiillerinin
arakesitinin sifir oldugunu gosterir soyle ki Rad(M) = 0 dur.

(ii) = (iii) A(#S), S nin sol ideali olsun. Rad(R/A) = 0 oldugundan A nin maksimal sol
ideallerin arakesiti oldugu sonucuna variriz.

(iii) = (i) Y rastgele basit bir sol S-modiil , | ‘ya da S ’nin sol ideali diyelim. f:1 - Y
sifirdan farkli homomorfizmasini géz dniine alalim. Y ‘nin injektif oldugunu ispatlamak
icin f ‘in S ‘ye genisletilebilecegini gdstermeliyiz. x € I/Cek(f) olarak diizeltelim.
Cek(f) , S ‘nin maksimal sol idealleri ailesinin arakesiti ve x & Cek(f) oldugundan
Cek(f) < M maksimal sol ideali vardir ve x € M dir. I/Cek(f) = Y basit oldugundan
M N1 =Cek(f) tir. | + M =S acik bir sekilde goriiliir. Simdi f ‘i herhangi a el ve
meM igin f'(a+m) = f(a) tanimiyla f":S — Y genisletebiliriz. Bu da bize her basit
sol S -modiiliin injektif oldugunu gosterir ve bundan dolay: S bir sol V-halkadir (Byrd,
1972).

3.3.8. Tanim D ‘yi modiil kabul edelim. D ’nin her W < b alt modiilii i¢in Des(B/W) ,

b/W ¢ nun direkt toplam terimi ise P ‘ye par¢alanan modiil denir (Er, Lopez-Permouth
ve S6kmez, 2011).

3.3.9. Onerme P parcalanan modiil ve N < D olsun. N ve % de parcalanandur.
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Ispat P <N olsun. Des(—) < Des(—) olup b pargalanan oldugundan Des( )69— =§
yazilir. Des (g) yar1 basit oldugundan Des (g) @; = Des(g) dir.

% = Des ( ) EB— = Des (g) EB(%EB%) olup modiiler kural geregi g = g n% = g N
(Des )) = Des()®( N (L@®%)) dir. Dolayisiyla Des() , > *nin direkt

toplam terimidir. Yani N parcalanandir.

<

=
2|~

)z Des(}%) ve b

z| M|zl w

Simdi %nin pargalanan oldugunu gdsterelim icin Des(

parcalanan oldugundan Des (g) , % ‘in direkt toplam terimidir.

b

P D . 9 5
‘P:ﬁ —e epimorfizmasi mevcut oldugundan Des(%) ,

N

‘nun direkt toplam terimidir.

Z| M=zl w

Buradan P /N parcgalanandir.

3.3.10. Onerme M pargalanan modiil olsun. M bir V- modiildiir.

Ispat S basit olmak iizere 0 - K SM

|

S

diyagramini alalim f = 0ise, S M -injektiftir. f # 0 olsun. Bu takdirde f(K) = S olup f

epimorfizmadir ve § = — dlr O halde C_kaBC_kf = Des( C_kf) olacak sekilde Cekf <
L < M vardir. M pargalanan oldugundan Des (C:;Icf) ® Ce);f = Cekf olacak sekilde Cekf <
X < M vardir. Simdi m = Des ((;:;Icf) ® Ce);f = CeI;’f@ CekaGB Ce);’f olup C:;cf : CZICf ‘in
direkt toplam terimidir.

Tq: (;gcf - ﬁ dogal projeksiyon ve m: M — m dogal homomorfizma olmak {iizere

h=fmym: M - S olsun.k e K ise , (hi)(k) = h(k) = (fmym)(k) = (fm)(k + Cekf) =
f(my (k + Gekf)) = f(k + Gekf) = f(k) olup S modiilii M-injektiftir. Dolayisiyla M bir
V-modiildiir.

3.3.11 Sonug¢ Yardimci Teorem M bir pargalanan modiil olsun. Rad(M) = 0 dur.



36

Ispat Pargalanan modiiller V-modiil olduklarindan Teorem 2.5.5 (i) ve Teorem 3.3.4 (ii)
den Rad(M) = 0 dir (Alizade ve digerleri, 2022).

3.3.12. Onerme M pargalanan modiil olsun. M yerel noetherian dir (Er, Lopez-Permouth ve
Sokmez, 2011).

3.3.13. Teorem N modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.

(i) N parcalanandir.

(i) N yerel noetherian V-modiildiir.

Ispat (i) = (ii) Onerme 3.3.10 ve Onerme 3.3.13 “den agiktir.

(i) > (i) D <N olsun. N bir V-modiil oldugundan Onerme 3.3.2 geregi N/D da V-
modiildiir. Ayrica Teorem 2.9.3.(1)-(i) geregi l(I/ p yerel noetherian dir.

DeS(N/ p) basit alt modiillerin direkt toplami ve Teorem 2.9.4 geregi Des(N/ p) modiili

N/ injektiftir.

0- Des(N/D) Lo l(I/D W N;P -0
) Des(N/ p)
! s
"
Des(N/p)

fi =1 olacak sekilde f: N/D - DeS(N/D) homomorfizmasi vardir. O halde Des(N/B) ,

N/ p nin direkt toplam terimidir.

3.3.14. Sonug S halkasi i¢in asagidaki ifadeler denktir.

(ii) S noetherian V-halkadur.

3.3.15. Tanim Her yari basit sol S-modiil injektifse S halkasina SSI-halka denir (Byrd,
1972).

Tanimdan SSI-halkalarin V-halka oldugu agiktir.
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3.3.16. Teorem S ‘nin SSI-halka olmasi i¢in gerek ve yeter kosul S ‘nin noetherian V-halka

olmasidir.
Ispat (=) S SSl-halka ve I, S ‘nin sol ideali olsun. Her yari1 basit modiil injektif oldugundan

Des(g/l) , injektifir. O halde Des (S/I) T = S/I olacak bigimde T < §/I vardir.

Boylece S§ parcalanan olup iistteki sonug geregi S noetherian V-halkadur.
( &) Y keyfi bir yar basit S —modiil olsun. S noetherian ve V- halka oldugundan Sonug
2.9.5 geregi Y injektiftir. Sonug olarak S, SSI- halkadur.

3.3.17. Onerme {M;};;; parcalanan modiillerin ailesi ve M = @®;,M; olsun. M
parcalanandir.

Ispat Teorem 3.3.6 geregi Vielicin M; ‘ler yerel Noetherian V-modiildiir. Teorem 3.3.6
ve Teorem 2.9.3 (2) geregi M yerel noetherian V-modiildiir. Tekrar Teorem 3.3.6

uygulanirsa , M nin par¢alanan modiil oldugu goriiliir.
W modiil olsun. W nun tiim parcalanan alt modiillerinin toplamin1 C (W) ile gdsterelim.

3.3.18. Sonu¢ W modiil olsun. C(W) , W ‘nun en biiyiik par¢alanan alt modiiliidiir.

Ispat {W;};e; , W ‘nun parcalanan tiim alt modiillerinin ailesi olmak iizere C(W) = Y;, W;
dir. N = @®;,,W; direkt toplam1 Onerme 3.3.9 geregi pargalanandir.

Y:N->CW)

Wiier = P((Wier) = Xw;

epimorfizmasindan dolay1r Onerme 3.3.9 geregi C(W) parcalanandir.

3.3.19. Teorem S bir halka olsun . Asagidaki ifadeler denktir:

(i) S parcalanandir.

(ii) S bir SSl-halkadir.

(iii) Her S- modiil par¢alanandir.

Ispat (i) & (ii) Parcalanan modiiller yerel noetherian V-modiil olduklarindan Teorem 3.1.2

den S, SSl-halkadir.



38

(ii) = (iii) N bir S- modiil ve P ‘de N ‘nin bir alt modiilii olsun. Des(N/P) nin injektif
oldugunu varsayarsak V/P < N/P alt modiili elde edilir ve buradan N/P =
Des(N/P)@® V /P olur. Bundan dolay1 S pargalanandir.

(iii = (i) Agiktir (Alizade ve digerleri, 2022).

3.3.20. Yardimci Teorem Pargalanan modiiller sinifi alt modiiller, faktér modiiller ve direkt
toplamlar altinda kapalidir (Alizade ve digerleri, 2022).
Ispat Teorem 3.3.9 ve 3.3.17 ‘den agiktir.

3.3.21. Teorem S bir halka ve D bir S-modiil olsun. Asagidaki ifadeler saglanir.

(i) Eger f: D — N bir S modiil homomorfizmasi ise f(C(D)) € C(N) dir.

(i) D “nin her Z alt modiilii i¢in , C(Z) = Z n C(P) dir.

(iii) C(P) =2 P olmas! i¢in gerek ve yeter kosul her 0 # Z < P i¢in C(Z) # 0 olmasidr.
(iv) Eger C(P) € Rad (D) ise, C(P) P ‘nin kiigiik alt modiiltidiir.

We(Ep)=Zem
Ispat (i) Agiktir.

(iiy C(Z)SZnC®d) aciktir. aeZn CD) olsun. Sa (yerel) noetherian V-modiil
oldugundan a € Sa € C(Z) olur. Bundan dolay1 ZNn C(D) € C(Z) ve C(Z) =Zn C(D)
olur.

(iii) (=) (ii) den C(Z) = Zn C(P) % 0 dur.

(&) P ‘nin F alt modiilii igin C(P) N F = 0 olsun. ii) den C(F) = C(P)NF =0 dir ki
buda kabuliimiize ¢eliski olusturur. Bundan dolay1 F = 0 ve C(P) 2 b dir.

(iv) Pnin N alt modili i¢in C(P)+N =D olsun. Rad(P)+ N =D olur buda
Rad(®/N) = b/N demektir. B/N = C(DP)/[C(DP) n N] olduguna dikkat edelim. Yardimci
Teorem 3.3.11 ve 3.3.20 den /N = Rad(P/N) = 0 olur.

V)ae C(EB

iEIDi) olsun. Buradan a = a;, + a;, +...+a;_ lerden olusan a;; €D;, 1<)
i) elde edilir. Sa (yerel) noetherian V-modiil oldugundan, al-}S c Sa de (yerel) noetherian

V-modiildiir ve bu yiizden {1,2, ..., fi} deki her j i¢in a;; € al-}S < C(P;)) olur.
Bundan dolayt @ = a, + a;, +...+a; € C(B;)OC(D,)®...DC(D, ) S gc(ai) dir. i)

® oy cec(®, ade ve digerler
den ieIC(Bl) CeC (ielDl) olur (Alizade ve digerleri, 2022).



39

4. BULGULAR VE TARTISMA

4.1 C-Tiimleyen Alt Modiiller

4.1.1. Tanim P modiil olsun. D = P + Z ve P N Z parcgalanan ise Z ye P’ nin b ’de c-
tiimleyeni , D ‘nin her alt modiilii c-tiimleyene sahip ise D ‘ye cr-tiimlenmis modiil adi

verilir.

. . .. b .
4.1.2. Teorem Bir P modiiliiniin cr-tiimlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul ﬁ ‘nin

yar1 basit olmasidir.

: . _ . P D
Ispat (=) D cr-timlenmis modiil ve 5 < T olsun.

Bundan dolay1 C(P) < P < D dir. D, cr-timlenmis oldugundan P ‘nin bir J alt modiilii

vardir ve. D = P +] ve P NJ parcalanandir. Bu ylizden PN J = C(P NnJ) ve boylece
P J+C(D) .

teorem 3.3.21 i) ‘“den P nJ < C(P) tir. Buradan s Chl tir.
Fark edildigi lizere
o5 0(250) = £ g gy
Buradan % yaribasittir.
(<) P <D olsun. Hipotezden, C(P) <] < b alt modiilleri i¢in cfa) = PZ(CS) @ C(]D)

P+C(D)n J __ Pnj+C(D)

c® c® ¢ =0

yazabilir. Daha sonra P=P+C(®d)+ ] =P+ jolur.

oldugundan, P NnJ € C(P) elde edilir. Bu yiizden P NJ parcalanandir. Boylece P cr-

tiimlenmistir.

4.1.3. Sonug¢ Y bir cr-timlenmis modiil ise, C(Y) QY * tir.
Ispat Y ’nin W alt modiilleri i¢in C(Y) N W = 0 olsun.

wecwy) 0 ¥ : g wecw) v .. "
0 dir. ) yaribasit oldugundan cn  m in alt modulii

Buradan W =

olarak yaribasittir. Bundan dolayr W yanbasittir ve boylece W < C(Y)’tir. Buradan
gerektigi lizere C(Y)NW =W =0 “ dur.

4.1.4. Teorem P cr-timlenmis modiil olsun. P ’nin her bir boliim modiilii cr-tiimlenmistir.
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Ispat W <] < P olsun. P cr-tiimlenmis oldugundan, / cr-tiimlenmise sahiptir, buna P

‘de B diyelim . Boylece P =] + B ve J N B pargalanandir yazabiliriz.

P VW P, . o
Buradan w = % += dur. ¥:P - ” dogal homomorfizmasini goz oniine alalim.

JNB+W _ Jn(B+W) I

Y(JnB) = ” ” >

N2 dir ve boylece L A2 teorem 3.3.21 1) ‘den
w w w

parcalanandir. Buda #, %’ de cr-timlenmise sahiptir demektir. Bdylece % cr-

tiimlenmistir.
4.1.5. Sonug¢ Cr-timlenmis modiillerin homomorfik goriintiileride cr-timlenmistir.

4.1.6. Onerme X cr-tiimlenmis modiil olsun. X ‘in her bir alt modiilii cr-tiimlenmistir.

Ispat B, X ’in alt modiilii olsun. Y ’nin de, P ’nin herhangi bir alt modiilii oldugunu
varsayalim. X cr-tiimlenmis oldugundan, Y + Rtoplamini, N olarak ve YN R’yi X ¢ in
herhangi bir R altmodiilii olarak pargalanan diye yazabiliriz. Modiiler kuraldan, b =P n
X=PDn({¥+R)=DNR+Y °‘yi elde ederiz ve bdylecce P=Y+DNR ‘dir. Bu
durumdaYNn (P NR)=YnDnNR =YnNR pargalanan oldugundan, DN R , P *de Y ‘nin

cr-timlenmisidir. Bundan dolay1 D , cr-timlenmistir.

Simdi cr-tiimlenmis modiillerin direkt toplaminin cr-tiimlenmis oldugunu gosterecegiz.

4.1.7. Teorem {Wi}iq, cr-timlenmis modiillerin bir ailesi ve W= 2w, olsun. wer-

iel

tiimlenmistir.

IR

®
’ - @, Y di 5 W i
Ispat Teorem 3.3.21 (v) den C(W) = @,;,C(W;) dir ve bdylece v = Do)

i?i ( Cz;i)) olur. Teorem 4.1.2° den, % yaribasittir. Tekrar Teorem 4.1.2” yi uygularsak,

W ‘nin cr-tiimlenmis oldugu gortiliir.

4.1.8. Sonu¢ W modiil , {W;};e; W ‘nun W; cr-tiimlenmis alt modiillerinin bir ailesi olsun .
Yie W; cr-timlenmistir.
()

iel

Slmdl ‘P((ai)iel) = ZiEIO a, 0y1€ ki IO = {l € I|ai * 0} ile ¥:N - ZiEI Wi

Ispat N= ,2W; olsun. Teorem 4.1.7> den N cr-tiimlenmistir.

epimorfizmasini gézoniine alalim. Sonug 4.1.5” den, };c; W; cr-tiimlenmistir.
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Simdi, modilleri cr-timlenmis Ozellikler gosteren halkalarin, karakterizasyonunu
saglamay1 amacliyoruz. Ayrica asagidaki teorem cr-tiimlenmis halkalar ile modiiller
arasindaki baglantiy1 bize gostermektedir

4.1.9. Teorem S bir halka olsun. S§ ‘nin cr-timlenmis olmasi igin gerek ve yeter kosul her
sol S -modiiliin cr-tiimlenmis olmasidir

Ispat ( =) sg cr-tiimlenmis ve J keyfi bir sol S-modiil olsun. Bundan dolay1 ¥:§' — J

bir epimorfizma olmasini saglayacak bir indeks kiimesi vardir. S§ cr-timlenmis

oldugundan, Teorem 4.1.7 den S' cr-tiimlenmistir. Buradan Sonug 4.1.5> ¢ gére J, Cr-
tiimlenmistir.

(&) Agiktr.

4.1.10. Teorem S bir halka olsun .Asagidakiler gerceklenir

(i) S ’nin yar basit artinian olmasi icin gerek ve yeter kosul her S modiiliin yar1 basit
olmasidir.

(ii) S *nin yar basit olmasi igin gerek ve yeter kosul her S -modiiliin injektif olmasidir.

(iii) S ’nin injektif olmasi igin gerek ve yeter kosul her S -modiiliin projektif olmasidir.

(iv) S ’nin projektif olmasi icin gerek ve yeter kosul her (yari)basit S - modiil projektif
olmasidir (Wishbauer, 1991).

S halka olsun. Basit olan herhangi sol S-modiil injektifse S ye sol V-halka, ve eger her
yaribasit sol S-modiil injektifse S ye bir SSl-halka denir ve yaribasit artin halkalar SSI-
halkadir. Bir S halkasinin noetherian V-halka olmasi icin gerek ve yeter kosul SSI-halka
olmasidir (Alizade ve digerleri, 2022). Ayrica yine bir S halkasmin sol noetherian V-halka

olmasi igin gerek ve yeter kosul her sol S- modiiliin parcalanan olmasidir .
Bu durumu ve teorem 4.1.9’ u uygulayarak, asagidaki sonucu elde ederiz.

4.1.11. Sonu¢ S bir SSI-halka olsun. Her sol S -modiil cr-tiimlenmistir.

Simdi Sonug 4.1.11 ‘in tersinin gegerli olmadigini bir 6rnekle gorecegiz. Bunun i¢in 6nce

asagidaki durumlara gz atalim
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Kiiciik modiil tanimini tekrar hatirlayalim: N bir modiil olsun N « E(N) ise , N modiiliine

kiiclik modiil denir.

4.1.12. Lemma S bir halka ve Y ’de bir kiigik S-modiil olsun. S nin cr-tiimlenmis
oldugunu varsayalim. O zaman Y parcalanandir.

Ispat Kabuliimiizden ve Teorem 4.1.9” dan , E(Y) , Y ‘nin injektif biiriimiidiir ve ayrica cr-
tiimlenmistir. Y kiiciik modiil oldugundan, Y+ E(Y) = E(Y) “dir ve YNEX) =Y

parcalanandir.

4.1.13. Onerme S ’ye halka, L ’ye de cr-timlenmis S-modiil diyelim. Bu durumda
Rad (L) pargalanandir.

Ispat Y, L’ nin herhangi bir kiiciik altmodiilii olsun. Lemma 4.1.12 * den Y pargalanan
modiildiir. Rad(L) ‘nin L ‘nin tim kii¢iik alt modiillerinin toplami olmasi sebebiyle,
teorem 3.3.21 (v)’ den, Rad(L) ‘nin pargalanan oldugu sonucuna variriz.

Asagidaki sonuca dikkat edelim.

4.1.14. Sonug S bir halka ve “:S cr-tiimlenmis olsun. O zaman Rad(S) pargalanandir.

Ispat Onerme 4.1.13’ den agiktir

Simdi cr-tiimlenmis halkalarin bir sinifin1 verecegiz.

4.1.15. Teorem S pargalanan radikali ile bir yari-yerel halka olsun. S§ cr-timlenmistir.

Ispat Rad(S) parcalanan oldugundan, Rad(S) < C(Sg) elde ederiz. Hipotezden e

yaribasittir bu yiizden C(i?,) yaribasit S -modiildiir. Teorem 4.1.2° yi uygulayarak, Sé “in
5

cr-timlenmis oldugunu elde ederiz.

Simdi, SSlI-halka siifina girmeyen bir cr-tiimlenmis halka 6rnegi verelim.

4.1.16. Ornek p bir asal say1 olsun. Simdi S = L,z halkasini gozoniine alalim. Teorem

4.1.15° e gore, yaribasit modiiller parcalanan olduklarlndang“'gg’ cr-timlenmistir. Ancak,

S bir SSl-halka degildir.
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5.SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda cr-timlenmis modiilleri tanimlayip temel o6zelliklerini verdik.
Ozellikle cr-tiimlenmis halkalarin SSI-Halkalardan farkli oldugunu kanitlamis olduk. Bu
calismada bahsedilen cr-timlenmis halklarin karakterizasyonu incelenebilir ve bu

halkalarin diger halka siniflariyla iligkileri arastirilabilir.
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