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OZET

Cy OZELLIGINI SAGLAYAN
GOLDIE EXTENDING MODULLER

Seyma EROL

Matematik Anabilim Dali
Eskisehir Teknik Universitesi, Lisansiistii Egitim Enstitiisii, Ocak 2021
Danigman: Do¢. Dr. Figen TAKIL MUTLU

(Cy) kogulunu saglayan extending modiile siirekli modiil denir. Bu
tezde, siirekli bir modiiliin genellegtirilmesi olan (Cy) kogulunu saglayan Goldie
extending (G-extending) modiiller incelenmigtir. Bu amagla 6n bilgiler kisminda
modiil teorinin temel kavramlarina ve teoremlerine yer verilmistir. Tezin de-
vaminda (C}), (Cy), (Cs) kogullarindan, Extending (CS) modiil, Siirekli (con-
tinuous) modiil, Goldie extending (G-extending) modiil, G*-extending modiil,
Genellestirilmis yari siirekli (GQC) modiil ve Internal Exchange 6zelligi tanimlar
ve temel teoremleri verilmigtir. (Cy) kogulunu saglayan bir G-extending modiilii-
niin exchange 6zelligini sagladigr gosterilmistir. Ayrica M; ve My, (Cs) kogulunu
saglayan G-extending modiiller olmak tizere, M; @ My 'nin (Cy) kogulunu saglayan
G-extending modiil olmasi igin gerek ve yeterli sartin M, nin M;-ejective (i #

J) olmasi oldugu ispatlanmigtir.

Anahtar Sozciikler: G-extending, (Cy), FIEP, GQC.
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ABSTRACT
GOLDIE EXTENDING MODULES WITH CONDITION (C5)

SEYMA EROL

Mathematics Program

Eskigehir Technical University, Institute of Graduate Programs, January 2021
Supervisor: Assoc. Prof. Dr. Figen TAKIL MUTLU

A module M is said to be continuous if it is extending with the con-
dition (C%).
In this thesis, Goldie extending modules with the condition (C3) which is
a generalization of a continuous modules are examined. For this purpose, the
basic concepts and theorems of module theory are included in the preliminary
information section. Furthermore, the definiton and the basic theorems of (C),
(Cy), (C5) conditions, Extending (CS) module, Continuous module, Goldie
extending (G-extending) module, G*- extending module, Generalized Quasi-
Continuous (GQC) module and Internal Exchange property are given. Any
G-extending module with the condition (Cy) satisfies the exchange property.
In addition, it is proven that if M; and M, are G-extending with the condition
(Cy), then M = M; & M, is G-extending with the condition (Cy) if and only
if M; is Mj-ejective (i # j).

Keywords: G-extending, (Cy), FIEP, GQC.
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ETIK ILKE VE KURALLARA UYGUNLUK

Bu tezin bana ait, 0zgiin bir ¢caligma oldugunu; ¢aligmamin hazirhik, veri
toplama, analiz ve bilgilerin sunumu olmak tizere tiim agamalarinda bilim-
sel etik ilke ve kurallara uygun davrandigimi; bu c¢aligma kapsaminda elde
edilen tiim veri ve bilgiler i¢cin kaynak gosterdigimi ve bu kaynaklara kay-
nakcada ver verdigimi; bu calismanin Eskigehir Teknik Universitesi tarafindan
kullanilan “bilimsel intihal tespit programi”yla tarandigini ve hicbir sekilde
“intihal igcermedigini” beyan ederim. Herhangi bir zamanda, ¢aligmamla il-
gili yaptigim bu beyana aykir1 bir durumun saptanmasi durumunda, ortaya

gikacak tiim ahlaki ve hukuki sonuglar1 kabul ettigimi bildiririm.

Seyma EROL
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIZINI

N D W << m

I

eleman

her

En az bir

kesigim

alt kiime

izomorf

alt modiil

dik toplanan alt modiil

essential alt modiil

komplement alt modiil

f homomorfizmasinin ¢ekirdegi

f homomorfizmasinin gortintisii
M den N’ye R-homomorfizmalarin kiimesi
M’nin R-homomorfizmalar halkasi
ideal

Tam sayilar halkasi

Rasyonel sayilar halkas

vil



1. ON BILGILER

Tanim 1.1 R birimi 1 olan bir halka ve (M, +) degismeli grup olsun.

o MxR — M
(m,r) — mr

dontsumuni goz onune alalvm. Eger her a,b € M ve her r,s € R igin,

(a+0b).r =(ar)+ (br)
a.(r+s) = (a.r)+ (a.s)

a.(rs) = (a.r).s
kosullary saglanwyorsa M 'ye bir sag R-modil denir ve My ile gosterilir.

EgerVa € M i¢cin a.1gr = a ise M "ye birimsel sag R-modil denir.

Bu ¢alisma boyunca, R birimli bir halka ve M birimsel bir sag R-modiil

olarak alinacaktir.
Ornek 1.2 Her M degismelr grubu Z-moduldiir.

Tanim 1.3 R bir halka ve M bir R-modil olsun. Bos kiimeden farkly bir
A C M icin A, M dzerindeki isleme gore bir R modil ise A’ya M 'nin alt

modili denir ve A < M ile gosterilir.
Ornek 1.4 p asal sayr olmak tuzere pZ. < Zy, dir.

Teorem 1.5 M bir R-modul ve A C M olsun.

A’man M modiilinin alt modili olmasi icin gerek ve yeter kosul,
i) A+ O
ii) ¥ ay,ay € A ve herr € R igin a; + asr € A

olmasaidar.



Teorem 1.6 (Modiiler Kurali) M bir R-modil olsun. A,B,C < M wve

B C Colsun. Bu durumda,

CN(A+B)=B+(ANCQC)
dir.
Kanit. (ANC) < Ave (ANC) < C oldugundan,
B+ (ANC)CCN(A+ B) (%)

dir. Tersine, k € C' N (A + B) alalim. Bu durumda k = x + y olacak bi¢imde
bir x € Avey € B vardir. Boylece x = k —y € AN C dir. Buradan
k=x+ye B+ (ANC) olup,

CN(A+B)CB+(ANC) (%)
elde edilir. (%) ve (xx)’dan C N (A+ B) = B+ (ANC) oldugu goriiliir. m

Tanim 1.7 M bir modiil ve B, B' < Mg olsun. Ejer BNB' = 0y ve B+B =
M ise M ’ye B ve B 'nin dik toplams denir ve M = B @® B’ ile gésterilir.
B ve B'’ye de M 'nin dik toplananlar denir ve B, B" <, M ile gésterilir.

Ornek 1.8 M bir modiil olsun. M wve Oy alt modiilleri M "nin dik toplanan-

laridar.

Tanim 1.9 0y, ve kendinden baska dik toplanani olmayan bir modile ayriste-

rilamaz (indecompasable ) modil denir.

Ornek 1.10 Z; modiili ayristirilamazdar.

Tanim 1.11 R bir halka, M ve N iki R-modil olsun. f : M — N fonksiyonu,

her x,y € M ve her r € R i¢cin;

1) flx+y) = flz)+ f(y)



2) flar) = fa)r
kosullariniy saghyor ise f’ye M ’den N ’ye modil homomorfizmasi ya da
R-homomorfizma denir.
Tanim 1.12 Bir f : A — B modil homomorfizmasina,
i) Birebir ise monomorfizma,
i) Orten ise epimorfizma
ii1) Hem birebir hem de orten ise izomorfizma denir ve A = B ile gdsterilir.

Tanim 1.13 A ve B iki R-modil olmak tzere f : A — B bir halka homomor-

fizmast olsun. Bu durumda
Kerf={a€ A: f(a)=0p}
kiimesine f 'nin ¢cekirdegi denir.

Imf={f(a) :a€ A}
kiimesine de f’nin goruntiusi denir.

Teorem 1.14 (1.Izomorfizma Teoremi)

f+A— B bir R-modil homomorfizmasi olsun.Bu durumda
A/Ker(f) = Im(f)
dor.

Kanit. 6 : A/Ker(f) — Im(f) fonksiyonu igin 6(a + Ker(f)) = f(a)

seklinde tanimlanan bir modil homomorfizmasi olsun.
a1 + Ker(f),as+ Ker(f) € A/Ker(f) icin;

a; + Ker(f) =ay+ Ker(f) & a1 —ag € Ker(f)
flar —az) = Og

flar) = flaz) = O

flar) = f(az)
O(a; + Ker(f)) = 0(az + Ker(f))

1}@@1}
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oldugundan 6 iyi tanimh ve birebirdir.
Imf ={0(a+ Ker(f)) :a+ Ker(f) € A/Ker(f)} ={f(a) : a € A} = Im(f)
oldugundan 6 birebir ve 6rten bir fonksiyondur.
Diger yandan,
O((a1 + Ker(f)) + (as + Kerf)) = 60(a; + az + Ker(f))
= fla1 + a2)
= flar) + f(a2)

= 0(ay + Ker(f)) + 0(az + Ker(f))
ve her a + Ker(f) € A/Ker(f) ve her r € R igin,

(
(

O(r(a+ Ker(f))) = 0(aras + Ker(f)) = f(ar) = f(a)r = 0(a+ Ker(f))r

oldugundan 6 bir modiil homomorfizmasidir. O halde € bir izomorfizma olup

A/Ker(f) = Im(f) elde edilir. m

Tanim 1.15 M bir R-modil ve A < M olsun. Her 0 # B < M i¢cin AN B #
Oprr ise A" ya M de biiytik (essential) alt modil denir ve A <., M ile

gosterilir.

Ornek 1.16 Ly, Qg “de biyik alt modildir. 0 # U < Qg olsun. Bu durumda
30 # ¢ € U vardwr oyle ki a,b € Z ve a # 0,b # 0 dur. U < Qg oldugundan
a=%+..+3€Uolup0#acZNU yani ZNU # 0 dur.

Ornek 1.17 Zz, modiilunde her alt modul buyuk alt modildur. 0 # N < Zg
herhangi bir alt modili olsun. Gésterelim ki, N <, Z dir. U < Z ve UNN =
0z olsun. Bu durumda N = nZ ve U = mZ olacak bi¢imde 0 # n € Z wve
m € Z vardwr. UN N =0 olduguna gore,

nm € nZNmZ=>0

= nm=0

= n=0yadam=0
= m=20

= mZ=U=0



dir. O halde N <. Z dir.

Onerme 1.18 M bir R-modil olsun. Asagidaki ozellikler saglanar;

i) AKcM < Y0#me M icin ANmR #0

i) K < A<M olmak iizere K <, M dir & K <, A ve A <, M dir.

iii) A<, Mve K<, M=ANK <, K dur.

) A <. K;,(1<i<t)= (AANAnNn.NA) <. (KiNKyN..NK,) dir.
v) K < A<M olmak tizere A/JK <, M/K = A<, M dir.

vi) a € M ve A < M olmak tizere a™*A = {r € R|laR € B} kiimesini

tamimlayalim. a A < Rg dir. Ayrica A <. M ise a=*A <. Ry dir.

’UZZ) Az < M, < M ve M = @iEIMi olsun. Az <e MZ('L € ]) <~ @ielAi <e
BicrM; = M dir.

viii) f: M — A homomorfizma ve B <, A= f~1(B) <. M dir.

Kanit. i) =: A<, M ve0#m ¢ M ise ANmR # 0 dir.
<:0# a € L < M olsun. Bu durumda bir » € R vardir 6yle ki 0 # ar € ANL
dir. O halde A <. M dir.
i) = K <, M ve0# X < Aolsun. Budurumda 0 # X < M olur. K <, M
oldugundan K N X # 0 dir. Her 0 # X < A i¢cin K N X # 0 oldugundan
K <, A dir.

Simdi 0 # T' < M olsun. Bu durumda 0 # K NT < ANT dir. Her
0#T < Micin ANT # 0 oldugundan A <, M dir.
= K<, Ave A<, Molsun. 0 Z < Micgm0#AANZ < Adr. K <, A
oldugundan 0 # KN (ANZ)=KNZdir. Her 0 # Z < M igin KNZ # 0
oldugundan K <, M dir.
i) AKc M, K< MveO0#S<Kolsun. (ANK)NS=ANS #0 dur. Her
0# S < Kign (ANK)NS #0 oldugundan (AN K) <, K dur.
)t =2ic¢in A <, K ve Ay <, Ky = (41N A4y) <. (K; N K3) oldugunu
gorelim. X < K; N K, olsun. Kabul edelim ki (A; N A2) N X = 0 olsun. Bu



durumda,

= X=0
bulunur. O halde (A; N Ay) <. (K; N K3) dir. Tiimevarim yontemi ile genel

durum elde edilir.

Bu 6zellik sonlu olmayan bir index kiimesi icin dogru degildir. Ornegin; Z,
modiiliinii goz ontine alalim.
Vn € Z igin nZ <. Z dir. Fakat (), o, nZ = 0 &, Zg dir.
v) X < Mve XNA=0olsun. Eger X < K ise X N A =X =0 olur.
Eger K < X ise 0 # % < % dir. X N A = 0 oldugundan %ﬂ% = 0 dir.
% <e % oldugundan % =0 yani X = K dir. Buda K < X olmasiyla celisir.
O halde A <, M dir.
i) Oncelikle a™* 4 < Rp oldugunu gorelim. 0 € R ve a0 = 0 € A oldugundan
a tA#Qdir. r,79 € a A ve s € R alalim.

a(ry —re) =ary —arg € A
oldugundan (r; —ry) € a='A dur.
(ary)s = a(rys) € A

oldugundan s € a=*A dir. O halde a='A < Rp dir.
A<.M,a€e M veO+#1I< Rpolsun. Eger al = 0 ise,

INa*A=T1+#0

dir. Eger al # 0 ise
al NA#0

dir. (Ciinkiit A <, M ). Bu durumda bir 0 # r € [ vardir ki ar € A dir.
arc A=recalA

oldugundan I Na™*A # 0 dir. Sonuc olarak a™'A <, Ry dir.
vii) =: Keyfi 0 # m € ®;e;M; alahm.



m = mg, +mi, + ... +m,; my; € My, (j =1,2,...,n) biciminde yazabiliriz.

n ye gore tiimevarimla; 0 # mr € @;crA; olacak bicimde » € R oldugunu
gorelim.

n = 1 icin agiktir.

n =kigin A4; <, M; (1 < i < k)= @icsAi <¢ ®iesM; dogru oldugunu
varsayarak n = k + 1 i¢in dogrulugunu gérelim; m’ = m;, + m;, + ... + m;,
icin (i) den 0 # m's € A;, @ ... ® A, olacak bigimde s € R vardir.Eger
m;,,,5 € A ise ms € @icrA; ve A;,, N (4 @ ... & 4;,) = 0 oldugundan
ise A, <e¢ M,

olacak gekilde bir ¢ € R vardir. O halde r = st € R

Th+1
ms # 0 dir. Eger m;_ s ¢ A
0 # (my,,,s)t € A

it oldugundan (i) den
i1
icin mr € @;erA; ve ®ierA; dik toplam oldugundan mr # 0 dir. Sonug olarak
DicrAi <e DierM; dir.

<: BierA; < BierM; ve Ay £ M, olsun.

O halde 0 # Ly < M i¢in Ay N Ly =0 dir. Bir 1 € (BierA;) N Ly alalim. Bu
durumda l; = nq + ... + n,, olacak bicimde n; € A; vardir.
li—ny=ng+..+n, € MiN (M, ®Ms& ... d M,) =0 oldugundan

li =ny € LiNA; =0 dir. Buradan (®;erA4;) N Ly = 0 dir.

DicrAi <e BierM; ve Ly < My < M oldugundan L; = 0 dir. Bu da A, ﬁe M,
olmasiyla geligir. O halde her ¢ € I i¢in A; <. M; dir.

viit) f: M — A bir homomorfizma ve B <, A olsun. f~!(B) N U = 0 olacak
bigimde bir U < M alahm. x € BN f(U) i¢in x = f(u) olacak bigimde u € U
vardir. z = f(u) € B oldugundan v € U N f~}(B) = 0 dir. Bu durumda
r = f(u) = f(0) =0 dir. Yani BN f(U) = 0 due. B <., A oldugundan
f(U) =0 dir. O halde

U< Kerf=f"(0)<f(B)
oldugundan U = f~Y(B)NU =0 dir. m

Onerme 1.19 M ve N iki R-modiil, f: M — N bir R-modil izomorfizmast
olsun. Eger A <., B <. M ise f(A) <. f(B) dir.



Kamit. 0 # f(b) € f(B) olsun. Bu durumda b # 0 olup, A <. B
oldugundan 0 # br € A olacak sekilde r € R vardir. f izomorfizma ise ayni
zamanda birebirdir. f birebir oldugundan f(br) # 0 ve f(br) = f(b)r € f(A)
dir. Dolaywsiyla f(A) <. f(B) dir. m

Tanim 1.20 M wve N birer R-modil olmak tzere f : M — N bir R modiil
monomorfizmast olsun. Eger f(M), N 'nin essential alt modili ise f’ye es-

sential monomorfizma denir.

Tanim 1.21 M bir R-modul ve A < M olsun. AN B = 0 ozelligine gore
maksimal olan bir B alt modiline A’man M deki tiimleyeni (komplementi)

denir.

Ornek 1.22 F bir cisim ve Mg = (F @ F)p olsun.
B=(0,1)F ={(0, f)|f € F} < Mg alalvm.
C = (z,1)F, (z € F) olmak tizere C, B alt modiiliinin Mg deki bir timleyenidir.

Onerme 1.23 M bir R-modiil ve X < M olsun. Y < M, X "in bir timleyens
ise XY <, M dir.

Kanit. X NY = 0 oldugundan X +Y = X @V < M dir. 7 < M
ve (X@®Y)NZ =0 olsun. Budurumda (X ®Y)+Z7Z = (XaY)a Z dir.
Boylece XN (Y & Z) = 0 olur. Y, X ile arakesiti sifir olan maksimal alt modiil
oldugundan Y & Z = Y olmahdir. Y N Z = 0 oldugundan Z = 0 bulunur.
Dolaywisiyla X @Y <, M dir. m

Tanim 1.24 G bir grup olmak tuzere, her g € G ve her n € Z i¢in g = n.a

olacak bi¢imde a € G varsa G ye boliinebilir (divisible) grup denir.
Ornek 1.25 Q bélinebilir gruptur.

Ornek 1.26 Z bélinebilir grup degildir. Clunki 2 = 3.a olacak bicimde bir
a € 7 yoktur.



Tanim 1.27 G bir grup ve
T(G)={g € Glng =0g,n € ZT} < G olsun. Bu alt gruba G nin burulmals

(torsion) alt grubu denir.

Tanim 1.28
N—=M

wj
g0

A
A ve M birer R-modul olsun. Eger VN < M wve her bir ¢ : N — A homomor-

fizmasu igin ¢|n = ¢ olacak bi¢imde bir ¢ : M — A homomorfizmasi varsa A

ya M -injektif moddil denir.



2. GIRIS

M bir R-modiil olsun. (C4), (Cy) ve (C3) kogullar: agagidaki gibi tamimlansin.
(Cy) M’nin her alt modiilii M nin bir dik toplananinda essential olarak kap-
sanir.

(C3) M modiiliiniin bir dik toplananina izomorf olan alt modiilii de bir dik
toplanandir.

(C3) M modiiliiniin M; N My = 0 olacak bigimde her M; ve M, dik toplanan
alt modiilleri i¢cin M; & My de M’nin bir dik toplananidir.

Onerme 2.1 M modiilii (Cy) kosulunu saglyor ise (Cs) kosulunu da saglar.

Kanit. A ile B, M’nin dik toplananlari ve AN B = 0 olsun. O halde bir
A< Migin M =Ad A dir. 7 : M — A’ izdigiim olsun. 7(a + d’) = a,
(a € A,a" € A') olarak tamimlansin. AN B = 0 oldugundan 7(B) = B ve
7(B) < A’ diir. (Cy) kosulundan 7(B), M nin bir dik toplanamdir. O halde
M = n(B) @ B’ olacak bigimde B’ < M vardir. Boylece A’ = 7(B)@& (A'NB’)
ve M = Ad7(B)®(A'NB’) dir. Buradan A®7(B), M nin bir dik toplananidir.
Oysa A® B = A® m(B) dir. O halde A@® B, M nin bir dik toplananidir.
Boylece M, (C3) kogulunuda saglar. m

Tanim 2.2 (C)) kosulunu saglayan bir M modiline extending (ya da CS)

modil denir.

Tanim 2.3 (C)) ve (Cy) kosulunu saglayan bir M modiline stirekli (con-

tinuous) modil denir.

Tanmim 2.4 (Cy) ve (Cs) kosulunu saglayan bir M modiline yar:y strekli

(quasi-continuous) modil denir.

Onerme 2.5 M bir R-modiil ve A < M olsun. Bir ¢ : A — B homomorfizma
i¢in < A5 B >={a—¢(a) | a € AY < M olarak tanimlansin. Bu durumda

< A5 B>, M’nin bir alt modilidir.
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Kanmt. < A 5 B >= K ve a — ¢(a) = z olsun. (M,+) degigsmeli grup
ve birimi 0y, dir. ¢ homomorfizma oldugundan ¢(0y;) = 057 dir. 0y € A igin
0—(0) =0y € K dir. Simdi z,y € K i¢in x + yr € K oldugunu gosterelim.
her r € R i¢in = a — p(a) ve y = b — ¢(b) olacak bigimde a,b € A alahm.

rtyr = a—ypla)+(b—eb)r
= a—p(a)+br—p)r
= a—p(a)+br—p(br)
= a+br— (p(a)+ p(br))
= a+br—(a+br)
A < M oldugundan a,b € Aicin a+br € Aolup K =< A5 B>< M

elde edilir. m

Onerme 2.6 M bir R-modiil ve M = A® B olsun. ¢ : A — B homomorfizma
olmak tizere M =< A% B > ®B dir.

Kanit. ¢ : A — B, bir homomorfizma olsun. Oncelikle,
M=<A%B>+B

oldugunu gosterelim.
meM = m=a+0
= m=a—p(a)+¢(a)+b
= m=(a—p(a)+ (pla) +b) e< A5 B>+B
oldugundan M C< A % B > +B dir. Boylece, M =< A 5 B > 4B elde

edilir. Simdi, < A % B > NB = 0 oldugunu gésterelim.
r1e<AL5B>NB = 26<AS% B> vezeDB

= rz=a—y(a),a €A

= rv+¢la)=ac ANB=0
= a=0

= zr=a—y(a)

= z=0—¢(0)

= =0

O halde < A5 B > NB =0 dir. Sonuc olarak M =< A5 B > ®B dir. m
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Tanim 2.7 M bir R-modiil olsun. Eger her X < M alt modiilii i¢in X' < M
ve A <qg M wvar oyle ki X' <, X ve X' <. A oluyorsa M modiiline Goldie

Extending Modil (kisaca, G-extending) denir.

Tanim 2.8 M bir R-modil olsun. Eger M modilinin bir D direk toplanani

ayne zamanda G-extending ise M modiline G*-Extending Modil denir.

Tanim 2.9 M bir R-modil olsun. X1NXs = 0 ozelligini saglayan her X1, Xo <
M alt modiilleri i¢in X; <. X; ve X; < A; olacak bicimde bir M = Ay & A,
ayrisime bulunabiliyorsa M modiline Genellestirilmis yari-sirekli (Gen-

eralized Quasi-Continuos) (kisaca, GQC) Modiil denir.

Ornek 2.10 M = Z olmak tuzere, X1 = 0 ve Xo = 27 modiillerini géz oniine
alabm. X, = 0 <, 0 ve X, = 47Z <, 27 biiyiik alt modiilleridir. Dolaysiyla
Xi =0<0= A4, ve X; =47 < 7 = Ay alt modiilleri vardwr. Bu alt moduilleri,
M =7 =7 &0 seklinde yazabiliriz. O halde Z -GQC' Moduldir.

Onerme 2.11 Her GQC modiil bir G-extending modiildiir.

Kanit. M bir GQC modil ve X < M olsun. X " <, A olacak bigimde
bir X’ <, X ve A <; M oldugunu gosterelim. Y, X’in bir tiimleyeni olsun.
O halde YN X =0veY @& X <., M kogulu saglanir. Kabulden, X’ <,
XY <, Y ve X' < AY' < B olmak tizere M = A& B ayrisimi vardir.
Y < Bve A< A=Y NA<ANB = 0 oldugunda YN A = 0 dir.
X < XveVY <Y = X4+Y <, X+Ydir. X'4+Y' <, X+Y ve
A<, A= (X'+Y)NA<. (X+Y)nAolur.

X =XaY'NA)=X3dY)NA<, (X+Y)NA <, MNA= Aolduguna
gore X' <, Adir. m

Onerme 2.12 M bir R-modiil olsun. Asagidaki ifadeler denktir.
1) M G-extending modildiir.
2) Her X < M alt modiili i¢in X N D <, X ve XN D <, D olacak sekilde M

modultinun bir D direk toplanant bulunabilir.
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Kanit. 1) = 2): X < M olsun. Kabulden X’ <., A olacak sekilde bir
X' <, Xve A<y Mvardir. Simdi X NA <, Ave X NA <, X oldugunu
gosterelim. X' <, X ve X' <, A= X' <, XNA< Adr. X' < A
oldugundan X N A <, A elde edilir. Ayrica X' < Ave X' <, XNA<X ve
X' <, X oldugundan X N A <, X elde edilir.
2)=1): X < M olsun. Kabulden XN D <, X ve XN D <. D olacak bi¢imde
bir D <4 M vardir. X’ = X N D diyelim. Bu durumda X’ <, X ve X' <, D

olur. m

Onerme 2.13 Abelyen bir grubun injektif Z-modil olmasu i¢in gerek ve yeter

sart grubun bélinebilir (divisible) olmasidar.

Kanit. <)Z nin ideallerinin n € Z olmak iizere nZ seklinde temel idealler
oldugunu biliyoruz. D boliinebilir ve f : nZ — D bir homomorfizma ise

nx = f(n) olacak sekilde x € D vardir.

h: Z— D
11— =z
ile tanimlayalim. A nin bir homomorfizma oldugu ve f nin geniglemesi oldugu
aciktir. D injektiftir.
=) D bir injektif Z-modiil ve y € D, 0 # n € Z olsun.

h: nZ— D
n— vy

homomorfizmasi olsun. D injektif modiil oldugu i¢in,
0--+» nZ ;> 7

fl

D

gh

diyagram degigmeli olacak sekilde h : Z — D homomorfizmasi vardir. x = h(1)
ise nx = nh(l) = h(n) = f(n) = y olur. Buradan D’nin béliinebilir oldugu

gorilir. m
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Onerme 2.14 My ve My stirekli modiller olmak tzere M = My & My olsun.
Bu durumda M ‘nin sirekli olmasi i¢in gerekli ve yeterli sart M; 'nin M;-injektif

(1 # j) olmasidar.

Ornek 2.15 (1, Example 3.20) p bir asal sy olmak iizere M = Q&(Z/pZ)
Z-modilini goz ontine alalim. Q degismeli ve bolunebilir bir grup oldugundan
injektifir. Dolayswyla Z./pZ-ejektif ve G-extendingdir. Diger yandan, Z]pZ
simple oldugundan Q-ejektif ve G-extendingtir. Boylece, [1, Corollary 3.5] den
M nin G-extending oldugu gorilir.
Ancak stirekli (continuous) degildir. f : 7 — Z/pZ, n — n+pZ donisimini
goz ontune alirsak,
22—~ Q
fj ,,h:o
Z7/pZ
hoi= f olacak bigimde bir h : Q — Z/pZ yoktur. (inki Hom(Q,Z/pZ) = 0
dir. Buradan Z/pZ modili Q-injektif degildir. Bdéylece Onerme 2.1/’den M
modilu strekli degildir.
Tamim 2.16 {M; |i € I} R-modillerin bir ailesi ve M = 7;EGBI]WZ» olsun. Her
X <g M igin M = X & (&M;) olacak sekilde M; C M; (i € I) alt modiilleri
varsa M modiline Exchangeable denir.
M = @&M; (sonlu) dik toplamu exchangeable ise M modiilii Internal Ex-
change Ozellifine (kisaca IEP) (Finite Internal Exchange Ozelligine
(krsaca FIEP)) sahiptir denir.

Ornek 2.17 M = &2, Z(p™®) olsun. Her p asal sayisi i¢in Z(p™) uniform
olup ayristirilamazdir. Boylece her sonlu &7 Z(p>) toplamanin bir dik toplanana
X =™, Z(p>®), m <n,m € N bicimindedir. Bundan dolay: &} Z(p>) sonlu
dik toplama exchangeable oldugundan M modili internal exchange ozelligine

sahiptir.
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3. (C,) OZELLIGINI SAGLAYAN GOLDIE EXTENDING
MODULLER

Yardimci Teorem 3.1 M bir R-modil olsun. Buna gore asagidakiler denk-
tar.

1) M, (Cy) kosulunu saglar.

2) A, B <; M olmak tizere M = A® B i¢in f : A — B essential monomor-

fizma ise f bir epimorfizmadar.

Kanmit. =: M modili (C3) kosulunu saglasm ve A, B <; M olsun. O
halde M = A® A’ ve M = B @ B’ geklinde yazilabilir. f: A — B bir essen-
tial monomorfizma olsun. Bu durumda f(A) <. B dir. Simdi f homomorfiz-
masimin orten oldugunu gosterelim. Kerf = 0 ve 1. Izomorfizma Teoreminden
A=A/Kerf = f(A) dir. Kabulden, f(A) <; M olup M = f(A)® K olacak
bi¢imde bir K < M vardir.

Modiiler kuralindan B=BNM = BN (f(A)® K) = f(A) @ (BN K) esitligi
vardir. f(A) <. B oldugundan BN K = 0 olup B = f(A) elde edilir.

<: A<; Molsun. f: A — M ye bir monomorfizma déniigiimii oldugundan
ve 1. Izomorfizma Teoreminden A/Kerf = A = f(A) olur. f(A) < M ve M
G-extending oldugundan bir X’ <, f(A) ve M; <; M vardir 6yle ki X' <, M,
dir. My <4 M oldugundan M = M; & M, olacak bicimde bir My < M vardir.
X' <. M oldugundan X' & My <, M; & My = M ve X’ <, f(A) oldugundan
X' @ My <, f(A) ® My < M dir. O halde f(A) ® My <, M olur.
Simdi gosterelim ki f(A)NMy =0 dir. 0 = X' NMy <, f(A)NM; oldugundan
fLA)N My =0 dir. p: My & My — M, projeksiyon doniigimii olmak {izere
pifa) : f(A) — My bir monomorfizma déniigiimiidiir. Simdi p(f(A)) <. M,
oldugunu gésterelim. p(f(A)) N K =0 ve K < M; olsun.
PX)NK < p(f(A))NK =0 = pX)NK=0
= X'NK=0
= K=0
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O zaman pf essential monomorfizmadir. Kabulden, pf doniigimiiniin epi-
morfizma oldugunu biliyoruz. O halde pf izomorfizmadir. Buradan f(A) =

p(f(A)) = (pf)(A) = My olup M = My & My = f(A) & M, elde edilir.m

Tanim 3.2

A ve B, R-modiller olsun. Her X < B ve f : X — A homomorfizmas:
icin X' <. X wve g|x = f|x olacak bi¢imde g : B — A bir homomorfizmas:

varsa, A ya B-ejektif modil denir.

Onerme 3.3 A modiili B-ejektif olsun. Bu durumda YA’ <, A , B <, B
icin A" alt modiili B'-ejektifdir.

Kamit. A" <; Ave B' <; B olsun. f: X' — A olacak sekilde X’ < B’
oldugunu kabul edelim. 77, : A’ > A=A A", g: B— A ve

dontigiimleri vardir.
A, B-ejektif oldugundan X” <, X’ ve g : B — A iken g|x» = (iof)|x» olur.
h = 71 o g diyelim. h|x» = f|x» oldugunu gosterelim.
glx» = (iof)|x» = g(X") = (iof)(X")

= m(g(X")) = m((iof)(X"))
h(X") = (mot)(f(X"))
h(X") = 1a(f(X"))
h(X") = f(X")

= ]’L|X// = f‘X//
elde edilir. Sonug olarak A’, B’-ejektiftir. m

4l
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Onerme 3.4 M = M, & M, olsun. M, ’in , Msy-ejektif olmasi i¢cin gerek
ve yeter sart K N My = 0 ozelligindeki her K < M w¢in M = My & Ms ve
KN M; <, K olacak bicimde bir M3 < M olmasidar.

Kanit. =: M;, Ms-ejektif olsun. m; : M — M;(i = 1,2) leri kanonik
izdiigimler olarak alalim. Bu durumda w5 : K — M, doniisiimii birebir olur.
m(K) = K diyelim. M; Ms-ejektif oldugundan bir X <, K ve h : My — M,
homomorfizmas vardir 6yle ki hy, = 7T17T2_1|X dir. Ms={h(y)+y:y e M}
diyelim. Bir m € M ic¢in m; € M; ’ler vardir oyle ki

m=mi+ my = (m1 — h(mg)) —+ (h(m2> -+ mg) c M1 —+ M3

diir. Boylece M = M; + Mj diir. y € M; N M3 alalim. Bu durumda y =
y1 = h(y2) + y2 olacak bigimde y; € M; vardir. Buradan y; — h(ys) = yo €
My N My =0 olup y =y, = h(0) +0 =0 dan M; N M3 = 0 bulunur. Béylece
M = M; & Mj elde edilir.

Simdi 0 # k € K alahm. Buradan k = 7y(k) + ma(k) olur. KN M; =0
oldugundan my(k) # 0 dir. X <, m(K) = K oldugundan 0 # my(k)r =
mo(kr) € X olacak bigimde r € R vardir. Boylece 0 # kr = my(kr) + mao(kr)
olur. Fakat mi(kr) = h(mo(kr)) oldugundan 0 # kr = h(me(kr)) + m(kr) €
K N Mj dir. Boylece K N M3 <. K elde edilir.
<: KN M; = 0 ozelligindeki her K < M i¢gin M = M; ® Mz ve KN M3 <, K
olacak bi¢cimde bir M3 < M oldugunu kabul edelim. L < Ms ve ¢ : L — M,
bir homomorfizma olsun. H = {—¢(z) + = : x € L} diyelim. Bu durumda
H < M ve HN M; = 0 olur. Varsayim geregi, M = M; & H' ve HHNL <, L
olacak bicimde bir H' < M vardir. « : M — M, projeksiyon déniigimi
olsun. x € H'N L, n(x) = m(p(x) + (—p(z) + z)) = 7(p(z)) = ¢(z) bulunur.
Dolaysiyla 7 | grn= ¢ |gnr olur. Boylece My, M, -ejektifdir. m

Onerme 3.5 My ve My G-extending modiil olsunlar. Buna gore My, M-
ejektif ise M = My & My modili G-extending moduldiir.
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Kanit. Y, M nin herhangi bir alt modiili olsun. Bu durumda ya Y NM; =
0yadaYNM; # 0 dir. Ilk olarak Y NM; = 0 olsun. Onerme 3.4’den en az bir
Mz < M vardir oyle ki M = My Mz ve Y N M3 <, Y dir. M =M, & My, =
M, @ M3, M/M; = My ve M/M; = M; oldugundan M, = Mj tir. Boylece
M, G-extending oldugundan M3 G-extendingdir. Y N M3 < Mj oldugundan
X <. YNM;ve X <., D olacak bigimde X < Mj ve D <; M3 vardir.
Ayrica M3 <4 M oldugundan D <; M dir. Y N M3 <, Y ve X <, Y N M3
oldugundan X <, Y N M3 <. Y seklinde yazilabilir. Buradan X <, Y olarak
bulunur. Sonug olarak M G-extending modiildiir.

Simdi Y N M; # 0 olsun. Bu durumda Y N M;’in Y’de bir K tiimleyeni
vardir ve (Y N M;) @& K <. Y dir. Boylece (Y NM)NK = KNM =0
dir. Yine Onerme 3.4’den K N M, <. K olacak sekilde en az bir My, <, M
vardir. O halde M = M, & My = M; & M3 = M, & M, seklinde yazilabilir.
M, = M, oldugundan M, de G-extendingdir. K N M; < M, oldugundan en
az bir Xo < My ve Dy <4 M, vardir oyle ki Xy <, K N My ve Xy <, Dy dir.
Ayrica M; de G-extending ve Y N M; < M; oldugundan en az bir X; < M; ve
D <4 M vardir oyle ki X; <., Y N M; ve X; <. Dy dir. Diger yandan X; <,
Y NM ve Xo < KNM,; <, K oldugundan X; & Xo <. (YNM)® K <. Y
ve X1 ® Xy <, D1 ® Dy <4 My & My = M dir. Sonug olarak M G-extending

moduldir. m

Yardimci1 Teorem 3.6 [ 5, Theorem 2.18] M = My & My olmak tzere My ve
My FIEP ézelligini saglayan GQC modiiller olsun. M 'nin FIEP d6zelligini
saglayan GQC modil olmast i¢in gerek ve yeter kosul M; nin M;-ejektif (i # j)

ve M = My & Ms nin exchangeable olmasidir.

Yardimci Teorem 3.7 [ 6, Theorem 3.4] M bir R-modil olsun. Buna gére,
(1) M, FIEP ézelligini saglayan G-extending modil ise M 'nin herhangi direk
toplanany da FIEP ozelligini saglayan G-extending modildir.

(2) M’nin (Cs) kosulunu saglayan G-extending modil olmasu i¢in gerek ve

yeter sart M 'nin FIEP ézelligini saglayan GQC modil olmasidar.
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Kamit. A <, A, B <, Bve f : A — B bir izomorfizma olsun.
Gosterelim ki, A = B dir. M modiili (Cy) kogulunu sagladigindan (Cj)
kosulunu da saglar. Bu durumda kabuliimiizden A & B <; M dir. M =
A® B ® X biciminde yazilabilir. Buradan A & B = M; ve X = M, olarak
adlandirabiliriz. Yardimer Teorem 3.7 (2)’den M, FIEP &zelligini saglayan
GQC modiildiir ve yine Yardimer Teorem 3.7 (1)’den M;’ler, FIEP &zelligini
saglayan G-extending modiillerdir. Diger yandan, M (Cj3) 6zelligini sagladigindan
her bir M; <; M lerde (C3) kogulunu saglar. Boylece Yardimer Teorem 3.7
(2)’den M;’ler, FIEP 06zelligini saglayan GQC modiillerdir. Ayrica Yardimei
Teorem 3.6’den ¢ # j olmak tizere M;, Mj-ejektif olup B'nin A-ejektif oldugu
elde edilir. Boylece bir X <. A" ve bir ¢ : A — B homomorfizmas: vardir
oyle ki f |x=g |x dir.

X — A—A,

B

B
Ayrica, X <, A" <. A oldugundan X <, A olur. Simdi g doniigiimiiniin
bir monomorfizma oldugunu gorelim. 0 # a € Ker g alalhm. Bu durumda
gla)=0dir. 0 #a € Ave X <, A oldugundan 0 # ar € X olacak bigimde en
az bir r # 0 € R vardir. Diger taraftan, ar € X oldugundan 0 = g(ar) = f(ar)
olur. fizomorfizma oldugundan da ar = 0 bulunur ki bu bir ¢eligkidir. O halde
Ker g = 0 olup ¢g'nin monomorfizma oldugu elde edilir. Son olarak, ¢g'nin es-
sential monomorfizma, yani g(A4) <. B oldugunu gorelim. X <, A" <, A
iken f(z) <. f(A’) oldugunu biliyoruz. U < B ve g(A) N U = 0 olsun.
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g X)NUCgANU=0 = gX)NU Cg(A)NUCg(A)NU =0
= g(X)NU=0,9(A)NU =0
= f(X)NU=0
= 0=f(X)NU <. f(A)NU
= f(AYNU=0
= B'NU=0
(B' <. B) = U=0

Buradan g¢’nin essential monomorfizma oldugu goriliir. Yardimci Teorem

3.1’den g bir izomorfizma olup A = B elde edilir. m

Yardimci Teorem 3.8 M = A® B, X < M vep : M — A projeksiyon
doniistimii olsun. Eger X' <. A olacak bicimde bir X' <. X var ise p, bir

monomorfizma ve p(X) <., A dir.

Kamit. M = A® B, X' <, X ve X’ <., A olsun. Bu durumda X' N B <,
AN B =0 dir. Buradan X’ N B = 0 olur. Diger yandan, X' N B <, X N B
oldugundan X N B = 0 olur. Boylece, p : M = A ® B — A projeksiyon

déniisiimii olmak {izere p;, monomorfizmadir. Sonug olarak, X’ <. X <, A

olup p(X) <. p(A) = A elde edilir. m

Yardimci Teorem 3.9 [9, Lemma 2.1] P bir R-modiil olsun. Her bir M,;
extending modiller olmak tzere, P = &M, olsun. I = {0,1,2,3,...,w,w +
1, ...} dyi seraly indeks kiimesini ve M nin bir X alt modilind g6z éniine alalum.
Bu durumda T'(i) <. T'(i)* <4 M; alt modilleri, M; = T'(i)* & N; ayrisgzmlar
ve bir 1 X; <. X alt modulii vardwr oyle ki asagidaki ozellikler saglanur:

(1) X(0) = T(0) <. T(O)

(2) X(k) T() & Y D Nisk € 1

(3) o(X(k)) = T(k) <c T(k)", X (k) = o(X(K)), (0(X(k)), k € I)

P=&,T\)* ® (®1N;) — &,/T(i)" projeksiyon déniisimdir.

(4) X = o(X), (0 [x@w)

[9, Lemma 2.1]’in ispatinda, ” Her ne kadar M;’ler extending olsa da keyfi bir

X < M; alt modiilii igin, X in bir dik toplananda essential olarak kapsanmasi
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yerine, X’in bir alt modiiliiniin bir dik toplananda essential olarak kapsandigi
alindigi icin M;’ler extending yerine G-extending alinabilir.” Boylece asagidaki

teoremi elde ederiz.

Yardimci Teorem 3.10 M bir modiil, her bir M;, G -extending olmak tizere
M =&, M; ve X < M olsun. I ={0,1,2,3,...,w,w+1,...} iyi suralv indeks
kiimesini goz onine alalim. T(i) <., T(1)* <q M; alt modiilleri, M; = T'(i)*®N;
ayrisimlar ve @; X; <. X alt modili vardr. Oyle ki asaqidaki ozellikler
saglanar:

(1) X (0) = T(0)

(@) X(W) <T@ Y, , @ Nokel

(3) o : M = (&:T(i)") ® (£1N (i) — &1T(3)*

projeksiyon déntisimi olmak tzere her k € I igin o(X (k)) = T(k) ve X (k) =
o(X(k)) dur.

Onerme 3.11 [3, 11.8] M bir R-modiil olsun. M = X®Y ve X®&N = BA;
iken X @ N = X @ (©B;), (B; € A;) bigiminde yazilabilir.

Kamt. Kabulden X ® N = ®A; vardir.
YOXON=Y® @A) =>M+N=(Y @A) D (DizA) olur.
M exchange propertyi sagladigindan
M@®&N=M&C® (®2B;),C CY @A, B; <A, olarak yazlabilir.
Y CYBCCY@A,(CCY @A) olup [3, Lemma 11.2]'den Y & C' =
Y & (Y & C)N A;) bigiminde yazilabilir.

XaYaelC = XeYa(Yel)nAi))
MacC = XaYa(Yal)n4;)
= Ma(YeC)n4))
— Me B
M®C® (®ix;B) = M®B; & (®ixB))
Ma®N = Mo (eh)
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esitliginin varhigindan soz edebiliriz.
Ayrica, X < X & N = ®A; ve B; < A; = &B; < dA; oldugundan
X @ (BierB;) C ®jierA; vardir. Buradan,
G®ANM+N) = dAN(Me (8B))
= @AN(XdY @ (@B))
= (X @ (@B)+ (@A NY)

esitligini buluruz.
Modiiler kuralindan, &A; N (M + N) = N + (M N (A;)) seklinde yazlabilir.
M+ (Mn(A) = MN(X®N)
= X®(MNN)

esitliginde M NN =0 dir.
Diger taraftan, (A, NY) = (X @ N)NY esitligini goz ontine alirsak NNY <
M NY =0 oldugundan N NY = 0 olur.
O halde N X = (X @ (B;)) dir. m

Tanmim 3.12 M bir modil olsun. Bir (Sonlu) I index kimesi ve N ve A,
keyfi modilleri i¢in M & N = ®rA; iken B; C A; (i € I) alt modiilleri i¢in
M &N = M & (®;B;) oluyorsa M modiili (sonlu) degisim ézelligine
((finite) exchange property) sahiptir denir.

Onerme 3.13 M = X @Y olsun. M 'nin exchange ozelligine sahip olmast

icin gerek ve yeter sart X ve Y nin exchange ozelligine sahip olmasidir.

Kanit. X ve Y'nin exchange Ozelligine sahip oldugunu varsayalim. A =
M & N = ;e A; olsun. Boylece A=X @Y & N = @,/ A; olup, Y exchange
ozelligine sahip oldugundan, B; C A; olmak iizere A = X@Y SN =Y S (DB;)
olarak yazilabilir. X exchange 0Ozelligine sahip oldugundan, C; < B; < A;
olmak iizere M = XB (YO N) = X (Y B (0C;)) = M@ (C;) olur. Boylece
M’nin exchange 0zelligine sahip oldugu goriiliir.

Tersine, M = X &Y exchange ozelligine sahip ve X’ = X olmak iizere

A=X'"@N=0@A olsun. MEN=XBYBONZADY =Y ® (Bics4;) =
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(Y& A;)® (9i£;A;) olup M exchange 6zelligine sahip oldugundan C' <Y @ A;
ve B; C A;, (1 # j) alt modiilleri vardir ve B = M’ @ C & (®,,;B;) seklinde
yazilabilir. [3, Lemma 11.2]'den Y C Y & C C Y @& A, olmak iizere Y &
C =Y & Bj olur. Béylece B; = (Y & C) N A; dir. Buradan M' & C =
(X'@eY)®dC = X' @Y @ B; dir. Bu ifadeyi yerine yazarsak B = X' @
Y& B @ (®igB) = X' @Y @ (@B;) dir. X & (¢B;) C A olmak iizere
modiler kuralindan AN (Y + (X' & (&18:))) = (ANY) + (X' & (&,B;)) dir.
A= X"® (®;B;) dir. Dolayisiyla X exchange 6zelligini saglar. Benzer gekilde

Y’ nin exchange 0zelligini sagladigini gosterebiliriz. m

Teorem 3.14 (Cs) ozelligini saglayan herhangi bir G-extending modiil ex-

change ozelligine sahiptir.

Kamit. M, (Cy) ozelligini saglayan bir modil olsun. P = M & N =
®rA; ve A; =% M olsun. M @ (®;N;) olacak bigimde en az bir N; C A;
oldugunu gostermeliyiz. M, G-extending ve A; = M oldugundan A; lerde G-
extendingdir. Yardimci Teorem 3.9’den A; = T; & N; ayrisimlar: ve .X; <, M
alt modiilleri vardir oyle ki agagidakiler ozellikler saglanir:

(1)o: P=a4) =a(T®N;) = (8T, ®(eN;) — &T, projeksiyon dontigiimii
olmak tizere o(X(0)) = X(0) = 7'(0) dur.

(2) Her k € I igin X (k) < T(k) ® (®i<iN;) dir.

(3) Her k € I igin X (k) = o(Xy) <. T}

M G-extending ve X (i) < M oldugundan Y; <. M; olacak bigimde en
az bir V; <. X(i) ve M; <4 M vardwr. P, : P = (&T;) & (&N;) — &T,
projeksiyon doniigiimii olsun. (3) numaral ozellikten X (k) = o(Xy) <. T}
oldugunu hatirlayalim. Béylece o : X (k) — o(X}) déntigiimii bir izomorfizma
olup ayy, : Yo — o(X(a)) doniigiimii monomorfizmadir. Buradan Py, bir
monomorfizmadir. Gergekten, » € P, alrsak, v € My, x € (©:T;)® (D N;)
ve P,(z) = 0 dir. Buradan = ¢ T, dir. Fakat v € M, N ((@r2aLk) € (B1N;))

olup x € MyN(BgzaTk) oldugunu sdyleyebiliriz. Ayrica YoN(MoN(Brralk)) =
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0 ve Y, <, M, oldugundan M, N (@yxaT}) = 0 olmahdir. O halde x =0 elde
ederiz. (2) numarali sarttan Y, < T, & (®i<aN;) olup P,(Y,) = o(Y,) dir.
Diger yandan Y, <. X, oldugundan o(Y,) <. 0(X,) = T,, olur. Boylece

0(Ye) = Po(Ya) < Pu(Ma) < T, (*)

olup P,(M,) <. T, elde edilir. Boylece ¢, : A, — M izomorfizma déniigiimleri
olmak iizere o (Po(Ma)) <e €a(Ta) elde edilir. e, Pyar, : Mo — M oldugundan,
€aPajm, + Mo — €a(T,) dir. Boylece Yardimer Teorem 3.1 ve £4(Pu(M,)) =
(eaPa)(My) = eo(Ty) esitliginden e, Py, Ortendir. Sonug olarak, sy, hem
orten hem de bire-bir oldugundan bir izomorfizmadir.

To : P = (®/T;) ® (®1N;) = ®i<olV; projeksiyon doniigiimii olmak iizere
fao = —Ta(Pajr,) ™" : To = @icoN; olsun.  f, Ortendir. (x) dan P,(Y,) <.
P,(M,) = T, oldugundan Y, <.< T, —/* @;coN; >= {to — falto)|ta € Tu}
dir. Ayrica,

Yo <eTo® (BicaNy) <To® (O1NV;) < < T, e @ N; > ®(@/N;) <P
olup P = (d; < T; =71 @i Ny >) @ (&1N;) ve
©1Y; <. (Br < Ti =7 @poiN, >) ve @Y, <. M

dir.

q: P = (& <T; > @piNp >) @ (®BIN;) = ®r < T; =71 ®peiNg >
ve my P =M @& N — M projeksiyon dontigtimleri olsunlar. Bu durumda
™ lo;<rsfiop N> 04 |m: M — M bir homomorfizmadir. Ik olarak
™M |o,<TisficpiNe> 04 |m nin Orten oldugunu gosterelim.  Bunun igin

TM | <T—Fimy; N> 04 | 'nin biiyiik monomorfizma oldugunu gosterelim.

@rY; <. &1X; <. M oldugundan @Y; <, M olur. @Y; <. M N (d; <
Ty = ®peiN, >) < M ve @Y; <, M oldugundan da M N (©; < T; —7
®r<ilNk >) <. M elde edilir. Bdylece Ty |g,<r—sig, N> 04 |ar bilylik

monomorfizma olup Yardimeci Teorem 3.1’den Ortendir.
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Simdi ¢ |5 nin birebir oldugunu gosterelim. ¢ : P — @; < T; =i @piNy >
projeksiyon dontigiimii olsun. Yardimci Teorem 3.8 den @Y; <, M ve @Y; <,
@7 < Ty =i @p<iNy > oldugundan q |5; birebir olur.

Ayrica Yardimcr Teorem 3.8 den 7y [, o1 Jiw,_;Ny> da birebirdir.
Ozetlersek,

T gy <ty iy, N> 04 [ Orten

- q | birebir

“TM | @, <Ty—Fimy; N> Direbirdir.

O halde g |5 Ortendir.

™™ o <TisfimpiNe>= f Ve ¢ |m= g olarak tammlayalim. fog orten, g birebir
ve f birebir oldugundan ¢ ortendir. Gergekten de, f : A — B, g : C — A
ve fog : C — B olsun. a € A igin f(a) € B dir. fog orten oldugundan
(fog)(c) = f(a) olacak bigimde en az bir ¢ € C vardir. f birebir oldugundan
a = g(c) dir. O halde g |p;= g ortendir.

Sonug olarak, ¢ |y birebir ve érten oldugundan izomorfizmadir.

q:P= (& <Ti =7 ©ucilVie >) ® (©1N;) = &1 < Ti =7 @y Ny > olup
q |m birebir ve 6rten oldugundan P = M & (&N;) seklinde yazilabilir. m

Teorem 3.15 M; ve M, (C3) kosulunu saglayan G-extending modiller ol-
mak tizere M = M; & My olsun. Bu durumda M modilinin (Cy) sartin
saglayan G-extending modul olmast i¢in gerek ve yeter kosul M, nin M;-ejektif

(1 # j) olmasidar.

Kanit. =: M, (Cy) kosulunu saglayan G-extending modiil olsun. Bu du-
rumda M, (C3) kogulunu da saglar. Boylece Yardimer Teorem 3.7(2)’den M
modili F1EP ozelligini saglayan bir GQC modiildiir. Diger yandan Yardime1
Teorem 3.7(1)’den M; ve M, dik toplananlar1 da F'IE P 6zelligini saglayan bir
GQC modiillerdir. Sonug olarak, Yardimci Teorem 3.6’den My, Msy-ejektif ya
da My, Mi-ejektiftir.
<: My ile My modiilleri Cs kosulunu saglayan G-extending modiiller ve M;,
M -ejektif (i # j) olsun. Teorem 3.14’dan M; ve My modiilleri FIE P &zelligini
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saglarlar. Boylece M = M, & My’de FIEP o6zelligini saglar. Yardimeci Teo-
rem 3.6 ve Yardimci Teorem 3.7’den M modiilii (C3) kogulunu saglayan G-
extending modiildiir. A ve B, M modiliniin dik toplananlari, f : A — B
bir monomorfizma ve f(A) <. B olsun. Yardimc1 Teorem 3.1’den f'nin Orten
doniigim oldugunu gosterelim.

M = M; & M, exchangeable oldugundan, 7; C M, olmak iizere M 'nin M =
B & T, & T, bigiminde bir ayrigimi vardir. Boylece N; <4 M; olup

M; = N; ® T; seklinde yazabiliriz. Buradan

M=M&My=B®Ti1®To =N &N, ®&T) ©T>

olup B Ny @& N, dir. 7: N; & N, — B bir izomorfizma doniisiimii olsun.

B, = 7(N;) ve B = f(A)NB; (i = 1,2) olsun. Bu durumda B =
(N1 @ Ny) = 7(Ny) & 7(Na) = By @ By olur. Ayrica f(A) <. B oldugundan
f(A)NB; <. BN B; = B; dir. Simdi B} & B} <. f(A) oldugunu
gosterehm. Bunun i¢in C' < f(A) olmak tizere [(f(A)NB1) & (f(A)NB)|NC =
0 olsun. (B] @ B5)NC =0 ise C = 0 olur. Buradan (B} @ B}) <. f(A) olur.
f(A) <. Biken C' < f(A) ise C' < B olur. Simdi C' # 0 olsun. f(A) <. B

2) =
)

oldugundan
0 <. [(f(ANB))®(f(A)NBy)NC <. [(BNB;)®(BNBy)|NC = (B1®&B)NC =
C olup C = 0 bulunur. Bu bir ¢eligkidir. Sonug olarak, (B} & Bj) <. f(A) dir.
Diger yandan, A, = f~(B!) alirsak,

By & By <. f(4) fTH(Br @ By) <c f7H(f(A)) = A
fB) @ fH(By) < A
fFHAANBY) @ fHf(A)NBy) <. A
AN N B @ [T )N fH(B)] < A
(AN f7H(B)) ® (AN fTH(By)) = (A @ Ay) <. A

R

olur.
A GQC modiil oldugundan, A; <, A’ alt modiilleri ve A? <, A; olacak
bigimde bir A = A; @ Ay ayrigim vardir. Boylece f(AY) <. f(A;) elde edilir.
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Ayrica B! <. B; oldugundan A7 <., A, = f~Y(B!) <. f~'(B;) dir. Buradan
f(AY) <. B; elde edilir.

pi: B =By ® By — B; (i =1,2) projeksiyon doniigiimleri olsunlar. Yardimc
Teorem 3.8’den p; | f(4,) monomorfizma ve f(A;) < B; oldugundan p;(f(4;)) <.
B; dir.

M FIEP oldugundan T; <; M; dik toplananlari ve € : Ty ®Ty — Ay izomor-
fizma dontigiimii vardir. py fe|r, : T; — By bir monomorfizma ve p; fe(Th) ®
pfe(Ty) = prfe(Th ® Tz) = p1f(A1) <. By ve Yardima1 Teorem 3.7 (1)’den
By <4 M de G-extending oldugundan X; <. p;fe(T;) vardir oyle ki X; <, B
ve Xo <, ?1 olmak iizere B; = B; ® ?1 dir. Ny = 774(By) ve ﬁ = 7*1(?1)

olsun. Bu durumda
M=r'B)=r'BieB)=r"'Ber ' B)=NMeoN

dir. ¢ : By = B @ ?1 — B, projeksiyon doniigiimii olsun. Yardimeci
Teorem 3.8’den qu),, t¢(r;) monomorfizma ve qi(p1fe(Th)) <. B, dir. ¢ =
T ap fen, olarak tamimlayalim. g¢; bir monomorfizmadir. Ayrica X; <,
pirfe(Th) oldugundan 77 1q1(X,) <. g1(T1) < N; olur.

X, <, By oldugundan ¢;(X;) <. ¢1(B;) = By olup 7 Hq1(X1)) <. 77 4B,) =
N; olur. Boylece ¢1(T1) <. N, elde edilir.

g1 bir biiylik monomorfizma ve Yardimci Teorem 3.1’den g; epimorfizmadir. O
halde g izomorfizmadir. g; izomorfizma ve p; fe(1}) izomorfizma oldugundan
@ |pi gy prfe(Ti) — By de bir izomorfizma déniisiimiidiir. Béylece By =
prfe(Ty) @ ?1 dir.

Simdiq; : By = p1 f e(Tl)@B;l — Eprojeksiyon doniistimi olsun. Yardimci
Teorem 3.8’den B = E@E =p1 fe(Th) @?1, mfe(Ty) < Bvegs: By — ?1
doniigimii vardir. Xy <. pyfe(Ts) oyle ki Xy <, ?1 dir. g |p, fe(r,) monomor-
fizma ve qa(p1 fe(T)) <. ?1 dir. g = 77 qop1 fe |1, olarak tammlayalim. gy

bir monomorfizmadir. Ayrica

Xo <epife(Ty) = q(Xa) < qa(p1fe(T3))
= 7 1g(X0) <. T lqa(pi fe(TR))
= T(Xs) < 77 ge(Th) < T1
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dir.
Xy <. B = ¢(X3)<.q@(B) =05

= 7lg(Xe) <. 7 U(B) = Ny
dir. O halde g5(T3) <. ﬁ olur.
M G-extending, To <4 M ve Tl <4 M olacak bicimde T N ﬁ = 0 olsun. O
halde T, @ Tl <q M vardir. Buradan M, GQC ve FIEP yi saglar.
Yardimc1 Teorem 3.6 ve Yardimci Teorem 3.7’den 75, ﬁ—ejektiftir. Boylece
Y1 <. ¢2(T3) olacak bigimde bir Y] alt modiilii ve A : ﬁ — T, homomorfizma

doniigiimii vardir dyleki h |y, = g5 ' |y, dir.

Yi — 92<T2) Z—>F1

.
92 L h
i

15

Diger yandan, Y, <. g2(Ts) ve ¢2(T3) <. Tl oldugundan Y; <, ﬁ dir. Simdi
h’nin bir monomorfizma oldugunu gosterelim. Bunun i¢in A’'nin bir monomor-
fizma olmadigini kabul edelim. Bu durumda bir = € Ker(h) vardir. x € N, ve
h(z) =0 dir. V] <, ﬁ oldugundan xR NY; # 0 olup en az bir r € R vardir
oyle ki 0 # zr € xRNY; dir. Béylece 0 = h(x)r = h(zr) = g; ' (ar) esitliginden
xzr = g2(0) = 0 elde edilirki bu kabuliimiizle geligir. O halde oldugundan A bir
monomorfizmadir.
f: M — N homomorfizma ve B <., N ise f~}(B) <. M dir.
g2: Ty = Ny ve Yy <. Ny oldugundan h(Yy) = g3 (Y1) <, T dir.
h(Yy) < h(ﬁ) < T, ve h(Y7) <. T oldugundan h(ﬁ) <, T5 olur.
hgo : Ts — T3 bir monomorfizma doniigtimiidiir.
92(T2) <o Ny = h(ga(T)) <. h(N7) dir.
hga(Ty)) < h(N7) ve h(N7) <. Ty oldugundan h(ga(T3)) <. T dir. Th, Co
ozelligini saglar ve hgy : To — T5 biiyliik monomorfizma oldugundan Yardimeci
Teorem 3.1°den hgy Orten olup hgs izomorfizmadir. g9 : To — ﬁ ven; € Ny
olsun. h(n;) € h(Ny) ve h(ﬁ) <. T oldugundan h(ny) € T, dir.

hgs : Ty — Ty

x +— h(ng)
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izomorfizma olup orten oldugundan h(n;) = h(gs) olacak bicimde = € Ty
vardir. h homomorfizma oldugundan n; = go(x) dir. O halde g, 6rtendir.
go = T qap1 fe |1, esitliginde g, ve 771 izomorfizma oldugundan gop; fe |7, de
izomorfizmadir. Boylece,
Bi=pife(T)®Bi = pife(Ty) ® pife(Ty)

= n(fe((Th) @ (13)))

= pi(f(4))
esitligi vardir. p; |f(4,) izomorfizma oldugundan B = f(A;) ® B, dir.

M FIEP oldugundan T; <; M; dik toplananlar1 ve e : T} & Ty — A, izomor-
fizma doéntigiimii vardir. py fe|r, : T; — By bir monomorfizma ve p; fe(T)) &
pfe(Ty) = prfe(Th & Tz) = p1f(As) <. By ve Yardimc1 Teorem 3.7 (1)’den
By <4 M de G-extending oldugundan X; <, p; fe(T;) vardir éyle ki X; <, B,
ve X, <, By olmak iizere By = By @ By dir. Ny = 77 H(By) ve N, = T_l(?z)

olsun. Bu durumda

No=7YB) =7 BBy =1 B @7 ' (Ba) = 2 & N,

dir. @7 : By = By @ ?2 — B, projeksiyon doniisiimii olsun. Yardimei
Teorem 3.8'den i), so(r,) monomorfizma ve gi(p1fe(13)) <. By dir. g =
77 'qip1 fen, olarak tammlayalim. g bir monomorfizmadir. Ayrica X, <,
p1fe(T3) oldugundan 77'q1(Xs) <. g1(T2) < N olur.

Xy <. By oldugundan gi(Xz) <. q1(Bz) = Bs olup 7 (qi(X2)) <. 771 (Bs) =
N, olur. Boylece g1(Ty) <. Ns elde edilir.

g1 bir biiyiik monomorfizma ve Yardimer Teorem 3.1’den g7 epimorfizmadir. O
halde g7 izomorfizmadir. gy izomorfizma ve p; fe(7T,) izomorfizma oldugundan
@ |py ey 1 fe(Tn) — B, de bir izomorfizma déniisiimiidiir. Boylece By =
prfe(Ty) @ ?2 dir.

Simdiqy : Bs = p1f e(TQ)@BFZ — ?gprojeksiyon doniistimi olsun. Yardimeci
Teorem 3.8’den By = E@BFQ = p1 fe(Tr) @?2, pmfe(Ty) < Bveg: By — ?2
doniigiimii vardir. Xy <. pyfe(Ts) oyle ki Xy <, ?2 dir. @ |p, fe(r,) monomor-
fizma ve @ (p1 fe(Ty)) <. B, dir. 2 = 7 '@pife |1, olarak tamimlayalim. g

bir monomorfizmadir. Ayrica
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Xy <epife(Th) = @(Xs) < q_(p1f€<T2))
= 7 '@p(Xy) <. 7 (ple(T2_))
= TR((Xs) < mT'R(Th) < N,

dir.
Xy <. By = @(Xo) <. @(B2) =B,
= TR(X) < 77 (Ba) = Ny

dir. O halde 3(T») <. N» olur.

M G-extending, T, <4 M ve TQ <4 M olacak bicimde T5 N ﬁg =0 olsun. O
halde T, & ﬁ <4 M vardir. Buradan M, GQC' ve FIEP yi saglar.
Yardimc1 Teorem 3.6 ve Yardimci Teorem 3.7’den 75, ﬁ—ejektiftir. Boylece
Yy <. 92(T3) olacak bigimde bir Y5 alt modiilii ve k& : TQ — T5 homomorfizma

doniigimii vardir 6yleki & |y,= E |y, dir.

Diger yandan, Yy <. g2(Ts) ve g2(T3) <. TQ oldugundan Y5 <, ﬁ dir. Simdi
k’nin bir monomorfizma oldugunu gosterelim. Bunun i¢in k’nin bir monomor-
fizma olmadigimi kabul edelim. Bu durumda bir a € Ker(k) vardir. a € N, ve
k(a) =0 dir. Y3 <, TQ oldugundan aR NY3 # 0 olup en az bir r € R vardir
oyle ki 0 # ar € aRNY, dir. Boylece 0 = k(a)r = k(ar) = E(ar) esitliginden
ar = g(0) = 0 elde edilirki bu kabuliimiizle geligir. O halde oldugundan h bir
monomorfizmadir.
f: M — N homomorfizma ve B <, N ise f~}(B) <. M dir.

Go:To — N2 ve Yy <, N2 oldugundan k(Ys) = g5 (Yz) <. T dir.
k:(Yg) < k(NQ) < T; ve k(Y3) <. T, oldugundan k(NQ) <. T5 olur.
kgs : Ty — T5 bir monomorfizma dontgimiudiir.
BlTo) < Ny = k(@(12) <c k(IV2) dir.
k(G(Tn)) <. k(N3) ve k(N,) <. Ty oldugundan k(ga(T3)) <. Tp dir. Ty, (Cs)
ozelligini saglar ve kgs : Ty — T5 biiyiik monomorfizma oldugundan Yardimeci

Teorem 3.1’den kgz Orten olup kgs izomorfizmadir. g5 : T — ﬁg ve ny € Ny
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olsun. k(ny) € k(Ny) ve k(Ny) <. Ty oldugundan k(ny) € Ty dir.

k’%ZTQ—)TQ

x = k(ng)

izomorfizma olup oOrten oldugundan k(ns) = k(gz) olacak bigimde ¢ € Ty
vardir. h homomorfizma oldugundan ny = gz(c) dir. O halde g 6rtendir.
G2 = T '@p1 fe |1, esitliginde g3 ve 77! izomorfizma oldugundan gp; fe |1, de
izomorfizmadir. Boylece,
By =pife(Ty) ®B; = pife(Ty) @ pife(T)

= pn(fe((Th) @ (13)))

= pi(f(42))
esitligi vardir. p; |f(a,) izomorfizma oldugundan B = By ® f(A,) dir.

F(AY) <. f(A;) oldugundan f(AY) N f(A}) <. f(A1) N f(Ay) dir. Aynca
(A;) <. B; oldugundan f(A;) N f(Ay) <. B; N By dir. Buradan f(A4%) N
(AY) <. By N By olur. O halde f(A7) N f(AY) = 0 dir. Gergekten, f(A7) N

FIAL) <. f(A) N f(Ag) ve 0 <. f(A)) N f(Ag) yi dilgiindiigiimiizde f(A;) N
(A2)

de (C3) sartm saglar. Dolaywisiyla f(A) = f(A1) @ f(Ag) <4 B dir. Ayrica
f(A) <. B oldugundan f(A) = B olur. Boylece f doniigiimi 6rtendir. Bu-
radan f bir izomorfizma doniigimii olur. O halde M, (Cy) kosulunu saglar.

Ornek 3.16 p bir asal sayr olsun. Bu durumda Q ve Z/pZ, Z-modilleri
streklidir. Z/pZ cisim olup Qy, Z/pZ-ejektiftir. Boylece Teorem 3.15°den Q&
(Z/pZ), Cy kosulunu saglayan G-extending modildir. Ancak sirekli degildir
(Ornek 2.15).
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