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ABSTRACT

The symmetry structure of Ce, the relation between group theory and

vibrational frequencies are studied by many physists.

A force constant model for the vibrational modes in Cg is presented. The
harmonic potential is adopted for calculating the dynamical matrix. Using
symmetries of the molecule, the dynamical matrix which yields the vibrational
modes is block-diagonalized. We summarize the role of group theory in specifying
the vibrational modes. The results are in excellent agreement with experiments.

The 3 dimensional matrix representation of lcosahedral group is constructed.
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Ceo'ln simetri yapisi, grup teorisi ile olan iligkisi, elektronik yapisi, titregim
frekanslari birgok fizikgi tarafindan caligild.

Ceo'daki titresim modlari igin bir kuvvet sabit modeli sunduk. Hesaplanan
dinamiksel matris i¢in harmonik potansiyeli benimsedik. Molekllin simetrisini
kullanarak titresim modlari veren dinamiksel matris kdsegen hale getirildi. Kesinlik
belirten titregim modlarindaki grup teorinin roltint 6zetledik. Sonuglarin, deneysel
ve baz| teoriksel sonuglarla miikemmel bir gsekilde uyustugu goérdik. lcosahedral
grubun 3 boyutlu matris temsillerini kurduk.



BOLUM 1
1.1. GIRIS

Kristal ve molekul gruplarlriln, SO(3) tn surekli grubunun sonlu alt gruplan
oldugu bilinmektedir. Bunlar “Cyclic’ gruplar C,, “Dihedral” gruplar D,, “Tetrahedral’
grup T, “Oktahedaral” grup O ve “Icosahedral” g.rup Y olarak siniflandiriimiglardir. Bu
gruplar ayni zamanda nokta gruplar olarak bilinmektedir. Adi gecen gruplarin simetri
ozelliklerini iceren pek ¢ok molekil ve kristal mevcuttur. Yalmz bunlardan
“lcosahedral” simetriye sahip molekul ilk defa 1985 yilinda gézlenmistir [10 ]. Bu
molekdl, son yillarda, Gzerinde ¢ok calismalar yapiimis olan Cg molekulidir.

Ceo molekuili ilk defa 1991 yilinda kati olarak elde edilmistir. Bu molekal icine
herhangi bir katki yapildigi zaman yalitkan, alkali metallerle birlestigi zaman
birlesme oranina bagll olarak iletken veya yar iletken olmaktadir. Yine Alkali
metallerle birlesti§i zaman dusik élcakllklarda (30 °K) siper iletken olmaktadir bu
elektronik yap! bir gok bakimdan ilgi cekicidir. Ozellikle iletken formu yar: iletkenler
uzerine kolayca ince silim yapildigindan ve yari iletkenin ylzey yari iletkenin yizey
yapisini g¢ok fazla etkilemediginden, mikro elektronik endustrisinde aranan bir

malzemedir.

Ote yandan Icosahedral simetriye sahip ilk molekil olmasi sebebiyle
fizikgilerin ilgisini gekmektedir. Bilinen molekuiler iginde en fazla simetriye sahip
olanidir. Fiziksel gézlenebilirlerin hesap edilmesinde, fiziksel sistemin bir simetriye
sahip olmas! problemi ¢ok basit bir hale getirmektedir. Bu nedenle, 6zellikle bir
fiziksel sistemin simetrisi dogru olarak tespit edilmelidir.

£

Bu caligmada temel olarak iki konu ele alinmistir. Bunlardan birisi Ceo
molek{lintn simetrisi, digeri ise bu simetri kullamlarak baz; fiziksel gézlenebilirlerin

hesap edilmesidir.

Calismamiz gu gekilde organize edilmistir. Birinci bélimde, ézellikle Ce ile
ilgili 6nceki galigmalar kisa dederlendirmelerle ele alindi. Ikinci bélum ikide grup
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postulatlart ve soniu gruplarin teorik kavramlarini icermektedir. Bu bdlumi grup
teorik bir s6zlUk olarak nitelendirebiliriz.

Uglincy bélimde SO(3) grubunun sonlu alt grubu olan Icosahedral grubunun
matris temsilleri elde edildi. Ayrica Icosahedral grubun duali olan dodecahedron

grup, bunlarin simetri gruplari, simetri 6geleri ve simetri iglevleri incelendi.

Dérdinct bdlimde matris temsillerinden yararlanilarak Cg molekilinin
titregim enerji seviyeleri ile kuvvet sabitlerinin siniflandirimasi ele alind..

Besinci bélimde sonuglar verilmekte ve ilerki calismalar icin 6ngértler
verilmektedir.

1.2. ONCEKI CALISMALAR:

Ceo molekilt ilk defa 1985 yilinda gézlenmistir lcosahedral simetriye sahip tek
molekll olmasi sebebi ile Gzerinde yodun calismalar yapilmistir. 1985 yilinda
gézienen Ce molekulls 1991 yilinda elde edilmigtir. Bu nedenle 1991 yilina ‘kadar
pek gok teorik calisma yapiimigtir.1991 yilindan sonra deneysel galigmalar yogunluk
kazanmigtir.

Bu boélimde, galismamizda faydalandiimiz ve daha sonraki ¢alismalara 1sik
tutacak makalelerden bahsedecegiz.

Caligmamizin temelini olusturan ve Ce'in slper iletkenlik 6zelliklerinin
belirlenmesinde énemli rol oynayan titregim enerji seviyeleri bulunmasi ile ilgili ¢ok
saylida yayin vardir. Bu yayinlar agagidaki sekilde ele alinmigtir.

1985 yilinda A.D.J. Haymet Cg molekult igin ilk teorik duslinceyi sunmugtur
[10]. Buna gére olusturulan molekilde her bir C atomu sp® hibritlesmesi yapar ve
diger ug:‘C atomu ile baglidir. Bundan dolay! Ceo hidrojen icermeyen bir alken gibi
olup grafitin kirresel kabuguna yaklasir. |

12 pentagonal 20 hexagonal halkali her yapi gerekli kimyasal baglanma ile
meydana gelir ve gekilde géraldugu gibi, asagdi-yukari bir kiiresel molekil tegkil eder.



Pentagonal halkalar hexogonal halkalar cinsinden olmayan noksan benzetmeler gibi
gortlebilir. (Cep molekullinin. hexogonal halkaya benzemedidine dair goérisler
olabilecegini ifade ediyor.) En fazla olabilir simetrik yapisi yassi (tepesi kesik)
Icosahedron'dur (Sekil 1.b). Kolaylik i¢in bu molekl "footballane” olarak adlandirifir
(Sekil-1.a). Her bir C atomu bittin diger C atomlarina esittir.
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Sekil (1.a): Ce molektil “Footballene”
(1.b): Icosahedron

Smalley ve ¢ahgma grubunun yathn hesaplamalardan sonra kditle
spektrumundaki blytk tepe veren deney sonuglari ile uyumlu C-baloncuklarinin
bulundugunu gézlediler. C bilesiginin bu yapisi grafite gére kapali olan agagidaki
yapi gibi dasinlebilir. Bu yapi pentagonal halka ciftlerine bagl 6 tane C atom gifti
ile birlestiriimis olup bir tanesi etrafinda 6 tanesi simetrik olarak dizilmis 7 tane
hexzagonal halkanin iki tabakasindan olusmustur. Yapilan caligmalar béyle bir

yapinin kararl olabilecegini géstermistir.

Karesel gbérantsla ve kafes yapili olan Cg molekilti deneysel ydntemle ilk kez
1985 yilinda lazer pulsu ile buharlagtinilan grafit isindeki C demetleri incelenirken
goziendi. Moleklle ad olarak verilen "Cs Buckminister fullarance" baghg: ile
yayimlandi [20]. Bu ad, kubbe geklindeki mimari yapilarin profil demirleri kullanitarak
catilmasini sistematik bir gekilde incelemis; mimarlik ve muhendislik hesaplarini
yapmis olan Amerikall mimar Buckminster Fuller'in anisina verilmigti. Sonradan
"Buckball Ceo" geklinde kisaltildi ve bu isim altinda yayginlasti.



Kimyasal agidan bakildi§inda bu molekul, C'nun bilinen grafit ve elmas
yapisinin diginda Gglncl bir allotropunu olusturuyor ve yepyeni bir inceleme ve

arastirma sahasinin kapilarini agtyordu.

Sonradan yarttulen ¢aligmalarda benzer yapida ¢ok sayida baska molekaltn
var oldugu anlagildi. Bu sebeple sadece C atomlarindan kurulu, kafes yaptli, kapall,

{i¢ boyutlu molekullerin kiimesine fulleren ailesi ismi verildi.

1975-1978 yillar1 arasinda yapillan radyoastronomik caligsmalarda kizil C
yildizlari olusabilecegi dustnuldi. One sirilen bu iddianin ispatlanabilmesi igin bu
yildizlarin yery(iziinde taklit edilmesi, yani Ce molekaltniin olusmasi sirasinda C
atomlarinin iginde bulunmalar1 éngértlen ortamin benzerinin laboratuar sartlarinda

saglanmasi gerekiyordu [19].

Yildizlar arasi uzayda ve yildizlarin ¢evresindeki halkalarda gézlenmis olan
karbonlu, zincir yapili, uzun molekdllerin olusum mekanizmalarini almaya yénelik
deneyler, Nd-YAG lazerinden ikinci harmonik Gretme teknigi ile elde edilmig olan,
532 nm dalga boylu yaklagik 30 mJ enerjili, cok kisa slreli ik pulslarinin saf grafit
Uzerine odaklanmas! ile yapilmigtir ve bunlar ugus slresine ayarli bir kutle

spektrometresi yardimiyla incelenmistir.

Buharlagsma sirasinda meydana gelen demetlerin  kiitle spektrumlari
incelendiginde‘720 atomik katle birimi kitleye sahip, 60 adet C atomundan olugmasi
gereken, olduk¢a kararli bir yap! ile karsiasildi. Arastirma ekibi demetlegsme
sartlarini kontrol etmek suretiyle 720 atomik kutle birimine karsilik gelen sinyali
komsu sinyallerin 40 katina kadar glkarabiimigti. 60 tane C atomunun hangi diziliste
kararll bir yapi olusturabilecedini aragtiran ekip, 12'si, diizgiin esken, 20'si dizgin
altigen olmak Gzere dizglin besgen ve altigenlerden kurulu, 60 kdgeli 90 ayritl ve
bir 32 yuzltintn kapatti§ molekll modelini tez olarak ortaya att'l.

Bu yapi, dikis yerlerinden dizglince kesilmek suretiyle kire kabuklarindan
arindirilmig  ve ayrintilarinin  kesim noktalari olan késelerine birer C atomu
yerlestirilmis bir futbol topuna c¢ok benziyordu. Molekali meydana getiren bu



-sekildeki C atomlarinin her biri, grafit yapisinda oldugu gibi komgu atomlaria birisi
cift, ikisi tek olmak valans baglarla baglanarak aromatik yapiyi sagliyordu.

Amerika'nin  Arizona Universitesi Fizik Bolumu  ile ortaklaga calisan
Almanya'nin Max-Planck Cekirdek Fizi§i Enstitistinde bir ekip ise gunlar gézledi.
100 torr asal gaz basinci altinda elektrikle isitilan saf grafit ¢ubuklarinin
fotospektrometrede incelemeye yetecek miktarda bu molekilden meydana geliyordu
[18].

R.A. Jishi ve galisma arkadaglari Cg'In titregim frekanslarini elde etmek igin
yedi kuvvet sabiti iceren bir mode! Gzerinde c¢alistilar. Bu sabitleri deneysel
sonuglardan yararlanarak tespit ettiler. Ceo'daki titregim modlari igin bir kuvvet sabit
modeli bad genlesmesine ve ag¢! edme etkilegsmelerine dayandiini gésterdiler. Bu
modelin sonuglarini nétronun elastik olmayan sacgiima élgimleriyle yiksek ¢ézimld
elektron-enerji kaybi spektroskopileriyle ve Infrared, Raman'dan elde edilen mevcut
veriler ile karsilagtirdilar. Deney ve hesaplama arasinda mikemmel bir sonug
buldular [15].

Benzeri bir calisma J.L. Feldman ve ¢alisma arkadaslari tarafindan yapilimigtir.
Bunlar Cgo'In titresim frekanslarint elde etmek icin alti kuvvet sabiti iceren bir model
(zerinde durdular [7].

AA. Quong ve calisma grubu Fullerene MolekUli'nin atomlar arasi kuvvet
sabit tensérintn ilk prensiplerinin bulunmast ile ilgili bir galisma yapmiglardir. ilk
prensiplerden Cg, Fullerene molekQlinin Hession kuvvet sabit tensdrini
hesapladilar. Butlin elektron yodunluk fonksiyonel kodlarindan bttn atomlar
Gzerindeki kuvvetleri tek bir atomun cesitli yer dedistirmeleri icin hesapladilar.
Kullanilan sonlu farklar ve molekdltin simetri iglemleri, tam matrisi (full matris)
belirledi. Dinamiksel matrisin diagonalizasyonu deney ile tartismadaki titresim
modlarini verir. Kuvvet sabit tensérinln éinsi ve sirasi gdsterilmis olmaldir.
Herhangi kuvvet-sabit modeli, atomiarin kabuklar alt| ve yedi kuvvet icermeli [25].
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G.B. Adams ve calisma arkadaslari reel uzay kuantum molekuler dinamiginin
birinci prensibinin kullaniimasi ile lcosahedral Cg'in. normal modlarini ve yapisini
hesapladilar. Temel haldeki birgok elektronun enerjisi ve atomik kuvvetler her bir
atomik durum igin hesaplar'ldl‘ ve }bu sonuglari, modlarin molekller dinamik
hesaplamalarinda kullanildi. Birinci derece raman aktif ve infrared aktiften birinin 14
modu Uzerinde caligtilar. Deneysel sonuglarla hesapladiklar frekans modunu
kargilagtirdilar. Serbest parametre kullanmadan modiara bagli 6ictilen degerlerin %4
ile %16 arasindaki frekaslari hesapladilar [1].

Alkali metallerle dop edilen Cg ve Cey'daki 6rgli modlarinin simetrisi Gizerinde
G.Dresselhaus ve ekibi ‘gallgmxstlr. Alkali metal ile dop edilen Cg ve Cgo'daki raman
saciima spektroskopisinin yeni yapilan deneysel gézlemlerinin agiklanmasi ile ilgili
grup teoriksel analizi gdsterdiler. Grup teoriksel analizini, kibik grup T, ile izole
edilmig Ceo molekaltinin Icosahedral nokta grup simetrisi indirgenerek iki uzay
grubunun kullaniimasini yaptirdilar. Fullerenin fcc(ytizey merkezli kiibik ) durum igin
uzay grubu T? dir ve Ce'in diigiik sicaklik kati fazina karsilik gelir Kati MgCao icin bee
durum T, uzay grubu ile tutarlidir. Burada M alkali metaldir. Simetri, dop edilmis
alkali metal metaryali igin dagtnuldt. Deneysel raman spektrumu, fullerene molekili
icin Th simetrisine bir simetri kirilmast ile tutarl ¢izgi sagiimalarini gésterdi. Bununla
birlikte deneysel olarak gézlenmig polarizasyon secim kurallan, kibik simetri
diginda, bir simetri kirllmasini gésterdi [5].

Y.0. Nakamura ve c¢aligma arkadaslan alkali metallerle dop edilmis
fullerenlerdeki sliper iletkenligindeki atomlar arasi titresim modlarinin’ rolleri
Gzerinde caligtilar. Alkali metallerle dop edilen fullerenlerdeki stiper iletkenlik gesitli
deneyleri bir gbris olarak destekler. Basit Eliashberg analizinden atomlar arasi
modlar ile elektronlarin giglt badlanmalarini  ayni zamanh tinel agma
deneylerindeki 6lglilen aralik ve siper iletkenlik gegis sicakhi§imin her ikisinin

aciklanmasinin  gerekli oldugunu gésterdiler. A(w,T) aralik fonksiyonundan

hesaplanan NMR ( Nukleer manyetik rezonans) orani bu modellerele ¢ézildu. Bu
metaryaldeki uygun olmayan fitler gézlendiéinden dolayr NMR sonuglari daha iyi
aciklar [22].



W. Kréatschmer kapali kafes yapili karbon molekillerini Fullerenes olarak
adlandirdi. Bunlardan futbol topu seklindeki Cso Buckminsterfullerene gok simetriktir.
Fullerenes ve fulleritesi tanimlad! ve bunlarin ézelliklerini gésterdi [17].

A.Graja ve R. Swietlik bazi Ce bilesiklerinin IR spektrumunun sicaklikla iligkisi
Ozerinde c¢aligtilar. Ceo FTIR spektrumu sicaklia bagh ve cesitli kompleksler,
spesifik olarak secilmis bilegikleri 80-340 K sicakliinda ’6lgti;1ler. Integral siddeti ve
dort cok siddetli Ce bandlarinin zayif dalga sayisi, sicaklik bélgesinde faz
gecisindeki de§igsmeleri buldular. IR parametrelerinin gézlenen ¢zellikleri dénme
titresim iligkisini verdi. Sonug¢ olarak dop edilmemis Ceo'in IR aktif bandlarinin dolu
kimesinin ve dért bileseninin sicakhifa baglihdini gésterdi [8].

M. R. Pederson vé A. A. Quong izole‘ edilmis fullerene molekillerinin titregim
modlart ve yUk durumlari, polarizasyonlari hakkinda bir calisma yaptilar.
Calismalarinda izole edilmig Cg; molekUlleri Uzerinde yodunluk fonksiyon temelini
hesaplamak i¢in lokal orbital baloncuk kodlarini kullandilar. Spin polarizasyonu ve
yUk indtklenmesinin geometriksel ilgisinden dolay! bltin etkileri iceren birinci ve
ikinci elektron ilgilerini gésterdiler. Genellestiriimis gradyan yaklagsimindan dolayi
etkiler anlatildi. Iki A ve tek A titregim modlarini gésterdiler ve yiklenmeden dolayi
frekans degisimlerini tahmin ettiler. Degisen kuvvetin statik elektrik alanindaki
fullerine molekullerine yerlestirilmesi ile molekUler statik polarizasyonlari elde ettiler.
izole edilmis karbon atomlarinin kar§|1a§t|rllmasmda, Fermi seviyesindeki dekolize
olmug elektronlar nedeni ile lineer polarizasyonlardaki artmalari buldular. Fulleren
polarizasyonundan ve yUk transferinden dolay! etkilerle uzun menzil etkilegmeleri
icin sebebini belirten bir basit potansiyelle kargilagtilar ve alkali-dopant
konsantrasyonunu bir fonksiyon gibi Hubberd parametrelerini tahmin ettiler [24].

Susumu Saito ve Atsushi Oshiyama fcc Cg kristali katt karbonun yeni bir
seklinin elektronik yapilari ve bir mekanizma 6zelligi, mikroskopik toplam enerji
hesaplamalarini sagladigini gdésterdiler. Cg baloncuklarini buldular ve fcc Ceso'in
neticesi Brillion-zone sininndaki 1,5eV'un direk enerji aralidl ile yeni bir yari
iletkendir. Ayrica kirliligi buluriar [26].



R. A. Jishi ve M. S. Dresselhaus yapmis olduklari ¢alismalarda alkali metaller
ile dop edilen Ce kristalindeki raman aktif modlarindaki ylk transferinin etkisi tartilar.
Ozellikle, Ceo molekﬁlundéki alkali metal atomlarindan yUk transferi teJetsel titresim
modlarinin mod yumugamalarini gdsterirken deneylerdeki tartismalarda A; modu
pekistigini gésterdiler [14].



. .

BOLUM 2
SONLU GRUPLAR
2.1. Girig

Bu bélimde daha sonraki uygulamalarimizda gerek olabilecek bazi ilgili
sistemlerin ve sonlu gruplarin temel 6zellikleri ile baglayacadiz. Sonlu matris gruplari
ve onlarin uygulamalari bu galigmanin temelini kapsar.

2.2. Grup Postulatian

Bir fiziksel sistemdeki simetri dénlstmleri bir set olugturur. Matematiksel bir
yapiya sahip olan bu set grup 6zellikleri tagir. Zaman ve ‘uzaydaki ttelemeler,
dénmeler ve fiziksel sistemlerdeki bir ¢ok simetri dénlstmleri grup &zelliklerine
sahiptir. Simetriler matematigin bir kolu olarak grup teori kullanilarak tanimlanir.
Genel olarak buttn gruplar asagida verilen dért 6zellige sahiptir.

i ) Kapalilik Ozelligi :

Grubun herhangi iki elemanin artarda etkisi grubun igcinde her hangi bir
elemanin etkisine esittir. Grup, carpma altinda kapaldir.

(61 €G.8, €G) =g, -8, €G (2.1)
ii) Birlegme Ozelligi:

G grubunun elemanlari ¢arpma altinda birlikte birlestirilir. Grubun elemaniari
birlegsme 6zelligine sahiptir. Ornegin G¢ elemanin artarda etkisinin sonucu ilk ikisinin
etkisinin bilegik degerinin alinmasiyla degismez. Yani,

g(gg)=(g8)s, &G i=123 (2.2)
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iii ) Birim Eleman

Grubun elemanlar! igerisinde sadece ve sadece asagdidaki 6zelligi saglayan
g, gibi bir birim eleman vardir. Birim eleman grubun etkisiz elemanidir. Grubun diger

elemanlarina etkididinde yine elemanin kendisini verir.

28=88=8& &,8&¢€cq (2.3)
iv ) Ters Eleman:

G Grubun her g;elemant igin bir g ters elemani vardir. Gruptaki her ters

eleman tersi ile ¢arpildidinda birim elemani verir, yani,

28" =g"'g=1 (2.4)

Eéer grup, sonlu sayida elemanlara sahip ise sonlu grup olarak adlandirilir.
Bir sonlu grubUn elemanlarinin sayisi grubun mertebesi (order) olarak adlandirilir
ve |G| ile gésterilir. Grubun elemanlar! sonsuz sayilabilirse, grup, sonsuz kesikli
grup olarak adlandirihr. Grubun elemanlar: strekli formda ise grup, stirekli bir grup
olarak adlandirthr. Her sonlu grup, nxn singular olmayan matrislerle temsil
edilebilir.

Cesitli 6zel gruplar vardrr. llerde kullanilabileceklerin bir kagindan
bahsedelim. Eger grubun bltin elemanlari birbirleri ile carpim esnasinda yer

degistirebiliyorsa (g,.gj =gjg,.), bu gruba Abelian grup denir. Eger bir grup, bir

elemanin tekrarlanan uygulamalarindan tlretilebiliyorsa bu gruba cyclic (devirli)

grup denir. Her bir eleman kendini komit ediyorsa bltan cyclic gruplar Abelian dir.

Verilen bir grubun yapisini anlamanin ve grubu olusturmanin gesitli yollari
vardir. Alt gruplar, grubun yapisint anlamada énemli rol oynar. Bir gruptaki bir alt
grup, onun karakter tablosu ve grubu olugturmada faydalidir. ilk olarak alt gruplar ve
onlarin grup igerisindeki rollerini tartisacagiz.
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2.3. Alt Gruplar

Eger H'nin elemanlar grup postulatlar altinda grup formunda ise verilen bir G
grubunun alt kimesi olan H, alt grup olarak adlandirilir. Her grup en azindan iki
trival (agikar) alt gfuba sahiptir. Bunlar grubun kendisi ve birim elemanidir. G'den ve
birim elemandan farkli bir alt grup proper alt grup olarak adlandirilir. G, H’ i
kapsamiyor ve H, G’den farkli ise bir proper alt grup olan H Maximal alt grup olarak

adlandirdir. G’ nin alt grubu olan H;
g Hg' eH biting, eG (2.5)
sagliyorsa Normal alt grup olarak adlandirilir.

Bir grup proper normal alt gruba sahip degil ise Basit grup olarak adlandirilir.
Aksi takdirde composite (karma) grup denir. EGer bir grup birim elemandan bagka
invariant (dedismez) Abelian alt grup icermiyorsa, bu grup semisimple (yari basit)
grup olarak adlandirilir. ;

2.3.1. Temel Teoremler

Sonlu bir grup olan G ile G' nin bir alt grubu olan H' yi distnelim. Bu
noktadaki temel soru G ve H' nin mertebeleri hakkinda olacaktir. Lagrange teoremi
bu sorulara kismen cevap verir. Lagrange teoremi bir sonlu grubun bir alt grubunun
mertebesi , ana grubun mertebesinin her zaman bir béleni oldugunu ifade eder.
Grubun mertebesi, kendi alt grubunun mertebesine bélimi [G/|H her zaman bir
tamsayi verir.r.Bu tamsayl H alt grubunun index’i olarak adlandirilir. Bu teoreme
ragmen G’nin grubun mertebesine bélen n. mertebeden bir alt grup igerecegdine
garanti yoktur. Fakat n, G’ nin ana béleni ise , G, n. mertebeden bir alt grup igerir. Bir
elemanin mertebesi bu eleman tarafindan turetilen alt grubunun mertebesine esit

oldugundan dolay! G’ nin her elamaninin mertebesi G' nin mertebesinin bir bélenidir.

Sylow'un ¢ mikemmel teoremi, sonlu bir grupta bilinen alt gruplarin varliina
ve grupla iligkili olan ézelliklerine deginir.
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Sylow’un Birinci ;l'eoremi : p" G grubunun mertebesini bélen, p asal sayisinin
en yluksek derecesi olsun. G, p" mertebesinin en azindan bir Sylow p alt grubunu

kapsar.

Sylow’un ikinci Teoremi : Sonlu bir gruptaki Sylow p alt gruplari (sabit asal p

icin) di§erlerine izomorftur.

Sylow’ un Ugiincii Teoremi: Sonlu bir G grubunun Sylow p alt gruplarml.n

sayisi 1+kp formunda ve G’ nin mertebesinin bir bélenedir.
2.3.2, Maximal Alt Gruplarn Ozellikleri

Sonlu gruplar dustnelim, bundan dolayr maximal alt gruplar her zaman
mevcuttur. Bir grubun butiin maximal alt gruplarinin hesaplamasi zordur. Ozellikle
sifir glcla (nilpotent) ve supersolvable gruplar maximal alt gruplarin ozellikleriyle

tanimlanabilir.

G grubunun elemanlar! gi'g,'g,g, g ve g,’nin komiitatdrii olarak adlandiniir

ve. (gl,gz) ile gosterilir. g, g, =g,g, ise tanimdan (gl,g2)=1’dir. Butin (g,.,gj)
komutatdr tarafindan meydana getirilen G’'nin H alt grubu derived (ttiretilmis) grup
olarak adlandirthr., H G’nin  bir invariant alt grubudur. Eder seri
.GcH'cH’c...c...cH” =1 ise G grubu ¢éziiniir (solvable) denir. Her HY grubu
dnceki grubun tlretiimig seklidir. Basamaklarin sonlu sayidaki ézellikleri son bulur.
Bir ¢6znar grubun her faktér grubu H® /H® devirli ise grup, supersolvable olarak
bilinir. Eger H™ /H® faktér grubu G/H®nin merkezinde ise grup nilpotent (sifir

gii¢lii) grup olarak bilinir.

Huppert Teoremi : Eder sonlu bir grup olan G’nin her maximal alt grubunun
indeksi asal say! ise G supersolvable’dir. Diger teorem nilpotent grup hakkindadir.

Bir grubun maximal alt grubu normal ise, grup nilpotent olarak adlandirilir.

G grubunun kesigen butin maximal alt gruplar Frattini alt grup olarak

adlandirilir. Bir G grubunun karakteristik alt grubu olarak da adlandirihir. H G
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grubunun bir proper alt grubu ise karakteristik alt grup bellidir (G'de maximal
degildir). Bundan dolayi H'yi iceren G'nin bir maximal alt grubu vaardir. Bir grubun
maximal alt gruplari grup geniglemesinde grubun alt gruplariyla birlikte énemli rol

oynar.
2.3.3. Kosetler ve Normal Alt Gruplarn Ozellikleri

Bir G grubunu ve bir H alt grubunu ele alalim. ‘g €G olmak Uzere gH

elemanlarinin kiimesi H'nin soldan koseti olarak adlandirilir. Aym sekilde Hg
elemanlarinin kumesi de H'nin sagdan koseti olarak adlandirilir. G sonlu ise, G’ yi

kosetler cinsinden (soldan kosetler) pargalara ayirabiliriz.
G=H+gH+g,H+.. +g H (2.6)
Asagidaki formda bu iligkiyi ifade ederiz.

G grubunun elemanlari
H alt grubunun elemantar

H'nin Kosetleri= (2.7)
G grubu iginde H alt grubunun saddan veya soldan kosetleri sadece ve sadece
bir grup formunda ise H normal alt gruptur. Burada faktér grubunu tanimlamak
yerinde olacaktir. Bir grubun faktér grubu, H normal alt grubunun kosetleri
tarafindan taretilen (bigimlendirilen) gruptur. Normal alt grubun jeneratérlerin kimesi
G'nin elemanlarinin batin konjuge siniflarinin birlegmesinden dolayi, G grubunun
normal alt gruplarinin belirlenmesi oldukga kolaydir. G’nin alt grubunu N ile

gosterecegiz.
2.4, Homomorphy Kavrami

Bir S kimesinin bir T kimesine maping’i modern matematidin en temel
kavramidir. Eder iki elemanin ¢arpimi hayali elemanlar Uzerine map edilebiliyorsa S
elemanlarinin T alt kiimesi Uzerine tek degerli mapingleri homomorphy olarak
adlandrilir. T'nin bir elemani s'nin bir elemaninin gérintl elemani ise homomorphy

homomorfizma olarak adlandiriir. T kiimesi s kiimesine homomorftur denir. iki



grubun elemanlar! arasinda bire-bir degilse iki grup homomorf olarak adlandirilr.
H~ G /N ise bu ifade verilen bir G grubunun H faktér grubuna homomorftur. N'nin bu '

sekildeki homomorfizmasina kernel homomorfizma denir.
2.4.1. Isomorf Kavrami

Bir G grubu G’grqbl.ina homomorf ediliyorsa o zaman G'’deki carpimlar G'ye
paraleldir. G ve G’ grubunun elemanlarinin  bire-bir  eglemesinde

GCoG g og,.8, <8 0 zaman gg, < g8, ise buna izomorfizma denir.

Bundan dolay iki grubun mertebeleri ayni olmalidir. Grup teorik noktadan dolay! iki

grup ayni olmasina ragmen grubun elemanlari farkli olabilir.
2.4.2_Bir Grubun Otomorfizmi

Bir grubun kendi Ustune izomorf génderimi (isomorphic mapping) otomorfizm

olarak adlandirilir. Sadece ve sadece g,g, = g, ise a bir otomorfizm olmalidir. Bu da
g'gl = gyoldugunu belirtir. Sabit bir r elemani ile G grubunun elemanlarinin

dénustmu otomorfizm’dir. Formal gekilde
o rgr’ =gl ve rgr=g; = rgigjr-1 = g'igE (2.8)

yazilabilir. Burada g;,g; €G ve g;,g; €G ve r, G'nin sabit elemanidir. Bu i¢ (inner)

otomorfizm olarak adlandinlir. Ig otomorfizmadan farkii G  grubunun

otomorfizmasinin hepsi dig (outer) otomorfizm olarak adlandirilir.
2.4.3. Grup Geniglemesi

Kendi yapilarimizdaki N normal alt gruplarindan grup agiimlarini goguniukla
dugtnmekle beraber ilk olarak kisaca mimkun grup agilimlarini tartigalim

2.4.3.1. Direkt Carpim

Gruplar asagidaki gekilde iki grubun direkt garplml' ile yapilir h,h; ,H ve

h.h} ,H ile Hve H'iki grup olsun. Garpma;
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(hh,).(nihg) :y(hihj, hin) (2.9)

ile tamimlanir. h;,h;H'nin elemani olmak Gzere ve hi,h{ de H'nin elemani olmak
tzere hh;, h,h; de Hx H'nin bir elemanidir. HxH'nlin H' xH izomorftur. H x H' niin |

mertebesi H ve H'’nan mertebelerinin ¢carpimidir. H ve H' HxH'nln alt gruplari

olsun;
G=H,xH, x...x H, (2.10)

bir grup (2.10)'daki yolla kendi alt gruplarindan genisletilir. Her alt grubun bitln

elemanlar, dider alt gruplarin her elemani ile yer degistirebiliyorsa ve G'nin her g,

elemani g, =h,h,...h, seklindeki formla agiklanmig olabilir. Burada h, eH,’dir.

+

Gruplarlh direkt carpiminda bulunan denklem (2.9) gruplarin matris temsilleri
icin uygundur. H nx n matrislerinin bir grubu ve H'm x m matrislerinin bir grubu ise o

zaman H x H' niin temsili asagidaki sekilde yazilabilir.

h 0
(h,h')=h®h =[0 h,} | (2.11)

Matris carpimt H x H''nde yukarda tanimlanan operasyonu verir.

(h.h,)(hiht) = [h‘:‘ h(;j] (2.12)

2.4.3.2. Yari-Dolaysiz Garpim (Boyuna Genlegme)

k eN’nin bir otomorfizmi ve her eleman h eH igin H ve N gruplarini dustnelim.

O zaman ¢arpma kurali altinda [h,k] sembolt bir grup formudur.
[hke]-[ha ko [ =[niha Ktk | kP = hh! (2.13)

Bu H ile N'nin normal ¢arpimi veya yan dolaysiz (semi-direkt) olarak adlandirilir.
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Sirasiyla k eN ve heN ile N ve H gruplar verilsin. EGer 6 N ve H'in yari
dolaysiz carptmi ise sembolik olarak, N:H ile gésterilir.

O zaman [k,1] elemanlari N'e izomorf olan bir normal alt grup formundadir ve
6'nin [1,h]'In elemanlari H‘a izomorf olan bir alt grup formundadir. Sadece ve sadece
N &'nin normal bir alt grubu ise H H'in kesigimi ile bir faktdr grup ise ve N sadece
birim eleman ise genelde G, H ile N'nin yari-dolaysiz ¢carpimidir. ‘Bu boyuna
geniglemeye bir érnektir. H bir faktdér grubu olup, bir alt grubu degil ise 0 zaman G H
ile N’nin boyuna olmayan geniglemesidir.

2.5. Gruplarin Matris Temsilleri

Gruplarin matris temsilleri gértinGstin bir noktasindan dolayi dnemlidir. Birgok
gruplarin kendi dogal temsilleri matrisler cinsinden vardir. Eger gruplarin elemanlari
ile kare matrisler kiimesi arasindan herhangi bir iliski varsa, grubun nxn singuler
olmayan matris formlari, matris garpimi altinda temsillér kUmesidir. g,veg, grubun
elemanlari olsun. Asagidaki 6&zellilikler mxm singuler olmayan matrislter
birlestirebilir.

(2.14)
Alg)=2(g.). (Li=12...m) |
Burada a; reel veya kompleks sayilardir. E§er asadidaki bagintiy! sadliyorsa
Alg,)A(e.)=Alge,). (21.8:.8:8: <G) { (2.15)

A(1)=I, olduguna dikkat edilmelidir. Burada I, mxm birim matris olup A(x")=[A(X)]"
de matris tersidir. Bir grubun matris temsillerinin olugturulmasinin birgok yollarlt
vardir. Genellikle gruplar simetri iglemleri ile forma sokulur. Grubun matris
temsillerini olugturmak igin bir vektér uzay: (tastyici uzay) secger ve daha sonra bu
uzayda G iglemlerini tanimlariz.

Tarihi olarak Grup Teori sonlu permitasyon gruplariyla baglamistir. Eger n
tane objemiz varsa simetrik grup olarak adlandirilan S,grubunun n! durumu vardr.
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Bu noktada n tane objenin permltasyon ve degiskenleri x4, Xa,....X, olan sonlu sayilar
kumesi dugtnelim. Her degiskeni x4, X3,....X, olan n degiskenli genel lineer dénigim
agagidaki lineer kombinasyon formu ile verilir.

A X > X = 83X, +8yXpFueenenns +a X, ' (2.16)

a; katsayilar genelde reel veya komplekstir. Son denklemi agadidaki formda

yazmak mumkanddr.

X4 X a8, 4 | X

X, X3 8y 3y y | X2
—> =

xn xl an1 anz ann xn

a) BOtin sonlu gruplar permitasyon grubunun alt grubudur ve permitasyon
gruplarinin matris temsillerini, lineer x; — x; yer degigtirmesini kullanarak yazmak
f
mumkanddr.: :
b) Herhangi bir sonlu grup igin sonsuz tane matris temsilleri vardir. Bunun

ispat! kolaydir. Herhangi bir singular oimayan T matrisi ve G grubunun A(g) matris

temsillerini dugtnelim. B(g) = TA(g)T™ ile bulunabilir. Buradan;

B(giez) = TA(g:g.)T" = TA(g,)A(g) T

= TA(g)T"TA(g, )T =B(g,)B(g,) (2.18)

Burada B yine G'nin bir matris temsilidir. Bu dénlsim benzerlik dontigimQ olarak
bilinir ve benzerlik dénGigim0 ile belirlenen temsiller denk (esit) temsil olarak
adlandirilir.

c) Ag)ve B(g) G grubunun n ve m boyutlarda matris temsilleriolsun.Buradan

C(g):[A(g) 0 ] <. | (2.19)

0 B(g)
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matrisi derecesi n x m olan yine G grubunun matris temsillerinin bir formudur. C(g) ,
A(g) ve B(g)nin direkt toplamiyla bulunur. C(g) = A(g)@®B(g). C(g) temsili
birlestirilemez, A(g) ve B(g) onun bilesenleridir. Ornek olarak S; grubunu alalim. S;
simetrik grubunun bileggnleri (x1, X2, Xa) olan x vektorQ .gi.bi ¢ objenin permit
edilmesiyle bulunur. Ug:"béyutlu Euclidean uzay! bu temsil igin tastyici uzaydir.
Asagida permitasyonun elemanlari verilmigtir.

o (123)_ P(mip (12-3J'P—(12§)'P—(123)'P(123]°
°“l123)" 312" 2T\23 9 T3 “T321) S213)

X X XX XX XX X >X X DX
X =X XX XX XX X o>X XX (2.20)
X > X X o XX X ox XX XX

Denklem (2.17)yi kullanarak matris déntstmlerini yazabiliriz ve asadidaki sekilde
olur.

(1 0 0) 00 1 010
Alp,)={010(; Alp,)=[100|; A(p,)=|0 0 1

\0 0 1/ 010 100 1

(1 0 0) 00 1 010 (221)
Alp,)=]{00 1]; A(p,)={010|; Alps)=|100

\0 1 0/ 100 00 1

Her matris elemani x; koordinatini x;'ne dénastlrir ve grup postulatiar altinda grup

seklini alir.

Dlzlemde bir eskenar {ggenin simetri gruplarini duglnerek Ss'Gn diger
temsillerini bulabiliriz. x-ekseni boyunca o, birim vektérini ve y-ekseni boyunca a,

vektorind segeriz. Sekil (2.1)'deki gibi simetri iglemlerini yaparak matrisleri buluruz.

Bdylece simetrik S; grubunu buluruz. A(gi) matrisleri simetri iglemleri yapilarak

bulunur.



yFl Yy y
[*2 X ' | / Ve X
- N

X
JTaN, 7N 78X,
1 | 1 T
A3 oy A2
/N, \. /.
1/ 4 \2 2L \1 1/ \3

$Sekil 2.1 Egkenar tGggenin simetrileri.

Ao =[g e =3 5 Me)=3 5 )

(2.22)
-10 - -
A(g1)=[0 J; A(gs)=-;~[_j/§ _‘/ﬂ A(g4)=%{_ J§ ‘_{ﬂ

A(gi) matrisleri yine Ss'Un bir matris temsilinden sgekillendirilir. Singular olmayan T
matrisi varsa G grubunun A(g) matris temsili verilen bir alan Gzerinden

indirgenebilir, yani;

)

Singular olmayan bir T matrisi varsa verilen bir alan izerinden G grubunun A(g)

temsili indirgenir. Burada B(g) ve D(g) G'nin temsilleridir. E(g) sifir matris ise, A(g)

tamamen indirgenir.
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2.5.1. indirgenebilir ve indirgenemez Temsiller:

Herhangibir simetri operasyonunun matris temsillerinin kimesi bir temsilin
nokta grup formlarmdaridlr. Can nokta grubunu &rnek olarak duagunelim.

E,C 140 ve i bu grubun icinde bulunan dért simetri islemcisidir. Bu nokta gruplart

matris temsilleri agagida verilmigtir.

100 -100 -10 0 100

E=1010 C%=0-—1O i=| 0 -10 cy,=|010
001 0 01 0 0 -1 x 00 -1

Temsiller indirgenebilir ve indirgenemez temsiller olarak ikiye ayrilir.

!

A, B, C, bir grubu olvusturan matrisler olsun. Bu matrislerin indirgenebilir veya
indirgenemez temsiller olup olmadigini anlamak igin iki yol vardir. Birincisi
matrislerin olugturdudu grubun eslenik siniflarina bakilir, eder bu Kkarakter
tablosundaki’ indirgenemez temsillerin herhangi birisinin karakteri ile ayni ise, bu

temsil indirgenemez. ikinci yol ise benzerlik déntisimu ile bunu anlayabiliriz.

A, B, C, D ve P bir grubun I" temsilinin matrisleri P ise bu grupta benzerlik
dénlgim matrisi olsun. Asagidaki gibi benzerlik déniigiimd ile A, B, C, D ve P

matrisleri A',B', C', D' ve P' matrislerine déntsur.

P'AP = A' P"DP =D’
P'BP =B' P'PP=P'=P (2.24)
P'CP=C'

EJer sonug matris A' matrisine blok edilebiliyorsa, I" temsili indirgenebilir

temsil olarak adlandirilir.



(2, 0 0 0 0 0)
0a 0 0 0 0
A|0 O & 0 0 0 (2.25)
0 0 0 a 0 0
0 0 0 0 a o
L0 0 0 0 0 &

Eger I temsilinin matrislerini indirgeyebilecek bir benzerlik dénlgim matrisi
bulunamiyorsa temsil indirgenemezdir denir. Blttn bir boyutlu temsiller her zaman
indirgenemez.

indirgenebilir ve indirgenemez temsiller fizikte grup teorinin uygulamalar
problemierin gézﬁmunde énemli bir rol oynar . Ilk basamak olarak grup teorideki
uygulamasi indirgenebilir temsilin formasyonunu (olusumunu) igerir. Buradan bu

temsil tetkik edilmekte olan nokta gruplarin degigik indirgenemez temsillerine ayrigir.
1

2.5.2..indirgenemez Temsillerin 6zellikleri:

Bir nokta grubun karakter tablosunu olugturmak i¢in indirgenemez temsillerin
ézelliklerinin bilinmesi énemlidir. Indirgenemez temsillerin ézellikleri diklik kogulunun
yardimi ile bulunabilir.

h simetri iglemlerini iceren bir nokta grup ele alalim. Bu iglemle k siniflara
bélunmustir. Indirgenemez temsiller Ty, 1“2; ....... , Tk olarak yazilir. Iy, L,.....I{'da bu
temsillerin boyutlaridir. Diklik teoremi indirgenemez temsiller i¢in asagidaki kurallar
bulmada kullanilir.

1. Bir grupta indirgenemez temsiller i¢in asadidaki siniflarin sayisina esittir.

2, Bir grupta indirgenemez temsillerin boyutlaninin kareleri toplami grubun

k
mertebesine esittir. YI=nh (2.26)

i=1
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3. indirgenemez temsillerdeki 6zdes islemlerin kareleri toplami grubun

k
mertebesine esittir. S (x(E) =h - (2.27)

4. Iki farkl indirgenemez temsildeki simetri islemcilerinin karakterleri

agagidaki bagintiyi saglar. > g % (R,)x, (Rp) = h; (2.28)
k
i # j durumunda (2.28) esitligi, > g x(RYx,(R,)=0 (2.29)
p=J
k
formuna gelir. i = j durumunda (2.28) esitiigi, 3" g,(x,(R,))’ = h (2.30)
‘ p=J

formuna gelir. Bu denklemlerde g, p.inci-siniftaki simetri iglemcilerinin sayisina
karsilik gelir. Ry, p.inci sinifin simetri iglemcisidir. x(R;) ve x(Ry) i ve j temsillerindeki

R, islemcisinin matrisinin karakterine karsilik gelir.
5. Ayni siniftaki iglemcilere ait bGttin matrislerin karakterleri aynidir.
2.5.3. Indirgenebilir ve Indirgenemez Temsiller Arasindaki [ligki

indirgenebilir temsiller benzerlik déntistiim metoduyla indirgenemez temsillere
ayrilabilir. Herhangi bir benzerlik déntgtumu ile bir matrisin karakterlerinin degismez
oldugu kurali kullanilarak

x®)=XnxR) (2.31)

seklinde yazabiliriz. Burada x(R) indirgenebilir temsiilgr R operasyonuna
(islemcisine) gére karakterlerini xi(R) j'inci indirgenemez temsilde R iglemcisi igin
matrisin karakterini temsil eder. x(R) ve X;(R)arasindaki iligki asagidaki gekilde

bulunabilir.
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Yukaridaki denklemin her iki tarafi i.inci indirgenemez temsildeki operasyonun
karakteri x(R) ile carpilsin. Gruptaki bltin operasyonlar altinda tum toplamlar.
yapllsin. Toplam

ZR:X(R)x,(R) = ;Z nx(R)x(R) = anZR: x(Rx(R) (2.32)
J I
ile verilen indirgenemez temsillerin kuralini kullanarak.

ZR:XJ(R)XI(R) = hé;

, (2.33)

SHRNR = Fnhs,

R

denklemini elde ederiz. i=j oldugu temsiller igin son denklem
> x(R)x,(R) = nh'e indirger. Buradan
R
1 v
0 =(DSxR(R (2.34)
R

Eder g, grubun p.inci sinifindaki operasyonlarin sayisini temsil ediyorsa

yukaridaki son yazdigimiz denklem;

n = (%)zR: g, x(R ) (R,) (2.35)

halini alir. Bu denklemdeki R, p.inci klasdaki simetri iglemleri olarak bilinir.
2.6. Konjuge (Eglenik) Siniflar ve Karakter Tablolarinin olugturulmasi

Konjuge siniflar ve karakter tablolari, verilen temsillerin karakterleri‘ olarak
bilinen sayilari igerir. Bir A(g) matris temsilinin ¢ karakteri

1(g) = Tr[A(g)] = gja (e (2.36)
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ile tanimlidir. Béylece karakterler, verilen bir alanin elemanlaridir. Batin esdeger
temsiller tanimli matris temsilleri (zerinde ayni karaktere sahiptir. Temsil boyutu 1
ise X=A oldugunu gérmek ¢ok kolaydir.

2.6.1 Bir Grubun Eglenik (Konjuge) Siniflan

se SvegeG elemanlan ile G grubunun bir S kiimesini géz 6niine alalim.

8:'Sg, =S ise S=g,Sg;' olur. Yine, g;'Sg, =S ise S=(gg,)" S(g:g,)olur. Boylece
S=g,Sg! olacak gekilde éi € G’nin kiimesi G'nin bir alt grubudur ki bu gruba G’deki
$’nin normalizeri denir ve bu N4 (S) ile gésterilir. Yine, s €8S igin s=g]"sg,, olacak
sekilde g, e G'nin kimesi benzer olarak G’'nin bir alt grubu olabilir ki bu gruba
G'deki S'nin centralizeri denir. C,(S) ile gosterilir. S tek bir elemandan ibaretse
centralizer ve normalizerin 6zdesg oldugu aciktir. Ustelik daima C4(S) < N4 (S) 'dir
G'deki ,G'nin centralizerine G’'nin merkezi denir. Matematiksel ifade ile
C.(8) ve N (S) kumeleri

Cs(9) = {g eG l gS=Sg}

Ns(S) = {g <G | gs = sgbitin s < S} (2.37)

olacak gekilde S’nin déntgen elemanlari ile elde edilir. Agik olarak merkez, G'deki
elemanlarin bltin normalizerlerinin ara kesitidir. Tamimdan dolayr merkez, bir

Abelian normal alt gruptur.

Bir S kiimesinin agagidaki gibi elde edildigini dustnelim. G bir grup ve S,
g;'g,g; formunun elemanlarinin kiimesi olsun. Hem g, hem de g,G'nin elemanlar
ve g, sabit bir elemandir. Bu durumda, S kiimesine G grubunun eglenik sinifi denir.

G grubu ayrik kimeler iginde pargalara ayriimig ise buna elemanlarin eslenik
siniflari veya G grubunun conjugacy siniflar denir. Formal olarak

Ci(pi) = {g €G Ihl = 8;1&8{} (2.38)
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Daha sonraki uygulamalarimizda bir grubun eglenik siniflari, karakter tablolari
dizayn edilen notasyonlarinin bir sayisi,,genelde (2.1) tablosunda verilen formda

anlatilacaktir. Tablonun ilk satiri sinifin ismine esglenir ki bu C,(p,) ile gosterilir ve p;

ise her elemanin sirasini gésterir. lkinci ve GglncU satirlar sirasiyla bir siniftaki

elemanlarin sayilarina ve her elemanin karakterine eslenir.

Sinif C1(1) Cz(pz) C1(pn)
Elemanlar | h, h, .. h,
Karakterler| y, Ao = %n

Tablo 2.1 Verilen bir grubun eslenik siniflari.

Bu kisa tanimdan (2.21) ve (2.22) denklemleri verilen matris temsillerinin
kullaniimasiyla Ss gmbunun eslenik siniflarini elde ederiz. Ik sinif 3x3 matrislerinin
sadece birim elemanlarimi igerir ki bu bellidir. A(p:)'i sabit bir eleman olarak
secersek, matrislerin kimesinden (2.38) denklemi kullanilarak izi (trace) 1 ve

mertebesi 2 olan A(pa),A(p,,) ve A(ps) elde edilir. Dider sinif Qyeleri sabit bir eleman

olarak A(p,,) secilmesiyle izi 0 ve mertebesi 3 olan A(p,) ve A(pz)elde edilir. Bunlar

Tablo (2.2)de gésterilmigle'rdir. Benzer olarak Ss'iin eglénik siniflart 2x2 matris
temsilleri igin elde edilir. Karakter degerleri Tablo (2.2).’nin dérdinci sirasinda
gésterilmigtir. Her iki gésterimin birim elemani C,(1) sinifinin Qyesidir.

Sinif C,(M C,(2 C,(3)
Elemanlar 1 3 2
(3x3) Karakterler| 3 1 0
(2x2) Karakterler| 2 0 -1

Tablo 2.2. S; Grubunun Conjugacy Siniflar

Her sinif benzer dénlgim ile elde edilmis oldugundan bir siniftaki her
elemanin iz ve mertebesi, her biri digerine esittir. Bir siniftaki elemanlarin sayisina,

bu sayllar G grubunun mertebesine —béli:lyorsa buna bir sinifin indeksi denir. C,, G

"
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grubunun eglenik elemanlarinin bir sinifi ise C;' eslenik elemanlarin bir sinifi

seklinde oldugunu sbéyleyebiliriz.
2.6.2. indirgenebilif Karakterler Uzerinde Bagintilar

G grubunun denk olmayan indirgenemez temsillerinin sayist G grubunun.

siniflarinin sayisina esittir. Bir grubun |G| mertebesini distnelim ve n,, n,,..n,

x',%2,....,x" esit olmayan indirgenemez temsillerin dereceleri olsun. Bu durumda;
|Gl =n? +n2+...4+n? (2.39)

Uygulamalarda karakter tablolart Tablo (2.3) seklinde anlétllmlgtlr. Tablo (2.3)de
Ci(pi) sinif ismini ifade eder ve p; birim eleman olan C,(D=1 ile her elemanin
mertebesini gésterir. lkinci sira, C; sinifinda h; elemanlarinin sayisina eslenir.
Uglinci: sira, eslenen sirada elemanlarin sayist ile grubun derecesini bélerek elde
edilmis olan grubun indeksi ya da centerlazerin mertebesini gésterir %' birim (6zdes)
temsildir ve y?,...,x" mutlak olarak indirgenebilir temsillerdir. y? a. temsildeki i.

sinifinin elemanlarinin karakteridir ve ny; indirgenebilir. Temsillerin derecesidir.

Sinif C.()  C,p,) T cilp) - C,(p)
Elemanlar h, h, h, h,
index IGl/h, IGl/h, IGl/h, IGl/h,

x‘ n, 1 1 1

x? n, X3 % x?

x* n, X2 y x

% n, X2 xi X

Tablo 2.3 Bir G Grubunun Karakter Tablosu

Ispat olmaksizin, karakter Gzerindeki bagintilari agagida verelim. Ortagonal

bagintilari sttunlar arasinda;
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ihi(x?)(i?)ﬂabg | (2.40)

ve satirlar arasinda;

> () )—hi (2.41)

a=1

bagintilar! ile verilen bir G grubunun indirgenebilir karakterleri ile sadlanmistir. Her

sira icin bagintilar;

hit hxi' e hexi
e -

- (a=1,2....,7) (2.42)

a na k a

denklemi ile verilir. Burada cy negatif olmayan tamsayilar n, ve h; sirasiyla
indirgenemez a. temsilin derecesine ve i. siniftaki elemanlarin sayisina esittir.

Ayni sinifta eglenen ¢ ve y; karakterleri ile bir G grubunun iki indirgenemez

temsillerini diglnelim. Bu durumda G grubunun indirgenemez karakterleri arasinda;

ATAL = D Bano X (2.43)

saglaya bir badinti vardir. Burada g.c negatif olmayan tam sayilardir. (2.39)'dan
(2.43ye bagintilar G grubunun tim indirgenemez temsilleri icin gecgerlidir. G
grubunun y indirgenebilir temsili indirgenemez temsilleri cinsinden su sekilde

yazilabilir.

= 2 Kax! (2.44)
olarak alinan temsillerin bilegimlerinin formunda yazilabilir. k, tam sayi sabiti;

. |
Ka= @Zi: hixi? (2.45)
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bagintisindan elde edilir. Burada y; indirgenebilir temsillerin ve indifgenemez

temsillerin karakterleridir.: Karakter, bagmtllér '.Qzerinde bu kisa 6zetten sonra,
karakter tablolarinin olugumu agagidaki kisimda tartigilacaktir.

2.6.3. Karakter Tablosunun Olusturulmasi

G grubunun Kkarakter tablosunun olugsumunda eglenik siniflarin ¢arpim
tablolari énemli bir rol oynar. Y;, C; (i=1,...,r) eslenik sinifinin elemanlarinin toplami, r
G grubunun eglenik siniflarinin sayisi olsun. Bu durumda aga@idaki kUmeyi

olusturabiliriz.

[Y,] -1=0

[v] - ;m,,v, =0 (2.46)

Y:Y, "Ljézdnkyk =0, i#]

r-Dr-2)+2r
2

yazabiliriz. Bu durumda Y; igin ¢éztmlerinin r lineer bagimsiz kiimesini elde ederiz.

Burada m; ve dj negatif olmayan tam sayilardir. Burada denkiem

Yinin ¢ézOmlerinin her bagimsiz kimesini elde ederiz. Y/nin ¢dzimlerinin her
kGimesini y; ile gbsterirsek (2.40), (2.41) ve (2.42) denklemlerinden;

h a . N,
yi=;i—xi veyaxi =1, : (2.47)

denklemini elde ederiz. (2.46) denkleminin ¢dzUml zordur. Bazi bilgisayar
programiart bunlarin ¢éziminde kullaniimigtir. S, simetrik grubunun karakter
tablosunu olugturalim (2.2) tablosundan elde edilmig olan C{, C2 ve C3 siniflarinin

elemanlari sirasi ile {po},{pz,p,,,ps} ve {p,,pz}’dir. Elemanlar: ve (2.46) denklemini

kullanarak
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[Y1 ]2 =Y, =0
[Y,] -2v,-y, =0
» (2.48)
[Y.] -3Y, -3y, =0
Y,Y,-4Y, =0
elde ederiz. CézUmlerin kimesi
yi={11, v, = {3,-3,0}, v, = {221} | (2.49)

olacak gekilde (2.48) denkleminin ¢6zumi ile elde edilebilir. |G|=n?+n2 +n}

bagintisim kullanarak Ss grubunun (2.4) karakter tablosunu elde ederiz.

Sinif cC.(® C,(2 C,(3
Elemanlar 1 3 2
index 6 3 2
x! 1 1 1

y 1 1 -1 ’

%3 2 -1 0 ‘

Tablo 2.4. Simetrik S; Grubunun Karakter Tablosu

S5'lin 3x3 ve 2x2 matris temsilleri sirasi ile (2.21) ve (2.22) denklemleri ile
kolayca verilir ve elde edilir. Her temsilin eglenik siniflari tablo (2.2)de elde
edilmigtir. Verilen indirgenebilir ve indirgenemez temsillerin her ikisini de tartisalim.
Tablo (2.2ynin 3x3 ve 2x2 matris temsillerinin karakterlerini igerir. (2.44-45)
denklemleri ve S3'lin karakter tablosunun kullaniimasiyla

1
k = g(1x3xl +3x1x1+2x0x1) = 1
1
k, = —6-(1x3x1 +3x1x(~ 1) +2x0x1) = 0 (2.50)

l .
k= —6-(1x3x2 +3x1x0+2x0x(~ 1)) = 1
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olacak sekilde 3x3 matris temsilleri igin bir badinti buluruz. Bu durumda (2.44)
denkleminden

=1 +%° - | (2.51)
yazabiliriz. Benzer olarak S3'in matris temsilleri icin

1 .
k, = g(1x2x1 +3x0x1+2x(— )x1) = 0
k, = %(lexl +3x0x(- 1) +2x1x(~1)) = 0 (2.52)

k, = % (1x2x2 +3x0x0 + 2x(— Dx(-1)) = 1

denklemlerini elde ederiz bu durumda 3x3 matris temsili indirgenebilir iken Sz'lin 2x2
matris temsilinin indirgenemez oldugu agiktir. (2.51) denklemi 1x1 ve 2x2 blok-
diagonal (k6segen) formlari igine Ss'in déntgen tim 3x3 matris elemanlar olacak
sekilde singuler olmayan bir T matrisini gerektirir. Ornek olarak T matrisi

1 1
-10|ve T'=
-1

T=

PR U G §

1 1 .
1-2 1 ‘ (2.53)
1 »

olarak verilsin. Bu durumda benzer déntgim
B(p;) = TA(p) T | (2.54)
blok-kégegen formunda ﬁ{: boyutlu indirgenebilir temsile dénusttrtlebilir. Bunlar;

100 10 0 10 0]

Alp,)=|0 10}; Alp,)=|00 -1, Alp,)=[0-11];
00 1 01-1| 0-10
- (2.55)
100 100 100
Alps)=10 -11[; Alp,)={0 1 -1[; Alps)=[0-10];
0-10 00-1| . 0-11
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dar. ik blok Sz’tin iki boyutlu indirgenemez temsiline uyan 2x2 blok matrislerine ve

asikar temsiline uyar.
2.6.4. Karakter Tablosundan Normal Alt Grubunun Bulunmasi

Bir G grubunun normal bir alt grubunun bulunugu karakter tablosundan
kolayca anlagilabilir. Batln indirgenemez temsiller igin ]h,x,‘l =n, ile bagintili ya da

temsillerin mertebesine denk olmasindan biri eglenik bir sinifin karakterleri ise bu
durumda eglenik siniflara eglenen elemanlar N alt grubundandir. Bu grup G

grubunda normal alt gruptur.
2.7. Jeneratérler ve Jeneratér lligkileri

G bir grup olmak Gzere, G’'nin her elemani bunun kuvvetlerinin sonlu bir
carpimi olarak ifade edilebiliyorsa G grubunun g,,g,,...,8,, elemanlarinin kiimesine

jeneratdérler denir. Uygun olarak bu {g,,gz,...,gm} semboll ile goésterilir. m=1 ise

grubun devirli grup oldugu gérilar. Jeneratérlerin verilen bir kiimesi kisaltiimis
(soyut) olarak tanimli ise bu durumda buna G grubunun soyut tanimi ya da G,
grubunun gésterimi denir. Jeneratérlerin bir carpim olarak ifade edilmis elemani ve
bunu terslerine bir word denir. X'in G igin jeneratdrlerin bir kiimesi ve Y'nin G icin
diger bir alt kimesi oldugunu diglnelim. Bu durumda Y, X'i kapsiyorsa ya da X'in
her eleman! Y'nin elemanlarinda bir word olarak ifade edilebiliyorsa Y'de G'nin
jeneratérlerinin bir kimesidir.

Ss simetri grubu igin Jeneratdr bagintisi

X = (ppa|pt =3 =1,(pyp )" = 1) f (2.56)

Grubun bitin elemanlar! verilen jeneratérierden elde edilebilir. Diger bir deyigle
grubun blttn kalan elemanlar verilen jeneratérilerin terimlerinden ifade edilir. Ss'n

elemanlari

{1,P1,Pf,93 »P3P1, p1p3} olarak yazilir.
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BOLUM 3
ICOSAHEDRAL SIMETRI
3.1. Girig

Kitle Spektroskopisi, Ce molekllinin kimyasal l'<apal| seklini belirtir.
Molekula tegkil eden 60 adet karbon atomunun uzaydaki diziligi, birbirlerine gére
konum ve yénelimleri hakkinda bilgi vermez. Bunun igin fiziksel ve kimyasal ilkelere
bagvurmak gerekir..

Ozdes karbon atomlari arasinda uzaysal herhangi bir tercih séz konusu
olamayacagina gére ilk beklenti , karbon atomlarin en yakin komsularina birlestiren
hayali gizgilerin (kimyasal baglar) kapali bir diizgtin goky(Gzlinin ayritlarini meydana
getirmesi olacaktir. Yani, battin yuzlerin 6zdes dlizgtin gokgen olmas! yaninda biitin
ayritlarin esit uzunluklu ve butin kdselerin egdefer olmasi beklenir. Ayrica bir
atomda birlésen ardigik ayritlar arasindaki agilarin toplami tam agidan kugtk
olmalidir. Bu geometrik kisitlamalarin disinda kimyasal esdegerlikten dolay! da
ayritlarin sayisinda bir kisitlama olacaktir. Ancak biz burada ilk olarak yalnizca
geometrik yapiyla ilgilenecegiz.

Bir késede bulugan'ayritlar arasindaki égllarm alabilecegi dederlere geometrik
ilkeleri kullanarak bulabiliriz.

Bir dlzgin gokylzltnin olugturulabilmesi igin diizglin gokgenlerden en az Ug
tanesi ayni ddzlem UGzerinde bulunmayacak sekilde ayni kégede birbirlerine
kavugmalidir. Dzgln gokgen olarak en az sayida kenari bulunan tggen prizmayi
aldi§imiz takdirde (g ihtimal séz konusu olur; |

i) Ayni kégeyi paylasan tg¢ eskenar tggen,
i) Aynt késeyi paylasan dért eskenar tcgen,

iii) Ayni késeyi paylasan bes egkenar tiggen.
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Daha fazla sayida egkenar Uggen ayni kégeyi paylagamaz. Cunkd a,lﬁ e§kenar
Gcgen ayni kbgeyi paylastigi takdirde ardigik ayritlar arasindaki agilarin toplami tam
agi olacagindan bu Gggenler ayni diizlem tzerinde bulunacaklar ve kapall bir cisim

olusturamayacaklardir.

U¢ eskenar Gggenin ayni kogeyi paylagtid képall geometrik yapi
Tetrahedrondur (duzgtn dért ylzi). Tetrahedronun sadece dért késesi vardir. O
halde geometrik yapisi dlizgin dértydzia olan bir molekul sadece dért atomu ihtiva
edebilecek demektir (elmas yapisi). Ayni sekilde bir kdseyi paylagan dért egkenar
ticgen ile alti késesi olan octahedron (dizglin sekizyizlll), bes eskenar iggen ile de

on iki kdsesi olan Icosahedron (dizgln-yirmi yGzla).

Ayni késede Gg¢ karenin kavusmasi sekiz kégesi olan kipl meydana getirir.
Ayni késede gl kavusan dizgin besgenler ile yirmi kégesi bulunan dodecahedron
(dlzglin on iki ytzld) olusturulabilir. Besten daha ¢ok kenarli diizgin ¢okgenlerin
yalniz basina kapatti§i cokylzlli bir cismin yapilmast mimkin degildir. Bu
tartismadan gl‘kan sonug tek tip 6zdes dizgln ¢okgenlerden kurulu, altmig késeli
kapall bir kafesin olusturulamayacagidir. Fakat, kimyacilarin faydalandigi kimyasal
bag teorisinde ylizey kuvvetleri ve ylzey enerjileri degil, en yakin atomlar arasindaki
cekme ve itme kuvvetleri géz éntine alinir. O halde Cg molekalinin simetri grubunu
tayin etmek lzere kapall kafes yapiyi kurarken, ylzlerin tek tip ézdes olmasi 6n
diaslncesini terk ederek, ayritlarin esit oldugu kapal kafes yapilar dikkate almamiz
gerekmektedir. Ancak, yiksek mertebeli nokta simetri gruplarina giren dizgtn on iki
yuzlli dodecohedron ve Icosahedron cisimlerinin simetri &zelliklerini g6zden
gecirelim. Grup teori kitaplarinda belirtildigi gibi bu iki cisim ayni simetri grubuna
dahildir.

3.2. lcosahedron'un Simetri Grubu
3.2.1. Simetri 6geleri ve simetri islemleri

Bir simetri desi bir eksen, bir dizlem veya bir nokta, gdzde kolayca
canlandinlabilen geometrik bir kavramdir. Bir simetri iglemi ise, simetri 6gesi
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referans alinmak suretiyle cisme yaptirilan veya yaptlrlldigl farz edilen bir hareket
olup, hareketin gergeklesmesinden dénce ve sonra cismin uzaydaki konumu ve
yonelimi ayni kalir.

Moleku! simetrisinin tayininde ihtiyag duyulan simetri 6gesi sayist dort tane
olup bunlardan higbirisi tamamen molekUltn diginda kalamaz. Bu 6§eler ile bunlara

14

kargtlik gelen simetri islemleri asaQida g0sterilecektir.

Eger bir molekil simetri dzlemi iceriyorsa, simetri dizlemi iginde olmayan
atomlarinin sayisi gift olmak zorundadir. E§er molekilde, bir elemente ait tek bir
atom varsa, bu atom, molekalin bltln simetri dizlemlerinin iginde, yani duzlemlerin
kesigme cizgisi veya noktasi Uzerindedir. Simetri diizlemini o ‘ile gdsterecegiz.

Simetri 6gesi Simetri iglemi
1. Dzlem Atomlarin dizleme gére ayna gérinttistnii almak.
2. Nokta Bltin atomlarin merkezi bir noktaya gére gérintistnt almak

(inversiyon).

3. Asil eksen Cismi bu eksen etrafinda esit basamakiar halinde veya stirekli
sekilde déndurmek.

4. Tali eksen Cismi bu eksen etrafinda bir basamak déndtrdikten sonra bu

eksene dik bir dizleme gére ayna gérlntisind almak.

Tablo 3.1. Simetri 63eleri ve simetri iglemleri.

I simetri merkezine gdére gérintl almakla atomun butin koordinatlarinin

isareti degisir. Inversiyon olarak bilinen bu iglemin I ile géstereceg§iz. P(x,y,z) noktasi
icin

E, n ¢ift ise
IP 11 =P Y TE), "= .
boyz=Plxy.2). 1 {I, n tek ise
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Burada E, cismi déntisiimden énceki haline getiren birim déntsim elemanidir.
n basamakli asil eksen C, , tali eksen ise S, ile gdsteriliyor. Burada n, dénmenin
mertebesidir. Bu &geleri temel alan simetrik dénigim iglemlerini de aymi harflerin
italigi ile gésterebiliriz.

3.2.2. Icosahedron'un Simetri Gruplan: Y ve Y;,

Nokta gruplari igerisinde en kapsamli ve en karmagik olanlari Y ve Y,
grUplarldlr. Bu gruplar Icosahedron veya dodecahedron gruplari olarak adlandirilir.
Icosahedron cismi yirmi b§kenar Ggcgenden kurulu, kapali, dizgln bir cisimdir.
Dodecahedron ise on iki egkenar beggenden kurulu, diizgln, yine kapali bir cisimdir.
Bu iki cisim arasinda simetri grubu agisindan siki bir bag vardir. Dodecahedron”in
yQzlerinin orta noktasi, Icosahedron'un kégelerine kargilik gelir. Simdi lcosahedron
ile Dodecahedron'un ortak simetri gruplari olan Y ve Y, gruplarini ayri ayn
inceleyelim. |

3.2.2.1. Y Grubu

Y grubunun 6&geleri; Icosahedron veya dodecahedron cisimlerinin simetrik
dénme asil eksenlerinden ibarettir. Bu cisimlerin beg basamakli 6, t¢ basamakii 10
ve iki basamakli 15 tane asil simetri eksenleri vardir.

Sekil 3.1 Y grubunun simetri 6geleri
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Y grubunun simetrik dénlstm islemleri,
Y: E, C(i), C3() C3()), Ca(k). C3(k), C3(k), Ci(k),
(i=1,2,...,15; j7=1,2,..,10; k=1,2, ....6)

ile verilir. Buradan goértldugt gibi Y grubunun 60 tane simetrik dénigim iglem
elemani vardir.

Simdi geometrik 6zelliklerden yararlanarak Y grubunun siniflarini belirleyelim.
Ca(i) ekseni etrafindaki her yarim devirlik dénme, Cs(j) eksenlerini ikiser ikiser
kargilikh birbirlerinin yerine ve Cs(k) eksenlerini de ayni sekilde kendi aralarinda
ikigerli birbirlerinin yerine gecer. Benzer gekilde C(j) ekseni etrafindaki simetrik bir
dénme, hepsi karsilikh ikiger ikiger olmak Gzere, Ca(i) eksenlerini birbirlerinin yerine
ve Cs(k) eksenlerini birbirlerinin yerine, ve yine ayni sekilde Cs(k) ekseni etrafindaki
simetrik bir dénme de Ca(i) eksenlerini birbirlerinin yerine gegirir. Bu eksenler ardigik
olarak yer degigtirirler. Bu nedenle Y simetri grubunun simetri eksenleri esdegerli
eksenlerdir. Yani, 15 tane iki basamakii, 10 tane ¢ basamakl ve 6 tane de bes
basamakli olmak tzere, egdederli (¢ eksen takimi vardir,

Her Cs(j) eksenine dik bir C,(i) ekseni ve her Cs(k) eksenine dik beg adet Ca(i)
ekseni vardir. C, eksenlerinin her biri Cs(k) eksenlerinden iki tanesine diktir. Bu
nedenle Cs(j) ve Cs(k) eksenlerinin her biri, birer iki yénli eksendir. Béylece Y
grubundaki simetri eksenlerinin her birinin hem egdegerli, hem de iki yénlu birer
eksen olduklari gérulir. Bu nedenle Y grubunun 60 simetrik déniisim elemani
asagidaki beg sinifa aynilir;

Y: E Ci(i); Ci(j) C2(j) CiL(k), Ci(x); C2(k), C2(k)

(=1,2,...,15; j=12,..,10; k=1,2,...,6)
3.2.2.2. Yy, Grubu

Yn Grubu, Icosahedron dodecohedron igin ortak olan tam simetri déniigimleri
grubudur. Bu grup, Y grubuna simetri merkezi ilave edilerek elde edilir. Yani Y,
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grubu, Y grubu ile Ci: E, I inversiyon grubunun dogrudan garpimindan elde edilen
gruptur: '

Y:Y®C
Bu grubun 120 tane simetfik dénlsim elemant vardir.

Yyt E, C3(). C3(). CI(), CLk) CEK), C3(). CX(9, L CHOL
Ci(L C(L Ci(L Ck)L Ci(K)L Ci()1

(=1,2,...,15;, j=12,..,10, k=1,2,...6)

Simdi inversiyon elemani ile bagka bir elamanin ¢arpimini iceren elemanlarin
ekseninden gegen geometrik kargiliklarina bakalim. Y, grubunda C,(i)eksenlerine

dik o simetri dtizlemleri vardir. (Diizgtin yirmiyGzli ve diizgiin onikiyiizli cisimlerin,

her biri iki Cs ekseninden gegen, 15 tane simetri dlizlemi vardir.) Bu nedenle
I= c;.(i)cﬁ? (i=1,2, .....,15)

yazilabilir. Buradan
C:0)1=COC (e =

bulunur.

Benzer sekilde C}(j) ve C%()I elemanlarina bakmak igin I=Cl (o’ yazalim.
Burada C,(j) ekseninin C,())ekseni boyunca yéneldidi varsayilmigtir. Grubun

elemanlari arasinda C,(j) yoktur. Bu durumda;

C:()1=C(C:(af = Ci()Ci(o? = Ci()o? = Si()
C01=C(C; (o = CiOCi()ol’ = S (=12....10)



38

Ayrica,
Ci()=cii)=8:0). ci)=Cil)= .S‘z(i), I=Cy()st = S50)

olduunu dikkate alirsak Y, grubunun simetri dénigim elemanlarindan alti

basamakli dénme-yansima elemanlari ile gésterebilecediz demektir. Ayni kural ile ,

CQI=8L(K), CHKI=84(K), CiKI=SL(K),  CiQI=Si(K),
=84, CY)=SH() Cl)=SuK), CII=S5( Ci(=Sh(K).

bulunur. Yani Y}, grubunun elemanlarinin bir kismi da (Y grubunun elemanlarindan I
ile carpilarak elde edilsin edilmesin) on basamakli dSnme-yansima simetrik dénigsim

elemanlari gésterebiliriz.

Béylece Y, grubunun geometrik simetri 6geleri asagidaki gibi elde edilirler:
C,(), o, S(), Si(k), i=1.2....,15, j=12..,10, k=12..6

Bu sekilde Y, simetri grubunun on bes tane iki basamakli simetri ekseni, bu
eksenleri ihtiva eden on beg tane simetri duzlemi on tane alti basamakli dénme

yansima eksenine sahip oldugu géralar.

$ekil 3.2 Y, grubunun simetri 6geleri .
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Ceo molekiliinin nokta simetri grubu Yy, simetri grubudur. Simdi bu nokta
gruba dahil olan dizgin c¢ok ytzlG cisimlerin simetri égeleri ile simetrik dénigim

elemanlarinin ayrintilarini 6zetlersek:

i) Her iki dizgin ¢ok ylzlinin alti adet Si tali eksen takimi vardir. Bu
eksenler dodecohedronda zit ylzlerin ortasinda, Icosahedrondaise zit kdselerden
gecerler. Sy tali ekseninin her birine gére agagidaki simetrik dénGgtm iglemleri
yaptlabilir :

S:o’ Sf(,:Cs, Sfo’ S‘;'0=C§, S:o:I’ Slso: S;’o’ Sto:C; S?o: S:g:E

f
ii) Her iki cok ylzlinin on adet Sg tali eksenii vardir. Bu eksenler
dodecohedronda zit késelerden, I.cosahedronda ise  kargihikli  yGzlerin
merkezlerinden gecerler. Bu eksenlere gére asadidaki simetrik déntsim iglemleri
yapilabilir :

S!, S2=Cl, S=8!=1 8!'=C2, S, S'=E

iii) S1¢ tali eksenleri ile cakisik alti adet 5 basamakli Cs eksen takimi vardir. Bu
eksenlerden her biri ile S déntgtmleri altinda tekrarlanmig olan

Ci, C3, Ci Ci Ci=E
simetri déntsumleri yapilabilir.

iv) Se tali eksenleriyle gakigik on adet Cs; eksen takimi vardir. Bunlar da Se

dénugtmleri altinda anilmig olan C}, C3, C3 =E simetrik dénigtmlerini yapabiliriz.

v) Her iki dlizgtin ¢ok yuzlide cisim merkezine gére karsilikli duran ayritlarin
orta noktalarindan gecen on bes adet C, ekseni vardir. Bu eksenler on beg simetrik
doénlsim iglemine imkan verirler.

vi) Her biri iki adet C, ekseni ile iki adet Cs ekseninden gegen on bes adet
simetri dizlemi bulunmaktadir. Bu duzlemlere gére de on beg simetrik déniisim
iglemi yapilabilir.



40

Simdi Y, grubunun siniflarini belirleyelim. Yukarida belirtilen geometrik
teoremlerden ol duzlemlerinin egdegerli dizlemler ; Ci(i), . Se(i) ve Sio(k)
eksenlerinin ise hem egdegé‘rli hem de iki-yénlt] eksenler olduklari kolayca géralur.

Buna gére Y, grubunun on sinifi agagidaki gibi olur.

Yu E; C() ; o ; Sil). Sil) : Si0). Si0) ; Si(K), SiulK) + Shu(k), Siu(K) ;

S1a(K), Siu(K) : Sis(k), Sip(K) ; 1

i=1,2,...,15, j=1.2...,10, k=12..6

Simetri déntgtumlerinin esitlerini yerlerine koymak suretiyle bir bagka sekilde
yazacak olursak var olan-toplam 120 simetrik dénUgum'islemi su gekilde siniflanir:

E, 12C}, 12C;, 20C}, 15C}, I, 12§}, 12S;, 20S;, 15c,,
3.3. Cy Molekiiliiniin Geometrik Yapisi:

lcosahedron cisminden baglayarak C,, molekilinin yapisini olugturabiliriz.

Icosahedron cisminin dig kdresini ¢izdigimizi varsayalim. Bu kurenin, cismin bes
basamakli eksenlerinin kareyi deldidi noktalar etrafinda bu noktayr merkez alan
eskenar besgenler ve cismin ylizeylerinin merkezinden gegen li¢ basamakli eksenler
etrafinda da beggenler ile esit kenar uzunluklu egkenar altigenler olugacak gekilde
térpllendigini dugunursek meydana gelen kapali cisim C,, moleklinan geometrik
modeli olacaktir. Clnkl bu sekilde ayirt uzunluklar esit ve esdegerli, 60 késeli,
kapali, dizgln bir cisim meydana gelmig olur. Aynitlarin sayisi 90 tanedir. Bu
sekilde kurulan cisimde dizgln besggenler birbirlerinden tamamen ayriimiglardir.
'‘Ayrik Besgenler kurall' olarak bilinen bu kriterin’ fulleren ailesi molekullerinin
kararlihdi agisindan énemli.oldugu bulunmusgtur. Canki beggenlerin bitisik olmasi
halinde fazladan yerel gerilmeler ortaya g¢ikmaktadir. Ayrica bu kuralin gegerli

oldugu en kigik fulleren C,,'dir.
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Topolojik olarak cismin aynitlar ile molektlin kimyasal o baglarinin
calistigini disnursek bu bag@lar ayni dizlem Gzerinde bulunamazlar, piramitlesirler.
Bu sebeple o baglar saf s-y6riingesi karakterinde, = baglari da saf p-ydrﬂngesi
karakterinde degildir. Baglar arasindaki agilar dizgin altigenlerle 27/3 radyan,
dlzgin beggenlerde 3z /5 radyandir. Standart adlandirmaya gére buradaki o -bagi
melezlesmesi sp® (grafit) ve sp® (elmas) arasinda bir melezlesmedir .C atomu
civarindaki yuzeyin kivrikhigi en basit olarak piramitlesme acisi ile belirtilebilir.
Atomlar bir kire ylizeyi gizilen teget diizlem ile ayni atomdan gegen ayritlardan biri

arasinda kalan agiya piramitlegme agisi denir. C,, molekull igin piramitlesme agisi

11,64'dur.

Bu cismin simetri grubu, icosahedron cisminin simetri grubu ile ayni olup bu
grubun bitlin &zelliklerini tasir. Icosahedron grubunun, molekdliin spektroskopik
6zelliklerinin incelenmesi bakimindan énemli olan indirgenemez temsillerin karakter
tablolari verilecektir.

3.4. Y'nin indirgenemez Temsilleri

Bu bélimde Y grubunun bazi ézelliklerini ve matris temsillerini verecegiz. Bu
grup bes nesnenin permitasyonu ile elde edilen altmig elemanl bir gruptur. Ceo
molekulunln kegfinden sonra fizik agisindan énemli bir yere sahip olan Y grubunun
karakter tablosu (3 2)de venlmnstlr

L5 K KKK

E 12C, 12C; 20C;, 15C,
4, 11 1 1 1 1
F,|3 T o 0 -1
F, |3 o T 0 -1
G,14 -1 -1 1 0
H, |5 0 0 -1 1

Tablo 3.2. Y'in karakter tablosu

t
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Daha 6nce belirtildigi gibi tablonun ilk sttunundaki rakamlar ayni zamanda
grubun indirgenemez temsillerinin mertebesini belirtmektedir. Icosahedron Y, 5x5,
4x4, 1x1 ve iki tane 3x3 olmak Uzere toplam 5 tane indirgenemez matris temsiline
sahiptir. Bu tabloyu kullanarak bazi sabitleri bulabiliriz. |

Bir boyutsal (1x1) indirgenemez temsili birim elemandir. 3x3 indirgenemez
matris temsilini bulmak igin bir jeneratér dustnelim. Bu jeneratér; G= €“i’den
hesaplanir. 3x3 indirgenemez matris temsilleri Z; ve Z; ile verilsin.

- 1 1 -1t o 1
Z1:—2— -: 1 o ,Zz=-2— —c1s 1 71
-1 ¢ 7T -1 1 ©

Buradaki o ve t arasindaki bagintilar agadidaki sekildedir.

oy

1+\/§ 1—J§ |
= , 0=

- _ 1 2= 2
5 5 , T+o=1, 16=-1, 6c“=0+1, 17°=1+1

N

T

Y’nin 4x4 jeneratdr ve indirgenemez matris temsilleri agagdidaki gibidir.

(-1 ¥8 VB -1)
B8 2 B 23
PR
0 -100 253 2 2 2
0.0 10 5o, 1B
0 0 0 1 3 6 12
ioig_:l
\ J3 J12 2

(1 0 0 0 O
0 -10 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 -1 0
0 0 0 0 1
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(1 3-45 V15 3445 25 )
~3++5 -4 A1) 0 4

% 15 3{1+45) -1 ~A(1-45) 23
3445 0 -J§(1—J§) 4 4

[ 25 4 23 4 o

3.5. Y'1n indirgenemez Matris Temsilleri

Yy'in elemanlari, Y'nin (-1) ile carpilip déndlrtimesinden elde edilir Y'nin
indirgenemez matris temsillerini Z; diye adlandirdiimiz Z; kare matrisi ile
hesaplayabiliriz. ZxY denklemi bize Y,'In indirgenemez matris temsillerini ver‘ir.
Z? = 1 olmalidir. Y4'in karakter tablosu tablo (3.3)'deki gibidir.

Y, Kl Kz . K3 K4 Ks : Ks K7 Ks K9 : KIO
4 1 12C, 12C? 20C, 15C, i 128,, 128 208, 150
4, 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
B, 3 T -o 0 -1 3 -0 T 0 -1
F,, 3 - T 0 -1 3 T -o 0 -1
G, 4 -1 ~1 1 0 4 =1l -1 1 0
H, 5 0 0 -1 1 5 0 0 -1 1
A, 1 1 1 1 -1 -1 == ]| -1 =
F, 3 T -O 0 -1 -3 c -7 0 1
E,, 3 -0 T 0 -1 -3 -7 o 0 1
G, 4 -1 -1 1 0 -4 1 1 ~1 0
H, 5 0 0 -1 1 -5 0 0 1 -1

Tablo 3.3. Y.'in karakter tablosu
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BOLUM 4
Cso MOLEKULUNUN NORMAL TITRESIM FREKANSLARI
4.1 Girig

Bir molekllin titresim frekanslarini bulmak icin dedisik metotlar  vardir.
Molekdl icindeki atomlarin titregim frekanslarinin baytklikleri kuantum mekaniksel
‘yaklagimla bulunabilecegji gibi, klasik olarak da bulunabilir. Titresim frekanslarinin
siniflandirnimasi ise tamamen grup teorik bir analiz gerektirmektedir. Bu bélimde
énee titregim frekanslarinin siniflandiriimasini inceleyecek daha sonra da degerlerini

bulacagiz.
4.2. Molekdllerin Titregsim Frekanslan

Bir molekaltun titresim frekanslarinin bulunmasinda simetri énemli bir rol
oynar. Konunun kolay anlasiimasi igin Ozon (O3;) molektlint ele alalim. Os;

molekultntn simetrilerinin olugturdudu grup C, ~ S, olup daha énce ele alinmisgti.

Bu molekul bir eskenar ticgenin kégelerine yerlesmis oksijen molekullerinden olusur.

Lagrange denklemleri kurup ¢ézmeden 6nce her bir parcacidin iki yénde
serbest titregimlerinden titregimlerin, mod sayisini ve gesidini bulabiliriz. Bundan
dolay: 3x2=6 mod sayisi vardir. Bunlardan iki tanesi saf gevrimler (iki bagimsiz
yonde) ve Uglncistde normal eksen civarinda dizlemde saf bir dénmeye karsilik
gelir. BOylece bir tane dénme, iki gevrim, li¢ tane de titresim modu bulabiliriz.
Sekildeki sistemin potansiyel enerjisini bulmaya galigalim.

R S I e W]

| ——
G, C,
123 (100 12 3 (001
oulv ¥ l=]0 0 1}, ¢y ¥ {|=|1 00
1 32 (010 312 \01aQ
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Genel potansiyel denklemimiz;
k 2 Kk 2 k 2
V= —2'[31 (i —x,) + by, - Yz)] + 5[82()(1 ~x3)+b,(y, - Y3)] + —2'[33()‘2 = %)+ by(y, - ys)]

Burada a ve b; sabitlerini bulmaliyiz. Iste bu noktada simetri bize blytk kolaylik
saglar. Clinkl RH=H olmaldir. Burada H Hamiltonian, R ise simetri operasyonudur.

o, operatérin( V potansiyeli Gzerine uygulayalim.

(x) (-1 0 0 0 0 0)(x)
y! 10 1 0 0 0 o0lly
;] |0 0 0 0 -1 0|x,
Y.l 10 0 0 0 0 1|ly,
X;| [0 0 =10 0 0]x '
v/ Lo 0 0 1 0 oy

Kk k k
GaV=§[a1~(—X1 +X3) +b1(Y1 “ys)r +*2~[62(—X1 "'Xz) +bz(y1 “Y2)]2 +§[as('“x3 +X2) +b3(Y3 "Y2)]2
c,V=V=>a,=-a,, b=b,,a,=a,, b, =-b; =0 olarak buluruz.

Yeni potansiyel denklemimiz;

3 3

V=§ZZ[ai(ui --uj)]2

=1 it

2

V= g[a1(x1 - X2) + b1(y1 - yz)]z + g[‘- a, (X1 - x3)‘+ bz(Y1 - Y3)]2 + ';—[as(xz - XS)]

Ayni sekilde Cs operatdrini V potansiyeline uygulayalim.

(%) 0 0 0 0 -1 -43)(x)
Y, 0 0 0 0 3 -11]y,
2| 1-1 =43 0 0 0 0 |[X
Y| 2|43 -1 0 0 0 0 ||y,
X3 0 0 -1 -43 0 0 ||Xs
\Y3/ \0 0 43 -1 0 0 \yBJ
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o[5S )+ (s )] +
s R R A T Sl

C,V=V=b,=+3a,, a,=-2a,, a,=-a,, b, =+/3a, =b, olarak bulunr.

=—;—[a1(x1 —X2')+\/§a1(y1 'Yz)]2 +§[_—a1(x1 —x3)+«/§a1(y1 —-y3)]2 +§[—231(x2 —-x3)]2

Normalizasyon kosulunu kullanarak;

2 +(\/§a1)2 =1=a,=7F

+
N —

a= A igin potansiyel denklemimiz;

T ELre ) - I IE <) B

N

Va2 8.2 50.2 s B BB
_2 2x1 2Y1 4 2+4y2+4 3 4Y3 2x1x2 2Y1y2 Xzyz 5 Y1X2_ %) XY,

1 3 3 J3 V3 ~
—§X1X3 'EY1Y3 ‘_2"X1Y3 +"'2—X3Y3 +?X3Y1 —2%,X5
L= TV

_m o2 . 2 2 . 2 > 2 .2
..—2—[)(1 +y2+ X2 +y2 4 X2 +y3]

d(2L) JL . 2, |
—a—’_t—(ﬁfj &r O> r,=ae —ae‘/— S=1,2....6, =X, = Ve =Y,



L I SV U PV I NP 'V T IV I I
x1+m-2x1—'4 4 y2 4x3+ 4 YS._ 2+m 4 x1 4y1 4 2 4y2
k[ B 3 B 38 AL T T ]
m—2 —4x2 4YZ_4X3 YS 3 m_4x1+4y1 XQ x3 y3_
k[1, VB8 B lie gL K[B, 3, B8
m_4x1"4y1 XNt Yo X3 1= Ys m 4X1-—4 1—-4X3 4Y:s
x—-'p—ii:mz:—x, r, =ae"
X, =-a0%e" = -0, = -—2AX,
¥, =—a,0°e" =—0’y, =-—2y,
X, = —a,0’e™ = ~0°x, =——2AX,
¥, =-a,0%e" =-0’y, =——A2y,
X3 = ""asﬁ)zekﬂt = “‘(02X3 = —‘ILXX:,
Bu sonuglari son buldugumuz denklemlerde yerine koyarsak;
3 1 4B
‘7‘ X Xz TYz_'sz"'TyU:O
3 J3 3
] z—zyz+“;xa~zya_=0
[ V3

1
TN N (4 ﬂ”4 Ya" ’%] °
V3 3 J§ 3
___4_1 4Y1 "‘2_7\' y,|=0
1 43 5 V3
_4x,4y1 X, + Z—XXa rids =0
B, 8, B A(2-y]=0
a TN T e g

31* 3!* 3= 3= 3l’~' 31’*
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1 1.1 B
- 0 4 4 4 4
3, ¥ 3 85 3
0o 2 4 4 4 4
1 f#5, B
4 4 4 4 -1 0 33
=0 =A=0,0,0,-,=,3 olarak bulunur.
B3 B3, =4 =000 3 clerakbdune
4 4 4 4 0 0 '
148 5., W8
"4 4 ~1 0 4 4
33 B3,
4 4 0 0 4
A=3
(a)
A=3/2
(b) ()

r=0 /i (d) (e) (f)

Sekil 4.1. Ozon molekllintn normal modlari.

Ancak atom sayis! ¢cok olan molektllerde bu metot karmagik bir metottur. Eger
potansiyeli agagidaki sekilde yazarsak



]—N

VZZ

=1 j—l+1

4 6-0)

=y

|
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burada Ui, Uj kartezyen bilesenler ve T molekalin merkezinden atoma  olan

vektérdar. Ayni hesaplari

Burada da simetri, pozisyon vektérlerinin bulunmasinda énemili rol oynar.

A

'y

g 1}

.r&"“

V= —;—2 (%= )T+ {y, - yz)J]

< :u
ol -sl

ke

2

(=% )i+ (v - va)i] 2=

.:11
u—u

Kz
2

[(xz xa)'""(Yz Ys)]

bu metotla yaptigimizda potansiyel kolayca bulunur.

Xl
Pyl
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Potansiyel Lagrange, Newton veya Hamiltonion denklemlerinde yerine

konursa aynt frekanslar elde edilebilir.

4.3. Titregim Frekanslarinin Siniflandinimasi

14
Daha énce Cgs molekilinin simetri grubu olan I, grubunun 3x3 matris

temsillerini elde etmistik. Frekanslari siniflandirmak igcin Cg molekUltnin “regular”’

temsilini bulmamiz gerekmektedir. Bunun igin Cee molekilindeki atomlarin M1...

. MBO

kadar numaralandiralim. Biraz gayretle, simetri islemi neticesinde hangi atomun

hangi atomla yer degistirdigini bulabiliriz. X iglemi neticesinde atomlarin yer

degistirmeleri Tablo (4.1)'deki gibi olacak Y islemi neticesinde ise Tablo (4.2)deki

gibi olacaktir.
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1 —> 60 2 > 59 3> 58 4 —> 57 5—> 56
6 > 55 7> 54 8 —> 53 9 —» 52 10 - 51
11 — 50 12 > 49 13— 48 . . 14— 47 15 —> 46
16 -> 45 17—+44,1q' 18 —> 43 19 = 42 20 > 41
21 - 40 2> 39 23 > 38 24 — 37 25 - 36
26 — 35 27> 34 28 - 33 20 —> 32 30 - 31
31 -> 30 32 > 29 33 - 28 34 - 27 35 - 26
36 > 25 37 > 24 38 — 23 39 — 22 40 > 21
41— 20 42 - 19 43 > 18 4 > 17 45 - 16
46 —> 15 47 > 14 48 > 13 49 - 12 50 — 11
51 —» 10 52> 9 53 —> 8 54 - 7 55 > 8
56 — 5 57 —> 4 58 > 3 59 > 2 60 > 1

Tablo (4.1). X Operasyonu neticesinde atomlarin yer degistirmeleri.
1> 14 2 15 3> 6 4> 28 5> 22
6 > 7 7> 2 8 —> 23 9 - 32 10 - 33
11 > 16 12 > 38 13> 8 14 — 13 15> 3
16 — 29 17 = 40 18 —> 47 19 — 24 20 > 46
21 = 10 22 - 21 23> 1 24 > 39 25 - 34
26 —> 55 27— 18 28 > 11 20> 4 30 ~ 54
31 —> 48 32 > 27 33> 5 34 > 45 35 ~> 42
36 —> 59 37 > 28 38 = 19 39 - 12 40 > 37
41 - 50 42 —» 53 43 —> 36 44 — 58 45 - 20
46 — 25 47> 9 48 —> 43 49 —> 56 50 - 51
51 — 44 52 — 60 53 — 30 54 — 35 85> 17
56 — 57 57 - 52 58 — 41 59 — 31 80— 49

Tablo (4.2). Y Operasyonu neticesinde atomlarin yer degigtirmeleri.

Bu iki yer degistirme bize 60 elemanl Icosahedral grubunu verir. Bir de buna
ek olarak inversiyon iglemi neticesinde degistirmeler elde edilmelidir. Bu Tablo
(4.3)'de verilmigtir.
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1 58 2> 57 3> 60 4 - 59 5-> 54 ’
6 —> 49 7> 56 8 - 51 9> 46 10 > 53
11— 48 12> 5 13> 5. 14> 41 ' 15> 52
16 — 43 17 > 38 18 —> 45 19.— 40 20 - 47
21 - 42 22> 35 23> 44 24 - 37 25 - 32
26 —> 39 27 > 34, 28 - 31 29 - 38 30 > 33
31 - 28 32 - 25 33 > 30 34 - 27 35 — 22
36 —> 29 37 > 24 38 - 17 38 -> 26 40 —> 19
41 > 14 42 —» 21 43 > 16 44 —> 23 45 —> 18
46> 9 47> 20 48> 11 49 > 6 50 > 13
51— 8 52 > 15 53 = 10 54> 5 55 = 12

56 —»> 7 57 > 2 58 > 1 59 > 4 60 > 3

Tablo (4.3). Inversiyon iglemi neticesinde atomlarin yer degistirmeleri.

Tablo (4.1—2-3) kullanilarak 60x60 matrisler elde edilerek ve bu matrislerin I,
gribunu inga ettigi gorulda. Daha sonra 60x60 matrisler ile 3x3 matrislerin direk
carpimi alinarak |, grubu olusturuldu ve bu grubunu eslenik siniflan bulundu. Bu
eslenik siniflar agagidaki tablonun son satirinda verilmigtir. |

Y Kl Kz | KS K4 KS K6 K? : K8 K9 Klo
"1 12C, 12C* 20C, 15C, i 128, 1283 20§, 150
A4, 1 1 1 I 1 1 | i 1 1
Fe 3 r =~-o 0 -1 3 -0 T 0 -1
F, |3 -0 ¢ 0 -1 3 ¢ ~-o 0 =1
G, | 4 -1 -1 1 0 4 -1 -1 1 0
H, | 5 0 0o -1 1 5 0 0 -1 1
A, 11 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1
E, 3 T ~0 0 -1 -3 o -T 0 1
F, 3 -0 T 0 -1 -3 -7 o 0 1
G, | 4 -1 -1 1 0 -4 1 1 -1 0
H, | 5 0 0o -1 1 =5 0 0 1 -1
Zaw |- 60 O 0 0 0 0 0 0 0 4
T, | 180 0 0 0 0 0 0 0 0 4
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Burada titré§im frekans_l_arlm siniflandirmak icin  180x180 indirgenebilir
temsilin indirgenemez temsiller cinsinden nasil yazildigini bakmak yeterli oIacaktfr. '
Daha énce bu konudan bahsed||m|§t| Simdi diklik sartindan faydalanarak asagidaki
dagnlnmn bulabiliriz.

g0 = 2A,+3F, +4F, +SG‘I +8H, +A, +4F, +5F,, +6G, +7H,
= 1-‘vlb + rdanme + rdteleme

Bu dagihm ayni zamanda' 6teleme ve dénme frekanslarint da icermektedir. Bunlari
yine tablo yardimiyla ayirt edebiliriz. Tablodan agik¢a gérilebilecegdi gibi x, y, z,
degismezleri Gtelemelere, x*y*z* ise dénmelere karsiik gelmektedir. Bu iglem

yapildiginda

Ly = Tigo — rdénme - rat'e:qno

bulunur. Burada 46 normal titregim frekans! oldugu géralmektedir. Bunlarin 14 tanesi

aktif moddur ve 8lctlebilir.

4.4. Titregsim Frekanslarinin Bulunmasi

Bu bélimde bir 6nceki bélimde siniflandirdigimiz titresim frekanslarini
bulacagiz. Bunun igin yine simetriden faydalanacagiz. Burada Cs molekil igindeki
her bir atomuA noktasal kiitle olarak eie alip bu kutlelerin birbirine. yaylarla
baglandigini diigtinelim. Bu sistemin potansiyel enerjisi §u sekilde yazilir.

)

60

V= ZZZ [( ):’-Jz

-

i=1 j=i+1 Ir&l

Burada 0, = xkf+yl,j+ zklz ve Ty =TT ‘i atomu ile j atomu arasindaki vektérel
uzakiiktir, T Ceo atomunun merkezinden i. Inci atoma vektérel uzakliktir. Sistemin
geometrisinden faydalanarak % vektdrieri hesap edildi. Bu vektérier Tablo (4.4) de
verildi.



r1'= —-ay+bz
b

A =*2'(TX+GV—Z)+':-(—X-—‘L'Y~+GZ)

r,=—ay—bz

r, =§(——x— ty—oz)+—;—('cx +0Y+2)

fy =—§(—x+ry+oz)+%(—-tx+oy+ 2)

o= 2(ox-y-a) +o(x+y-o7)

r, :%(x—ry—cz)+g(-rx+oy— 2)
r, =§(—X-—‘CY+GZ)+%(—‘D(—G)’—-Z)
ry =—§—(-cx— y+ TZ)+%(—X—‘W+0‘Z)

o =§(—x—ty—cz)+g(—--cx-—o‘y—z)

= g(rx+cy—z)+%(—ox—y+rz)
Cyp =§(——rx+oy—z)+%(—ok+y—1:2)

s = -:—(~o<—y~tz)—l?—g—(x+ty+oz)

fy = —@X—by

s = g—(rx+oy+z)+-g-(+ox+y+tz)

o = g(—- rx+oy+z)+%(—ox+y+'cz)

r,, = ax—by

g =.~§(tx+oy—z)+%(o);+y~tz)

gy = —bx+az

= —g(x— 1:y—cz)+5(tx— oy-2)

o = %(cx-— y+ 'cz)+g(x ~1y+02)

g =g(x—'cy+cz)+g('cx-oy+z)

fa =-;'(GX—Y—TZ)+*§(~X+TY+GZ)
Is =-§(—cx—y—rz)+g(—x—ty—cz)
e =-g—(—1:x+oy—z)+g(cx—y+tz)

[y = %(—cx— y+'cz)+g()(+’cy—cz)

l'g =%(—-:x+dy_+ z)—g(f-cx+y+tz) -

g =—g~(tx+cy+ z)+g(—ox—y—rz)
I =—g—(cx—y+rz)+~g(—x+ry—cz)
f; = bx+az

I =g—(—1:x—cy—z)+—g(~cx—y—rz)

I =bx—az
fy =—ax+by

- =%(rx—cy+ Z)+%(GX—Y+TZ)
a

Iy; = ax+by

Iy =%(cx+y—'cz)+%(—x—ry+oz)

Iy =%(tx-—cy—z)+-t2)—(cx-y+tz)

i =% —rx—cy—z)+~g(cx+y+tz)

=7 —rx—cy+z)+%(—cx—y+tz)

53 .
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=5 oty +) s x-w-c) o =2 (x+7 —sz)”rE(T"+ /-2)
a - b ' "2 ' 2 ?
r42:5(——'cx~0Y+Z)+‘2‘(°X+Y'"TZ) a( ) b( +az)
T =5 (ox+y+1z)+5(x+1y+az
a/ b ' 2 : ‘
s :—Z-(TX—OY'*'Z)"'E(_G’(*"Y—TZ) ——a—(x+'cy+oz)+g(‘rX+0Y+Z)
» :g(ox+y+tz)+§(—x~w+<2) ' ) b( )
v Iy = -X+1y+oz)+ S (X-oy~2z
2 o 54 = 2 2
r4s___§(1;x_oy-z)+§(—®<+y+12) a( ) b( z)
lss = S~ OX+Y—12Z)+ (- X+TYy-Z
" 2 b
Fe :%(@(+y—’€2)+§(x+"y"°z) a b
a b "ss.=E(‘x+'7y"°z)+§(1x—°y+z)'
a7 :5(—ox+y—12)+§(x-'°¥+°z) a b '
a . b, i = (ot -e+ 5 - x-oy+2)
lig :_2_(_.x+.[y+(z)+-§(-*'[x+oy+z)

les =ay—bz
a b a b
Mo :E(—ox+y+rz)+§(—-x+ty+<z) e =§(x+'cy+oz)+§(—-rx-—~oy—z)
leo = ay+bz

oo = g(—x+ry—crz)+-g—(—1:x+oy-z)

Tablo (4.4): Cs molekiltnin merkezinden diger atomlara olan vektérel
uzakhgi

Bu vektdrler x,y,z cinsinden bulunduktan sonra en son yazdi§imiz potansiyel
denkleminde yerine konarak toplam potansiyel bulundu. Kolayca gértlebilecegi gibi
kuvvet sabitleri ky bilinmiyor ve bunlari hesap etmek igin RV=V'deQi§mezli§inden
faydalanarak bu sabitlerin sadece 23 degisik sabit oldufu bulundu. Son yazilan
potansiyel denklem Lagrange denkleminde yerine konuldugunda 180 “Secul'ar”
denklem elde edilir. Bunlar bir dnceki konuda oldugu gibi matris formuna getiriterek
¢6zim aranabilir. Buradan k; sabitlerini bulmak igin degisik metodlar vardir. Mesela
bunlar C atomlarinin elektron dagilimlarinda faydalanilarak bulunabilir. Ancak
burada yazilan denklemlerin basit ki H atomu icin bile tam ¢6zimU olmadlgl
dhgunultrse yaklagik yapilmasi gerektigi hemen anlagilir.

Geligen teknoloji ile birlikte titresim frekanslan +5 cm™hata .ile
c‘ilgﬂiebilmektedir. Bc‘iyle olunca k; sébjtler‘ini éicimleri yapilmig frekanslara uygun
sekilde segerek (fitting) bulma bizi daha dogru bir sonuca géturecektir.



dq2 =2,499

d121 =4, 169

d141=5,473

i d13=1 ,411 |

d122=4,896

d 1 42=5, 863

d14=1 ,474

d123=4,669

) d143=5,863

dis=1,474

) d124=4,572

d144=5,473

d16=3,623

di25=4,169

d145=6, 143

d7=2,499

d123=4,169

d146=6,787

d13=2,885

di27=4,572

d14=6,215

dse=2,385

d11_;§=5,555

d148=6,746

d11o=2,499

d 129-’-'-4, 896

d14g=6,21 5

d111=2,499

d130=4,572 |

d150=6,590

d11z=2,385

d131=4,572

d151=6,590

: d113=2,885

) d13_g=5,863

d152=6,21 5

d1 14=4,669

d133=5,555

d153=6,746

d11s=3,623

d134=5,555

d154=7,041

d1 13=4, 169

d135=5,271

d155=6,787

d117=3,623

d136=5,271

d156=6,746

d11s'—'3,744

d137=5,555

di5,=6,746

d119=3,744

d13)§=6,21 5

dise=7,194

d120=3,623

d139=5,863

d159=7,041

d14o=6,143

d1e0=7,055
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Tablo (4.5) : 1 numarali atomun diger atomlara olan uzaklig

Uzerinde biraz caligiidi§inda k; sabitlerinin belli bir mesafeden sonra etkisinin
¢ok azaldigi goértltr. Bu mesafe, 5.2 A° olarak alinabilir. Eger sadece tek ve ¢ift bag
yapmis atomlar arasindaki etkilég.me dikkate alinir ise bir gok titresim frekansinin
sifir oldugu gértlar. Burada b(tin frekanslari elde etmek icin en az dért yakin
atomun etkilegmesini dikkate almaliytz. Ancak hassas sonuclar elde etmek igin bu

sayly! arttirmamiz gerekmektedir.

Biz bu ¢aligmada daha cok Ag vé A.,}modlarl Uizerinde durduk. En son
yazdi§imiz potansiyel denklemimizde verilen potansiyelin Lagrange denklemine
- konularak, simetri operasyonlari da uygulandidinda gértlecektir ki 23 adet
birbirinden farkli kuvvet sabiti meveuttur. Bunlar belli bir uzakliktan sonra sifir
olmaktadir. A; ve A, modlarini bulmak icin Tablo(4.6)'da verilen baz vek’iérleri simetri

operasyonlari neticesi elde edildi.
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1

t, = =X, + Xy + X3 + Xy Fereenneen ......... vereessersennnnrenneesnst Xgg + Xgg + X

1 m( 1 2 3 4 o 58 59 60)

t,— =Y +Ys +Ya+ Yt irennmsens rereeeercennaene ceererrraens +Yeg + Vg +

N LR a7 : Yo + Yes + Yoo)
1

t, = \76—6(21 +2,+2, fzﬁ .................... e +Zgg + Zgg +zeo)

(XQ*X4_X5 +X7—X8 +X10 +X11—X13 +X48—X50—'X51+X53—X54 +X56 +X57—-X59)+
o .
t, = 4415 (“Y6‘Y9+Y12‘+Y14 +Y15+Y17‘y20“Y23+Y38"y41"Y44‘Y46“Y47“Y49+y52+Y55)+f’*'

(Xe —Xg Xy = Xqg T X4+ Xg7 T Xog — X5+ Xgg —Xygg —Xgy —Xyg + X7 + X9 + Xgp "x55)+

. | /
4415 (—Y1s Y Yo tYautYatYs ~Yu—YutYu+Ys —Ye Yo Yo tYeo—Ya +Y45)+ r+

~

/

r(2X1——2X3 +X16—X18—X19 +XZ1""XZ2 +X25 +X26-X29 +X32‘—X35"'XQ6 +X39—‘X40
1 J+x42 +Xg3 _x45+2Xm "zxso)‘*‘()'z —Ys Y5 —Yr —Ys Yo — Vi +¥is — 25 +2Yy
415 -2y, +2y33fy48 +¥s0 = Y51 + ¥s3 + Yar — Ve +y5,—y59)+(—z6 +2y 2, +Zy +2 T

\

(Xw +X18 —X19 ""X21 —X22 +X25 "'st +X29 —X32 +X35 ‘—x% +ng +X40 +X42 —X43 —X45)+

(6] : -
: t5=4 5 (Yz Yy tYsHYi—Ys Yo~ Yu—Yut¥e +¥s +Y51+”Y53"Y54“Y56“Y57—Y59)+ +
(—ZG+Zg+Z12+Z14—215—217—220+223+238-Z41—Z44—Z46+Z47+Z49+252—255)
(x2 +X4 —X5—X7—X8—X10+X11+X13—X48—X50+X51+X53+X54 +X56—X5I—X59)+
T 14

445 (-¥s-¥s Y tYuYstYo tYu t Y ~Ya YaYu Ve Yo tYe Ve ) [+
(216—218 ““219 +'221‘_'222 +225 +226—229"‘Z32 +Z35 +Z36_Z39 +Z40""Z42—'Z43 +Z45)
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1 J+x4s +x47“x49+x52_xss)"‘.(”)’w"Ym—Yw‘Y21+Y22“2Y24 +Yos + Y5 — 2y
415 +Y29"Yaz+2Y34"Yas—Y:;s"‘2)’37"Yas+Y40+Y42"‘Y43+y45)+(221'“22_23+z4

(X's—Xg +X12+X14—X15—X17+X20—X23+X38—X41+X44 +X46_X47*X49+X5Z_X55)+
ts= 4\fl—5 4_()’16 TYiatYig+YotY¥n +Ys+Yy "‘Yz;—Y:az—Yas“Yas“Yag—Ym"Y42‘Y43"Y45)+ +
\(22_24"25"‘27"'Z'a"zw“zn"‘213'*‘24&"250‘251"'253“’254’256‘257"‘259)

(—me—xw +X19 +X21 —XZz +X25‘_'X26 +X29 "“X32 +X35 _X36 +X39 "'X40 _X42—'X43 +X45)+

T ) i
415 ("Yz ~Ye—Ys—Yr—Ys Yo~ Y Y3t VY TV¥s0 Vs T Yss tYeu +Yss +Y57"f¥59)+ +

(‘Zs T2yt 2y~ 2y~ ZigtZyt 2y — 2y —ZytZytZy—2g—ZgtZytiy —Zss)

— X5y — X5+ Xg7 +x59)+(“'2Y1 ~2¥3~Ys—Yo Yo~ Yu—Yi5 Yy Yo~ YntYs+Ya \

1
4\[1—57 +Ya Y5 Y Yoo+ Vs +Yes + 2 +2Y60)+(“ Zigt 2y T2y — 2y~ Ly Ty Ty

s

Tablo (4.6). Simetri operasyonu neticesinde elde edilen baz vekidrleri.

Bunlar Lagrange denkleminden elde edilen 180x180 matrisine uygulahdlglnda
bu matrisi 3®1® 2@174 sekline getirmektedir. Burada 3x3 matrisin 8z dederleri sifir
olup 6teleme ile ilgilidir. 1x1 matrisi kligk olan A; modunu bize verir. Burada ilgi
cekici olan A modunun birbirine en yakin (¢ atomun etkilesmesinden bagimsiz
olmasidir. Dérdinci yakin atomun etkilesmesine siddetle baglidir. 2x2 matrisinin 6z

vektorleri ise Ay ve A, modlarini verirler.

Uygun k; sabitleri segildiginde modlar hemen bulunabilir. Siradan bir k; segimi ile

asagida verilen frekanslar elde edilmistir.



Deney. Hesap. Feldman = Jishi Quong Deney. Hesap. Feldman  Jishl Quong

A, 496 483 406 492 478 A, 883 1012 1142 850
1470 1501 1470 1468 1499 ' »

Fwn |527 541 527 505 547

Fig 558 584 501 580 577 565 578 589 570
970 959 879 981 788 1183 1025 1208 1208 1176
1369 1303 1297 1346 1252 1428 1447 1445 1450 1461

F,e |560° 507 573 541 547 Fa (355 335 377 367 342

731 888 847 610 880" 779 705 677 738

870° 785 957 931 770 995 1014 1025 962
1360° 1346 1433 1351 1316 1167 1274 1212 1185

| 1548 1564 1575 1539

G, 439 449 498 486

633 612 626 571 G, |403° 341 346 385 356

775 840 805 759 760° 669 829 789 683

1065 987 1153 1056 1087 . 739 931 929 742
1360° 1173 1396 1375 1296 1065° 937 994 961 957

1408 1534 1521 1505 1310° 1286 1425 1327 1298

1440° 1378 1451 1413 1440
H, (273 258 268 269 258 )
437 428 438 439 439 H, [355 358. 387 361 404

710 769 692 708 727 560" 523 521 543 539
774 806 782 788 767 583 667 657

1099 1075 1094 1102 1093 : 625 814 801 737
1250 1234 1226 1217 1244 1159 1141 1129 1205
1428 1372 1431 1401 1443 1361 1358 1385 1320
1575 1579 1568 1575 1576 1555" 1541 1558 1552 1565

Tablo (4.7). Ceo'in titresim modiari icin hesapladidimiz deneysel ve diger
teoriksel degerler.

Burada (*) semboll deneysel verileri gésterir. Bu deneysel veriler ylksek
¢6zumlh elektron enerji kaybi spekirokopisi ve elastik olmayan nétron sacgiimastyla
olgalda. ) ‘

4.5. RAMAN SPEKTRA

Bir érnek, gugll bir 1gima kaynadi (civa lambasi veya lazer lslnlérl) ile
| Isinlanirsa, lgurhanm bir kismi sagnlacaktur. Sagllan igimada 1sima kaynagina ait ve
sogurma ve yeniden yayimlama ile olugan temel frekans gdézlenir(Rayleight ¢izgisi).
Buna ek olarak gbzlenen gizgiler, Rayleigh gizgisinin ustindeki ve altindaki
frekanslarda simetrik olarak gértnirler (Raman gizgileri). Rayleigh gcizgisinin
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frekansi ile.daha zayif Raman g:‘izgilerinih frekanslar arasindaki farklar, drnek
molekiltne ait titregme frekanslarina kargilik gelir. Bu frekansffarklan Slcllerek,
drnegin yapist igin olanakl titfegme frekanslari bulunur. Butin Raman frekans
kaynaklarinin siddetlerine karsl grafige alinmasi ile bir Raman spektrumu elde edilir

ve kirmizi 6tesi spektrumuna-gok benzer.

Raman spektroskopisinde laser 1ginlari bulunana kadar igima kaynag olarak
civa lambasi kullaniimaktayd!. Lazer iginlari daha siddetli ve diizgiin oldugu gibi
daha uzun dalga boylarinda kullanilarak érnegdin bozulmasinin 6ntine gecilmis olur.

Bir titresme uyarmasinin kirmizi 6tesi. sogurmaya yol agmas igin titresme
degildir ve titresen grubun polarizasyonuna ve frekansina titresme frekansi ile
uyusmayan bir igima ile etkilegip eslegmé edilimine baghdir. Bir molekilde bir
titresme tUrd, dipol momentinde bir degigsme yapabilir (kirmizi étesi etkin bir titresme)
fakat, polarizasyonun da bir dedisme (Raman etkin bir titregme) yapmayabilir, bunun
terside dogrudur. Kirmizi® 6tesinde gérinmeyen titresmeler Raman spektrumunda
gligltc sogurma pikleri verirler. Dolayisiyla kirmizi 6tesi ve Raman spektrumlari
tamamlayicidir. Bununla beraber pek ¢ok fonksiyoniu grup igfh bir simetri merkezi

olmadigindan kirmizi étesi spektrumu daha ¢ok bilgi verir ve daha kolay elde edilir.
Caligilan madde spektrografide gézlenen-éagllmlg 1gik ve gérundr ultraviole
bolgesinde monokromatik i1 ile aydinlatilirsa bir spektrum elde edilir. Bu spektrum
ayni frekanstaki kuvvetli gizgilerden olusur. Cunkl gelen aydinlanma daha zayif
yaklagik bir ka¢ dalgadan 3500 dalga numarasina kadar bir frekans arali§ ile
kuvvetli gizgilerden degismis her iki taraftaki daha zayif cizgiler ile beraber
oldugundan dolayidir. Siddetleri géz 6ntnde bulundurmaksizin ¢izgi Srnekleri
uyarilma gizgisi etrafinda simetriktir. Yiksek frekansl gizgiler géze garpacak kadar
digerlerinden daha zayiftir. Gergekte bu gizgiler frekans olarak gézlenebilmesi igin
zayiftir. Uyarilma gizgilerinden farkli frekanslardaki bu gizgiler (Raman gizgilefi ) 181k
quantast ile 151§ sagan maddenin molekulleri arasindaki bir enerji degisimindeki
baglangiglarina (orjinlerinej sahiptir. Uyariima gizgileri yakininda gérilen bu gizgiler
titregimsel enerji -seviyelerinde degisiklik yapmaksizin molekullerin dénmesel! enerji
hallerindeki  degigikliklerle ilgilidi. Doénmese, yalniz Raman spektrumunu

¥
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olustururlar. Uyariima gizgisinden uzak olan gizgiler gergekte kararsiz gizgilerin band
araligidir. Dénmesel ve titregimse! enerji durumlarindaki eg zamanl degisikliklerle -
birlestirildi.

Frekans kaymalari, yani, uyariima cizgisi Raman gizgilerinin frekanslari
arasindaki farkliliklar, uyariima gizgisinin frekansindan bagimsizdir. Bir civa lambasi '

genellikle aydinlanma igin kullanilir ve Raman spektrumunu uyarmak igin kullanilan

cok sayida kuvvetli civa gizgileri vardir.

infrared emmede bulunmus verilen bir molekl icin frekanslar Raman olayinda
bulunmus olan frekans kaymalar ile uygunluk gosterirler. Fakat bu her zaman dogru

degildir. Cok iyi anlasllmis'olan bir yolla molektlan simetrisine bagldir.

Gelen 1g1§In polarize edilmesi ile veya diger yollarla Raman s;pektrumundaki
her bir frekans kaymasinin depolarizasyon derecesini bulmak mamkandar. Bu
deneysel sonuglarin yorumunda énemli bir nicelik olacaktir. Bu nicelik sagiimig bir
1sik i¢in bir orandir. Isidin polarize olmus bilegenleri, sirasiyla gelen aydinlamanin

polarizasyon yénune dik ve paraleldir.

Raman spektroskopisinin yarari, duyarlifi, 6rnek hazirlamanin kolayli§i ve

suyun iyi bir ¢éziici olmasidr.
- 4.6. INFRARED SPECTRA (KIRMIZI 6TESI SPECTRA)

Kirmizi &étesi 1simasi, élektromagnetik spektrumda gdrunir bdlge ve
mikrodalgalar arasinda bulunur ve dalga boyu 08-500um (dalga sayis!

(12500-20cm™) olan igimadir.  0,8-2,5um (12500-40000m“) bélgesine yakin
kirmizi  6tesi,  2,5-25um (4000-400cm™)  bolgesine  kirmizt  Otesi  ve

25-500um (400 —20cm™) bolgesine uzak kirmizi 6tesi denir.

Bir molekulun titregimli ve dénmesel hareketlerinden sogurma spektrumunun
yikselmesi elektronik bir bélgede c¢oktur. Bir kuantum titregim enerjisi yayan ve
soglran molekiiller yaklasik 200 ile 3500 cm™lik bir bélgedeki bandlar: gosterirler.
Birkag titregimsel kuantum atmalarindan kaynaklanan bandlar birkag ylzden binlerce
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dalga sayilarina kadar bir yolla tamamiyla dedekte edilirken bazen spektrumun

gorundr kisminda (13000 26000cm™) gézlenebilir.

' Infrared spektrumu hem yutma hem de sodurmada gézlenebilir. Sogurma
deneylerinde uygun kaynaklardan gikan igik, caligilacak olan gazi igeren bir tlpten
"geg;er ve bdylece spektrografi elde edilir. E§er spektrografi dugtk ¢ézme guciinde |
ise. genis bandlarin bir serisi gézlenir. Bunla da titresimsel geciglere karsihk gelir
fakat bu bandlar dénme eneriji seviyeleri ile ilgili olabilen gizgilere ayrllabilif. Pratikte
sadece birkag hafif molekuliin deneysel! yapisini belirlemek igin yeterli yiikseklikte
ayirt edici guct ile infrared bolgesinde gézlenmigti. Ayni zamanda sivilar ve
katilarda da galigilmis ve onlarla ilging sonuglar vermigtir.

Kirmizi étesi spektrumlar iki tarld bilgi verir.

i) Organik bilegiklerin yapisindaki fonksiyoniu gruplar bulunur. Yani
bilinmeyen maddenin kirmizi 6tesi spektrumu degerlendirmek ve gtvenirligi fazla
olan sodurma bandlarinda yapidaki fonksiyonlu gruplarin varlina karar vermek
gerekir.

i) Iki organik bilegig";in ayni olup olmadidi anlasilir. Yani bilinmeyen maddenin,
bilinen bir madde ile ayni olup olmadigina karar vermek amaciyla her ikisinin kirmizi
6tesi spektrumlarinin tamamen st Gste cakigabilir olup olmadigini denemek gerekir.

Kirmizi étesi bélgesinde sogurma, molekullerin titregme ve dénme dizeylerini
uyarir. Kirmizi 6tesi 1gimasinin enerjisi, moleklldeki baglari bozmaya yetmez,
elektronik uyarma da yapamaz; fakat atomlarin kitlelerine, baglarin gictne ve
molekil geometrisine bagl olarak baglarin titregme genliklerini arttirir. Kmfuzu Stesi
sogurma bandlari olarak gorilen titresmeler, molekllden baglarin ve atom
gruplarinin dipol momentlerinde dedisme yapabilen titresmelerdir.

Molekdl titresmesini agiklamak igin iki atomlu basit bir sistemi géz 6ntne
alalim. Titregsme hareketi iki tlrdtr.

i) Gerilme titresmesi,
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ii) Egilme titregmesi.

Gerilme titresmesi ile bag ekseni dogrultusunda ritmik hareket anlagilir.
ikincisi ayni bir atoma dogru olan baglar arasindaki aginin degismesi ve atom
grubunun molekiil icindeki hareketidir. Kirmizi tesi sogurmalari igin en 6nemli segim
kuralina. gore, titresme sirasinda dipol momenti degigikligi varsa titresme uyarmasi '

kirmizi 6tesi sogurmasina yol agar.

Bir molekiilde simetri merkezi varsa bu merkeze gére simetrik baglara ait
gerilme titresmeleri kirmiz1 6tesi spektrumunda gézlenmez (izinsiz gegigler). Sebebi
ise bagin titregmesine ait dipol moment degigikligi sifirdir. Ornegin; H>C=CH,
bilesiginde C=C gerilmesi gbézlenmez.

Sistemde dipol moment degisikligi ne kadar fazla ise, yani sistem ne kadar

polar ise kirmizi 6tesi so§urma bandi o kadar giddetlidir.

Bir molekalin  simetri 6zellikleri, kati halde oldugu zaman, diger
hallerdekinden farklidir. Bu nedenle kati halde alinmig kirmizi Stesi spektrumunda,
gaz veya ¢bzelti halinde alinmig spektrumda gérdnmeyen yeni sogurma bandlari

ortaya ¢ikabilir.

Cok atomlu bir molekdl igin (temel) sogurma bandlarini veya piklerinin sayisi
molekllin serbestlik derecesinden hesaplanabilir. N atomlu molekdl icin serbestlik
derecesi her atom igin {i¢c eksen kullanacagimizdan 3N'dir. Fakat ¢izgisel olmayan
bir molekulde serbestlik derecelerinin (¢ tanesi molekulin ételenme ve Gg¢ tanesi de
dénme hareketi icin kullanildifindan titregsme sogurmas| sonucu olugacak band
sayisi 3N-6 ile bellidir. Cizgisel bir molekﬁl'de ise molekilin dénmesi i¢in ancak iki
eksen kullanilabilecedinden band sayisi 3N-5 olur. CO, molekila, ¢ atomlu ve
cizgisel oldugundan titresme sofurmasi sonucu (3x3) -5 =4 band gérlimesi beklenlr
ikisi molekl ekseni boyunca gerilme digerleri e@ilmedir.



63

) T .
— ——  ——p . - + -
0=C=0 0=C=0 0=C=0 0=C=0
simetrik gerilme asimetrik gerilme egilme egilme
1340 cm™?! 2350 cm’! 670 cm™! 670 cm’!

Sekil 4.2 CO; igin titresme sogurma (kirmizi 6tesi) bandlari (+ ve -) titresmenin kagit -

dizlemine dik ve farkii yéne egilme seklinde oldugunu gésterir.

Fakat sadece iki band gdzlenir. E§ilme titregsmesi tek bant verir. Gerilme
titregmelerinde ise simetrik titregme sofurmaya yol agar. Gunkl. asimetrik titresme
molekulun dipol momentinde bir degisiklije neden olmaz.

H.O molekill, ¢ atomlu ve Cizgisel olmadigindan titresme sogurmasi
sonucu (3x3)-6=3 band goértlmesi beklenir ve gergekten de U¢ band gézlenir, fakat

asimetrik ve simetrik bantlari olduk¢a yakindir.

N7 1IN/ &
0 0 '\O/

asimetrik simetrik 1gerilme,
~g§2:)m§;,-1 T asimetrik gerilme

3760 cm™

Sekil 4.3 H,0 igin titresme sogurmasi (kirmiz étesi) bandlari



BOLUM 5
SONUCLAR

Icosahedral grup, Ce'in  simetrisinde énemli bir rol oynar. Y ve Yiin
indirgenemez matris temsilleri permitasyon gruplari ve quaternion gruplart kullanilarak
olusturuldu. Y, 60 elemana ve bes tane indirgenemez matris temsiline sahiptir. Bu
matris temsilleri 1x1, 3x3, 3x3, 4x4, 5x5'dir. Bu temsillerin kareleri toplami Y’nin eleman

sayisini verir. Yani ; 12+3%+3%+4%+5°=60.

Yn, 120 elemanlidir. Bunun indirgenemez matris temsilleri 1x1, 1x1, 3x3, 3x3,
3x3, 3x3, 4x4, 4x4, 5x5, 5x5'dir. Benzer gekilde 1%+1%+3%+3%+3%+3%+4%4%+5%+5°=120.
Ayni zamanda Cgo'In simetri yapisina kargilik gelen Y,'in indirgenemez matris temsilleri

hesaplandl.

Kuvvet sabitleri Raman aktif modlar ile uyusarak elde edilmesine ragmen
Raman, Infrared'dan elde edilen degerler .ile uyusan Ce'da hesaplanan titregim
frekanslari igin bir kuvvet-sabit modeli sunduk. Modlara bagdli indirgenemez temsiller ile
beraber hesaplanmig 46 farkli titregim frekansi Tablo (4.7)de verilmigtir.
Hesapladigimiz frekanslarin daha énceki hesaplanan dederler ile benzestigi gérulur.

Bu caligmamizda daha cok A, ve A; modlari (zerinde durduk. 23 tane birbirinden
farklr kuvvet sabiti bulduk. Bunlar belli bir uzakliktan sonra sifir olmaktadir. Tablo
(4.6)y'da Lagrange denkleminden elde edilen 180x180 matrise uygulandiginda bu matris
3D 1@ 7® 174 sekline gelir. Burada 3x3 matrisinin 6z degerleri sifir oluplébteleme ile ile
ilgilidir. 3x3 ktglk olan Ay modunu bize verir. Burada ilging olan, A; modunun birbirine
en yakin (¢ atomun etkilegmesinden badimsiz olmasidir. 2x2 matrisinin 6z vektérleri ise

Ay ve A, modlarini verirler.
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'SUMMARY

The irreducible matrix representation at Y and Y, are calculated. Vibrational
frequencies of Ce is also calculated. The Mathematica and the GAP computer
programs are used for these purpose. It is shown that sum of the squares of number of
irreducible matrix representations gives the elements of Y and Y. And also it gives the
symmetry structure of the group which contains 120 elements.

46 different vibrational frequencies depend on modes are calculated by using
representations which depend on the mode.

Table 4.6. contains these frequencies. In this study, we mainly concentrated on
A, and A; modes. We found 23 different force-constant. We showed that they are being
zero after a certain distance. ‘
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OzZET

Y ve Yyin indirgenemez matris temsilleri hesaplandi. Bunun yaninda Cg'in
titregim frekanslari hesaplandi. Bu hesaplamalarda Matematica ve Gap programlari
kullanildi. indirgenemez matris temsillerinin kareleri toplami Y ve Yi'in eleman sayilarini
verdi. |

Benzer sekilde Yy'in indirgenemez matris temsillerinin kareleri toplami 120
eleman igeren grubun simetri yapisini verdi.

Modlara bagh indirgenemez matris temsiller ile beraber hesaplanmig 46 farkl
titregim frekansi Tablo (4.6)'da verildi. Bu ¢alismamizda daha gok A, ve Ag modlari
tizerinde durduk. 23 tane birbirinden farkli kuvvet sabiti bulduk bunlar belli bir
- uzakliktan sonra sifir olmaktadir.
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