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YUKSEK LISANS TEZi
CAPRAZLANMIS MODULLER KATEGORISINDE CAT! OBJELER
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Fen Bilimleri Enstitiisii
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Damsman: Prof. Dr. Tuncar SAHAN
OZET

Caprazlanmis modiil kavramu, ilk kez 1946 yilinda tanimlanmis ve baglantili homotopi
2-tipleri i¢in Oonemli bir cebirsel model olarak ortaya ¢ikmistir. Bu yapi, homotopi
teorisinin yani sira grup temsilleri, homoloji ve kohomoloji, cebirsel K-teorisi ve
diferansiyel geometri gibi matematigin bir¢ok alaninda uygulanmistir. Sonraki yillarda
Brown, Higgins ve Loday gibi arastirmacilar, caprazlanmis modiillerin farkl: yonlerini
gelistirerek, bu yapilart hem cebirsel hem de kategorik agidan zenginlestirmistir.
Ozellikle, 1982°de, cat'-gruplar tanmimlanarak, ¢aprazlanmis modiiller ile cat'-gruplar
arasinda dogal bir kategorik denklik kurulmus ve bu nesnelerin homotopi tipleriyle
baglantisini gosterilmistir.

Bu tezde temel amag, ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde cat'-objelerin incelenmesi
ve bu yapilarin sistematik bicimde karakterize edilmesidir. ilk olarak kategori teorisi,
grup teorisi ve ¢caprazlanmig modiiller ile ilgili temel kavramlar verilmis, ardindan cat’-
gruplarin tanimi ve oOzellikleri sunulmustur. Daha sonra, ¢aprazlanmis modiiller
kategorisinde cat'-gaprazlanmis modiiller tanimlanmis, bu yapilarin homotopik ve
cebirsel ozellikleri arastirilmistir. Ayrica, cat'-gaprazlanmis modiiller ile bazi cebirsel
yapilar arasindaki dogal denklikler ayrintili bigimde incelenmis ve bu yapilar
arasindaki iliskiler 6rneklerle desteklenmistir.

Sonug olarak, tez calismas1 hem c¢aprazlanmis modiiller kuramina katkida bulunmakta
hem de bu yapilarin kategorik denklikler lizerinden farkli alanlarda uygulanabilirligini
gostermektedir. Boylece elde edilen sonuglar, yiiksek boyutlu cebirsel modellerin daha
derinlemesine anlagilmasi i¢in 6nemli bir adim teskil etmektedir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis Modiil, Cat'-grup, Caprazlanmis Kare, Cat?-grup.

Eyliil, 2025; 49 sayfa
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CAT!-OBJECTS IN THE CATEGORY OF CROSSED MODULES
Bestami BERBEROGLU
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Supervisor: Prof. Dr. Tuncar SAHAN
ABSTRACT

The concept of crossed modules was initially introduced in 1946 as a fundamental
algebraic model for connected homotopy 2-types. This structure has found
applications not only in homotopy theory but also in representation theory of groups,
homology and cohomology, algebraic K-theory, and differential geometry. In the
following decades, researchers such as Brown, Higgins, and Loday further developed
various aspects of crossed modules, enriching these structures from both algebraic and
categorical perspectives. In particular, in 1982, the consept of cat'-groups is introduced
and a natural categorical equivalence is established between crossed modules and cat!-
groups, highlighting their deep connection with homotopy types.

The main aim of this thesis is to investigate cat!-objects within the category of crossed
modules and to characterize these structures systematically. First, fundamental notions
from category theory, group theory, and crossed modules are presented, followed by
the definition and properties of cat'-groups. Subsequently, cat'-crossed modules are
introduced in the category of crossed modules, and their homotopical and algebraic
properties are explored. Furthermore, the natural equivalence between cat'-crossed
modules and cat!-groups is studied in detail, with several illustrative examples
provided.

In conclusion, this thesis contributes to the theory of crossed modules and
demonstrates the applicability of these structures through categorical equivalences.
The results obtained represent a significant step toward a deeper understanding of
higher-dimensional algebraic models and their potential applications across different
areas of mathematics.

Keywords: Crossed Module, Cat*-group, Crossed Square, Cat?-group
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1. GIRIS

Kategorik yontemler ve homotopi teorisi, modern cebirin en Onemli aragtirma
alanlarindan biridir. Bu baglamda, ¢aprazlanmis modiil kavrami, yiliksek boyutlu
cebirsel ve topolojik yapilarin modellenmesinde 6zel bir yere sahiptir. ilk kez
Whitehead tarafindan 1946 yilinda tanimlanan g¢aprazlanmis modiiller, baglantil
homotopi 2-tiplerinin cebirsel modelleri olarak ortaya ¢ikmistir (Whitehead, 1946).
Whitehead’in ¢alismalari, homotopi gruplar1 arasindaki iligkilerin anlagilmasi ve
operatorlerin sistematik bigimde incelenmesi agisindan oncii niteliktedir (Whitehead,

1948, 1949).

Bu temel fikir, sonraki yillarda genisletilmis ve cesitli arastirmacilar tarafindan
zenginlestirilmistir.  Higgins  (1971), Kategori teorisinin grup yapilariyla
biitiinlestirilmesine yonelik caligmalar yapmis ve bu ¢aligmalar 6énemli bir referans
olmustur. Brown ve Higgins (1978, 1981), ¢aprazlanmis modiiller ile grup-grupoidler
arasindaki baglantiyr ortaya koymus ve bu yapilarin homotopik modellerde oynadigi
rolii detayli sekilde agiklamistir. Ozellikle Brown ve Loday (1987), Van Kampen tipli
teoremler gelistirerek homotopik bilgilerin diyagramlar araciligiyla tasinabilecegini
gostermistir. Bu katkilar, caprazlanmis modiillerin yalnizca soyut cebirsel bir arag

degil, ayn1 zamanda topolojik fenomenlerin cebirsel modelleri oldugunu gostermistir.

Loday (1982) cat'-gruplari tanimlamis ve bunlar ile ¢aprazlanmis modiiller arasinda
dogal bir denklik kurmustur. Bu ¢alisma, homotopi tiplerinin cebirsel modellerini daha
sistematik bir bi¢imde incelenebilir hale getirmistir. Loday’in yaklagimi, homotopi
gruplarinin sinirlt sayida boyutunun incelenmesinde kullanilan cebirsel modelleri daha
anlasilir kilmistir. Conduché (1984) tarafindan genellestirilmis modiiller {izerine
yapilan calismalar ve Ellis (1995) tarafindan c¢apraz kareler iizerine yapilan
arastirmalar, bu konunun daha ileri diizeyde kombinatoryal ve homotopik baglamlarda

da kullanilabilecegini gdstermistir.

Caprazlanmis modiillerin uygulamalar1 olduk¢a genistir. Norrie (1990) tarafindan
yapilan ¢alismalar, grup etkimeleri ve grup otomorfizmalar1 baglaminda ¢aprazlanmis
modiillerin nasil kullanilabilecegini ortaya koymustur. Mutlu ve Porter (1998), ¢capraz
kompleksler ile CW-kompleksler arasindaki homotopi siniflandirmasini incelemis;

Porter (1987, 1998) ise hem i¢ kategoriler hem de topolojik kuantum alan teorileri



baglaminda ¢aprazlanmis modiillerin 6nemini vurgulamigtir. Bu sonuglar,
caprazlanmig modiillerin yalnizca cebirsel topolojiyle degil, ayni zamanda

matematigin fiziksel modelleriyle de yakindan iliskili oldugunu géstermektedir.

Modern donemde, caprazlanmis modiiller diferansiyel geometri ve matematiksel
fizikte de ortaya ¢ikmustir. Juro (2002) ¢aprazlanmis modiillerin bundle gerbe ve
string gruplariyla iliskisini a¢iklarken; Martins ve Picken (2011), iki boyutlu holonomi
kavrami Tlizerinden bu yapilarin diferansiyel geometriye uygulanabilecegini
gostermistir. Yetter (1992, 1993) tarafindan yapilan homotopi 2-tiplerinden tiireyen
topolojik kuantum alan teorileri {izerine ¢alismalari, c¢aprazlanmig modiillerin
matematiksel fizikteki roliinii daha da pekistirmistir. Bu tiir uygulamalar, ¢aprazlanmig
modiillerin hem cebirsel topoloji hem de teorik fizik i¢in vazge¢ilmez bir arag

oldugunu ortaya koymaktadir.

Son zamanlarda, Arvasi ve Ulualan (2015), ¢aprazlanmus Kareler i¢in serbestlik sartlari
ile ilgili calismustir. Akiz vd. (2013), ortii teorisini i¢ grupoidler ve ¢apraz modiiller
baglaminda ele almis; Temel vd. (2020), grup-grupoidlerin kategorisindeki
caprazlanmig modiilleri tanimlayarak literatiire yeni bir yap1 kazandirmis ve ¢ift grup-
grupoidler ile dogal olarak denk olduklarini gostermislerdir. Bununla birlikte
caprazlanmig modiillerin yiikselmeleri (Sahan, 2019), normallik ve bolim yapilar
(Sahan ve Mucuk, 2020) alana 6zgiin katkilar sunmustur. Bu arastirmalar, 6zellikle
gruplar ile ¢ok islemli gruplar Kategorisi g¢er¢evesinde caprazlanmis modiillerin
genisletilmesi bakimindan 6nemlidir (Orzech, 1972a, 1972b).

Ayrica Exel’in (1997) Fell demetleri iizerine yaptigi arastirmalar, ¢aprazlanmis
modiillerin C*-cebirlerle iligkisini ortaya koyarak, bu yapilarin fonksiyonel analizle
baglantisin1 gdstermistir. Boylece, ¢aprazlanmis modiiller yalnizca homotopi
teorisinin soyut araglar1 degil, ayn1 zamanda analitik yapilara da uygulanabilir hale

gelmistir.

Bu tez calismasinda, ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde cat'-objelerin tanimi ve
ozellikleri incelenmistir. Ik olarak, kategori teorisi, grup teorisi ve ¢aprazlanmis
modiillerle ilgili temel kavramlar hatirlatilmistir. Daha sonra, cat'-gruplarin yapisi ve
ozellikleri agiklanmis, ardindan ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde cat'-

caprazlanmig modiiller tanimlanmistir. Bu yapilarin homotopik ve cebirsel 6zellikleri



sistematik bicimde analiz edilmistir. Son olarak, cat'-caprazlanmig modiiller ile
caprazlanms kareler, cat?-gruplar ve ¢ift grup-grupoidler arasindaki dogal kategorik

denklik ayrintili olarak ortaya konmus ve ¢esitli 6rneklerle desteklenmistir.

Elde edilen bulgular, ¢aprazlanmis modiiller kuramina hem kuramsal hem de
uygulamali bakimdan katki saglamaktadir. Ozellikle, homotopik tiplerin
modellenmesinde kullanilan araglarin daha kapsamli bir sekilde karakterize edilmesi,
yiiksek boyutlu cebirsel topolojinin gelismesine 6nemli bir destek sunmaktadir. Ayrica
bu ¢alisma, ileride cat>-gruplar, ¢ift grup-grupoidler ve daha genel n —yapilar iizerine

yapilacak arastirmalara bir temel teskil etmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

2.1 Kategori Teorisi Hakkinda Temel Kavram ve Sonuclar

Matematiksel yapilarin ve aralarindaki iligkilerin genel bir teorisi olan kategori teorisi,
20. ylizyilin ortalarinda Eilenberg ve Mac Lane (1942, 1945) tarafindan cebirsel
topolojideki temel ¢aligmalarinda tanitilmistir. Bir kategori, objelerden ve aralarindaki
morfizmlerden (oklar) olusur; bu morfizmlerin birlestirilebilirligi ve birim
morfizmlerinin varlig1 belirli aksiyomlarla tanimlanir. Kategori, bir "yonlendirilmis
uzay i¢in kombinatoryal bir model" veya "yonlendirilmis homotopi 1-tipi” olarak
diisiiniilebilir. Bu temel yapi, daha karmasik cebirsel ve topolojik kavramlarin
modellenmesi i¢in zemin hazirlamistir. Simdi kategori teorisindeki bazi temel

kavramlari ve sonuglart Mucuk (2013) kaynaginda verildigi sekilde hatirlatalim.

Tanmim 2.1. Bir C = (C,, C;, d,, d4, i, m) kategorisi; objelerin sinifi olarak adlandirilan
Cy, morfizmlerin sinifi olarak adlandirilan C;, sirasiyla baslangi¢ ve bitis doniistimleri
olarak adlandirilan d,, d;: C; — C, fonksiyonlari, birim morfizm doniisiimii olarak

adlandirilan i: C; — C, fonksiyonu ve
Cl XCO Cl = {(b, a) € C1 X Cl I do(b) = dl(a)} (21)
seklinde tanimlanmis olmak iizere bileske islemi olarak adlandirilan

m : Cig Xa, C1 -

(b,a) » m(b,a)=boa

(2.2)

fonksiyonundan olusur. Bu altili sistemin asagidaki sartlar1 saglamasi gerekir:

) dol =dqi =1,
i) my: C1d0 Xa, C1 = Cy Ve Ty: C1d0 X4, C1 = C; izdiisiim fonksiyonlar1 i¢in
dom =dym, vedym = d m4,
i) m(1g, xm)=m(mx1¢),

|V) m(ido, 1C1) == m(lcl, ldl) == 161'

Ornek 2.2. C, tiim kiimelerin sinifi, C; tiim fonksiyonlarin smifi olmak iizere m

fonksiyonlarin bileske islemi ve her A kiimesi i¢in i(A) = 14 birim fonksiyonu olarak



olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye kiimelerin kategorisi denir ve

bu kategori SET ile gosterilir.

Ornek 2.3. C, tiim topolojik uzaylarin smifi, C; tim topolojik uzaylar arasindaki
stirekli fonksiyonlarin sinifi olmak tizere m fonksiyonlarin bileske islemi ve her X
topolojik uzay i¢in i (X) = 1y birim fonksiyon alinarak olusturulan sistem bir kategori
olusturur. Bu kategoriye topolojik uzaylarin kategorisi denir ve bu kategori Top ile

gosterilir.

Ornek 2.4. C, tiim noktali topolojik uzaylarmn smifi, C; tiim noktali topolojik uzaylar
arasindaki noktali siirekli fonksiyonlarin sinifi olmak {izere m fonksiyonlarin bileske
islemi ve her (X, xo) noktali topolojik uzay1 icin i((X, xo)) = 1(x,x,) birim fonksiyon
alinarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye noktali topolojik

uzaylarin kategorisi denir ve bu kategori Top., ile gosterilir.

Tanmim 2.5. C = (Cy, Cy,dy, dq, i, m) bir kategori olmak tizere x € C, olsun. Eger her
y € Cyigindy(a) = x ve d,(a) = y olacak sekilde bir tek a € C; varsa bu x objesine

C kategorisinin bir baslangi¢ objesi denir.

Tanim 2.6. C = (Cy, Cy,dy, dq, i, m) bir kategori olmak iizere y € C, olsun. Eger her
X € Cyicindy(a) = x ve d,(a) = y olacak sekilde bir tek a € C; varsa bu y objesine

C kategorisinin bir bitis objesi denir.

Tanmm 2.7. Bir C = (Cy, Cy,dy, dq,i,m) kategorisindeki herhangi iki x,y € C,
objeleri i¢in asagidaki sarti saglayan bir P € C, objesi ve p;:P = x, p:P >y

morfizmlerine x, y objelerinin ¢arpimi denir:

e Herhangi bir z objesi ile herhangi iki f;:z - x ve f,:z =y morfizmi
verildiginde, p;u = f; ve p,u = f, olacak sekilde bir tek u: z = P morfizmi

vardir.

Tamim 2.8. Bir C = (C,, Cy,d,, dq, i, m) kategorisindeki herhangi iki a:x — z ve
b:y — z morfizmi i¢in asagidaki sarti saglayan bir P € C, objesi ve p;:P - x,

p,: P — y morfizmlerine a, b morfizmlerinin geri ¢ekmesi (pullback) denir:

e ap;, = bp,,



e herhangi bir Q objesi ile af; = bf, olacak sekildeki herhangi iki f;: Q = x ve
f2: Q = y morfizmi verildiginde, p;u = f; ve p,u = f, olacak sekilde bir tek

u: Q = P morfizmi vardir.

Her kategoride geri ¢ekme olmast gerekmez. Simdi geri ¢ekmelere sahip olan bir

kategori 6rnegi verelim.

Ornek 2.9. Set kategorisindeki f: A — C ve g: B - C fonksiyonlari igin geri gekme
AxcB={(a,b) eAxB|f(a)=g(b)} (2.3)

olmak tizere (A X, B, m,, m,) Ug¢liisiinden olusur.

Ornek 2.10. Gp Kategorisindeki f: 4 - C ve g: B — C grup homomorfizmleri igin

icin geri ¢ekme
AX:B={(a,b) € AXB|f(a)=g(b)} (2.4)
olmak tizere (A X, B, m,, ) Ug¢liisiinden olusur.

Kiimeler arasinda fonksiyon olarak tanimlanan doniistimler oldugu gibi kategoriler
arasinda da fanktor olarak tanimlanan doniistimler vardir. Simdi fanktor tanimini

hatirlatalim.

Tanmm 2.11. C = (Cy, Cy,dy, dq,i,m) ve C' = (Cy,Cy,dg,dy,i',m") birer kategori
olmak tizere Fy:Cy - Cy ve F;:C; — C{ birer fonksiyon olsun. Eger bu F, ve F,
fonksiyonlar1 kategoriyi olusturan yapisal doniisiimleri ile uyumlu ise, yani Fod, =
doF,, Fody, = diF;, Fii = i'F, ve FFm =m'(F; X F,) ise, F = (F,, F;) ikilisine ¢

den C' ne bir fanktor denir.

Ornek 2.12. ¢ = (C,, Cy,d,, dy, i, m) bir kategori olmak tizere her objeyi kendine ve

her morfizmi de yine kendine esleyen
1le:C—>C (2.5)

doniisiimii bir fanktordur.



Kategoriler arasinda doniisiimler (fanktorlar) oldugu gibi fanktorlar arasinda da
dontigiimler tanimlanabilir. Simdi dogal doniisiimler olarak adlandirilan fanktorlar

arasindaki doniistimlerin tanimini hatirlatalim.

Tanmim 2.13. C = (Cy, Cy,dy, dq,i,m) ve C' = (Cy, C{,dy,dy,i', m") birer kategori ve
F,G:C — C' birer fanktor olmak tizere bir n: C, = C; doniisimii dgn = Fy, din = F;
ve her a € C; icin G;(a) > n(do(a)) = n(dy(a)) ° Fy(a) sartlarmni sagliyorsa bu 7

doniistimiine F den G ye bir dogal doniisiim denir ve bu durum n: F = G ile gosterilir.

Tanmm 2.14. C = (C,, Cy,dy, dq,i,m) ve C' = (Cp, C{, dy, dy, i, m") birer kategori ve
F,G:C — C' birer fanktor olmak tizere bir n: F = G bir dogal doniisiim olmak tizere
her x € Cy igin n(x) bir izomorfizm ise bu n dontisiimiine F den G ye bir dogal

izomorfizm denir ve bu durum n: F = G ile gosterilir.

Tanmm 2.15. C = (Cy, Cy,dy, dq,i,m) ve C' = (C;, C{, dy, dy, i, m") birer kategori ve
F:C - C'ile G:C" > C birer fanktor olmak tizere n: 1, = GF ve u: 1, =~ FG olacak
sekilde n ve u dogal izomorfizmleri varsa C ve C' kategorileri dogal olarak denktir

denir ve bu durum € = €’ ile gosterilir.

Tamim 2.16. C = (Cy, Cy,dy, dq, i, m) geri cekmelere sahip bir kategori olmak iizere
bir ¢’ = (Cg, C{,dy, dy, i, m") kategorisi igin Cj, C; € Cy ve dj, dy,i',m' € C; sartlari

sagliyorsa bu C' kategorisine C kategorisinde bir i¢ kategori denir.
2.2 Gruplar Hakkinda Temel Kavram ve Sonuglar

Bu alt boliimde tezin diger bolimde kullanilan gruplar hakkinda temel tanim ve

sonuclardan bahsedilecektir.

Tanim 2.17. A # @ bir kiime olmak tlizere +: A X A = A ikili islemi agagidaki sartlari
saglarsa (A, +) ikilisine bir grup denir:

i) herab,ceAicina+ (b+c)=(a+b)+c;
i) hera€Aigina+ 0= 0+ a = a olacak sekilde bir 0 € A vardir;
i) hera € Aicina + (—a) = (—a) + a = 0 olacak sekilde bir —a € A vardr.



Bir (4, +) grubunda her a,b € A i¢in a + b = b + a oluyorsa bu (4, +) grubuna bir

abelyan grup denir.

Ornek 2.18. + islemi bilinen toplama islemini gostermek iizere (R, +), (Q, +), (Z, +)
birer abelyan grup yapisina sahiptir. R — {0} kiimesi bilinen ¢arpma islemine () gore
bir abelyan gruptur. 2 X 2 tipinde determinanti1 0 dan farkli olan tiim reel degerli
matrislerin kiimesi, GL(2; R), matrisler tizerindeki bilinen ¢arpma islemine (&) gore

abelyan olmayan bir gruptur ve bu gruba genel lineer grup denir.

Tanmm 2.19. (4,+) bir grup ve S € A olmak iizere S kiimesi de aym + islemi ile
birlikte bir grup yapisina sahip ise (S, +) ikilisine (A4, +) grubunun bir alt grubu denir
ve bu durum (S, +) < (4, +) ile gosterilir.

Ornek 2.20. (4,+) herhangi bir grup olmak iizere ({0},+) < (4,+) ve (4,+) <
(A, +) dir. Bu alt gruplara asikar alt gruplar denir.

Ornek 2.21. (Z,+) < (Q,+) < (R, +) dur.

Ornek 2.22. 2 X 2 tipinde determinanti 1 olan tiim reel degerli matrislerin kiimesi,
SL(2; R), matrisler tizerindeki bilinen ¢arpma islemine (&) gore ozel lineer grup

olarak adlandirilan bir gruptur ve SL(2; R) < GL(2; R) dur.

Buradan itibaren, aksi gerekmedikge, bir (4, +) grubu grup islemi belirtilmeden kisaca

A ile gosterilecektir.

Onerme 2.23. A bir grup ve {S; | i € I} smifi A grubunun alt gruplarmin bir sinifi

olsun. Bu durumda S = U;¢; S; kiimesi de A grubunun bir alt grubudur.

Tamim 2.24. A bir grup ve S € A olmak tizere A grubunun S kiimesini igeren en kiigiik
alt grubuna, diger bir ifadeyle Onerme 2.7’ye gore A grubunun S kiimesini iceren tiim
alt gruplarinin kesisimine A grubunun S kiimesi tarafindan tiretilen alt grubu denir ve

bu alt grup (S) ile gosterilir.

Tamim 2.25. A bir grup ve H, K < A olsun. Budurumdaher h € Hve k € K igin h ile
k elemanlarinin komiitatorii olarak adlandirilan [h, k] = h + k — h — k olmak iizere

A grubunun



([hk] |heH kEK) (2.6)

alt grubuna H ve K tarafindan iiretilen komiitator alt grubu denir ve bu alt grup [H, K]
ile gosterilir. Ozel olarak H = K = A olarak alinirsa [4, A] alt grubuna kisaca A
grubunun komiitator alt grubu ya da tiiretilmis alt grubu denir ve yine kisaca A’ ile

gosterilir.
Tamim 2.26. A bir grup ve S < A olsun. Bu durumda her a € A igin
a+S={a+s|lseS} (2.7)
kiimesine A grubunun S alt grubuna gore bir sol koseti,
S+a={s+alseS} (2.8)
kiimesine ise A grubunun S alt grubuna gore bir sag koseti denir.

Ornek 2.27. Toplamsal Z grubunun 3Z alt grubu icin ii¢ farkli sag ve sol koset vardir.

Bunlardan sol kosetler;
wo=-34+3Z=3Z=3+3Z=-
o==243Z=143Z=4+3Z=-- (2.9)
o=—1+3Z=2+3Z=5+3Z=-

dir. Toplamsal Z grubu abelyan bir grup oldugundan sol kosetlerin sag kosetlere esit

oldugu kolaylikla goriilebilir.

Ornek 2.28. {1,2,3} kiimesinden kendisine tanimlanan birebir ve orten tim
fonksiyonlarmm  kiimesi  S3 = {e, (12),(13), (23),(123),(132)} fonksiyonlarin
bileske islemine gére abelyan olmayan bir gruptur. Bu grubun N = {e, (123), (132)}
alt grubuna gore sol ve sag kosetleri her bir eleman i¢in birbirine esittir. Fakat bu

durum H = {e, (12)} alt grubu igin gegerli degildir.



Tamim 2.29. A birgrupve N < A olmak lizerehera € Aigina + N = N + a oluyorsa
bu N alt grubuna A grubunun bir normal alt grubu denir ve bu durum N 2 A ile

gosterilir.

Ornek 2.11°den de anlasilacag iizere abelyan gruplarin her alt grubu bir normal alt
gruptur. Ornek 2.12°da verilen N = {e, (123), (132)}icin N < S; fakat H = {e, (12)}
icin H £ S3 dur.

Ornek 2.30. Bir A grubu i¢in A’ = [4, A] komiitator alt grubu olmak iizere A’ < A dr.
Tanim 2.31. A ve B birer grup olmak iizere A X B kiimesi

(AXxB)Xx(AxB) - AXB

(2.10)
((a, b), (al; bl)) = (a, b) + (al' bl) = (a + a, b+ bl)

islemi ile birlikte bir gruptur. Bu gruba A ve B gruplarinin direkt ¢arpim grubu denir.

Tamim 2.32. A birgrupve N 2 A olsun. Budurumda A/N ={a + N | a € A} bolim

kiimesi

+ : A/NXA/N > A/N

(2.11)
(a+N,a;+N) » (a+N)+(a,+N)=a+a, +N
islemi ile birlikte bir grup yapisina sahiptir ve bu A/N grubuna bdliim grubu denir.

Bir A grubu igin A/A’ boliim grubuna A grubunun abelyanlastirmasi denir ve A2® ile

gosterilir.

Tamim 2.33. A ve B birer grup ve f: A = B bir fonksiyon olmak iizere her a,a; € A
icin f(a + a;) = f(a) + f(a,) oluyorsa, ya da diger bir ifadeyle Sekil 2.1°de verilen

diyagram degismeli ise, bu f fonksiyonuna bir grup homomorfizmi denir.
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BXB—+>B

Sekil 2.1. Grup homomorfizmi diyagrami.

Co tiim gruplarin sinifi, C; tiim grup homomorfizmlerinin sinifi olmak iizere m grup
homomorfimlerinin bileske islemi ve her A grubu i¢in i(A) = 1, birim grup
homomorfizmi alinarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye

gruplarin kategorisi denir ve bu kategori Gp ile gosterilir.
Ornek 2.34. Bir (X, x,) noktal1 topolojik uzaymi m; (X, x,) temel grubuna esleyen
n1: Top, — Gp (2.12)
doniistimii bir fanktordur.
Tamim 2.35. Bir f: A = B grup homomorfizmi igin
kerf ={a€A]|f(a) =0} (2.13)
kiimesine f homomorfizminin ¢ekirdegi denir ve ker f S A dir. Ayrica
Imf={f(a)lacA} (2.14)
kiimesine f homomorfizminin goriintiisii denir ve Im f < B dir.

Bir f: A - B grup homomorfizmi i¢in A = B ise bu f doniisiimiine A grubunun bir
endomorfizmi denir. A grubunun tiim endomorfizmlerinin kiimesi End(4) ile
gosterilir. Diger taraftan, eger f grup homomorfizmi Grten ise bu f doniisiimiine bir
grup epimorfizmi denir. Birebir ve drten olan bir f: A = B grup homomorfizmine bir
izomorfizm ve bu durumda A ve B gruplarina izomorf gruplar denir. Ozel olarak, bir
A grubundan kendisine tanimlanan izomorfizmlere otomorfizm denir. A grubunun tim
otomorfizmlerinin kiimesi fonksiyonlarin bileske islemi ile birlikte bir gruptur. Bu

gruba A grubunun otomorfizma grubu denir ve Aut(A) ile gosterilir.

11



Tamm 2.36. A ve B birer grup olmak iizere

O : BXA - A

(2.15)
(b,a) +» ©O(b,a)=b-a

ile gosterilen 8 fonksiyonu

i) hera,a,€e Aveb€Big¢inb-(a+a;)=b-a+b-ay;
ii) hera€Aveb,by €Bicin(b+by)-a=b-(b:a);

i) hera€Aigin0-a=a

sartlar1 saglaniyorsa bu 6 fonksiyonuna B grubunun A grubu {izerine bir etkimesi

denir.

Dikkat edelim ki Tanim 2.19 (i) sartinda a = 0 = a; olarak alinirsa b - 0 = 0 olarak

elde edilir.
Ornek 2.37. A bir grup ve N < A olmak iizere

6 : AXN - N
(2.16)
(aam) +» O(an)=a-n=a+n-—a

fonksiyonu A grubunun N normal alt grubu {izerine bir etkimesini tanimlar. Bu etkime

0zel olarak konjligasyon etkimesi olarak adlandirilir.
Ornek 2.38. A ve B herhangi iki grup olmak iizere

0 : BxA - A

(2.17)
(b,a) +» ©O(b,a)=b-a=a

fonksiyonu B grubunun A grubu iizerine bir etkimesini tanimlar. Bu etkime 6zel olarak

agikar etkime olarak adlandirilir.
Onerme 2.39. A ile B birer grup ve

O : BXxA - A

(2.18)
(b,a) +» O(b,a)=b-a

12



fonksiyonu B grubunun A grubu iizerine bir etkimesi olsun. Bu durumda

e*tb) : A - A

(2.19)
a +» 6 b)(a)=b-a
otomorfizmi ile tanimlanan
6* . B - Aut(4)
(2.20)
b » 6%(b)
dontisiimii bir grup homomorfizmidir.
A ile B birer grup ve
6 : BxXxA - A
(2.21)

(b,a) +» ©O(b,a)=b-a

fonksiyonu B grubunun A grubu iizerine bir etkimesi olsun. Bu durumda A X B

kartezyen ¢arpim kiimesi

(AXB)x(AxB) - AXB

(2.22)
((a,b),(a,by)) +~ (ab)+(ay,b)=(a+b-a;,b+b)

islemi ile birlikte bir grup yapisina sahiptir. Bu gruba A ve B gruplarinin yari-direkt

carpim grubu denir ve A X B ile gosterilir.
2.3 Caprazlanms Modiiller Hakkinda Temel Kavram ve Sonuglar

Caprazlanmis modiil kavramy, ilk olarak J. H. C. Whitehead tarafindan 1946 ve 1949
tarthli makalelerinde bi¢imsel olarak tanmitilmistir. Bu fikirler, Brown, Higgins ve
Sivera'nin temel ¢alismalariyla daha da gelistirilmis ve aciklanmistir. Caprazlanmis
modiiller, esas olarak cebirsel topolojiden, 6zellikle de homotopi teorisinden, yiiksek
boyutlu topolojik uzaylar1 cebirsel olarak modellemek amaciyla ortaya ¢ikmustir.
Siklikla "2-boyutlu gruplar" olarak tanimlanirlar, ¢iinkii temel gruptan (1-boyutlu)
daha fazla bilgi yakalarlar ancak tam yiiksek boyutlu cebirsel yapilardan daha

basittirler.
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Caprazlanmis modiiliin tanimi1 ve 6zel kosullari, goriiniiste farkli kavramlari bir araya
getirme ve genellestirme arzusundan kaynaklanan derin bir matematiksel soyutlamay1
temsil eder. Bu yapi, sadece yeni bir soyutlama olmakla kalmaz, ayn1 zamanda normal
alt gruplar ve modiiller gibi tamidik cebirsel nesnelerin ve homotopi gruplar1 gibi
topolojik fenomenlerin "yiiksek boyutlu" yonlerini yakalayan bir ¢erceve sunar. Bu
birlestirme, farkli alanlardaki karmasik matematiksel oOriintiilerin daha tutarli bir
sekilde anlasilmasini saglar. Ornegin, ¢aprazlanmis modiillerin normal alt gruplar1 ve
modiilleri genellestirdigi vurgusu ve "2-boyutlu gruplar” olarak nitelendirilmesi,
belirli "yliksek boyutlu" 6zelliklerin iki "daha diisitk boyutlu" cebirsel arasindaki
yapilandirilmis bir etkilesimle yakalanabilecegini gosteren basarili bir ¢abay1 igaret
eder. Caprazlanmis modiiller, klasik grup teorisindeki normal alt gruplar, ig
otomorfizmler ve modiiller gibi goriiniiste farkli kavramlar1 tek bir tutarli ¢ergeve

altinda birlestiren giiclii bir genelleme saglar.

Peiffer 6zdesligi ve esdegiskenlik kosulunun belirli bigcimleri keyfi aksiyomlar
degildir; daha ziyade, belirli geometrik veya kategorik yapilari modellemeye
calisirken ortaya ¢ikan gerekli sonuglardir. Bu kosullar, ¢aprazlanmis modiiliin i¢
tutarliligint ve grup sunumlarindaki "iligkiler arasindaki 6zdeslikler" veya topolojik
uzaylardaki homotopi gruplari arasindaki etkilesim gibi fenomenleri dogru bir sekilde
temsil etme yetenegini saglar. Topolojik baglamlarda, bu kosullar, cebirsel modelin
(caprazlanmis modiiliin) egrilerin ve homotopilerin geometrik 6zelliklerini dogru bir
sekilde yansitmasini saglar; burada Peiffer 6zdesligi, yiiksek boyutlu yap1 i¢indeki

belirli bir "sifir-homotopi" veya "komutator" iligkisine karsilik gelir.

Bu alt boliimde caprazlanmis modiillerin tanimi, temel 6zellikleri ve bazi 6nemli

sonugclar ele alinacaktir.

Tamim 2.40. Gruplar iizerinde tanimlanan bir ¢aprazlanmis modiil X = (4, B, a, 0)

asagidaki bilesenlerden olusan bir sistemdir:

e A ve B birer grup;
e «a:A — B bir grup homomorfizmi ve
e 0:BXxA—- A, (bya)- 08(b,a) =b-a fonksiyonu B grubunun A grubu

lizerine bir etkimesi
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olmak {izere bu sistem

i) Esdegiskenlik: hera € Aveb € Bigina(b-a) =b + a(a) — b ve

i)  Peiffer Ozdesligi: her a,a; € Ai¢ina(a) -a; = a+a, —a;
sartlarini saglamaktadir.

Ornek 2.41. A bir grup ve N 2 A olmak iizere i: N — A, n = i(n) = n seklinde
tanimlanan i igine doniisiimii ve A grubunun N normal alt grubu iizerine konjiigasyon
etkimesi (hera € Aven € N igin a - n = a + n — a seklinde tanimlanan etkime) ile

birlikte X = (A4, N, i, 8) dortiiliisti bir ¢aprazlanmis modiil yapisina sahiptir.

Ornek 2.42. A bir grup olmak iizere her a € A elemanmi @ :A = A, x = @ (x) =
a+x —a seklinde tanmimlanan otomorfizme esleyen ¢:A4 — Aut(4) grup
homomorfizmi ile birlikte Aut(A4) grubunun A grubu tizerine 8(f,a) = f - a = f(a)
seklinde tamimli etkimesi ile birlikte X = (4, Aut(A), @, 0) dortiilisi bir
caprazlanmis modiildiir. Bu ¢aprazlanmis modiile otomorfizm c¢aprazlanmig modiilii

denir.

Ornek 2.43. P bir grup ve M, bir P —modiil olsun. M grubundan P grubuna
tanimlanan asikar homomorfizm §: M = P (M grubunun tiim elemanlarini P grubunun
birim elemanina esleyen doniisiim) X = (M, P, §, 8) seklinde bir ¢aprazlanmis modiil

olusturur. Burada 6, P grubunun M iizerinde verilen P —modiil etkimesidir.

Bu 6rnek, grup halkalar1 lizerindeki modiiller kategorisinin ¢aprazlanmis modiiller
kategorisine gomiildiigiinii gosterir. Bu, modiillerin, smir doéiiniisiimiiniin asikar
doniistim oldugu ve Peiffer 6zdesliginin modiilin degismeli dogasi1 nedeniyle
saglandig1 caprazlanmis modiillerin 6zel, "dejenere" bir durumu oldugu anlamina

gelir.

Ornek 2.44. X bir topolojik uzay, A € X ve x, € A olmak iizere noktal bir (X, 4, x,)
topolojik uzay cifti i¢in, ikinci goreceli homotopi grubundan temel gruba olan
homotopi simnir doniisimii 9: 1, (X, 4, xy) = (4, x,) bir ¢aprazlanmig modiil

olusturur.
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Bu ornek, cebirsel topolojide bir kose tasi Ornegidir. Noktali topolojik uzay
ciftlerinden caprazlanmig modiillere giden bu doniisiim, genellestirilmis bir Van
Kampen teoremini saglar ve bu degismeli olmayan goreceli homotopi gruplarinin
hesaplanmasina olanak tanir. Caprazlanmis modiiller, bu baglamda, bir uzayin "2-
tipini" yakalamak i¢in ¢ok dnemlidir; bu, temel grubunu ve ikinci homotopi grubunu,
aralarindaki etkimelerle birlikte igerir. Bu, 2-boyutlu homotopi bilgisi i¢in giiglii bir
cebirsel model saglar. Bu 6rnek, Whitehead'in ¢aprazlanmis modiiller i¢in orijinal
motivasyonuna dogrudan deginir. Cebirsel yapinin, bir alt uzay dikkate alindiginda,
bir topolojik uzaydaki egriler (1-boyutlu) ve yiizeyler (2-boyutlu) arasindaki etkilesimi
nasil hassas bir sekilde kodladigin1 gosterir. Serbest ¢caprazlanmis modiil kavrami da

burada ortaya ¢ikar.

Ornek 2.45. {0} teke elemanli bir grubu temsil etmek iizere 0 = ({0}, {0},1,1) bir
caprazlanmig modiill yapisi olusturur. Burada 1 doniigsiimleri asikar grup

homomorfizmleridir. Bu ¢aprazlanmis modiile sifir ¢aprazlanmis modiilii denir.

Tanmm 2.46. X = (A4,B,a,0) ve X' = (A',B’,a’, 8") birer ¢aprazlanmis modiil olsun.

fa: A —» A’ ve fg: B - B’ birer grup homomorfizmi olmak iizere eger

) fea=a'fy;
ii) hera€Aveb € Biginf, (6(b,a)) =0 (fz(b),f1(a))

sartlar1 saglamiyorsa f = (fy, fg) ikilisine X' den X' ne bir ¢aprazlanmis modiil
morfizmi denir (bakiniz Sekil 2.2).

Sekil 2.2. Caprazlanmis modiil morfizmi diyagrama.

Co tiim caprazlanmis modiillerin sinifi, C; tiim ¢aprazlanmis modiil morfizmlerinin
sinifi olmak iizere m caprazlanmis modiil morfizmlerinin bileske islemi ve her X =

(A,B,a,0) caprazlanmis modiilii i¢in i(X) = 15 = (14,15) birim caprazlanmis

16



modiil morfizmi olarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye

caprazlanmis modiillerin kategorisi denir ve bu kategori XMod (Gp) ile gosterilir.

Bir  f=(fsf5):X=(4AB,a0)->X =(AB,a,0") ¢aprazlanmis modiil
morfizmi igin X = X' ise bu f = (f}, fz) doniisiimiine X ¢aprazlanmis modiiliiniin
bir endomorfizmi denir. X gaprazlanmis modiiliiniin tiim endomorfizmlerinin kiimesi
End(X) ile gosterilir. Diger taraftan, eger f, ve fz grup homomorfizmlerinin her ikisi
de birer grup epimorfizmi (6rten) ise bu f = (f,, fz) doniisimiine bir ¢aprazlanmig
modiil epimorfizmi; eger her ikisi de birer grup izomorfizmi (birebir ve orten) ise f =
(fa, f5) doniisiimiine bir ¢aprazlanmis modiil izomorfizmi denir. Ozel olarak, bir X
caprazlanmis modiiliinden kendisine tanimli izomorfizmlere c¢aprazlanmis modiil

otomorfizmi denir ve tiim otomorfizmlerinin kiimesi Aut(X) ile gosterilir.

Tamm 2.47. X = (A,B,a,0) ve H = (C,D,y,y) birer ¢aprazlanmis modiil olmak

luzere

) C<AveD <B,
i) vy, a morfizminin C grubuna kisitlamasidir ve

iii) v, 6 fonksiyonunun D X C iizerine kisitlamasidir

sartlar1 saglamyorsa H = (C,D,y,¥) ¢aprazlanmis modiiline X = (4,B,a,8)
¢aprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis modiilii denir ve bu durum H < C ile

gosterilir.

Ornek 2.48. f = (fu, f3): X = (A,B,a,0) > X' = (A',B’,a’,0") bir caprazlanmis
modil morfizmi olmak iizere H =Imf = (Imf,,Im fz,y,) bir caprazlanmis

modil olup H = Im f < X' dir.

Onerme 2.49. X = (A,B,a,0) ve /£ = (C,D,y, ) birer ¢aprazlanmis modiil olmak
tizere H < C dir ancak ve ancak i = (ic, ip):H — X bir ¢aprazlanmis modiil

morfizmidir.

Tanim 2.50. X = (4,B,a,0) ve N = (S, T, 0,¢) birer ¢aprazlanmis modiil ve V' <
X olsun. Eger,

i) T<2B;
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ii) herbeBveseSiginf(b,s)=b-s€ESve
iii) herteTvea€Ai¢inf(t,a)—a=t-a—a€sS

sartlar1 saglamiyorsa N = (S,T,0,9) c¢aprazlanmis modiline X = (4,B,«a,6)
¢aprazlanmis modiiliiniin bir normal alt ¢aprazlanmis modiilii veya kisaca bir ideali

denir ve bu durum V' 2 X ile gosterilir.

Ornek 2.51. f =(f4,f3): X =(4,B,a,0) > X' = (A',B',a’,0") bir caprazlanmis
modiil morfizmi olmak tizere V' = Ker f = (Ker f;,ker fg,y,) bir gaprazlanmis

modiil olup V' = ker f 2 X' dur.

Gruplar i¢in tanimlanan komiitator alt grup kavrami ¢aprazlanmis modiillere Norrie
tarafindan aktarilmistir. Asagida Salemkar vd. tarafindan verilen tanimin

hatirlatilmistir.

Tanmmm 2.52. X = (4, B, a,0) bir ¢aprazlanmis modiil olsun, V' = (S,H, a,0) ve

M = (U,N,a,0) bu X gaprazlanmis modiiliiniin iki ideali olsun. Bu durumda

e [N,S]=(n-s—s|s€eS,neN),
e [HU] =(h-u—ulheHu€eU),
e [HLN] =(h+n—h—nlheHmneN)

olmak tizere ([N,S]+ [H,U],[H,N],a,0) bir c¢aprazlanmis modiildir. Bu
caprazlanmis modiile V' ve M tarafindan {iretilen komditator alt ¢caprazlanmis modiil

denir ve bu alt ¢aprazlanmis modiil [V, M] ile gosterilir.
2.4 Cat'—Gruplar Hakkinda Temel Kavram ve Sonuglar

Loday (1982), cat'—gruplar1 homotopi tiplerinin alternatif bir modeli olarak
tanimlamistir. 1982 tarihli "Spaces with finitely many nontrivial homotopy groups"
adli makalesi, n —kiip uzaylarinin temel n —cat—grup kavramini tanitmistir. Ronnie
Brown, bu n —cat—gruplarin, homotopi gruplar1 n + 1 boyutunun tizerinde kaybolan
baglantili uzaylarin zayif noktali homotopi tipini modelledigini belirtmistir.
Cat!—grup terimi, gruplar kategorisindeki bir i¢ kategoriye atifta bulunmanin &z1ii bir
yoludur. Bir cat'—grubun tanimindaki "¢ekirdek komiitatér kosulu", i¢ kategori igin

yer degistirme kuralini belirler.
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Loday'mn cat'—gruplar1 tanitmasi, matematigin soyut, birlestirici kavramlar1 somut,
hesaplama agisindan izlenebilir formiilasyonlarla dengeleme ihtiyacim1 vurgular.
Cat'—gruplar, Grp'deki i¢ kategorilere esdegerdir. Tanimlar1 "tamamen grup teorik
terimlerle" yapilmistir ve "daha kategorik olarak ifade edilmis versiyondan genellikle
daha kolay kontrol edilebilir". Bu durum, Loday'in, mevcut bir kavrama kategorik
olarak esdeger olsa bile, grup teorisyenleri i¢in daha erisilebilir veya pratik bir
formiilasyon aradigim1  gosterir. Bu, ayn1 matematiksel nesnenin farkh
bigimsellestirmelerinin farkli amaglara hizmet edebilecegini gdsterir — biri teorik

zarafet ve genelleme i¢in, digeri pratik uygulama ve hesaplama.

Tamm 2.53. Bir A = (4, s, t) cat!—grubu; bir A grubu ve asagidaki sartlar1 saglayan

bu A grubunun s, t: A — A ile gosterilen iki endomorfizminden olusur:

) st=t,ts=sve

i) [kers, kert] = {0} dir.

Bu tanimda [Kker s, kert] ifadesi A grubunun kers ve kert alt gruplar tarafindan
tiretilen komiitator alt grubunu temsil etmektedir. Bu komiitatdr alt grubun sadece
birim elemandan olusan {0} asikar alt grubuna esit olmasi ise kers ve kert alt
gruplarinin elemanlarinin degismeli oldugu, yani her x € kers ve her y € kert i¢in
x +y =y + x oldugu, anlamina gelmektedir. Bununla birlikte; ss ve tt bileskelerini

hesaplamak istersek (i) sartindan

ss = s(ts)

= (st)s (2.23)
=ts
=s

ve ayrica

(2.24)

esitlikleri elde edilir.
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Ornek 2.54. Herhangi bir A grubu s = t = 1, birim grup homomorfizmi olmak iizere

A = (4,1,,1,) seklinde bir cat'—grup olarak diisiiniilebilir.

Ornek 2.55. Herhangi bir A grubu i¢in s = Am; ve t = Am, olarak segilirse A =
(A X A, Amry, Amr,) bir cat!—grup yapisina sahiptir. Burada A:4 - A X A, a & (a,a)
diyagonal donlisimii, my,m,:AX A > A sirasiyla birinci ve ikinci izdiisim

fonksiyonlarii temsil etmektedir.

Tamim 2.56. A = (4,s,t) ve A’ = (4',s',t") birer cat'—grup ve f: A - A’ bir grup
homomorfizmi olsun. Eger fs = s'f ve ft = t'f oluyorsa, diger bir ifadeyle Sekil

2.3’te verilen diyagram degismeli ise, bu f doniisiimiine bir cat!—grup morfizmi denir.

A’ i’; A"
tl

Sekil 2.3. Cat'—grup morfizmi diyagramu.
grup yag

C, tiim cat'—gruplarin smifi, C; tiim cat'—grup morfizmlerinin smifi olmak iizere m
grup homomorfizmlerinin bileske islemi ve her A cat!—grubu igin i(A) = 14 birim
grup homomorfizmi olarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye

cat!—gruplarin kategorisi denir ve bu kategori Cat! — (Gp) ile gdsterilir.

Loday, gruplar iizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiillerin kategorisi XMod(Gp)
ile cat'—gruplarn kategorisi Cat! — (Gp) arasinda dogal bir denklik oldugunu
gostermistir. Bu denkligin detaylarina diger boliimlerde ihtiyacimiz oldugundan bu

denklik ve ispatindan kisaca bahsedecegiz.

Teorem 2.57. Gruplar iizerinde tanimlanan c¢aprazlanmis modiillerin kategorisi
XMod(Gp) ile cat'—gruplarin kategorisi Cat! — (Gp) dogal olarak denktir (Loday,
1982).
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Ispat: Oncelikle bir F:XMod(Gp) — Cat! — (Gp) fanktoru tamimlayalim. X =
(A,B,a,0)ve X' = (A',B',a’,8") birer ¢aprazlanmis modiil ve f = (fy, fzg): X - X'

bir ¢aprazlanmig modiil morfizmi olsun. Bu durumda

s . AXB - AXB

(2.25)
(a,b) +~ s(a,b)=1(0,b)

ve

t . AXB —> AXB

(2.26)
(a,b) +» t(a,b) =(0,a(a)+b)

olmak iizere Fy(X) = A = (A X B, s,t) bir cat'—gruptur. Ayrica F;(f) = f4 X f3

bir cat'—grup morfizmidir.

Diger taraftan, bir G:Cat! — (Gp) » XMod(Gp) fanktoru tammlayalim. A =
(4,s,t) ve A" = (A, s',t") birer cat'—grup ve f:A — A’ bir cat!—grup morfizmi

olsun. Bu durumda

@ : Imsxkers — kers

(2.27)
(s(a),x) »  0(s(a),x) =s(a) -x=s(a)+x—s(a)

olmak tizere Gy(A) = (kers,lms,t| Ker s 9) bir caprazlanmis modiildiir. Ayrica

G,(f) = ( fikers: fiim S) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi olur.

Son olarak GF = 1xmod(ep) V€ FG = lcap1_(gp) Oldugunu gdrmek kolaydir. Boylece

ispat tamamlanir.
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3. CAT!-CAPRAZLANMIS MODULLER

Bu boéliimde, Loday (1982) tarafindan sunulan teknikler kullanilarak, ¢aprazlanmis
modiiller kategorisindeki cat*-objeleri karakterize ediyoruz. Bu objeler baglantili tiim

homotopi 3-tiplerini modellemektedir.

Tanmim 3.1. X = (4, B, a, 8) bir ¢aprazlanmis modiil ve kaynak (source) ile hedef
(target) olarak adlandirilan s := (s4,sg) ile t:=(ty, tg) caprazlanmis modiil

morfizmleri X ¢aprazlanmis modiiliiniin birer endomorfizmi olsun.
s,;t: X - X (3.1)
Eger,

1) st=t,ts =s;

ii) [kers = (kers,,kersg,a,0),kert = (kerty,kerts,a,0)] =0

sartlar1 saglamiyorsa (X, s, t) {icliisii bir cat'—caprazlanmis modiil olarak adlandirilir

(Sekil 3.1).

Burada 0 ifadesi sifir gaprazlanmis modiiliinii (0 = ({0}, {0}, 1,1)) temsil etmektedir.

sA
A:;A
ta
o (87
sB
B

Sekil 3.1. Cat'—caprazlanmis modiil diyagramu.
Onerme 3.2. X = (4, B, a, 0) bir ¢aprazlanmis modiil ve
Si=(Ss, Sg)t = (ty,tg): X - X (3.2)

caprazlanmigs modiil morfizmleri X ¢aprazlanmis modiiliiniin birer endomorfizmi

olsun. Bu durumda (X, s, t) iigliisii bir cat'—caprazlanmis modiildiir ancak ve ancak

1) Sptq = ty, Spty = tg, t4S4 = S4 Ve tpSp = Sp,
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i) hern € kertgz ves € kers,iginn-s =s,
iii) her h € kersgz veu € kert, igin h - u = u,
iv) [kersg,kertg] = {0}.

dir.

Not 3.3. Burada Onerme 3.2.’deki (i) sartinin aslinda Tanim 3.1°deki (i) sartina denk
oldugu kolaylikla gériilebilir. Ayrica, Onerme 3.2°deki (i) ve (iv) sartlarindan
(B, sg, tp) gcliisiiniin bir cat'—grup oldugu anlasilmaktadir. Son olarak, ker s ve ker t
alt gaprazlanmis modiilleri X ¢aprazlanmis modiiliiniin birer ideali olduklarindan, X
caprazlanmig modiiliiniin ker s ve ker t tarafindan iretilen komiitator alt caprazlanmis

modili

[kers,kert] = [(kers,,kersg,a,8), (kert,,kertg,a,0)]
= ([kertg,kers,] + [kersg,kert,], [kersg,kerts,a,0]) (3.3)
=0

olur ki Onerme 3.2°deki (ii)-(iv) sartlarindan bu komiitatdr alt c¢aprazlanmis

modiiliiniin sifir ¢aprazlanmis modiilii oldugunu goriiriiz.
Ornek 3.4. X = (A, B, a, 0) bir ¢aprazlanmis modiil olmak iizere

S = 1X = (1A' 1B>

3.4
t= 15 = 1y 1p) ¢4

birim ¢aprazlanmis modiil morfizmleri alinirsa (X, 1y, 15) bir cat'—caprazlanmis

modil yapisina sahiptir.

Ornek 3.5. A =(4,s,t) bir cat'—grup ve N = (N,sy, ty), A =(4,5s,t)
cat!—grubunun bir ideali olsun. Bu durumda (X = (N,A4,inc, conj),s,t) bir
cat!—caprazlanmis modiil olur. Ozel olarak; N = A almarak olusturulan (X =
(A,A,1,,conj),s, t) ve N = {0} alimarak olusturulan (X = ({0}, 4, 04, conj),s, t)

birer cat!—¢aprazlanmis modiildiir.

Ornek 3.6. X = (4, B, a, ) bir ¢aprazlanmis modiil olmak {izere A ve B gruplarinin

sirastyla  kendi  lizerlerine  konjligasyon  etkimelerinden elde  edilen
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AxA ve Bx B yar-direkt carpim gruplarinin birer cat'—grup yapisina sahip
olduklarini biliyoruz. Bu durumda (X = (AXA,BXB,a X a,0 X 6),s,t) bir

cat'—caprazlanmis modiil yapisina sahiptir.

Onerme 3.7. (X = (4, B, @, 0), s, t) iigliisii bir cat'—caprazlanmis modiil olmak iizere

(4, s4,t,) bir cat'—gruptur.

Ispat: Onerme 3.2°deki (i) sartindan dolayr sadece [kers,,kert,] = {0} oldugunu

gostermemiz yeterlidir. x € kers, ve z € Kert, olsun. Burada x € ker s, ve
S =(Sy,Sp),: X > X (3.5)
bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugundan

0 =54(x)
= a(s4(0) (3.6)
= SB(a(x))

olup boylece a(x) € ker sz oldugu goriiliir. Ayrica z € ker t, oldugundan

ty(—x+z+x) =t,(—x) + t,(2) + t,(x)
= ta(—x) + t4(x) (3.7)
=0

esitligi elde edilir ki bu da —x + z + x € kert, anlamma gelir. Bdylece Onerme

3.2’deki (ii1) sartindan
ax) - (—x+z+x)=—x+z+x (3.8)

elde edilir. Ayrica X = (4,B,a,0) bir ¢aprazlanmis modiil oldugundan Peiffer

ozdesliginden

alx) - (—x+z+x)=x+(—x+z+x)—x (39)

=Z

bulunur. Esitlik (3.8) ve (3.9) dan —x + z+ x = z, yani x + z = z + x olup bu ise

[kers,,kert,] = {0} oldugu anlamina gelir. Boylece ispat tamamlanir.
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Onerme 3.8. (X = (4, B, a, 0), s, t) iigliisii bir cat'—¢aprazlanmis modiil olmak iizere
a: (A; SArtA) - (B,SB,tB) (310)
bir cat'—grup morfizmidir.

Ispat: Bunun igin sga = as, ve tga = atg oldugunun gosterilmesi gerekmektedir.

Fakat
Si=(sa, Spht = (tytg): X - X (3.11)

birer caprazlanmis modiil morfizmi oldugundan bu esitliklerin dogrulugu saglanmis

olur. Bu ise ispati tamamlar.

Tanom 3.9. (X =(4,B,a,0),s,t) ve X'=(4, B, a',60'),s',t") birer
cat!—caprazlanmis modiil olmak iizere bir f = (f4, f5): (X,s,t) = (X', s',t")
cat'—caprazlanmis modiil morfizmi asagidaki sartlar1 saglayan f,: A > A’ ve fz: B —

B' grup homomorfizmlerinden olusur:

1) (fa, fg): X = X' bir ¢aprazlanmis modiil morfizmidir ve
i) fa: (A 84,t0) > (A, 545, t4,) VE f5: (B, sg, tg) = (B, sg,, tg,) birer cat!—grup
morfizmidir.

(.fA':fB) (fA?.fB)

X’iiixl
tl

Sekil 3.2. Cat!—caprazlanmis modiil morfizmi diyagramu.

Sekil 3.2°den de goriilecegi gibi, bir cat'—caprazlanmis modiil morfizmi, bir araya
geldiginde bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi olan iki cat'—grup morfizminden olusur.
Diger bir ifadeyle her bir bileseni birer cat'—grup morfizminden olusan bir

caprazlanmis modiil morfizmidir diyebiliriz.
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Co, tim cat'—caprazlanmis modiillerin sinifi, C; tiim cat'—caprazlanmis modiil
morfizmlerinin sinifi olmak iizere m caprazlanmis modiill morfizmlerinin bileske
islemi ve her (X = (4,B,a,0),s,t) cat'—caprazlanmis modiilii igin i((JC ,S, t)) =
1, ¢aprazlanmis modiil morfizmi olarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu
kategoriye cat'—caprazlanmis modiillerin kategorisi denir ve bu kategori Cat® —

(XMod(Gp)) ile veya kisaca Cat! — XMod gosterilir.
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4. KATEGORI DENKLIiKLERI

Bu béliimde, iiciincii bolimde yani tanimlanmis olan cat!—caprazlanmis modiil

cebirsel yapisinin kategorik olarak hangi cebirsel yapilara denk oldugu gosterilecektir.

4.1 Caprazlanmis Kareler

Bu kisimda, Guin-Waléry ve Loday (1981) tarafindan tanimlanan ¢aprazlanmis kare

yapisini, ilgili morfizm kavramini ve bazi 6rnekleri hatirlatacagiz.

Tamm 4.1. Gruplar {izerinde tanimlanan bir ¢aprazlanmis kare Sekil 4.1°de degismeli
diyagrami verilenve A:L - M, A":L - N, u:M — P ve v: N — P olarak adlandirilan
dort grup homomorfizmi, P grubunun kendi iizerine konjligasyon etkimesi olmak
tizere L, M ve N gruplari tizerine keyfi etkimeleri ve bir h: M X N — L fonksiyonundan
olusur. Bunlar her €L, mym' € M, n,n" € N ve p € P igin asagidaki sartlari

saglamak zorundadir:

i) LL->M, A:L—-> N, u:M - P ve v:N — P birer gaprazlanmis modiildiir,
ud = v’ ve A ile A’ doniistimleri P —ekuivaryant, yani A(p - 1) = p - A(1) ve
AMp-)=p-2)dir.

i) A(h(m, n)) =m+n-(—m), A’(h(m, n)) =m-n-—n,

i) hAD,n) =l+n- (=D, A(mAD))=m-1-1,
iv) h(m+m',n) =m-h(m',n) + h(m,n),
h(m,n+n') = h(m,n) + n- h(m,n’) ve

V) h(p-m,p-n) =p-h(m,n).

L—2 - M
A p
N P

Sekil 4.1. Caprazlanmig kare diyagrama.

Ornek 4.2. P herhangi bir grup ve M ile N bu P grubunun herhangi iki normal altgrubu

olsunlar. Bu durumda Sekil 4.2°de verilen diyagram
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h : M XN - MnNnN
4.2)

(m,n) » h(mn)=[mn]l=m+n—-m-—n

fonksiyonu ile birlikte bir ¢aprazlanmis kare yapisina sahiptir. Burada P grubunun

digerleri iizerine etkimesi de konjiigasyon etkimesidir.

MAN— _pp

inc inc

N P

inc
Sekil 4.1. icerme ¢aprazlanmis karesi.

Ornek 4.3. X bir topolojik uzay ve 4, B c X olsun. Burada (X; A, B) isaretli topolojik

uzay Ugliisii icin Sekil 4.3’de verilen sinir doniisiimlerinin olusturdugu kare
h:m,(A,ANB) xm,(B,ANB) - n3(X;A,B) 4.2)

Whitehead triad ¢arpimi ile birlikte bir ¢aprazlanmis kare yapisina sahiptir. Bu
caprazlanmis kare Whitehead caprazlanmis karesi veya temel caprazlanmis kare

olarak adlandirilir.

73(X; A, B) —2— (A, AN B)
A I

72(B, AN B)

w1 (AN B)

Sekil 4.3. Whitehead ¢aprazlanmis karesi.

Tanmm 4.4. X, = (L,M,N,P) ve X; = (L',M',N’, P") birer ¢aprazlanmis kare olmak
tizere @ :L - L, @:L—>L, ¢,:L > L ve ¢@,:L— L birer grup homomorfizmi
olsunlar. Eger bu grup homomorfizmleri ile olusturulan kiipiin (Sekil 4.4) her yiizeyi
degismeli, yani A9, = ¢y, A0, = onA', vV oy = @pv Ve u oy = @pu, ve bugrup
homomorfizmleri ile h ve h' fonksiyonlar1 arasinda uyumluluk varsa, yani her m € M

ve neN icin ¢ (h(mn))=h(pu(m),py(®)) esitligi saglaniyorsa bu
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(oL, M, On, @p) dortliisiine X, ¢aprazlanmis karesinden X, ¢aprazlanmig karesine bir

caprazlanmis kare morfizmi denir.

A i
i e l”l
By b 1A
A VPLPP ................... >P’
N———N""

Sekil 4.4 Caprazlanmis kare morfizmi diyagrami.

C, tim ¢aprazlanmis karelerin sinifi, C; tiim ¢aprazlanmis kare morfizmlerinin smifi
olmak iizere m c¢aprazlanmis kare morfizmlerinin bileske islemi ve her X, =
(L,M,N,P) caprazlanmis karesi icin i(Xp) = 1y, = (1, 1y,1y,1p) birim
caprazlanmis kare morfizmi olarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu
kategoriye caprazlanmis karelerin kategorisi denir ve bu kategori X,Mod(Gp) ile

veya kisaca X,Mod gosterilir.

Teorem 4.5. Gruplar iizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis karelerin kategorisi X,Mod

ile cat'—caprazlanmis modiillerin kategorisi Cat! — XMod dogal olarak denktir.

ispat: Oncelikle X, = (L,M,N,P) ve X, = (L',M',N’, P") ¢aprazlanmis karelerini
ve bir (@, O, On, Pp): Xy = X, caprazlanmig kare morfizmi alalim. Buradan 4 =
LXN,B=MxP, her(l,n) € Aigins,(l,n) = (0,n), t,([,n) = (0,A'(l) + n), her
(m,p) € B igin sg(m,p) = (0,p), tzg(m,p) =(0,u(m)+p), a=Axv ve B
grubunun A grubu tizerine 8 etkimesi

BXxA - A

(4.3)
((mp),(Ln) » @mp)-Un)=0m-(@-D+h(mp-n),p-n)

olarak  tanimlanirsa (X = (4,B,,0),s = (sy,sg),t = (t,,tg)) TUclisi bir
cat!—caprazlanmis modiil olur. Oncelikle X = (4,B,a,0) dortliisiiniin  bir

caprazlanmis modiil oldugunu gosterelim:

i) her (I,n) € Ave her (m,p) € B igin
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a((m,p)- (,n)) = Axv)((mp) - (L,n)
=UAxv)m-(p-D)+h(mp-n),p-n)

= (A(m- @O +h(m,p ), v(p )

= (A(m- @ - D) + A(h(m,p - m),v(p ) 4.4
=(m+Ap-D—-m+m+ (p-n)-(-m),v(p-n))
=(m+p- 20+ @ -n)-(-m),v(p-n))

= (m,p) + A xv)(,n) — (m,p)

= (m,p) + a(l,n) — (m,p)

i) her (I,n), (I, n,) € 4 icin

a((L,n) - Uy,n) = Axv)((Ln) - (Uy,ny)
= (AD,v()) - (1, ny)
= A1) - (v(n) - L) + h(AD),v(n) - ny),v(n) - ny)
=@ -(n-L)+1+ @0 -ng) - (=D, v(n) - ny) (4.5)
=(l+Mm-L)-l+1+ @) n) - (=D,v(n) - -ny)
=+ M- -L)+ M) ny) - (=D,v(n) ny)
=({n) + Uyn) — (L)

oldugundan (4, B, @, 8) bir ¢aprazlanmis modiildir. Simdi s = (s, Sg), t = (t4, tp)
doniisiimlerinin birer ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugunu gdsterelim. Once s =

(sS4, Sg) doniisimiiniin bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugunu gosterelim:
i) her (l,n) € Aigin

sB(a(l, n)) = SB((/l X v)(l, n))
= sg(2(D),v(n)) (4.6)
= (O,V(n))

ve diger taraftan
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a(sA(l, n)) =(Ax v)(sA(l, n))
= (A xv)(0,n) 4.7)

= (O,V(n))

oldugundan sz = as, dir.

ii) her (I,n) € Ave her (m,p) € B igin

sa((m,p) - (L,n)) = s4(m-(p- D) + h(m,p - n),p-n)
= (in : n)

(4.8)

ve diger taraftan

SB(mi p) ' SA(l' n) = (0, p) ' (O' n)

4.9

bulunur. Boylece (s4, sg) doniistimii bir gaprazlanmis modiil morfizmidir.

Simdi t = (t,,tg) doniisimiiniin bir ¢aprazlanmis modil morfizmi oldugunu

gosterelim:
i) her(l,n) € Aigin

tB(a(l, n)) = tB((A X v)(l, n))
= tp(2(D,v(n)) (4.10)
= (0,(2()) +v(n))

ve diger taraftan

a(tA(l, n)) =(Ax v)(tA(l, n))
= A xv)(0,2) +n)

= (O,V(l'(l) + n))
= (0,v(¥ ) +v(m)

(4.11)

oldugu bulunur. Buradan uA = vA' oldugundan tza = at, oldugu goriiliir.
i) her (I,n) € A ve her (m,p) € B igin
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ta((m,p) - (Ln)) = ta(m- (p - V) + h(m,p - n),p - n)
=(0,A(m-(-D+h(mp-n))+p-n)
= (O,A’(m (p- l)) +l’(h(m,p . n)) +p- n)
= (O,A’(m “(p- l)) +l’(h(m,p . n)) +p- n)
=0, (m-(-D)+m-(P-n)—p-n+p-n)
=(02(m-(-D)+m-(-m)

(4.12)

ve diger taraftan & = (u(m) + p) - (A’(1) + n) dersek

tg(m,p) - ta(l,n) = (0,u(m) +p) - (0,2°(D) + n)
= (0+h(0,%),$)

= (0,%) (4.13)
4 (O,u(m) (P M) +pum)- (- "))

=(02(m-@-D)+m-@-n)
bulunur. Boylece (t,, tg) doniisiimii de bir ¢aprazlanmis modiil morfizmidir.

Simdi Tanim 3.1’de verilen cat'—caprazlanmis modiil sartlarinin saglandigin

gostermeliyiz.

1) Suty = ty, Sptg = tg, t4S4 = Sy Ve tgsg = Sp oldugu kolaylikla goriilebilir.

i) her (m,p) € kertg ve (I,n) € kers, i¢in u(m) = —p ve n = 0 olup

(m,p)-(Ln)=(m-(p-D)+h(mp-0),p-0)
= (u(m) - (p- 1)+ h(m,0),0)
=((-p)-(p-D+0,0)
=((-p+p)-1,0) (4.14)
=(0-1,0)
=(1,0)
=(n)

dir.

iii) her (m,p) € kersg ve (I,n) € kert, igcinp = 0 ve A'(l) = —n olup
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(mp)-n)=@m-0-1)+h(m,0:-n),0-n)
= (m-l+h(m A (-D),n)
=(m-l+m-(-D+1n)

=(m-(I+(=D)+1Ln) (4.15)
=(m-0+1n)

=(0+1Ln)

=(n)

dir.
iv) her (m,p) € kKer sz ve her (m,,p,) € kKertg icinp = 0 ve u(m;) = —p; olup

(m,p) + (my, p1) — (m, p) = (M, 0) + (my, p1) — (m, 0)
= (m+my,p1) + (—m,0)
=(m+my +p; - (—=m),p1)
= (m+my + pu(=my) - (-=m),p,)
=(m+my +(=my) + (-m) + my,p1)

(4.16)

= (my,p1)
oldugundan [Ker sg, kertg] = {0} bulunur.

Sonug olarak (X, s, t) iigliisiiniin bir cat!—c¢aprazlanmis modiil oldugu gériiliir. Benzer
sekilde X, =(L',M',N',P")  g¢aprazlanmis  Kkaresinden de (X', s',t")
cat!—caprazlanmis modiilii elde edilir. Ayrica, bu durumda, (@, Pu, P, Pp): Xy =
X, caprazlanmis kare morfizminden elde edilen (@, X @y, @y X @p): (X,s,t) >
(X', s’,t") déniisiimii bir cat!—caprazlanmis modiil morfizmidir. Boylelikle, X,Mod
Gruplar iizerinde tanimlanan caprazlanmis karelerin kategorisinden Cat! — XMod

cat!—caprazlanmis modiillerin kategorisine bir F fanktoru tanimlamis olduk.

Tersine olarak (X =(4,B,a,0),s,t) ve (X'=(4, B, a',6"),s',t") birer
cat!—caprazlanmis modiil ve f = (fa, f5): (X,s,t) = (X',s',t") bir
cat!—caprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda L = kers,, M = kersg, N =
Ims,, P =1Imsg, 1 = &|xers,» A = tajkersyr B = tp|kersg: V = A|ims, V€ herm €

M veneé€N igin : M X N - L, (m,n) » h(m,n) = m-n —n olmak tizere X, =
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(L,M, N, P) bir gaprazlanmis karedir. Gergekten; burada P grubunun L, M ve N

gruplart lizerine etkimeleri sirasiyla

PxL - L

(4.17)
D) = p-l=06(p0
PXM > M

(4.18)
(pm) » p-m=p+m-p
PXN - M

(4.19)

(pn) +©» p-n=0(p,n)

seklinde tanimlanir. Simdi, Oncelikle, h: M X N — L doniislimiiniin iyi tanimh
oldugunu gosterelim. Her m € M ve n € N i¢in sg(m) = 0 olur ve s4(a) = n olacak

sekilde bir a € A vardir. Buradan

SA(m -su(a) — SA(a)) = SA(m : SA(a)) — 5454(a)

= sp(m) - sys4(a) — s454(a)

=0-s,(a) —sy4(a) (4.20)
= s4(a) — sa(a)
=0

olup m-n—n €L oldugu gorilir. Yani h donisimi iyi tanimhidir. Simdi

caprazlanmis kare sartlarinin ((1)-(v)) saglandigini gosterelim.

i) iL->M,A:L—- N,u:M — Pvev:N — P morfizmlerinin uygun etkimelerle
birlikte birer ¢aprazlanmis modiil oldugu acikca goriilmektedir. Gergekten,
(A,s4,t4) Ve (B,sg, tg) birer cat'—grup oldugundan Teorem 2.57 geregi
A:L - N ve u: M - P birer ¢aprazlanmis modiildiir. Ayrica, Ornek 2.48’den
v:N - P, Ornek 2.51°den A:L — M birer ¢aprazlanmis modiildiir. Bununla
birlikte uA = vA’ oldugu kolaylikla goriilmekledir. Bu sart igin, son olarak, her

p € Pveherl € Ligin
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Ap-D=alp-D
=p+tal)—p
=p-a()
=p-A)

(4.21)

ve p € P = Im sg oldugundan p = sz(b) olacak sekilde bir b € B vardir. O
halde

A(p-D =ty(sg(b)-1)
= tgsg(b) - ta(D
= sp(b) - ta(D)
=p- A0

(4.22)

olur. Yani, A ve A’ doéniisiimleri P —invaryanttir.

ii) herm € Mven € N i¢in n = s,(a) olacak sekilde bir a € A olup

Ah(m,n) = A(m-n —n)
=a(m-n—n)
=m+an) —m-—a(n) (4.23)
=m+a(n) - (—m)
=m+v(n)- (—m)

=m+n-(—m)
ve

Ah(m,n) = /1’(m -sy(a) — SA(a))
= ty(m - s4(a) — s4(a))
= t4(m - 54(@) — ta(52(0))
= tp(m) - ta(s4(a)) — s4(@) (4.24)
= p(m) - sa(a@) — sa(a)
=pu(m)-n—n

=m-n—n

bulunur.
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iii) hermeM,leLveneNicinm-l—1€N oldugundan m -l — [ = s,(a)

olacak sekilde bir a € A bulunur ki buradan

h(A(D),n) =A() - n—n
=alhn-n (4.25)
=l+n—-1l—-n

=l+n-(=0
ve

A(mAD))=m-20)-2)
=tg(m) - ta() — ta(D)
=t,(m-1-10)
= tA(SA(a))
= s4(a)

=m-l-1

(4.26)

bulunur.

iv) herm,m' € M ve hern,n’ € N igin

him+m' ,n)=m+m') - n—n
=m-(m'-n)—n
=m-(m'-n)-m-n+m-n—n (4.27)
=m-(m'-n—n)+(m-n—n)

=m-h(m',n) + h(m,n)

ve

h(imn+n)=m-(n+n)—(+n")
=m-n+m-n" —n'+n
=m-n—n+n+(m-n"—n")+n (4.28)
= h(m,n) + (n+ h(m,n") + n)
= h(m,n) + n - h(m,n)

bulunur.

v) Son olarak her p € P, herm € M ve hern € N i¢in
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h(p-mp-n) =h(p+m-—-p,p-n)
=@p+m-p)-(p-n)—p-n
=(p+m-p+p)-n—p-n
=p-(m-n)—p-n

=p-(m-n—-n)

(4.29)

=p-h(mn)
esitligi elde edilir.

Sonug olarak X, = (L, M, N, P) dortliisiiniin bir ¢aprazlanmis kare oldugu goriiliir.
Benzer sekilde (X' = (4',B',a’,0"),s’,t") cat!—caprazlanmis modiiliinden de X, =
(L',M',N', P") caprazlanmis karesi elde edilir. Ayrica, bu durumda, ¢, = fy|kers,»

©m = fBikersg PN = fajims, V&€ @p = fB|1m s, Olmak iizere f = (fy, f): (X, s,t) =
(X', s, t") cat!—caprazlanmis  modiil morfizminden elde  edilen
(©L, Op, ON> @p): Xy = X5 dOnlisiimii bir caprazlanmig kare morfizmidir. Boylelikle,
Cat! — XMod cat'—caprazlanmis modiillerin kategorisinden X,Mod Gruplar
tizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis karelerin kategorisine bir G fanktoru tanimlamig
olduk. Bu F ve G fanktorlar1 igin FG = 1¢,.1_xmea V€ GF = 1x,Mea 0ldugu kolaylikla

goriliir. Boylece ispat tamamlanir.
4.2. Cat>~Gruplar

Tanim 4.6. G bir grup ve i € {1,2} i¢in s;,t;: G = G dort grup endomorfizmi olmak

uzere eger
i) heri € {1,2}i¢in
sit; = t;, t;S; = Sj, (4.30)
il) i # j olacak sekildeki her i,j € {1,2} i¢in
SiSj = sjsi, tit; = tjt;, sitj = t;s;, (4.31)
iii) heri € {1,2} i¢in

[kers;,kert;] = {0} (4.32)
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sartlar1 saglaniyorsa (G, sy, t1, S, t;) beslisine bir cat?—grup denir (Loday, 1982).

=@

t1
to usz

G
Sekil 4.5. Cat’—grup diyagrami.

Sekil 4.5°den de goriilityor ki (G,sq,ty,5,,t,) cat’>—grubu aslinda ayn1 G grubu
lizerinde birbirinden bagimsiz fakat birbiriyle uyumlu (G,s;,t;) ve (G,s,,ty)

cat'—gruplarindan olusur.

(G,s1,t1,55,t5) Ve (G, sy, t], 55, t5) birer cat?—grup olmak iizere bir f: G — G’ grup
homomorfizmi her i € {1,2} i¢in fs; = s;f ve ft; = t;f sartlarim1 sagliyorsa bu f
doniisiimiine bir cat?—grup morfizmi denir. Kisaca belirtmek gerekirse bir cat?—grup
morfizmi cat?—grubu olusturan her bir cat'—grup igin bir cat'—grup morfizmidir. Ya
da baska bir ifadeyle f:G — G’ grup homomorfizminin bir cat?—grup morfizmi

olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart Sekil 4.6’da verilen diyagramin degismeli olmasidir.

Sekil 4.6. Cat?>—grup morfizmi diyagramu.

C, tiim cat?>—gruplarin smifi, C; tiim cat?—grup morfizmlerinin smifi olmak iizere m
cat’—grup morfizmlerinin (grup homomorfizmlerinin) bileske islemi ve her
(G, 51, t1, S, t3) cat?—grubu icin i((G, sy, t1, 52, 62)) = Lig.s,ty5,t,) = L birim grup
homomorfizmi olarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye

cat?’—gruplarin kategorisi denir ve bu kategori Cat? — Gp ile gosterilir.
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Teorem 4.7. Cat>—gruplarin kategorisi Cat? — Gp ile cat'—caprazlanmis modiillerin

kategorisi Cat! — XMod dogal olarak denktir.

Ispat: Oncelikle (G,sy,ty,5,,t,) ve (G',si,t}, sy, ty) cat?—gruplarini ve bir
f:(G,sq1,t1,85,t5) = (G',s1,t1,55,t5) cat?—grup morfizmi alalim. Burada, A =
kersl, B = Imsl, a = t1|Aa Sp = SZ|A1 tA = t2|A1 Sp = SZ|B ve tB = t2|B olarak

alinirsa

6 : BXA - A

(4.33)
(b,a) v+~ 6(Mbha)=b-a=b+a-—-0>

etkimesi ile birlikte Teorem 2.57°den X = (4, B, a, 8) bir ¢aprazlanmis modiil olur ve
bununla birlikte (X = (4,B,a,0),s = (s4,sg),t = (t4, tg)) bir cat’—caprazlanmas

modiil olur. Gergekten;

|) (G, S1, tli Sy, tz) blr Catz—grUp Oldugundan SAtA = tA’ SBtB = tB, tASA = Sy,
tgsg = sp oldugu agiktir.

i) (G,sy,ty,S; tp) bir cat?—grup oldugundan her n € ker tg Ve s € ker s, igin

n+s=s+n
n+s—n=s (4.34)

n-s=s,

iii) (G, sy,ty, 5, t;) bir cat?’—grup oldugundan her h € ker sg ve u € kert, igin

h+u=u+h
h+u—h=u (4.35)
h-u=u,

iv) (G, sy, ty,55,t,) bir cat?—grup oldugundan [ker s, ker tz] = {0} dir.

Benzer sekilde (G',si,t],s5,t,) cat’—grubundan (X' = (4,B’,a’,0'),s' =
(su,sp)t' =(t),tg))  cat'—caprazlanmis  modiili elde  edilir.  Ayrica
f:(G,sq,t1,85,t5) = (G',s5,t1, 55, t3) cat?—grup morfizminden £, = fikers, Ve fp =
fiims, Olmak iizere f := (fy, fg): (X,s,t) » (X',s',t") cat'—caprazlanmis modiil

morfizmi elde edilir. Bu sekilde bir F: Cat? — Gp — Cat! — XMod fanktoru elde
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etmis oluruz.

Diger taraftan (X = (4,B,a,0),s,t) ve (X'=(A4,B',a',0'),s',t") birer
cat!'—caprazlanmis  modiill ve  f = (fu, fp): (X, s,t) = (X',s',t") bir

cat!—caprazlanmis modiil morfizmi olsun. Bu durumda
G = (kersy; X Ims,) % (kersg x Imsg) (4.36)
olarak alinirsa

S G - G

4.37
(@0, B5y) = (©0x),0,) 430

ty G - G (4.38)
((a,%),(b,y) = ((0,ta(a)+x),(0,t(b) +¥)) '
Sy, G - G (4.39)
((@,x), (b)) = ((0,0),(by)) '
t, G - G
(4.40)

(@), B.3) = ((0,0),(a(@),a®)+ (b))

olmak iizere (G, sy, t,5,,t,) beslisi bir cat>-grup yapisina sahiptir. Benzer sekilde
(X'=(4,B",a',0),s',t") cat'—caprazlanmis modiiliinden (G’,sj,t],sy, t5) cat’-
grubu elde edilir. Ayrica f = (fy, fp): (X,s,t) » (X', s',t") cat'—caprazlanmus
modiil morfizminden bir  fixers, X fiims, X fikersy X fiimsz: G = G’ cat?-grup
morfizmi elde edilir. Bu sekilde bir G: Cat! — XMod — Cat? — Gp fanktoru elde

etmis oluruz.

Son olarak bu F ve G fanktorlari i¢in FG = 1¢,i1_ypeq V€ GF = 1g,2_g, dogal

denklikleri kolaylikla goriilebilir. Bu ise ispat1 tamamlar.
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4.3 Cift Grup—Grupoidler

Cift grup-grupoidler, Temel vd. (2020) tarafindan grup-grupoidlerin (gruplarin
kategorisindeki i¢ kategorilerin) kategorisindeki i¢ kategoriler olarak tanimlanmustir.

Simdi ¢ift grup-grupoidlerin detayli tanimini asagida verelim.

Tamim 4.8. Bir G = (S, H,V, P) ¢ift grup-grupoidi Sekil 4.7’deki diyagram degismeli
olacak sekilde birbiriyle uyumlu (S, H), (S,V), (H, P) ve (V, P) grup-grupoidlerinden
olusur.

g

S <~——h

H

d3 |ev| dv i Lal gt

dy
V—2v

dy’

P

Sekil 4.7. Cift grup-grupoid diyagrama.

Ornek 4.9. G = (G1,G,) bir grup-grupoid ise G = (G4, Gy, Gy, Gy) bir ¢ift grup-
grupoid yapisina sahiptir. Bu ¢ift grup-grupoid asikar ¢ift grup-grupoid olarak
adlandirilir. Buradaki yapisal doniistimler Sekil 4.8’deki diyagramda gosterilmistir.

1
—_—
Gy —1—G,

T 1 T
dg |6lag  dg|c6|ag

1
—_—

GO =1
—_—

1

Go

Sekil 4.8. Asikar ¢ift grup-grupoid diyagrami.

Ornek 4.10. (A,B,a,0) bir topolojik ¢aprazlanmis modiil olmak iizere
(A, B,a,0) = (n(Ax B),n(B),A > B,B) dortlisti bir ¢ift grup-grupoid yapisina
sahiptir (bakiniz Sekil 4.9).
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dgy

(A x B) =~ w(B)
. °
1
o le¥| 47 dil dy
g’
AxB eV B
dy

Sekil 4.9. Temel ¢ift grup-grupoid diyagrami.

G=(SHV,P)ve G = (S H', V', P") birer ¢ift grup-grupoid olmak iizere f;: S —
S, fanrH > H', f,;V > V' ve f,: P > P’ grup-homomorfizmleri verilsin. Eger Sekil
4.10°de verilen diyagram degismeli oluyorsa F = (fs, fr for fp) dortliistine G cift

grup-grupoidinden G’ ¢ift grup-grupoidine tanimli bir ¢ift grup-grupoid morfizmi

H In ,
e
\ % / \Ve4 /

Sekil 4.10. Cift grup-grupoid morfizmi diyagrama.

C, tim c¢ift grup-grupoidlerin sinifi, C; tiim ¢ift grup-grupoid morfizmlerinin sinifi
olmak tizere m ¢ift grup-grupoid morfizmlerinin bileske islemi ve her G = (S, H,V, P)
¢ift grup-grupoidi igin i(G) = 1 :== (15, 1y, 1y, 1p) birim ¢ift grup-grupoid morfizmi
olarak olusturulan sistem bir kategori olusturur. Bu kategoriye ¢ift grup-grupoidlerin

kategorisi denir ve bu kategori DbGpGd ile gosterilir.

Temel vd. (2020) cift grup-grupoidlerle ilgili asagidaki kategori denkligini elde

etmislerdir.

Teorem 4.11. Cift grup-grupoidlerin kategorisi DbGpGd ile gruplar iizerindeKi
caprazlanmis karelerin kategorisi X;Mod dogal olarak denktir (Temel vd., 2020).
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Teorem 4.5 ve Teorem 4.11’in bir sonucu olarak asagidaki teoremi elde ederiz.

Teorem 4.12. Cift grup-grupoidlerin kategorisi DbGpGd ile cat'—caprazlanmis

modiillerin kategorisi Cat! — XMod dogal olarak denktir.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Bu tezde, oncelikle, ¢aprazlanmis modiillerin tarihsel gelisimi ve literatiirdeki yeri
gbzden gecirilmis, bu yapinin homotopi teorisi, temsil teorisi, homoloji ve kohomoloji
kurami, cebirsel K-teorisi ve fonksiyonel analiz gibi farkli alanlarda oynadigi rol
ortaya konmustur. Caprazlanmis modiillerin, yalnizca soyut bir cebirsel yap1 degil,
ayni zamanda topolojik fenomenleri dogru bi¢imde yansitan bir model oldugu bir kez
daha vurgulanmistir. Bu baglamda, Whitehead’in dncii tanimindan baslayarak Brown,
Higgins ve Loday’in katkilariyla gelisen bu kuramsal ¢ercevenin dnemi bir kez daha

teyit edilmistir.

Tezde, temel hedef olarak, gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis modiiller kategorisinde
cat!—obje yapilart olusturulmus ve tammlanmustir. Bu cebirsel yapilar
cat!—caprazlanmis modiil olarak adlandirilmistir. Bu yeni nesneler cebirsel agidan
incelenmis, dzellikleri sistematik bir bicimde ortaya konmustur. Ozellikle, bu yapilarin
homotopi tiplerini temsil etmedeki basarisi, klasik ¢aprazlanmis modiil teorisinin bir
iist boyuta tasinmasi anlamina gelmektedir. Boylece, homotopik bilgiyi tasiyan

cebirsel modellerin daha esnek ve kapsayici bir hale gelmesi saglanmistir.

Son olarak cat'—¢aprazlanmis modiillerin kategorisi Cat! — XMod olusturulup bu
kategori ile gaprazlanmis karelerin kategorisi X,Mod, cat?—gruplarin kategorisi
Cat? — Gp ve cift grup-grupoidlerin kategorisi DbGpGd arasinda dogal kategoriksel
denklikler kurulmustur. Bu denklikler Sekil 5.1’deki ti¢genin i¢ kismindaki
denkliklerdir. Uggenin kenarlarmi olusturan denklikler ise literatiirdeki bilinen
denkliklerdir. Bu baglamda, bu dort cebirsel yapidan herhangi ikisinin birbirine
doniisebilirligi fonktoriyel bir gergevede adim adim gosterilmis ve bu doniisiimlerin
iki yonlii dogalligr ayrintili olarak ispatlanmistir. Bu denklikler, matematikte sikga
rastlanan kavramsal zenginlik ve yontem cesitliliginin bir Ornegidir. Zira aym
matematiksel gerceklik, farkli formalizm ve yapilarda kendisini gosterebilmekte, bu
da arastirmacilara yeni bakis agilar1 sunmaktadir. Bu sayede, bir alanda zor goriinen

bir problem, diger alanda daha kolay ¢6zlimlenebilir hale gelmektedir.
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Cat?-Gp

DbGpGd

IR

Sekil 5.1. Dogal kategori denklikleri diyagrama.

Tezde elde edilen bulgular, yalnizca teorik degil, ayn1 zamanda olas1 uygulamalar
agisindan da degerlidir. Ozellikle homotopi tiplerinin incelenmesi, topolojik uzaylarin
siiflandirilmasi ve yiiksek boyutlu cebirsel yapilarin modellenmesi gibi konularda bu
sonuglarin dogrudan etkisi bulunmaktadir. Ayrica, grup uzantilarinin siniflandirilmast,
temsil teorisi baglaminda gruplarin etkilerinin modellenmesi ve C*-cebirler lizerindeki
eylemlerin incelenmesi gibi farkli konularda da bu yapilarin kullanilabilecegi

Oongoriilmektedir.

Bununla birlikte, elde edilen sonuglarin matematigin daha genis alanlarina
yayilabilmesi igin ¢esitli arastirma Onerileri de sunulabilir. Oncelikle, cat'-
caprazlanmis modiillerin homolojik ve kohomolojik 06zelliklerinin derinlemesine
incelenmesi, bu yapilarin daha giiclii bir sekilde anlasiimasini saglayacaktir. Ozellikle,
grup homolojisi ve kohomolojisi ile olan iligkilerin arastirilmasi hem teorik hem de

uygulamali agidan zengin sonuglar verebilir.

Ikinci olarak, bu calismada elde edilen karakterizasyonlarin daha yiiksek boyutlara
genellestirilmesi miimkiindiir. Ornegin, cat>-gruplar ve bunlara karsilik gelen cat>-
caprazlanmig modiiller iizerine yapilacak caligmalar, homotopi 3-tiplerinin cebirsel
modellerinin daha iyi anlasilmasina katki saglayacaktir. Benzer sekilde, ¢ift grup-
grupoidler veya daha genel olarak n —grupoidler baglaminda ¢aprazlanmis modiillerin
rolli arastirilabilir. Bu tiir ¢alismalar, cebirsel topolojide yiiksek boyutlu yapilara

yonelik daha kapsamli bir teori gelistirilmesine katkida bulunacaktir.

Ucgiincii olarak, ¢aprazlanmis modiillerin ve Cat'-yapilarinin topolojik gruplar, Lie

gruplar1 ve C*-cebirler gibi daha zengin yapilara uygulanmasi dikkate deger bir
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arastirma yoniidiir. Ozellikle, topolojik grup eylemleri ve diferansiyel geometrik
yapilarla baglanti kurulmast hem cebirsel topoloji hem de geometrik analiz agisindan

yeni ufuklar agabilir.

Dordiincii olarak, bilgisayar cebiri baglaminda caprazlanmig modiiller ve Cat'-
gruplarin algoritmik yonleri arastirilabilir. Bu yapilarin hesaplamali yontemlerle
modellenmesi ve somut Ornekler iizerinden incelenmesi hem egitimsel hem de
arastirma acisindan yararli olacaktir. Ozellikle SageMath veya GAP gibi cebirsel
yazilimlarin bu baglamda kullanilmasi, teorinin daha genis kitlelerce erisilebilir hale

gelmesini saglayabilir.

Elde edilen dogal denklikler ise, yiikksek boyutlu homotopi teorisinin kategorik
temellerine katki sagladigi gibi, 2-boyutlu homolojik cebirsel yapilarla daha soyut
seviyelerde calismak isteyen arastirmacilar i¢in de giiclii bir ara¢ sunmaktadir. Ayrica,
bu tiir doniisiimler yoluyla daha karmasik yapilarin modellenmesi ve farkli kategorik
sistemler arasinda kopriiler kurulmasi miimkiin hale gelmektedir. Bu baglamda elde
edilen sonuglar, gelecekte daha tist diizey c¢aprazlanmis yapilarin (6rnegin
caprazlanmis kiipler, ¢aprazlanmis n —modiiller) incelenmesi i¢in de saglam bir temel

olusturacaktir.

46



KAYNAKLAR

Akiz, H. F., Alemdar, N., Mucuk, O. ve Sahan, T., 2013. Coverings of internal
groupoids and crossed modules in the category of groups with operations,
Georgian Mathematical Journal, 20, 2, 223-238.

Arvasi, Z. ve Ulualan, E., 2015. Homotopical aspects of commutative algebras I:
freeness conditions for crossed squares, Journal of Homotopy and Related
Structures, 10, 495-518.

Brown, R. ve Higgins, P. J., 1978. On the algebra of cubes, Journal of Pure and Applied
Algebra, 21, 233-260.

Brown, R. ve Higgins, P. J., 1981. On the connection between the second relative
homotopy groups of some related spaces, Proceedings of the London
Mathematical Society, 42, 1, 193-212.

Brown, R. ve Loday, J. L., 1987. Van Kampen theorems for diagrams of spaces,
Topology, 26, 3, 311-335.

Conduché, D., 1984. Modules Croisés Généralisés de Longueur 2, Journal of Pure and
Applied Algebra, 34, 155-178.

Eilenberg, S. ve MacLane, S., 1942. Group Extensions and Homology, Annals of
Mathematics, 43, 4, 757-831.

Eilenberg, S. ve MaclLane, S., 1945. General theory of natural equivalences,
Transactions of the American Mathematical Society, 58, 231-294.

Ellis, G.J., 1995. Crossed squares and combinatorial homotopy, Mathematica
Gottingensis, Schriftenreine des SFB Geometrie und Analysis, Heft 26,
Gottingen.

Exel, R., 1997. Amenability for Fell bundles, Journal fiir die reine und angewandte
Mathematik, 492, 41-73.

Guin-Waléry, D. ve Loday, J. L., 1981. Obstruction a 1’Excision en K-Theorie
Algebrique, In: Friedlander, E.M., Stein, M.R. (eds) Algebraic K-Theory
Evanston 1980. Lecture Notes in Mathematics, vol 854. Springer, Berlin,
Heidelberg.

Higgins, P.J., 1971. Categories and groupoids, Van Nostrand Reinhold.

Juro, B., 2002. Crossed module bundle gerbes; classification, string group and
differential geometry, Communications in Mathematical Physics, 232, 569-581.

Loday, J. L., 1982. Spaces with finitely many nontrivial homotopy groups, Journal of
Pure and Applied Algebra, 24, 2, 179-202.

47



Martins, J. F. ve Picken, R., 2011. On two-dimensional holonomy, Transactions of the
American Mathematical Society, 363, 4425-4455.

Mucuk, O., 2013. Topoloji ve Kategori Teorisi (Gelistirilmis 3. Basim), Nobel
Akademik Yayincilik, Ankara.

Mutlu, A. ve Porter, T., 1998. Fibrations of crossed complexes and homotopy
classification of maps of CW-complexes, Journal of Pure and Applied Algebra,
116, 233-256.

Norrie, K., 1990. Actions and automorphisms of crossed modules, Bulletin de la
Société Mathématique de France, 118, 2, 129-146.

Orzech, G., 1972a. Obstruction theory in algebraic categories, I, Journal of Pure and
Applied Algebra, 2, 4, 287-314.

Orzech, G., 1972b. Obstruction theory in algebraic categories, I, Journal of Pure and
Applied Algebra, 2, 4, 315-340.

Porter, T., 1987. Extensions, crossed modules and internal categories in categories of
groups with operations, Proceedings of the Edinburgh Mathematical Society, 30,
3, 373-381.

Porter, T., 1998. Topological quantum field theories from homotopy n —types, Journal
of the London Mathematical Society, 58, 3, 723-732.

Sahan, T., 2019. Further remarks on liftings of crossed modules, Hacettepe Journal of
Mathematics and Statistics, 48, 3, 743—-752.

Sahan, T. ve Mucuk, O., 2020. Normality and quotient in the category of crossed
modules within the category of groups with operations, Boletim da Sociedade
Paranaense de Matematica, 38, 7, 169-179.

Temel, S., Sahan, T. ve Mucuk, O., 2020. Crossed modules, double group-groupoids
and crossed squares, Filomat, 34, 6, 1755-1769.

Whitehead, J. H. C., 1946. Note on a previous paper entitled “On adding relations to
homotopy groups”, Annals of Mathematics, 47, 4, 806-810.

Whitehead, J. H. C., 1948. On operators in relative homotopy groups, Annals of
Mathematics, 49, 610-640.

Whitehead, J. H. C., 1949. Combinatorial homotopy. Il, Bulletin of the American
Mathematical Society, 55, 213-245.

Yetter, D. N., 1992. Topological quantum field theories associated to finite groups and
crossed G —sets, Journal of Knot Theory and Its Ramifications, 1, 1, 1-20.

Yetter, D. N., 1993. TQFT’s from homotopy 2-types, Journal of Knot Theory and Its
Ramifications, 2, 1, 113-123.

48



OZGECMIS

Adive Soyadi : Bestami BERBEROGLU

EGIiTiM BILGILERI (Kurum ve Yil)

Lisans : Aksaray Universitesi, Fen Edebiyat Fakiiltesi, Matematik
Boliimii, 2018-2022

Yiiksek Lisans : Aksaray Universitesi, Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik
Anabilim Dali, 20222025

TEZDEN URETILEN YAYINLAR, SUNUMLAR VE PATENTLER

Kongrelerde Sunulan Bildiriler

1. Bestami BERBEROGLU, Tuncar SAHAN, Cat!-Caprazlanmis Modiiller, 11.
Uluslararas1 Gobeklitepe Bilimsel Caligmalar Kongresi, 17-18 Mayis 2025,
SANLIURFA.

49



