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1. GIRIS

Bilindigi iizere genel anlamda hareket halinde olan dinamik sistemlerin matematiksel
modelinin olugturulmasi, tiireve ve tiirevin anlamina ihtiya¢ duyar. Tiirevin hikayesinin eski
Yunanlilarin bir cembere istenilen noktada teget cizme meraki ile bagladigi bilinse de, bir
niceligin nasil bir hizla degistigi, bir noktada-6zel bir anda sagladig1 bilgi, egim hiz gibi
kavramlara kazandirdig1 anlam sebebi ile, bir ¢ok bilim insaninin ilgi odagi olmustur.

Tiirevin fiziksel sistemler tizerine 6nemli katkilar1 olacagindan ilk ¢alismalar New-
ton, Euler, L’Hospital, Abel, Riemann gibi dnemli bilim insanlar tarafindan yapilmistir. Bir
fonksiyonun bagimsiz degiskeninin en kiiciik degisikligi sonucu, fonksiyonun verdigi tep-
kiyi inceleyerek bu fonksiyonun asimtotik davranisini incelemislerdir. Anlik de8isim hizi
olarak ifade edilen tiirev, oncelikli olarak Matematik, Geometri, Fizik ve yine Miihendis-
lik ve Teknoloji alanlarinda kullanilmigtir. Bu alanlarda kullanilmasina ragmen problemin
mevcut durumundan ayri, gegmisi veya etki ettikleri hakkinda bilgi saglayamamasi tam say1
mertebeden tiirevin sinirliliklar olarak goriilebilir. Bu sinirliliklar: ortadan kaldiran bir tiirev
tanimina ihtiya¢ duyulmasi ka¢inilmaz olmustur.

Kesirli mertebeden tiirev, problemin sadece mevcut durumuna baglh olmayan, fizik-
sel yorumda genis bir ¢cerceve sunan, hafiza ve 6grenme etkisi saglayan, tam say1 mertebe-
den tiireve nazaran daha kapsamli bir matematiksel kavramdir. Klasik tiirevde tiirevler arasi
gecisler keskin olmaktadir. Kesirli tiirev bu keskin gecisleri minimize ederek gecislerin
daha rahat goriilmesini, dolayisiyla daha saglikli yorumlarin yapilabilmesini miimkiin kilar.
Ayrica degisken sayisi fazla olan elektrik, optik, mekanik, hastalik modelleri gibi gercek
hayat problemlerinde kesirli mertebeden tiirev tanimlari1 daha pratik ve gercekci sonuglar
saglamisgtir.

Bilinir ki L'Hospital’in, Leibniz’e n. mertebeden tiirev i¢cin mertebenin 1/2 duru-
munu sormast iizerine Leibniz’in 30.09.1695 tarihinde durumun su anda bir paradoks gibi
goriinse de bir giin cok kullanigsh sonuglar doguracagindan sz etmesi ile kesirli tiirevin
temeli atilmistir (Miller ve Ross, 1993). Bahsi gecen mektuplasmanin akabinde 1738’de
Euler, 1820’de Lacroix 1/2. mertebeden tiirevi formiile etmis, 1822’de Fourier pozitif ke-
sirli tiirev tamimint yapmis ve kesirli tiirev bir ¢ok matematik¢inin ¢calisma alant olmustur.

Euler’in 1729’da Gamma fonksiyonunu tanimlamasi da bu ¢aligmalara kolaylik saglamustir.
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Giintimiize 151k tutan geometrik ve fiziksel yorumla ilgili, kesirli tiirevin de ilk uygu-
lamas1 olan calismay1 Abel 1823’te "tautochrone problemi"ni ¢ozerek saglamistir. 1832
yilinda Liouville iistel fonksiyonlarin kesirli tiirev tanimlarini ve kesirli integral tanimlarini
yaparak calismalara hiz kazandirmis. Yine Liouville kesirli diferansiyel denklemleri ¢oz-
meye caligmig, iic ayr1 makale yayimlayip calismalari ileri tagiyarak kesirli tiirevin oncii-
lerinden olmustur. 1847°de Riemann tarafindan Lioville’in ¢alismalari1 desteklenip Riemann-
Liouville tanim1 yapilmistir (Butzer ve Westphal, 2000). Bu tanimin ilk ¢aligmas1 1869°da
yayimlanan Sonin’in "keyfi mertebeden diferansiyel" makalesinde ortaya konmus. 1892’de
Riemann, kesirli integral ile gelistirdigi teorisini yayimlamustir.

20. yiizyilda kesirli hesap calismalar1 oldukga iist seviyeye ulagmis. Al-Bassam,
Davis , Erdelyi, Hardy, Kober, Little Wood, Osler, Riesz, Samko, Sneddon, Weyl, Zygmund
gibi matematikg¢iler ¢ok sayida caligma yayimlamislardir. Bu caligmalar incelendiginde ma-
tematigin teorikten farkli olarak uygulama alanina ihtiya¢ duydugu goriilmektedir. Kesirli
tiirevin de diger bilim dallarina uygulanabilir olmas1 ve problemin ¢oziimiine yonelik pratik,
giivenilir ve gercekci sonuclar sunmasi bu ihtiyact kargilayacaktir.

1974 yilinda kesirli tiirevi konu alan ilk uluslar arasi konferans Bertram Ross tarafin-
dan Connecticut (ABD) eyaletinde New Haven Universitesi’nde yapilmistir. Ayni yil Old-
ham ve Spanier tarafindan kesirli hesaplarin temel tanim ve yontemlerini igeren ilk kitap
yazilmistir (Oldham ve Spanier, 1974). Bu konferanslardan ikincisi 1984°de Glasgow (Isvigre)
sehrinde ve iigiinciisii 1989’da Tokyo’da Nihon Universitesi’nde yapilmistir. 1980 yillarinda
Japonya’da matematiksel etkinlikler diizenlenmis, kesirli tiirevin dort ciltlik bir makalede
adi diferansiyel ve kismi diferansiyel denklemlere uygulanisi gézlemlenmigtir. Yakin za-
mana kadar kronolojik olarak (McBride, 1979), (Friedrich, 1991), (Miller ve Ross, 1993),
(Kiryakova, 1993), (Podlubny, 1998), (Chen ve Moore, 2001), (Hilfer, 2003), (Kilbas ve
dig., 2006), (Ahmad ve Sivasundaram, 2009), (Diethelm, 2010) ve (Odibat, 2010) gibi kesirli
tirev hakkinda yazilan kitaplar ile yine bu alanda yayimlanan dergiler ( Fractional Calculus
and Applied Analysis, Journal Of Fractional Calculus) bu alana yon veren ve destekleyen
calismalar olmustur.

2004 yilindan bu zamana 2 yilda bir uluslararas1 Autmatic Control Federasyonu(IFAC)
tarafindan "Fractional Differentiation and Applications" adli konferans diizenlenmektedir.
Ayrica kesirli tiirev alaninda Uluslararas1 Hesaplamali Matematik ve Miihendislik konferans-
lar1 (CMES-2022-2021-...2016) 6te yandan 2007 yilinda Sabanci Universitesi’nde diizenlen-
mis olan "kesirli mertebeden sistemler" isimli oturum gibi faaliyetler kesirli tiirevin iilke-

mizde de onem kazandigin1 gostermektedir.



Bu caligmalarla birlikte kesirli mertebeden tiirev ve kesirli mertebeden integral denklemler
ile ilgili ¢aligmalar ivme kazanmig, sonucta Grunwald-Letnikow, Riemann-Liouville, Ca-
puto, Hadamard, Marchaud, Riesz, Riesz-Miller, Miller- Ross, Weyl, Erdelyi-Kober kesirli
tiirev tanimlar1 yapilmistir. Bu tiirev tanimlar1 arasindan Riemann-Liouville ve Caputo kesirli
tirev tamimlar1 yakin zamana kadar literatiirde en yaygin kullanilan tiirev tanimlari olmusg-
tur. Geleneksel olarak adlandirilan R-L ve Caputo kesirli tiirev tanimlarinin singiiler yapida
bir ¢ekirdek fonksiyonuna sahip olmalar1 sebebi ile problemin matematiksel modelleme-
sinde hesapsal zorluk yaratmakta ve ¢ok sayida sayisal hesaplama gerektirdiginden algoritma
kurmakta da ayrica giicliik ¢cikarmaktadir. Diger yandan kuvvet fonksiyonu gibi c¢ekirdek
fonksiyonlarinin, giinliik hayatta iistel tipten davranisa sahip verilerin modellenmesinde de
yetersiz kalacagi ve tam anlamiyla bellek etkisine sahip olamayacag1 goriilmektedir. Bu gibi
zayifliklar ¢ekirdek fonksiyonlarinin degistirilmesi ile ortadan kaldiran ve literatiire 6nemli
derecede katki saglayan (Caputo ve Fabrizio, 2015) ve (Atangana ve Baleanu, 2016) kesirli
tiirev tanimlar1 yapilmasgtir.

Matematik ile Fizik alanlarinda J. Hristov’un R-L kesirli tiirevi ile difiizyon calig-
mast (Hristov, 2013), (Zavada, 2002), Z. Rahimi’nin mekanik problemlere yerel olmayan
kesirli tirev modeli (Rahimi ve dig., 2017), Y. Sun, B. Indraratna ve ark.’nin kiimiilatif de-
formasyonu tahmin eden modeli (Sun ve dig., 2017), (Naber, 2004) ile (Caputo ve dig., 2008)
calismalari, Miihendislik alaninda Kumar ve ark.’nin nano teknolojide uygulanan gelisigiizel
siral1 diferansiyel modeli (Kumar ve dig., 2016), Baleanu ve ark.’nin yine ayn1 alanda kesirli
analizdeki yeni gelismeleri incelemeleri (Baleanu ve dig., 2010), biyoloji alaninda (Cesarone
ve dig., 2004) ile (Caputo ve Cametti, 2008) caligmalari, tip alaninda (El-Shahed, 2003), je-
ofizik alaninda (Iaffaldano ve dig., 2006), biyomiihendislik alaninda (Magin, 2006) ve finans
alaninda da (Caputo, 2014) kesirli tiirev calismalart ve benzer sekilde yine bu alanlarla il-
gili olan (Dokuyucu ve Dutta, 2021), (Bulut ve dig., 2013), (Owolabi, 2017), (Carvalho ve
Pinto, 2017), (Alkahtani ve Atangana, 2016), (Singh ve dig., 2016), (Kumar ve dig., 2018)
ve (Atangana ve Alkahtani, 2015) gibi ¢cok sayida ¢alisma ge¢cmisten giiniimiize farkli bilim
alanlarinda gercek anlamda etkili olmustur.

Siirekli calisan dinamik sistemlerde kontrol teorisi, elektrik, optik, mekanik, sosyal
bilimler, yer alti kaynaklar1 ve hastalik modelleri gibi giinliik hayat problemleri, ayrica
viskoelastik maddelerin gevseme hareketleri, akustik, yayilma hareketleri, biyokimyasal kayit
cihazlari, elektromanyetik, ekonomi, olasilik-istatistik, kaotik dinamikler, deprem titresim
hareketleri ve hatta duygusal siirecler gibi bir ¢ok problem kesirli mertebeden tiirev kul-

lanilarak modellenmistir (Nataraj, 2010).



Caputo-Fabrizio(2015) ve Atangana-Baleanu(2016) tanimlarindan sonra bu tanimlar
kullanilarak yalitkan ortamda elektromanyetik dalgalar, 1s1 transferi sistemleri, gegirimsiz
yer alt1 suyu akisi, s1g su yiiziindeki dalga hareketi, elektrik devreleri gibi problemlerde etkili
sonu¢lar elde edilmistir (Abdollahi ve dig., 2018; Dokuyucu ve dig., 2018; Algahtani, 2016;
Atangana ve Alqgahtani, 2016; Gomez-Aguilar ve dig., 2016; Khan ve dig., 2017; Tahir ve
dig., 2017).

Bu calismada da bir hastalik modeli ornegi olan sigara i¢me dinamikleri Caputo-Fabrizio
kesirli tiirev operatorii ile incelenmistir.

Sigara diinyadaki saglik sorunlarinin ana nedenlerinden biridir. Diinya Saglik Orgiitii’
ne gore tiitlin icmek diger bir ¢ok hastalikla birlikte kalp hastaliklari, mide {iilseri, astim,
lekeli disler, yiiksek tansiyon, damar hastaliklar1 ve obstriiktif akciger hastaliklarinin en
biiyiik nedenidir. Her yil 7 milyonu dogrudan 1,2 milyonu ise pasif i¢ici olan 8,2 milyon
insan sigara sebebi ile hayatin1 kaybediyor. DSO. niin 2021 raporuna gore Diinya genelinde
2021°de yaklasik 1,5 milyar kisi sigara iciyor ve 2025°de 1,7 milyara ulagacagi tahmin
ediliyor. Diinyada her y1l 3 milyon 500 bin hektar ormanlik alan tiitiin ekimi i¢in yok ediliyor
ve atmosfere yillik 84 megaton karbondioksit es degeri sera gazi salinimi ile yaklasik 4,5
trilyon sigara izmaritinin dogaya atilmasi binlerce kimyasalin havaya suya ve topraga karis-
masina sebep oluyor. Anlasildig1 gibi temelde saglik sorunu olan sigara ayn1 zamanda sosyal
ekonomik ve ¢evresel bir sorundur. Sigara bagimlilik yapici bir madde olmasi ve icerisinde
en tehlikelileri arsenik, benzin, kadmiyum, hidrojen siyanid, toluen, amonyak ve propilen
glikol olmak iizere 4000’1in tizerinde kanserojen ve toksik madde bulunmasi sebebi ile saglik
acisindan ciddi bir problem tegkil etmektedir. Bu dogrultuda yavas 6ldiiriicii diye adlandira-
bilecegimiz, onlenebilir 6liimlerin en 6nemli etkeni olan sigara igme dinamigini degerlendi-
rerek optimal kontrolleri acisindan en verimli sekilde gerceklestirilebilmesi i¢in matematik-
sel modellerden gecmisten bu giine faydalanilmistir. Oyle ki dogrudan ya da dolayli olarak
her bilim insani, doktor, matematik¢i ve toplumsal sorunlara duyarli her birey saglikli ve
uzun bir 6miir i¢in tiitiin kullanimini kontrol altina almaya calisir.

Modern epidemiyolojinin olusumunu saglayan, hastalik yayiliminin matematiksel
modelleme fikri ilk kez 1766’da D. Bernoulli tarafindan sunulmustur. 20. yiizyilin baglarinda
R. Ross ve W. Hamer tarafindan salgin hastalik modellerinin dinamiklerini aciklamak tizere
kitlesel eylem yasasi kullanilmigtir. Daha sonra L. Reed ve WH Frost ile bir topluluktaki
duyarli, enfekte ve bagisik bireyler arasindaki iligkiyi gosteren Reed-Frost salgin modeli ku-
rulmustur (Haq ve dig., 2018). Giiniimiizde de salgin modelleri kesirli tiirev operatorleri ile

incelenerek etkili sonuglar elde edilmistir (Dokuyucu ve Dutta, 2020).
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Hastalik modellerinden sigara kullaniminm1 birakmak ile ilgili sirasiyla C. Castillo
Garsow ve ark. tarafindan ilk kez basit bir matematiksel model olan niifusun sabit kaldig
varsayilarak ozellikle tiitiin kullanim1 olmak iizere uyusturucu kullaniminin dinamiklerini
incelemek i¢in genel bir epidemiyolojik model sunulmustur (Castillo-Garsow ve dig., 1997).
Lubin ve Caporaso, sigara icme davraniginm1 ve akciger kanserini tartismis (Lubin ve Ca-
poraso, 2006). Sharomi ve Gumel hafif ve zincir siniflar1 tanitan, belirli bir popiilasyonu
sigara icme ag¢isindan birbirinden farkli bir dizi alt popiilasyona ayiran yeni bir model oner-
mis (Sharomi ve Gumel, 2008). Castillo Garsow’un modelinden farkli olarak niifusun sabit
olmadig1 bir durumu ayrica ara sira sigara icen davranisin1 da dikkate alan yeni bir sigara
birakma modeli G. Zaman ve ark. tarafindan sunulmustur (Zaman, 2011). Kesirli tiirev
iceren bir sigaray1 birakma modelinin dinamikleri ¢cok adimli genellestirilmis diferansiyel
doniistim yontemi ile sayisal olarak incelenmis (Ertiirk ve dig., 2012). Alkhudhari ve ark.
sigara igmeyi tanimlayan matematiksel denklemlerin genel dinamiklerini analiz etmisler
(Alkhudhari ve dig., 2014). A. Zeb ve ark. tarafindan egitim kampanyasi, sigara karsiti
sakiz ve anti nikotin kontrol degiskenleri ile uyusturucu ilag ve bir toplumda sigara kul-
lantminin ortadan kaldirilmasi i¢in optimal kontrol teorisi onerilmis (Zeb ve dig., 2015).
Egitim programlarinin etkisi altinda sigara icme dinamiklerini ve bireyin sigaray1 birakma
kararliligin1 inceleyen bir matematiksel modeli A. Yadav ve ark. ortaya koymustur. Karar-
liligin tek basina sigaray1 yok etmek icin yeterli olmadigi, ancak sigara igen popiilasyonun
prevalansini azaltabilecegi sonucuna ulasilmistir (Yadav ve dig., 2015). Sigara kullanimu ile
ilgili egitim ve medya kampanyalar1 yoluyla sigaranin zararlarinin farkinda olan bireylerin
sayisint dikkate alan bir modeli O. J. Algahtani, A. Zeb ve ark. sunmuslar (Algahtani ve
dig., 2015). Q. Din ve ark. niifusun; sigara icmeyenler, sigara icenler, sigaray1 gegici olarak
birakanlar, sigaray: kalic1 olarak birakanlar ve sigara nedeniyle hastalikla iligkili kisiler ol-
mak lizere bes sinifa ayrildig1 bir sigara icme modelinin nitel davranisini incelemisler (Din
ve dig., 2016). Khalid ve ark . sigaray1 birakmanin kesirli matematiksel modelini acik-
lamiglar (Khalid ve dig., 2016). Zeb, Zaman, Erturk ve dig. sigarayi birakma dinamigini
ergen nikotin bagimlilif1 iizerinde ele alarak modeli kesirli diizende gelistirmek i¢in Caputo
tirevini kullanmiglar (Zeb ve dig., 2018). F. Haq ve dig. tarafindan kesirli sirali bir model
kullanilarak sigaray1 birakma dinamikleri incelenmis, Laplace Adomian ayristirma yontemi

ile yaklagsik ¢coziimler elde edilmistir (Haq ve dig., 2018).



Bu calismalardan farkli ve literatiire yon verecegini diisiindiigiimiiz, sigara icme di-
namigine daha kesin ve pratik sonuclar elde edecegimiz singiiler olmayan bir cekirdek fonk-
siyonu igeren Caputo-Fabrizio kesirli tiirev taniminin sigaray1 birakma dinamikleri mate-
matik modeline uygulanip ¢6ziimii tartisilmistir. Potansiyel sigara icenler, ara sira sigara
icenler, adir iciciler, gecici olarak sigaray1 birakanlar ve kalic1 olarak sigarayi birakanlar
olmak iizere bes sinifa ayirdigimiz model sunulmus, parametreler de ayrintili olarak tanim-
lanmistir. Modelin analizi yapilirken Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatdriiniin ¢ekirdegi
yardimiyla sigara icme dinamigi modeli bu tiirev operatoriine genisletilmistir. Genigletilmis
modelin sabit nokta teoremi yardimiyla varlik ¢oziimii yapilmis ardindan Picard’in tek-
lik teoremleri yardimu ile teklik ¢coziimiiniin hangi sartlar altinda saglandi8inin arastirmasi
yapilmustir. Teorik ¢oziimler tamamlandiktan sonra Adams-Bashforth metodunu kesirli tiirev
operatoriine entegre ederek niimerik ¢oziimler modele uygulanmigtir. Son agamada ise (0, 1)
araligindaki farkl kesirli tiirev degerleri i¢in niimerik simiilasyonlar yapilmastir.

Bu tezin ikinci boliimii kuramsal temeller olup tezde kullanilan temel tanim, teorem
ve lemma vb. ifadelere ayrilmistir. Uciincii boliim materyal ve yontem olup arastirma bulgu-
larinda kullanilan ana tanim ve teoremlere yer verilmistir. Dordiincii boliim arastirma bulgu-
lar1 olup matematiksel modelin varliginin ve tekliginin ¢6ziimii yapilmis ayrica niimerik yak-
lagimlar yardimiyla grafikleri cizilerek simiilasyonlara yer verilmistir. Son boliim tartigma

sonug¢ kismina ayrilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Gamma ve Beta Fonksiyonu

Gamma Fonksiyonu
Faktoriyelin karmagik ve reel sayilara genellestirilmesi olarak bilinen Gamma fonksiyonu
kesirli analiz alaninda olduk¢a 6nemlidir.

Gamma fonksiyonu

r(n)_/ t"le7ldt  né€ER, .1)
0

..

T R

Sekil 2.1. Gamma Fonksiyonu



Gamma fonksiyonun sik kullanilan bazi 6zellikleri
e I'(n+1)=n!
e I'(n+1) =nl'(n)
ST() =V

seklinde siralanabilir.

Yukarida verilen 6zellikler birbirleri ile iligkili olup kismi integrasyon yontemi kullanilarak

I'(n+1) = / e t"dt = [e "t"]3° + n/ e t"dt =nl'(n)  (2.2)
0 0

seklinde ispat edilir.

Beta Fonksiyonu

1
Blp,v) = / P 1—t)"'d,,  Re(p) >0, Re(v) > 0
0

seklinde tanimlanan ve bir ¢ok durumda kullanilmasi daha dogru olan integral fonksiyonu-

dur.

Beta Fonksiyonunun Ozellikleri :

1) B(p) = 155,

2) B(p,v) = B(v,p),

I'(p)I'(w
3) B(pa U) = I%ZJ,_S)))?

4) B(p,v) = (tp—fldt Re(p) > 0, Re(v) > 0,

1t)pFo s

5) B(%) =7



2.2. Kesirli Basamaktan Diferansiyel Denklemlerin Tiirev ve Integral

Operatorleri

Tanm 2.1 f, [a, b] araliginda integrale sahip bir fonksiyon ve n > 1 > n — 1 durumunda,

n € NV icin 1. dereceden Riemann-Liouville’ in kesirli tiirevleri,

L _ 1 dn ‘ n——1
ath(t)—m%/a(t—T) f(r)dr,

v 1 d" ’ n—u—
tDbf(t):m%/t(t_T) f(r)dr,

olarak ifade edilir.

Tamim 2.2 Caputo kesirli tiirevi,

C e r 1 ! fn(7.>d7-
o Dif(t) = )/a @ n—1<:<n

L(n—1 — 1)t
ile tamimlanur.
Oyle ki
1 b (r)dr
(t—7)’

L€ (0,1)

a

t=mn,n € N olmak ilizere
D, f(t) = f"(x)
esitligi yazilir. n = 0 olmasi halinde ise Caputo kesirli tiirevi,

Dof(t) = f(x)

olarak tanimlanir.

(2.3)

2.4)

Tam say1 mertebeden diferansiyel denklemlerin baslangi¢ kosullari ile aciklanabilir

olmas1 Caputo kesirli tiirev taniminmi dier tanimlardan ayiran ve bu tanimi kullanigh hale

getiren bir 6zelliktir denilebilir.

Diger taraftan 2015 yilinda tanimi yapilmis olan Caputo ve Fabrizio tiirev tanimini

gerekli kilan Caputo tiirev taniminin (¢ — 7)~* ¢ekirdegi i¢in ¢ = 7 olmasi durumunda

singiiler yapida bir problem olusturmasidir.



Tanim 2.3 Bahsi gecen (2.4) Caputo denklemindeki ¢cekirdek (t — 7)~"" dir. Bu ¢ekirdek

ﬁ yerine de )) yazilirsa

yerine e T ve

CF@f

{ ut :7—):|d7', (2.5)

L

Caputo-Fabrizio tiirev tammu elde edilir. Tamimda verilen M (1) normallestirme sabiti ve

M (0) ile M(1)’in degeri 1 dir (Caputo ve Fabrizio, 2015).

Tanmm 2.4 b > 0, f € H'(0,b) olmast kosulu ile Caputo kesirli tiirevi,

“D'f(t) = ﬁ /Ot(t —s)7 f'(s)ds, t >0, 0<e<1

yazilabilir.

. b ;o A . E_o 1 . 1
Bu denklemin cekirdegi (t — s)™" yerine e” =" ve Ty Yerine de \/ﬁ yazilirsa, | €
(0, 1) igin yeni Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi asagidaki gibi tanimlanir.

CERUf(t) = %/0 exp{—i(t—s)}f’(s)ds, t>0.

Burada, M (1), ¢ ’ya bagli normallestirme sabitidir.
Caputo tiirev tantminda oldugu gibi bu tanimda da f sabit fonksiyon olmak {iizere,
CF@LJ[‘ =0

oldugu goriiliir. Yeni ¢ekirdek i¢in ¢ = s aninda tekillik problemi olusmamaktadir.
Laplace doniisiimii bu yeni kesirli tiirev tanimina uygulandiginda
t, (0, 1) agik araliginda bir deger alinirsa,

2— M)

LD = 5T o)

(s€(f())(s) = f(0)),  s>0. (2.6)

Burada bir f fonksiyonunun Laplace doniisiimii £(f(¢)) olarak tanimlanir.
Bu nedenledir ki Laplace doniisiimii Caputo-Fabrizio tiirevi ile ¢alisildiginda oldukga etkili

bir aractir.

Tamm 2.5 Caputo-Fabrizio kesirli integrali,

EIf) = %u(t) + (2_?%/0 u(s)ds, t>0, 0<u¢<1

seklinde tamimlanir. ((3.2) boliimde ayrintili olarak ele alinmigstir.)

10



Giris boliimiinde de sozel olarak yer verilen gecmisten giiniimiize baz1 kesirli tiirev ve integ-

ral caligmalart :

Leonhard Euler (1730): Tanimim yaptig1 asagidaki 6zellik ve Gamma fonksiyonu yardimiyla,

dez™

dz@

=m(m—1).(m—2).(m—=3)...(m —a+ 1)a™

esitligini kullanarak,

diz™  T'(m+1)

m—a

dze F(m—a—kl)x ’

tanimini elde eder.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1820-1822):

fo) =5z [ 1wy [ costor —pu)ap,

bagintisindan,

d"f(x) _ i/ f(y)dy/ cos(px —py+ng)dpa

dz™ 21 J_ o o

tanimini elde eder.

Nielh Henrik Abel (1823-1826): . keyfi bir deger olmak iizere:

/7

[

integrali ile,
1 dy(a)

kla) = '(1—¢) da— ’

tanimini elde eder.

11



Joseph Liouville (1832-1855): Liouville f(x) = Y7 c;ale™”

bagintist yardimiyla,

d”f<x> — io: ciapeaiz

dz?
i=0

tanimim elde eder.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1847-1876):

D f(z) = % / (2 -ty @+ (1),

ile integral tanimini elde eder.

Riemann ve Liouville: m — 1 < ¢ < m olmasi kosulu ile,

R (%)m / %

tiirevi tamimlanir.

Anton Carl Griinwald, Aleksey Vasilievich Letnikov:

kesirli mertebeden tiirevi tanimlanir.

Michele Caputo (1967): n — 1 <. < nsartiile

CDLf(t) = >/t(fn(7)d7 2.7)

I'(n—1 t— 7)ot

biciminde ifade eder.
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Michele Caputo , Mauro Fabrizio (2015): f, H'(a, ) de tamimli, ¢ € [0, 1] ve b > a kosulu

ile Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi

t
JDLf(t) = M / F(#)e5 dr, (2.8)

Caputo-Fabrizio kesirli integrali

EIf) = %u(t) + ﬁ/o u(s)ds, t>0, 0<.<1 (29)

seklinde tanimlanir. Tanimda verilen M (¢) normallestirme sabiti ve M/ (0) ile M/ (1)’in degeri

1 dir.

Jorge Losada, Juan J. Nieto (2015): Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi ¢ € (0, 1) kosulu ile, ¢.

mertebeden

IR f(t) = ! /t f'(s)exp [ﬁ(t - s)] ds, t>0 (2.10)
. _

seklinde tanimlanir.
2.3. Coziimiin Varhg ve Tekligi

Bir denklem sisteminde ¢oziimiin varlig1 ve tekligi, baslangi¢ deger problemi iceren
diferansiyel denklemlerle ilgilidir. Dolayisiyla varlik ve teklik ¢6ziimleri i¢in, ¢coziimiin ilk

olarak varlig1 sonra da tekligi arastirilir.

2.3.1. Varhk Cozimii

Tanim 2.6
y' =9y,  ylto) =vo
baslangi¢c degeri olsun. Burada I C R agik bir aralik ve g, [ X R iizerinde tanimli siirekli bir

fonksiyondur. I iizerinde tamimlanmis ve asagida yer alan baslangi¢ sartlarini dogrulayan

bir 9(t) fonksiyonuna (1) — (2) baslangi¢c deger problemi icin ¢éziim olugturur denir.
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1. t € I durumunda ' (t) mevcuttur.
2. U(to) =yo, to€l
3.t € Liizere (t,9(t)) € I X R
4. t € Iiizere 0'(t) = g(t,9(t))
Tamim 2.7 V (¢, y1)ve(t, y2) € R(a,b) olmak iizere

l9(t,y1) — g(t,y2)| < Klyr — v

esitsizligini saglayan sifirdan biiyiik K sabiti var ise g fonksiyonu (a,b) reel araligt icin

Lipschitz sartimi saglar. Ayrica K, Lipschitz sabiti olarak adlandirilir.

Tanim 2.8 H iizerinde tanimli bir Banach uzayt X ve 2 > H sarti ile belli bir aralikta bir
benzerlik olusturur.

r<y=y—xref

2.3.2. Teklik Coziimii

Teorem 2.1 ¢(t,x) ve %, R(a,b) = {(t,x) : |t — to| < a,|z — xo| < b} araligr icin t ve

x’e bagl siirekli, ayni zamanda Lipschitz sartini saglayan fonksiyonlar olmasit durumunda,

(1)-(2) kosulu altinda baslangi¢ kosullu problemi icin |g(t, )| < M ve h = min(a, &) ise

|t — to| < h esitsizliginde, tanimli tek bir x(t) ¢oziimii mevcuttur.
1. t € I iizere O (t) vardur.
2. Qg(to) = .To,to el

Teorem 2.2 (Picard-Lindelof Teoremi): Bagslangic deger probleminde A C I R? ve f fonksi-

yonu A — I R tamimli olmast kosulu ile bir A alani ve Z—z = f(y, z) ve f(yo) = 2o sartlariyla
tammlansin. Oyle ki f fonksiyonu A alaninda siirekli ayrica f(y, z) ile f fonksiyonlari Lip-
schitz kuraly ile A da siirekli ise sifirdan biiyiik sabit bir € degeri icin A alaninda benzersiz

bir ¢oziim var olur.

Ispat (yo,2) € A olmak iizere (1o, zo) noktalar1 A alaninda birer nokta, ayrica a > 0,b > 0

kosulu ile sabit iki nokta olsun.
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D=A{(y,z) : ly—wyo| <a |z— 2| <b} C Aolmasi kosulu ile dikdortgensel alan olsun.

M = (mngRf(y, z) ve h = min(a, ) i¢in |y — yo| < h esitsizligini saglayan baslangi¢
Y,z2)E

deger probleminin benzersiz bir ¢6ziimii vardir. Buradan a < % olmasi durumunda h = a

dolayisiyla ve R, = R bulunur. % < a olmasi durumunda ise h = % bulunur. O halde

M
R; C Rolur. Rve R;

R={(y,2) : ly —wo| < a,|z— 2| <b}

Ry ={(y,2) : ly —yo| < h,|z — 2] < b}

olarak tanmimlansin. Ardisik yaklagimlarla bu teoremin ispat1 yapilabilir. Oyle ki ¢oziimiin
bulunmasi i¢in ¢oziime yakinsayacak fonksiyon dizisi kullanilir. O halde,
|y — yo| < h arahiginda wy, ws, ws... fonksiyonlar1 tanimlansin.

Y
W] = 2o + f(t, Zo)dt

Yo

wWo = 2o + ’ f(t, wl(t))dt

w3 = 2o -+ /y f(t, WQ(t))dt

Oncelikle baslangig deger probleminin [y, o + k] aralig1 igin varlik durumu ispatlanir. Yine
ayni yolla [yo — h, yo] araliginda da varlig: ispatlanir. Ardindan da ¢oziimiin teklik durumu-

nun ispati yapilir. Ispat dért adimda incelensin:

wn—1(y) fonksiyonunun [yg, yo + h]” da tiirevli ve y € [yo, Yo + h] igin |w,—1(y) — 20| < b
oldugu varsayilirsa, (y,w@,_1(y)) € Ry olur. (y,w,_1(y))’de tanimh ve siirekli olan bir
f(y, wn-1(y)) fonksiyonu vardir. O zaman [z, zo + h] da |f(z, @,—1(x))] < M bulunur.
wn(y) = 20 + y?é f(t,w,—1(y))dt oldugu diisiiniiliirse:

1. w, var olan bir fonksiyondur ve [z, z¢ + h| araliginda siirekli olan tiirevi mevcuttur.
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Diger yandan:

(y,@wn(y)) Ry aralifinda bulunan noktadir. Bundan dolay1 f(y, @, (y)), [yo,vo + h]’
da tanimli siirekli bir fonksiyondur. n degerinin 1 oldugu varsayilirsa, bu durumda
w1(y) = 20 + fyi f(t, z0)dt bulunur. O halde =, fonksiyonu [y, yo + h] araliginda

tanimlanabilen ve siirekli olan bir fonksiyondur. Bununla birlikle,

jwa(y) — 0] < / F(E, z0)ldt
Yo

< M(y—yo) < Mh<b

Oyleyse n = 1 igin (y,@;(2)) , R;’de tammli bir nokta, f(@1(y)), [yo, Yo + h] kapali
araliginda siirekli olan bir fonksiyon ve de [yo, yo + h| kapali araliginda bir ¢6ziimdiir.
Yukaridaki denklemde tanimlanan w,, fonksiyonu, timevarim formu ile [yo, yo + h]
kapal araligindaki ozellikleri gosterir. Oyleyse w fonksiyonu [yo, yo + h] kapali arali-

ginda vardir ve denklemin ¢6ziimiidiir. Boylece ispat gerceklestirilmis olur.

. (Yo, Yo + h) arah@inda {w, } ¢oziimii tektir ve asagidaki esitsizligi saglar.

[v0, Yo + h] araliginda |, (v) — @,_1(y)| < %%’dm

n—2

| < ML et ()" ! oldugu varsayilarak,

Y € (Yo, Yo+h) arah@inda |, (y) —@n—2(y)

=) = a0l | [tz - f(t,wH(t)))dt]

Y
<
Yo

esitsizligi yazilir. Birinci bolimiinden y € (yo, yo + h) arahiginda |w, (y) — 20| < b

F(t (1)) — I wn2<t>>'dt

olur. Oyle ki (y,@,_1(y)) ve (y,@,_2(y)) noktalar1 olmak iizere y € (yo,yo + h)
araliginda 1?; de iki nokta oldugu sdylenebilir. Lipschitz teoremi ile,

|0 (y) — @wna(y)] < Lfy |ewn_1(t) — w,_ao(t)|dt yazilir.
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00(y) — Dr )| < ¢ [ [ () — wa(B)]dt

Y MLTL_Q
o (T
Yo (n - 1)'

Mbnfl (t _ yo)n Y MLnfl M
< g — n g __hTL
~ (n— 1)![ n " n! (v = 30) L n!
M (th)™
S—( ,) (!y—yo\§h>
¢t n!

esitsizligi elde edilir. Boylelikle ispat saglanir. O halde ¢oziim tektir denir.

3. n — oo olmast durumunda w,, siirekli fonksiyonu [yo, yo + h] araliginda esit aralik-

larla o fonksiyonuna yakinsar.

4. w fonksiyonunda limit [yo, yo + h] arahginda baslangic deger problemine karsilik gelmek-

tedir.
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3. MATERYAL YONTEM

Geleneksel tiirev tanimlarindan Riemann-Liouville kesirli tiirevi matematiksel hesapla-
mada oldukca etkili ve kesirli tiirev alanina 6nemli derecede katkist olan bir tanimdir. Bu
tanimin fiziksel yorum gerektiren baslangi¢ deger problemlerinde kullanigli olmamasi sebebi
ile matemetigin uygulama alaninda ve miihendislik problemlerinde kullanilacak bir tanim
1967 yilinda Caputo tarafindan gelistirilmistir. (2.17) de gosterilen Caputo tanimi fiziksel
olarak yorumlanabilir olmasi ve tam say1 mertebeden tiirevler ile benzer sekilde ¢aligmasi
baglaminda diger kesirli tiirev tanimlarindan bir adim ileride yer almistir. Oyle ki bu iki
tanimin da singiiler yapida c¢ekirdek icermeleri, dolayisiyla ¢ = 7 aninda mevcut probleme

cevap verememeleri durumu bir eksiklik olusturmustur.

Tekillik problemini ¢ekirdek fonksiyonunun degistirilmesi ile ortadan kaldiran, ayrica
tistel tipten islem gerektiren giinliik hayat problemlerine pratik ve gercekei bir ¢6ziim sunacak

yeni bir tanim Caputo ve Fabrizio tarafindan 2015 yilinda yapilmagtir.

Zamansal ve mekansal degiskenler ile iligkili Caputo-Fabrizio tanimi; zaman degiske-
nine bagl ilk gosterimde olusan kesirli tiirev sonuglar1 tam sayi iislerine doniiseceginden
Laplace doniisiimiinii, mekansal degiskene bagli ikinci gosterim ise non-local kesirli tiirevler

i¢cin Fourier doniisiimii ile ¢alisilmasimi gerektirir.
Giris boliimiinde de yer verildigi iizere Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimi ile farkl

tiirde problem igeren bir cok calismaya pratik ve gercekci sonuglar bulunmasi, bu tiirev ope-

ratoriintin gerekliligini ve onemini gostermektedir.
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3.1. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirev Operatorii

Caputo’nun bilinen ¢. mertebeden kesirli zaman tiirevi UFD,; ; 0 < ¢+ < 1, a €

[—00,t), f € H'(a,b), a < b olmasi kosulu ile,

1 G
DO F() — / d 3.1
t f() 1‘1(1_[/) u (t—7—>L T? ( )
seklindedir.
Caputo kesirli tiirevinin gekirdegi (t — 7)™* yerine exp(—1=1) ve ( ; ifadesi yerine 3 M) )
getirilirse,
DY (1) /f ~ =Ty (3.2)
(=) 1—1 '

yeni kesirli zaman tiirevi NFD, elde edilir. Bu tanimda M (0) ve M (1) in degeri 1 olup M (¢)
normallestirme sabiti olarak adlandirilir. f(¢) sabit fonksiyonu igin kesirli tiirevin degeri
sifir bulunur. Ayrica (3.1) denklem sisteminde ¢ = 7 anindaki tekillik sorunu yeni tanimda
giderilmistir. Yeni tamim igin 6nemli sayilabilecek bir bagska husus da H'(a,b) den farkli

uzaylarda kullanilabilir olmasidir.

Oyle ki, f fonksiyonu igin f € L;(—o0, b) uzay1 alinirsa,

© ~uM(1) ¢ B _L(t —7)
D0 = 2% |0 = reern=S=r (3
denklemi olugur. Verilen sistemde v = 1=* € [0, 00] ve 1 = € [0, 1] i¢in,
DY (1) / f(expl- )}d 34

yazilir. Bu denklem sisteminde N (0) ile N(oco) degerleri 1’dir. Ayrica N(v) , M(.) ile
benzer isleve sahip normallestirme sabitidir.

Diger yandan,

lim —exp|— |=0(t—1), (3.5)

v—0 v v
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t — 1 oldugunda v — 0 olacaktir.

Yukarida verilen denklemlerden hareketle (Hewitt ve Stromberg, 2013),

. (L) t—T)
i Dy f(#) _}gﬂll— /f 1—1 T
t)exp[— (- T)]d (3.6)
v—1

elde edilir. Ayrica, ¢« — 0 i¢in v — +o00 olacagindan,

(L) t — T)
hmD f(t) L—>01— /f 1_L —=]dr
(t = T) (3.7)
- v—+00 e:z:p ]d
= f(t) = f(a)
yazilabilir.
= 0.66, a = —8 ve v = 1 olmak {lizere bir fonksiyonun yeni kesirli zaman tiirevini
f(t) = sinvt olarak ele alalhm.
M(0.66) [*
D% sin vt = %/ cosTexp — 2(t — T)dr.

Bu tiirevin simiilasyonu ile asagidaki grafikler olusur.

" F
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] f
! IL |‘ 'l' Il |‘ ', |l |'| : II|
[ il | O 2 [ |
[ (| [ | I i '
| 1 Elf o |l | | 1 | | |
| ! | | ! | | | | }I
| \ | | Irl | ' I| | | |
| | I | [ | | \ | | '
| | | | | |
/ ' | 1 1 ‘ ' ' | 1 '
III 1 { | | [ | 1) I 1 Flt
F 1 i | 5 9c
TR T
| |
\ : {1 1 ' ' ' l' 1 l
\ | | | \ i }
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b i t | b
I ! ke 1§ b { ] |
| | \ | \ § [} | |
'|I| | l.' ". | 8. | [
) 1
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Sekil 3.1. . = 0.66 olmak iizere [—8, 25] zaman araliginda NFD; nin simiilasyonu
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Sekil 3.2. . = 0.66 olmak iizere [—8, 25] zaman araliginda UFD; nin simiilasyonu

¢ = 0.66 alinarak elde edilen iki simiilasyondan NFD; ile UFD, nin benzer oldugu

goriiliir. Fakat, ¢ = 0.1 gibi sifira yakin bir deger alindiginda farkl: bir durumla kargilasilir.
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Sekil 3.3. . = 0.1 olmak iizere [—8, 50] zaman araliginda NFD, nin simiilasyonu
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Sekil 3.4. . = 0.1 olmak iizere [—8, 50| zaman araliginda UFD;, nin simiilasyonu

Gortldigi uizere sekil 3.3 ile sekil 3.4, ¢ = 0.1 icin NFD, ve UFD, simiilasyonlar1 bakimin-

dan farkliliklar gostermistir. UFD, , NFD; ye kiyasla o6ncekinden fazla etkilenir denilebilir.
1 <nve:e€|[0,1]igin (n + ¢). mertebeden kesirli zaman tiirevi,

D f(t) = DY (D)™ f(2). (3:8)
seklinde tanimlanir.
Teorem 3.1 s = 1,2, ..., n olmak iizere NFD icin, f(t) fonksiyonu f*) (1) = 0 ise,

D{™(D{") f(t) = D (D{™) f(t) (3.9)

esitligi yazilir.

Ispat n = 1 alindiginda Dg”") f () nin tanim1 ve (3.9) denklem sisteminden,

Lt —7)

e (3.10)

D~ (1 M@ [P .
D (D" () = 7% / £ (r)epl—

L

f'(t) = 0 oldugu varsayilip gerekli diizenlemeler ile,
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D (1 M@) [t d . Lt —T)
DD S0) = = [ Gf (epl=“=Nr

M) [d o, u(t—7) b u(t—7)
- i et Dhar - - [ et ar
M (1) Wt —T)
::{ 1—L/f mexpl- 1—L]d:|
(3.11)
bagintist olusturulur. Sonug olarak,
M pW (t—7)
D (D f()) = ﬁ(L%/f 1_Luﬁ

MW ) (3.12)
=1, { T)exp[— }dt}

denklem sistemi yazilabilir. Bu sistemde n > 1 icin ispat genellenebilir.

3.2. Caputo-Fabrizio Kesirli Integral Operatorii

Tamm 3.1 0 < b, f € H1(0,b) ve v € (0, 1) kosulu ile Caputo kesirli tiirevi :

D p(t) :F(l;—L)/o (=)' f(s)ds, >0,

geklinde tamimlamir. Bu denklemde (t — s)™* cekirdegi yerine e Tt ve

ﬁ yerine de

yazlllrsa ¢ € (0,1) igin yeni Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi,
\/ 27r(1

(2= )M()

PRy F(t) = m/{f emp{— (- s)] f(s)ds, >0,

seklinde tanimlanir (Caputo ve Fabrizio, 2015).

Tanimda ifade edilen M(:), ¢ ya bagli normallestirme sabitidir. Bu tamimda da Caputo
taniminda oldugu gibi f sabit fonksiyonu diisiiniildiigiinde, ““ D*f = 0 olur. Ayrica ilk

tanimdan farkli olarak ¢ = s aninda tekillik problemi giderilmistir.

23



Laplace doniisiimil bu yeni kesirli tiirev tanimina uygulandiginda, 0 < ¢ < 1 olmak {iizere,

(2- )M
2(s+ (1 —5))

LD f(B))(s) = (s€[f(®)](s) = f(0)),  s>0. (3.13)

formu elde edilir. Bu denklem sisteminde bir f fonksiyonunun Laplace doniisiimii £(f(t))
olarak tanimlanir. Laplace doniisiimiiniin Caputo-Fabrizio tanimi ile calisildiginda etkili bir

metod olacagi aciktir.

¢ € (0,1) olmas1 kosulu ile ¢. mertebeden kesirli tiirev tanimu ile kesirli integral taniminin

da yapilmasi gereklilik olusturmustur. O halde Caputo-Fabrizio kesirli integrali elde edilsin.

¢ € (0,1) i¢in kesirli tirev denklemini,

“EDUf(t) = u(t), t>0 (3.14)

Laplace doniisiimii ile,
LD f(B)](s) = Llu(®)](s), s> 0

Ardindan (3.13) denklem sistemi yardimu ile,

(2= )M()
2(s+ (1 —s))

(s€Lf(D)](s) = f(0)) = Llu(®)](s),  s>0.
elde edilir. Benzer bir sekilde,
1
Llf®)](s) = gf(o) + mﬂ[u(ﬂ](s) + mﬁ[u(t)](s), s>0
yazilir.

Buradan ters Laplace 6zellikleri kullanilarak,

2(1—1) 2

f(t) = mu(ﬂ +

m/o u(s)ds + f(0), >0 (3.15)

yada f(0) fonksiyonu c sabiti ile degistirilerek,
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seklini alir. Denklem sisteminde yer alan ¢ degeri reel bir sabit ve (3.14)’{in bir ¢6ziimiidiir.

(3.14) kesirli tiirev denklem sistemi:

(2 - )M() / %p[_ -

2(1—1) -
ve ya,
! L , 2(1—1) L
ds = t)u(t t>0.
[ em| | s = e oun, iz
seklinde yazilir.

Ortak parantez uygulanarak,

£ty = 2=

m(u'(ﬂ +o—ult),  t20.

denklemine ulagilir. Gerekli diizenlemeler ile (3.15) denklemi,

2(1—1) w(t) — u 2 tus .
(2—L)M(L)[ (8) = u(0)] + M(L)/o (s)ds + f(0), t=0

seklini alir. Sonugta Caputo-Fabrizio kesirli integrali asagidaki gibi tanimlanir (Losada ve
Nieto, 2015).
Tanim 3.2 Bir fonksiyonun 1. mertebeden kesirli integrali 0 < 1 < 1 olmak iizere,

2(1—1) 2

CETf(t) = mu(t) + m/o u(s)ds, t>0

seklinde gosterilir.
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3.3. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirev Operatorlerinin Bazi Ozellikleri

Teorem 3.2 Sabit bir f fonksiyonu icin v € (0, 1) olmak iizere,

“IDft)y=0, t>0 (3.16)

denklem sisteminin bir ¢oziimii olsun.

Mu 2t tus .
(2—0)M (1) (t)+ M(L)/o (s)ds+ f(0), t>0

f(t) = 2= )M

denkleminin ispan diisiiniildiigiinde t > 0 icin f(t) = f(0) olmasim saglayan (3.16) nin
coziimii elde edilir. O halde f fonksiyonu sabit fonksiyondur.

Onerme 3.1 Asagida yer alan baslangic deger probleminin 1 € (0,1) i¢cin benzersiz bir

coziimii,
IDift)y=o(t), t>0 (3.17)
f0)=foeR (3.18)

seklinde
ft) = fo+alo(t) =a(0) + bl a(t), ¢>0 (3.19)

Bu denklem sisteminde I'o(t), o min a ve b ilkeli;

2(1 =) b — 2
(2= )M()’ ENCEDIIO

a, =

(3.20)

ile tamimlanir.

Ispat f| ve f,, (3.17) ve (3.18) baslangig deger probleminin iki ¢6ziimii olsun.

Oyleyse,

D () =T D folt) = [“TDH (L = f)I(1) =0 we  (fi = f2)(0) =0
Onerme (3.1)’den f; — fo = O olup t > O igin fi(¢) = fo(t) dir.

26



Buradan da,

%u(tw#m /0 u(s)ds + f(0), £>0

veE

ft) = fo+a(ot)—a(0)+blo(t), t>0

halinde tanimlanan fonksiyonlarin,

EDft)y=0(t), t>0

seklinde kesirli tiirevinin bir ¢6ziimii oldugu goriiliir. Ayrica (3.19) denkleminde ¢ = 0
alinirsa f degeri elde edilir. O halde (3.17) ve (3.18) baslangic deger problemlerinin
¢6ziimii (3.19) denklemidir. Diger yandan ¢« = 1 igin (3.17) denkleminin ¢6ziimii o’nin

olagan ilkelidir.

CEDUf(t) = Nf(t) +u(t), t>0 (3.21)

lineer kesirli diferansiyel denklemi A € R ve A sifirdan farkli olacak sekilde incelensin.

Onerme (3.1) ile (3.21) denkleminin ¢oziimiiniin,
70 = ot @l = o) +u() =)+ b, [ A +alls)ds, 020

seklinde bir f fonksiyonu oldugu kabul edilsin. (3.20)’de tanimlanan a, ve b, burada kul-

lanilir. Benzer bir sekilde,

(1= Xa,)f(t) — AL F(t) = (1 — Aa,) fo + s, (u(t) — u(0)) + b, [Mu(t), t>0

ifadesi yazilir. Aa, = 1 alinirsa,
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Aa, nin 1 den farkl oldugu durumda,

I'ft)=6(), t>0 (3.22)

olur. Ayrica A = 0 durumu etkilemez, f = & bulunur. (3.22) denklemi i¢in,

F&) = M'f(t)=6(t), t>0

yazilir. Esitlik diizenlenirse,

bulunur. Sonug olarak,

elde edilir.
Yapilan ispat ile bir baglangic deger kosulu i¢in benzersiz bir ¢6ziimii olan diferansiyel denk-

lem elde edilmis olur.

Onerme 3.2 ¢+ € (0,1) araligi ve \ € R icin bir baslangi¢ deger probleminin,

CEDf(t) = A() +u(t), t>0

f(0) = fo€R,

benzersiz bir ¢oziime sahip oldugu kanitlanmig olur.

3.4. Caputo-Fabrizio Kesirli Tiirevi ile Iki Asamali Adams-Bashforth

Semasi

Asagida yer alan kesirli diferansiyelin genel denklemi diisiiniilerek, Caputo-Fabrizio

kesirli tiirevi;

§TDyy(t) = f(t,y(t)) (3.23)

28



veya

iw—_(bl)//o y/<7—) exXp [_ 1 i L(t - T) d; = f(t>y(t)>' (3.24)

olarak yazilabilir. Bu denklem sistemlerine analizin temel teoremi uygulanarak,

WO = 9(0) = 75 ) + g7 [ Frua, (3.25)

denklemi elde edilir. Buradan hareketle,

Y(tn) — (0) = jw—zgmn, ) + 57 / Tid, (326)
ve .
Wta) =9(0) = 75 vt + g7 [ Aesd G20

(3.26) ve (3.27) denklemleri taraf tarafa ¢ikarilarak;
)~ S} 4 [ TG uO), @28
M(L) ns Yn n—1;Yn—1 M(L) " Y ty .

denklemi elde edilir. Bu denklem i¢in,

/ 7t y()ds = / (Ll i,y - Homtily

y(th) P y(tn) =

o ) (3.29)
:7f(tn7yn) - §f<tn717tnfl)-
bulunur. Gerekli islemler ile;
1—1 3ht ht
y(tn+1)_y<tn) = M(L) {f(tna yn)_f(tn—17yn—l)}+mf(tmyTL)_mf(tn—byn—l)

ifadesi olusturulur. Diizenleme yapilarak;

ltai) = (t) = {3775 + ga775 1 ) = {5775 = 707} o)

yazilir. Daha sade bir ifade ile

Y(tn1) = y(tn) + { ]1\4_(L; + 2]?\)/;1&) }f(tm Yn) — {]1\4_(5 - QJ\ZL(L) }f(tn—l, Yn-1)}. (3.30)
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seklinde gosterilebilir. Bu denklem ile Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatoriiniin iki asa-
mali Adams-Bashforth yontemi elde edilmis olur.
Asagidaki teoremler yakinsama ve kararlilik sonuglarini verir.

Teorem 3.3

§  Diy(t) = f(t,y(t)) (3.31)

denkleminin bir ¢oziimii y(t) fonksiyonu olsun. Burada f, sumrl siirekli bir fonksiyon ve

Caputo-Fabrizio kesirli tiirevi

Wltwen) = 9ltn) + {3775 + s} tooti) = {5775 = gy /o 90} + 2

burada ||R}|| < M seklinde tanimlanur.

Ispat Caputo-Fabrizio tiirev tanimina gore,

_1—L

WO = 9(0) = 75 ) + 57 [ Fru, (3.32)

denklemi ele alindiginda ¢,,,; noktasinda ;

1—. L
Y(tnt1) =~

esitligine ulagilir.
Ayrica, sahip olunan mevcut noktada;

_1—L

y(tn) = M—(L)ﬂtnfl,y(tn,l) + ML@ /0 " () d,.

esitligi olugur.
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Boylece,

tai) = 9(t) =75 ) = Fltaroon 0} g7 [ S
=]1W—_<L§{f(tmyn) — flta—1s Y1)} + ML(L){f(t",;y")(t—tn—l) (3.33)
f(tn 1, Yn—1) —~ T (t—
— s t—t +;Eh ti, y z)}dt-

buradan da

Y(tni1) =y(tn) + {jlw_(L; + 2]?&) }f(tna Yn) — {]1\4_(5 - QJ\ZL(L) }f(tn—la Yn—1)}

Lo G (- t)
+ Q) /tn ZHh(_1i>f(ti>yi)dt

N i=2 i=2
hata?errimi
(3.34)
bagintisi elde edilir. Olusan hata terimi asagidaki gibi gosterilir:
tni1 ™ n (t
R S I v
Boylece,
Y AR ()
17l =57 [ ) f(ti)d
M(1) J,, iZQgh(—ll) Moo
v e ()
< = f(ts, y:)d
M(1) /tn P Zl_! h(—1%) o0
L it O | (E — t)
< : ti, i) di || oo (3.35)
tn =2 j=2
R ]
< sup{max f(ti, v }
M) J, 1221,11 h(=1%) er U el £ )
¢ (n+ 1)t
< M
M (1) 4 ’

esitsizligi, dolayisi ile

L
R ||loo < ——= IR M
1Bl < g (0 + D0,

ifadesi elde edilir.
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Teorem 3.4
6" Dyy(t) = f(t,y(t))

denkleminin bir ¢éziimii y(t) fonksiyonu olsun. Her n € N igin;

th™(n 4+ 1)!
(tn; yn) - f(tnq,ynq)Hoo + T(L)

1—1
lo(ten) = y(t)lle < 370

Oyle ki,
n— oo — Hf(tmyn) - f(tnfhynfl)Hoo — 07
Benzer sekilde,
n — 00 = [|y(ta+1) — y(ta)llo = 0,
olur.
Ispat
—i . tn+1
lotoet) =t = || i) = FCcrten)} + 7 [ rewtenal|
1—1 i
(L)Hf(myn)_f(tn 1 Yn—1)|loo + H/ ft,y(t) -
1—1¢ ) S oy (t—
< M<L)Hf(tnayn)_f(tn 1 Yn—1)]loc + W/ 2 Zl_[ h(—
1—1 th™(n +1)!
< M—(L)Hf(t”’y") - f(tn—layn—l)Hoo + T(L)
(3.36)

O halde n — oo i¢in || f(tn, Yn) — f(tn—1,Yn-1)|lcc — 0 dir. Diger yandan n — oo iken

lly(tns1) — y(tn)||oo — O olur. Bu sekilde ispat tamamlanmisg olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde sigara icme dinamigi modeli tanitilarak modelin ¢oziimiiniin sabit nokta
teoremi ile varlig1 ve Picard-Lindelof doniisiimii ile tekligi incelenmis, ardindan Adams-
Bashforth metodu Caputo-Fabrizio kesirli tiirevine entegre edilerek genisletilmis matema-

tiksel modelin niimerik ¢oziimleri hesaplanmisgtir.

4.1. Sigara Icme Dinamiginin Matematiksel Modeli

Sigara icme dinamiginin matematiksel modeli asagidaki sekildedir.

P(t) =a—aP(t) = bP(t)S(1),
L(t) = — aL(t) + bP(t)L(t) — cL()S(t),
DiS(t) = — mS(t) + cL(H)S() + FQ(1). “.1)
Q(t) = — n2Q(t) +n3S(t),
R(t) = — aR(t) + naS(1).

Burada D; kesirli tiirev operatorii ve 0 < ¢ < 1 olmak tizere P(0) = dy, L(0) = o,
S(0) = 03, Q(0) = d4, R(0) = 5 baglangic kosullart ve ny = a — d, ny = a + f,
ny =d(1—e),ns =ed ’dir.

(4.1) denklem sisteminde ;

P(t), potansiyel sigara icenler
(t), ara sira sigara icenler

)
)

h

S(t), agir igiciler
Q(1)
)

(t
R(t), sigaray1 kalic1 olarak birakanlari temsil etmektedir.

, sigaray1 gecici olarak birakanlar
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Ayrica, bu denklem sisteminin parametreleri ;

a , dogal 6liim orani

b, ara sira sigara icenler ile potansiyel sigara icenler arasindaki temas orani
¢, ara sira sigara icenler ile sigaray1 gecici birakanlarin temas orani

d , sigaray1 birakma orani

e , sigarayi kalici olarak birakanlarin d oraninda kalan kismi

f , sigaray1 gecici birakanlar ile sigara icenler arasindaki temas orani

(1 — e) ,sigaray1 gegici olarak birakanlarin orani (d oraninda)
seklinde tanimlanmugtir.

Bu boliimde (4.1) denklem sisteminde yer alan sigara icme dinamigi matematiksel modelinin
once varlik ¢6ziimii ve teklik ¢oziimii yapilacaktir. Ardindan kesirli tiirev operatdriine uyar-
lanmis Adams-Bashforth metodu kullanilarak Caputo-Fabrizio operatoriine genisletilmis mod-
elin niimerik ¢oziimleri hesaplanacak ve Mathematica programi ile simiilasyonlar olusturu-

lacaktir. Son olarak elde edilen sonuglarin ayrintili olarak analizi yapilacaktir.

4.1.1. Sigara Icme Dinamigi Modelinin Varlik Céoziimii

Bu boliimde sabit nokta teoremi kullanilarak (4.1)’de belirtilen denklem sisteminin

varlik ¢coziimii incelenecektir.

Caputo ve Fabrizio kesirli tiirev operatorii ile,

CFpDLP(t) =a — aP(t) — bP(t)S(t),

)
CEDLL(t) = — aL(t) + bP(t)L(t) — cL(t)S(t),
CEDES(t) = — nyS(t) + cL(t)S(t) + fQ(¢), (4.2)
FEDQ() = = naQ(t) + naS(1),
YFDER(t) = — aR(t) + nyS(t).

denklem sistemi elde edilir. Baslangic degerleri (4.1)’de belirtildigi lizere varlik ¢6ziimii i¢in

Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorii kullanilarak,
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2(1—1)
(2—1)M(e)
2t

+ T /0 (a — aP(y) — bP(y)S(y))dy.

o 2(1 =)
LOY =02 = 55310

2 t
+ G [ () + P — L) S,

Y
(2—0)M()
2 s + L )S () + fQw)d
TR J, (S + LIS+ £
Y
(2—1)M(e)
2t p
+ m/o (—n2Q(y) + n3S(y))dy,
N
(2—1)M(s)
2t

+m/o (—aR(y) +n4S(y))dy.

P(0) — 6, = (a — aP(t) — bP(£)S(t))
(—aL(t) + bP(t)L(t) — eL(t)S(1))
S(0) — 05 = (=mS(t) + cL(t)S(t) + FQ(H))
Q(0) — 84 =

(=n2Q(t) +n3S(t))

R(0) — 65 = (—aR(t) + naS(t))

elde edilir. Basit bir goriiniim elde etmek adina,

G.(t, P) =a — aP(t) — bP(t)S(1),

Gao(t, L) = — aL(t) + bP(t)L(t) — cL()S(1),
Gs(t,S) = —n1S(t) + cL()S(t) + fQ(1),
Ga(t, Q) = — n2Q(t) + n3S(1),

Gs(t, R) = — aR(t) + maS(t).

notasyonlar1 kullanilarak,

le—a—b,

Wy=—-a+1-c,

W5 =—n; +c,
Wy = —ng,
W5:—a.

esitlikleri elde edilir. Bu esitliklerin ispat1 i¢in,
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[P < B L@ < B, (IS < Bs, [Q)]] < Bas [[R()]| < Bs5 olsun.

Teorem 4.1 Lipschitz kosulu i = 1,2, ...,5 olmak iizere G; cekirdekleri ile saglaniyor ise

W, <1 (Vi,i=1,2,...,5) sarti da H asimtotu icin saglanir.

Ispat Oncelikle G'; (¢, P) nin teoremi sagladig1 incelenecektir. P(t) ve P (t) iki ayr1 fonksiyon

olmak tizere,

1G1(t, P) — Gr(t, P)|| = ||(a — aP — bPS) — (a — aP, — bP,S))|
< (—a—0)Bs||P — P
= WiBs||P — Pr|.

Benzer sekilde sirastyla Go(t, L), G3(t,.9), G4(t, Q) ve G5(t, R) ¢ekirdeklerinin de Teorem

(4.1)’ 1 sagladig1 gosterilirse;

L(t) ve Ly(t) iki ayr1 fonksiyon olmak iizere,

1Ga(t, L) — Ga(t, Ly)|| = ||(—aL + bPL — cLS) — (—aLy + bPL, — cL,S))|
<(=a+1—0c)(B1 = Bs)lIL — Ll
= Wy(B1 — Bs)|IL — Lal],

S(t) ve Si(t) iki ayr1 fonksiyon olmak iizere,

[G3(t,5) — Gs(t, S1)l| = (=S + cLS + fQ) — (=S + cLS1 + fQ)]
< (=ny +¢)Be|S — S
= W3S — S,

Q(t) ve Q1 (t) iki ayr1 fonksiyon olmak iizere,

|G4(t, Q) — Ga(t, Q1) = [[(=12Q + n3S) — (—n2Q1 + n39)|
< —mal|@Q — Q4
= W4[|Q — Q1]
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R(t) ve Ry(t) iki ayr1 fonksiyon olmak iizere,

1G5(t, R) = Gs(t, Ri)|| = [[(=aR + naS) = (=aRi + naS)|
< —al|R — K|
= Ws[|[R = Ri].

Goriildugii gibi Gy, Gy, G, G4, G5 ¢ekirdekleri i¢in W; < 1, (¢ = 1,2,...,5) indislerini
saglayan daralma s6z konusudur. O halde G, G, (s, G4, G5 cekirdekleri icin Lipschitz

kosulu saglanir ve Teorem (4.1) ispatlanmais olur.

(4.1) denklem sisteminde de belirtildigi iizere baslangi¢c degerleri sifir kabul edilerek olustu-

rulan denklem daha basit bir sekilde ,

P(1) = géj%fﬁf®)2_b l/@%

iy % N
2(1—1) 2t !
S(t) = m%(t, S(t) + m/ Gy, S(y))dy (4.4)
2(1—14)
Q0 = G0 + s [ G Q)
R() = 2D G R) + ————/GmRum.
(2—1)M(1) ’ (2 — )M (1) ’

yazilabilir. Daha sonra 6z yinelemeli metod kullanilarak,
2(1—1)
(2—0)M()

2_L /G1y7n1
(1-1)

L(t) = mGz(t7Ln—1(t))+m/o G2y, Ln-1(y))dy

P(t) = Gi(t, Poa(t)) +

2(1—1) ) ¢
21 =)
Q1) = G Calt Qe () + / Caly, Qs ()i
2(1—1)
R(t) (2 N L)M(L) G5(t7 Rn—l(t)) + (2 IR L)M(L) /0 GB(yv R — (y))dy
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denklemi elde edilir.

Bu denklemin her biri i¢in ardigik terimler arasindaki farklar uygulandiginda,

(Past = P = o s (Galts Polt) = Gt Paa (1)
b s [ (G Pa) — Gty Pacs)
(st = La)(t) = s (Galt Ln(6) = Gat, Loca0)
b s [ (Gl La(0) = Gty Loca ()i
(Sust = S)0) = gy (Galt S, (0) = Galt Sua() »
b s [ (G500 — Galy. Su-st)
(Quit = Qu)(0) = G s (Galt, Q) = Gilt, Quea(0)
ot [ (Gl Qu) - Gl Qur )
(oo = Ba)(0) = 20 0 (Gt Balt) = G B ()

2t t
b i | (Gs Ra0) = Gl sl

seklinde elde edilir.

(4.6) denklem sistemindeki her bir denklemin normu alinirsa,
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2(1—1)

[(Pry1 — Po) ()] = m“(Gl(t P(t)) —
— M (¢) / 1(Gr(y, Fa
(L — LD = %mm L(t) -
EEr o / (Gl L
(S = S0 = ﬁu«;g(t 5.()) -
o [ 1Gatw Sty
(Qusr — QU] = %nwt Qu) -
+ o [ G0t
(Bt = RO = (“L—)A;@n(c;s(t Ry(t)) -
o [ 1Gatw Rty
elde edilir.

G (t, Paa(1)))]]

— Gy, Paa(y))) lldy,
Ga(t, Ln-1 (1))

— Ga(y, Ln-1(y)))lldy,

Gs(t, Sua ()]

Teorem 4.2 Sigara icme dinamigi matematiksel modeli icin,

w = max{W;},

esitsizligi saglandigr durumda bir ¢oziimii mevcuttur.

i=1,2,..5

4.7)
— Gs(y, Sn-1(y)))lldy,
Ga(t, Qu-1(1)))|
— Ga(y, Qu-1(y)))ldy,
Gs(t, Rna (1))
— Gs(y, Rn1(y))) lldy.
(4.8)

Ispat Teorem ispatlanirken denklem sistemlerine kolaylik saglayacak ifadeler,

X1n () =Pata(t) — Pa(t),
Xon(t) =Lns1(t) — La(t)
Xan(t) =Sp41(t) — Sn(t)
Xan(t) =Qn+1(t) — Qn(t)
Xon(t) =Rns1(t) — Ra(0),

seklinde olusturularak oncelikle,
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Pl = DGy (1, By (1)) — Gt P(O)]

@= M0
+ s [ 16u0 ) = Gl Py
2(1 — 1) 2 (49)
S(@—»M@f*@—wMo)W”P 7l
2(1—1) 2t nwn B
< (ot + =) 1P =B
elde edilir. Benzer sekilde
han(®l < (Ao s ) WL Ll
2(1—1) _——
el < (o it * @ ”> b=
(0l < (Gt + oy ) @@ -l
2(1 =) 2

me”ﬂ(@_LM@y+@_@Mm) IR~ Rl

esitsizlikleri elde edilir. O halde i = 1,2,...,5 olmak iizere x;,(f) — 0i¢in n — oo

bulunarak ispat edilmis olur.

4.1.2. Sigara Icme Dinamigi Modelinin Teklik Coziimii

Bu kisimda Picard’in teklik teoremleri yardimiyla sigara igme dinamigi matematiksel

modelinin ¢oziimiiniin tek oldugu gosterilecektir.

Teorem 4.3 (4.2) denklem sisteminde yer alan sigara icme dinamigi matematiksel modeli-

nin asagida gosterilen egitsizlik saglandiginda tek bir ¢oziimii olacaktir.

2(1—1) 2t ‘ .
((2 — )M (e) + (2 — L)M(L))Wz <1 1,2,...,5.

ispat P(t), L(t), S(t),Q(t), R(t) ile birlikte P(t), L(t), S(t), Q(t), R(t) (4.2) denklem sis-

teminin ¢oziimleri oldugu varsayilarak,

40



) = o Gialt L) + s [ Gt Ly

() = e Gl 30) + s [ Gt S(0)y
Qt) = (;ﬂ; ]VL[)@ Galt: Q) + = f;M( ) / Gu(y. Q)
R = ) Gutt ) + s [ Gl

denklem sistemi yazilabilir. Bu denklem sisteminin normu alinirsa,

1P(t) = P()] < M"Gl(ta P(t)) = Gu(t, P(t))]|

(2 —L)M()
) / IG1(y. P(y)) = Gy, P(v)lldy @.11)
M m_vw _
< G P - P+ oL
elde edilir. Buradan hareketle,
RECY) PR S TP
<<2—L)M(L)Wl+ (2= )M(0) 1)”P P >0

esitsizligi yazilabilir.
Sonug olarak ||P — P|| = 0ise P(t) = P(t) olacag: agiktir. Yine ayni metod kullanilarak

L(t) = L(t), S(t) = S(t), Q(t) = Q(t) ve R(t) = R(t) esitlikleri yazilir. Béylece modelin

cOziimiiniin tek oldugu ispatlanmis olur.

4.1.3. Sigara Icme Dinamigi Modelinin Niimerik Coziimii

(4.2) denklem sisteminde gosterilen Caputo-Fabrizio kesirli tiirev operatoriine genisletilmis

sigara modeli analizin temel teoremi ile diizenlenerek,
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Ji,1=1,2,...,5 cekirdekleri i¢in,

()
L) = L0) = 3705 2l L) + g [ B L47)
1—1 L ¢
5(0) = $(0) = 75 5t S0) + 7 [ B(rS0)
Q1) = Q0) = 35 h(t.Q) + 37 [ Q)
Rit) = R0) = 35 (RO + 577 [ (. ()
denklem sistemi elde edilir. Boylece,
Poii— P(0) = %Jl(tn, P(t) + ML(L) 0 " P
Loy — L(0) = ]1\4—_(L;J2(tn,L(tn)) + ML@ /0 " (e L)
Suit — S(0) = ]1\/[—_(L;J3(tn S() + 37 /0 " (. 5()
Quir = QUO) = 75 Tt Qe) + 570 [ Hlm@))
Ryt = RO0) = 3t Rlt) + 577 [ (e (e)

ile,

M(2) Jo
11— L n
Lo = L(0) = 35 bt Ltaei)) + s [t L)
1—1¢ L n
Sn = 8(0) = iy Jaltnr, Sltna)) + M(L)/O J3(7,5(7))
11— L n
Q0= Q) = 3775 5(ta 1. Q) + 377 [ I Q).
R = RO) = 35 Tltacr. Rlto) + g [ (7 R(E)

denklem sistemleri elde edilir.

(4.12)

(4.13)

(4.14)

(4.14) ile (4.13) denklem sistemindeki her bir denklemin kendi i¢inde farki alindiginda,
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1—1 L tnt1
Pt = P = S (b P()) = b Pl + 3705 [ 3t PO),

1—1 L tnt

Lpiy — Ly = MQ) 2 (tn, L(tn)) — Jo(tn-1, L(ta-1))} + M) /tn Jo(t, L(t)),
1 L L tnt

St = S = S Ut SC0)) = It S} + s [ (e S0,

1—-

Quit = Qu = U0 Q) = Tiltos, QU+ 75 [ .00
Ry — Ry = (L>{J5(tn,R(tn)) — J5(tp-1, R(tn-1))} + M—(L)/tn J5(t, R(t)).

elde edilir.

Sistem (4.14) ve (4.13)’ten hareketle,

/tt+ Ju(t, P(8))dt = /tt+ {—Jl(’fz B ¢4,y = Dl Pot) () tn)}

3h h
= _']l(tnap ) Jl(tnflypnfl%

/tt+ To(t, L(#))dt = /tt+ {JQ(t’;L’ L)y 4 )= M(t _ tn)}

3h h
= _JQ(tnaL ) — J2(tn—17Ln—1)a

/tt+ Jo(t, S(t))dt = /tt+ {M(t P U e v tn)}

3h h
= _J3(tnaS) J3( n— laSn 1)

/:H Ju(t, Q(t))dt = /tnn+1 { Jalt "h’Q") (t —tp_1) — ‘]4(’5”‘1}; @n1) (t — tn)}

h h
- 3_<]4( naQn) §J4( n— laQn 1)

/tt+ Jo(t, R(D))dt — /t+ {‘]5“’;; Bu) ¢4, ) — Bt Bint) tn)}

3h h
= _JS(tnaR ) — <]5(tn—17Rn—1)-

ifadesi olusturulur. Buradan,

43



1—1 3uh

Past = Pa= g Ot Ba) = Ditas, Pa)} + s (i, B
e
Lois — Ly = jw—_(bg{b(tn, L) = Ja(tat, 1)} + %Jg(tn, L)
AN
Sy — Sy = ]1\4—_(5{%)(75”, S2) — Jo(t 1, Snt)} + %Jg(tn, 3.)
- %Jg(tn_l, S 1),
Quir = Qo = (00 Qo) = Tt 1, Quer)} + g7 i @)
- %Jﬁx(tn—l, Qn-1),
Roir — Ry = L—?L;{k(tn, Ro) — Js (b1, R 1)} + %J5(tn, R
- %Jg,(tn_l, Ro1).
ifadesi elde edilir.
Sonug olarak,
Poi =P, + (]1\/[_5 21?/%)) Ji(tn, Py) + <]1W_L; + 2]\2]1(0>>J1(tn1, Po_1),
Lot = Lo + <11\4_L; 2]?\’;?L)>J2(tn, L)+ (11\4_L; +5 ]\}h@) To(tnt, Ln1),
Spi1 = Sp + (]1\4_5 2]?\’;];0)(]3(75”, S,) + (le_bg + QJ\ZL(L))Jg(tn_l, Sn_1),
Rus1 = Ry + (]1\4_5 2]‘?}’6)) Js(tn, Ru) + (]1\4_5 +5 A}h@) Ts(tnt, Ru_1).

denklem sistemine ulagilir.

§FD = f(t,x(1))

denklemi diisiiniildiigiinde Teorem (3.3)’e gore yukarida gosterilen denklem sistemi,
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Py = P, + GW_(L; + 2;}%) Ji(te, Po) + (zlw_@; +5 ]\}h@) Ji(tn_1, Po_y) +1 R™,
Lpii = Lo + (]1\4_@; + 2;’;}&)) Jo(t, L) + (zlw_(L; + QAﬁL))JQ(tn_l, Ln_1) 4% R",
Rus1 = Ry + (le_(L; QZZ))JE)(%RH) + (le_(L; +5 Aﬁb)>J5(tn_1,Rn_1) Iy
olarak yazilir. Boylece,
'R} oo < M#(L)(H)!MHM, i—=1,2,..5

esitsizligi elde edilmis olur.

Niimerik ¢oztimleri yukarida yapilan, (4.2) Sigara igme dinamigi matematiksel mo-
deli simiilasyonlarinin zamana bagli degisimi, her bir fonksiyon i¢in farkli kesirli mertebeden

degerler kullanilarak grafiklerle asagida gosterilmisgtir.

Grafikler inclendiginde, sekil (4.1)’de potansiyel sigara icenlerin zamanla 6nce azaldig1 sonra
artt1if1, sekil (4.2)’de ara sira sigara icenlerde belli bir siire azalma egilimi olsa da sonrasinda
zamanla artti81 ve ardindan sert bir azalma oldugu, sekil (4.3)’de agir icicilerin hizli bir yiik-
selis sonrasinda zamanla diisiis yasadigi, sekil (4.4)’de sigaray1 gegici birakanlarin basta az
miktarda diistiigii ardindan belli bir t zamanina kadar arttig1 daha sonra tekrar azaldigi ve
sekil (4.5)’de sigaray1 kalici olarak birakanlarin bir miktar sabit seyredip ardindan zamana

bagli arttig1 gdzlemlenmistir.
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Sekil 4.1. P(t) fonksiyonunun farkh mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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Sekil 4.2. L(t) fonksiyonunun farkli mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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Sekil 4.3. S(t) fonksiyonunun farkh mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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Sekil 4.4. Q(t) fonksiyonunun farkli mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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Sekil 4.5. R(t) fonksiyonunun farkl mertebeden tiirev degerleri icin grafigi
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu tezde sigara icme dinamigi matemetiksel modelinin analizi yapilmistir. Beg farkl
diferansiyel denklem igeren tam say1 mertebeden bu model kesirli mertebeden Caputo ve
Fabrizio tiirev operatoriine genisletilmistir. Genigletilmis modelin ¢6ziimlerinin varlik ve
teklik durumlari sabit nokta teoremi kullanilarak incelenmistir. Daha sonra Adams-Bashforth
metodu ile niimerik ¢oziimler modele uygulanmigtir. Son olarak (0, 1) araliginda farkli ke-
sirli mertebeden tiirev degerleri icin simiilasyonlar olusturulmustur. Yapilan bu caligsma ile
problemin mevcut durumu, gecmisi ve etki ettikleri arasinda bag kuran ve hafiza etkisi gerek-
tiren bu gibi matematiksel modellerin kesirli tiirev operatorii kullanilarak analizinin yapil-
masinin daha pratik ve giivenilir sonuglar sagladig1 goriilmiistiir. Bu tezi okuyan arastirma-
cilar tarafindan sigara icme dinamigi modelinin farkli kesirli tiirev ve integral operatorleri ile
analizi yapilarak Caputo-Fabrizio operatoriinden elde edilen sonuclarla karsilastirilmasinin

literatiire katki saglayacagi kanaatindeyiz.
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