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Bu tezde sigara içme dinamiği modeli Caputo-Fabrizio kesirli türevine genişletilmiştir.

Genişletilmiş modelin varlık çözümü için sabit nokta teoremi kullanılmış, ardından Picard’ın

teklik teoremleri kullanılarak teklik çözümünün hangi şartlar altında sağlandığı incelen-

miştir. Teorik çözümlerden sonra, Adams-Bashforth metodu Caputo-Fabrizio türevine uyar-

lanmış ve nümerik çözümler modele uygulanmıştır. Son durumda (0, 1) aralığındaki farklı

kesirli türev değerleri için nümerik simülasyonlar oluşturulmuş ve ayrıntılı olarak analizi
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4.1.3. Sigara İçme Dinamiği Modelinin Nümerik Çözümü . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
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1. GİRİŞ

Bilindiği üzere genel anlamda hareket halinde olan dinamik sistemlerin matematiksel

modelinin oluşturulması, türeve ve türevin anlamına ihtiyaç duyar. Türevin hikayesinin eski

Yunanlıların bir çembere istenilen noktada teğet çizme merakı ile başladığı bilinse de, bir

niceliğin nasıl bir hızla değiştiği, bir noktada-özel bir anda sağladığı bilgi, eğim hız gibi

kavramlara kazandırdığı anlam sebebi ile, bir çok bilim insanının ilgi odağı olmuştur.

Türevin fiziksel sistemler üzerine önemli katkıları olacağından ilk çalışmalar New-

ton, Euler, L’Hospital, Abel, Riemann gibi önemli bilim insanları tarafından yapılmıştır. Bir

fonksiyonun bağımsız değişkeninin en küçük değişikliği sonucu, fonksiyonun verdiği tep-

kiyi inceleyerek bu fonksiyonun asimtotik davranışını incelemişlerdir. Anlık değişim hızı

olarak ifade edilen türev, öncelikli olarak Matematik, Geometri, Fizik ve yine Mühendis-

lik ve Teknoloji alanlarında kullanılmıştır. Bu alanlarda kullanılmasına rağmen problemin

mevcut durumundan ayrı, geçmişi veya etki ettikleri hakkında bilgi sağlayamaması tam sayı

mertebeden türevin sınırlılıkları olarak görülebilir. Bu sınırlılıkları ortadan kaldıran bir türev

tanımına ihtiyaç duyulması kaçınılmaz olmuştur.

Kesirli mertebeden türev, problemin sadece mevcut durumuna bağlı olmayan, fizik-

sel yorumda geniş bir çerçeve sunan, hafıza ve öğrenme etkisi sağlayan, tam sayı mertebe-

den türeve nazaran daha kapsamlı bir matematiksel kavramdır. Klasik türevde türevler arası

geçişler keskin olmaktadır. Kesirli türev bu keskin geçişleri minimize ederek geçişlerin

daha rahat görülmesini, dolayısıyla daha sağlıklı yorumların yapılabilmesini mümkün kılar.

Ayrıca değişken sayısı fazla olan elektrik, optik, mekanik, hastalık modelleri gibi gerçek

hayat problemlerinde kesirli mertebeden türev tanımları daha pratik ve gerçekçi sonuçlar

sağlamıştır.

Bilinir ki L’Hospital’in, Leibniz’e n. mertebeden türev için mertebenin 1/2 duru-

munu sorması üzerine Leibniz’in 30.09.1695 tarihinde durumun şu anda bir paradoks gibi

görünse de bir gün çok kullanışlı sonuçlar doğuracağından söz etmesi ile kesirli türevin

temeli atılmıştır (Miller ve Ross, 1993). Bahsi geçen mektuplaşmanın akabinde 1738’de

Euler, 1820’de Lacroix 1/2. mertebeden türevi formüle etmiş, 1822’de Fourier pozitif ke-

sirli türev tanımını yapmış ve kesirli türev bir çok matematikçinin çalışma alanı olmuştur.

Euler’in 1729’da Gamma fonksiyonunu tanımlaması da bu çalışmalara kolaylık sağlamıştır.
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Günümüze ışık tutan geometrik ve fiziksel yorumla ilgili, kesirli türevin de ilk uygu-

laması olan çalışmayı Abel 1823’te "tautochrone problemi"ni çözerek sağlamıştır. 1832

yılında Liouville üstel fonksiyonların kesirli türev tanımlarını ve kesirli integral tanımlarını

yaparak çalışmalara hız kazandırmış. Yine Liouville kesirli diferansiyel denklemleri çöz-

meye çalışmış, üç ayrı makale yayımlayıp çalışmaları ileri taşıyarak kesirli türevin öncü-

lerinden olmuştur. 1847’de Riemann tarafından Lioville’in çalışmaları desteklenip Riemann-

Liouville tanımı yapılmıştır (Butzer ve Westphal, 2000). Bu tanımın ilk çalışması 1869’da

yayımlanan Sonin’in "keyfi mertebeden diferansiyel" makalesinde ortaya konmuş. 1892’de

Riemann, kesirli integral ile geliştirdiği teorisini yayımlamıştır.

20. yüzyılda kesirli hesap çalışmaları oldukça üst seviyeye ulaşmış. Al-Bassam,

Davis , Erdelyi, Hardy, Kober, Little Wood, Osler, Riesz, Samko, Sneddon, Weyl, Zygmund

gibi matematikçiler çok sayıda çalışma yayımlamışlardır. Bu çalışmalar incelendiğinde ma-

tematiğin teorikten farklı olarak uygulama alanına ihtiyaç duyduğu görülmektedir. Kesirli

türevin de diğer bilim dallarına uygulanabilir olması ve problemin çözümüne yönelik pratik,

güvenilir ve gerçekçi sonuçlar sunması bu ihtiyacı karşılayacaktır.

1974 yılında kesirli türevi konu alan ilk uluslar arası konferans Bertram Ross tarafın-

dan Connecticut (ABD) eyaletinde New Haven Üniversitesi’nde yapılmıştır. Aynı yıl Old-

ham ve Spanier tarafından kesirli hesapların temel tanım ve yöntemlerini içeren ilk kitap

yazılmıştır (Oldham ve Spanier, 1974). Bu konferanslardan ikincisi 1984’de Glasgow (İsviçre)

şehrinde ve üçüncüsü 1989’da Tokyo’da Nihon Üniversitesi’nde yapılmıştır. 1980 yıllarında

Japonya’da matematiksel etkinlikler düzenlenmiş, kesirli türevin dört ciltlik bir makalede

adi diferansiyel ve kısmi diferansiyel denklemlere uygulanışı gözlemlenmiştir. Yakın za-

mana kadar kronolojik olarak (McBride, 1979), (Friedrich, 1991), (Miller ve Ross, 1993),

(Kiryakova, 1993), (Podlubny, 1998), (Chen ve Moore, 2001), (Hilfer, 2003), (Kilbas ve

dig., 2006), (Ahmad ve Sivasundaram, 2009), (Diethelm, 2010) ve (Odibat, 2010) gibi kesirli

türev hakkında yazılan kitaplar ile yine bu alanda yayımlanan dergiler ( Fractional Calculus

and Applied Analysis, Journal Of Fractional Calculus) bu alana yön veren ve destekleyen

çalışmalar olmuştur.

2004 yılından bu zamana 2 yılda bir uluslararası Autmatic Control Federasyonu(IFAC)

tarafından "Fractional Differentiation and Applications" adlı konferans düzenlenmektedir.

Ayrıca kesirli türev alanında Uluslararası Hesaplamalı Matematik ve Mühendislik konferans-

ları (CMES-2022-2021-...2016) öte yandan 2007 yılında Sabancı Üniversitesi’nde düzenlen-

miş olan "kesirli mertebeden sistemler" isimli oturum gibi faaliyetler kesirli türevin ülke-

mizde de önem kazandığını göstermektedir.
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Bu çalışmalarla birlikte kesirli mertebeden türev ve kesirli mertebeden integral denklemler

ile ilgili çalışmalar ivme kazanmış, sonuçta Grunwald-Letnikow, Riemann-Liouville, Ca-

puto, Hadamard, Marchaud, Riesz, Riesz-Miller, Miller- Ross, Weyl, Erdelyi-Kober kesirli

türev tanımları yapılmıştır. Bu türev tanımları arasından Riemann-Liouville ve Caputo kesirli

türev tanımları yakın zamana kadar literatürde en yaygın kullanılan türev tanımları olmuş-

tur. Geleneksel olarak adlandırılan R-L ve Caputo kesirli türev tanımlarının singüler yapıda

bir çekirdek fonksiyonuna sahip olmaları sebebi ile problemin matematiksel modelleme-

sinde hesapsal zorluk yaratmakta ve çok sayıda sayısal hesaplama gerektirdiğinden algoritma

kurmakta da ayrıca güçlük çıkarmaktadır. Diğer yandan kuvvet fonksiyonu gibi çekirdek

fonksiyonlarının, günlük hayatta üstel tipten davranışa sahip verilerin modellenmesinde de

yetersiz kalacağı ve tam anlamıyla bellek etkisine sahip olamayacağı görülmektedir. Bu gibi

zayıflıkları çekirdek fonksiyonlarının değiştirilmesi ile ortadan kaldıran ve literatüre önemli

derecede katkı sağlayan (Caputo ve Fabrizio, 2015) ve (Atangana ve Baleanu, 2016) kesirli

türev tanımları yapılmıştır.

Matematik ile Fizik alanlarında J. Hristov’un R-L kesirli türevi ile difüzyon çalış-

ması (Hristov, 2013), (Závada, 2002), Z. Rahimi’nin mekanik problemlere yerel olmayan

kesirli türev modeli (Rahimi ve dig., 2017), Y. Sun, B. Indraratna ve ark.’nın kümülatif de-

formasyonu tahmin eden modeli (Sun ve dig., 2017), (Naber, 2004) ile (Caputo ve dig., 2008)

çalışmaları, Mühendislik alanında Kumar ve ark.’nın nano teknolojide uygulanan gelişigüzel

sıralı diferansiyel modeli (Kumar ve dig., 2016), Baleanu ve ark.’nın yine aynı alanda kesirli

analizdeki yeni gelişmeleri incelemeleri (Baleanu ve dig., 2010), biyoloji alanında (Cesarone

ve dig., 2004) ile (Caputo ve Cametti, 2008) çalışmaları, tıp alanında (El-Shahed, 2003), je-

ofizik alanında (Iaffaldano ve dig., 2006), biyomühendislik alanında (Magin, 2006) ve finans

alanında da (Caputo, 2014) kesirli türev çalışmaları ve benzer şekilde yine bu alanlarla il-

gili olan (Dokuyucu ve Dutta, 2021), (Bulut ve dig., 2013), (Owolabi, 2017), (Carvalho ve

Pinto, 2017), (Alkahtani ve Atangana, 2016), (Singh ve dig., 2016), (Kumar ve dig., 2018)

ve (Atangana ve Alkahtani, 2015) gibi çok sayıda çalışma geçmişten günümüze farklı bilim

alanlarında gerçek anlamda etkili olmuştur.

Sürekli çalışan dinamik sistemlerde kontrol teorisi, elektrik, optik, mekanik, sosyal

bilimler, yer altı kaynakları ve hastalık modelleri gibi günlük hayat problemleri, ayrıca

viskoelastik maddelerin gevşeme hareketleri, akustik, yayılma hareketleri, biyokimyasal kayıt

cihazları, elektromanyetik, ekonomi, olasılık-istatistik, kaotik dinamikler, deprem titreşim

hareketleri ve hatta duygusal süreçler gibi bir çok problem kesirli mertebeden türev kul-

lanılarak modellenmiştir (Nataraj, 2010).
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Caputo-Fabrizio(2015) ve Atangana-Baleanu(2016) tanımlarından sonra bu tanımlar

kullanılarak yalıtkan ortamda elektromanyetik dalgalar, ısı transferi sistemleri, geçirimsiz

yer altı suyu akışı, sığ su yüzündeki dalga hareketi, elektrik devreleri gibi problemlerde etkili

sonuçlar elde edilmiştir (Abdollahi ve dig., 2018; Dokuyucu ve dig., 2018; Alqahtani, 2016;

Atangana ve Alqahtani, 2016; Gómez-Aguilar ve dig., 2016; Khan ve dig., 2017; Tahir ve

dig., 2017).

Bu çalışmada da bir hastalık modeli örneği olan sigara içme dinamikleri Caputo-Fabrizio

kesirli türev operatörü ile incelenmiştir.

Sigara dünyadaki sağlık sorunlarının ana nedenlerinden biridir. Dünya Sağlık Örgütü’

ne göre tütün içmek diğer bir çok hastalıkla birlikte kalp hastalıkları, mide ülseri, astım,

lekeli dişler, yüksek tansiyon, damar hastalıkları ve obstrüktif akciğer hastalıklarının en

büyük nedenidir. Her yıl 7 milyonu doğrudan 1,2 milyonu ise pasif içici olan 8,2 milyon

insan sigara sebebi ile hayatını kaybediyor. DSÖ. nün 2021 raporuna göre Dünya genelinde

2021’de yaklaşık 1,5 milyar kişi sigara içiyor ve 2025’de 1,7 milyara ulaşacağı tahmin

ediliyor. Dünyada her yıl 3 milyon 500 bin hektar ormanlık alan tütün ekimi için yok ediliyor

ve atmosfere yıllık 84 megaton karbondioksit eş değeri sera gazı salınımı ile yaklaşık 4,5

trilyon sigara izmaritinin doğaya atılması binlerce kimyasalın havaya suya ve toprağa karış-

masına sebep oluyor. Anlaşıldığı gibi temelde sağlık sorunu olan sigara aynı zamanda sosyal

ekonomik ve çevresel bir sorundur. Sigara bağımlılık yapıcı bir madde olması ve içerisinde

en tehlikelileri arsenik, benzin, kadmiyum, hidrojen siyanid, toluen, amonyak ve propilen

glikol olmak üzere 4000’in üzerinde kanserojen ve toksik madde bulunması sebebi ile sağlık

açısından ciddi bir problem teşkil etmektedir. Bu doğrultuda yavaş öldürücü diye adlandıra-

bileceğimiz, önlenebilir ölümlerin en önemli etkeni olan sigara içme dinamiğini değerlendi-

rerek optimal kontrolleri açısından en verimli şekilde gerçekleştirilebilmesi için matematik-

sel modellerden geçmişten bu güne faydalanılmıştır. Öyle ki doğrudan ya da dolaylı olarak

her bilim insanı, doktor, matematikçi ve toplumsal sorunlara duyarlı her birey sağlıklı ve

uzun bir ömür için tütün kullanımını kontrol altına almaya çalışır.

Modern epidemiyolojinin oluşumunu sağlayan, hastalık yayılımının matematiksel

modelleme fikri ilk kez 1766’da D. Bernoulli tarafından sunulmuştur. 20. yüzyılın başlarında

R. Ross ve W. Hamer tarafından salgın hastalık modellerinin dinamiklerini açıklamak üzere

kitlesel eylem yasası kullanılmıştır. Daha sonra L. Reed ve WH Frost ile bir topluluktaki

duyarlı, enfekte ve bağışık bireyler arasındaki ilişkiyi gösteren Reed-Frost salgın modeli ku-

rulmuştur (Haq ve dig., 2018). Günümüzde de salgın modelleri kesirli türev operatörleri ile

incelenerek etkili sonuçlar elde edilmiştir (Dokuyucu ve Dutta, 2020).

4



Hastalık modellerinden sigara kullanımını bırakmak ile ilgili sırasıyla C. Castillo

Garsow ve ark. tarafından ilk kez basit bir matematiksel model olan nüfusun sabit kaldığı

varsayılarak özellikle tütün kullanımı olmak üzere uyuşturucu kullanımının dinamiklerini

incelemek için genel bir epidemiyolojik model sunulmuştur (Castillo-Garsow ve dig., 1997).

Lubin ve Caporaso, sigara içme davranışını ve akciğer kanserini tartışmış (Lubin ve Ca-

poraso, 2006). Sharomi ve Gumel hafif ve zincir sınıfları tanıtan, belirli bir popülasyonu

sigara içme açısından birbirinden farklı bir dizi alt popülasyona ayıran yeni bir model öner-

miş (Sharomi ve Gumel, 2008). Castillo Garsow’un modelinden farklı olarak nüfusun sabit

olmadığı bir durumu ayrıca ara sıra sigara içen davranışını da dikkate alan yeni bir sigara

bırakma modeli G. Zaman ve ark. tarafından sunulmuştur (Zaman, 2011). Kesirli türev

içeren bir sigarayı bırakma modelinin dinamikleri çok adımlı genelleştirilmiş diferansiyel

dönüşüm yöntemi ile sayısal olarak incelenmiş (Ertürk ve dig., 2012). Alkhudhari ve ark.

sigara içmeyi tanımlayan matematiksel denklemlerin genel dinamiklerini analiz etmişler

(Alkhudhari ve dig., 2014). A. Zeb ve ark. tarafından eğitim kampanyası, sigara karşıtı

sakız ve anti nikotin kontrol değişkenleri ile uyuşturucu ilaç ve bir toplumda sigara kul-

lanımının ortadan kaldırılması için optimal kontrol teorisi önerilmiş (Zeb ve dig., 2015).

Eğitim programlarının etkisi altında sigara içme dinamiklerini ve bireyin sigarayı bırakma

kararlılığını inceleyen bir matematiksel modeli A. Yadav ve ark. ortaya koymuştur. Karar-

lılığın tek başına sigarayı yok etmek için yeterli olmadığı, ancak sigara içen popülasyonun

prevalansını azaltabileceği sonucuna ulaşılmıştır (Yadav ve dig., 2015). Sigara kullanımı ile

ilgili eğitim ve medya kampanyaları yoluyla sigaranın zararlarının farkında olan bireylerin

sayısını dikkate alan bir modeli O. J. Algahtani, A. Zeb ve ark. sunmuşlar (Algahtani ve

dig., 2015). Q. Din ve ark. nüfusun; sigara içmeyenler, sigara içenler, sigarayı geçici olarak

bırakanlar, sigarayı kalıcı olarak bırakanlar ve sigara nedeniyle hastalıkla ilişkili kişiler ol-

mak üzere beş sınıfa ayrıldığı bir sigara içme modelinin nitel davranışını incelemişler (Din

ve dig., 2016). Khalid ve ark . sigarayı bırakmanın kesirli matematiksel modelini açık-

lamışlar (Khalid ve dig., 2016). Zeb, Zaman, Erturk ve diğ. sigarayı bırakma dinamiğini

ergen nikotin bağımlılığı üzerinde ele alarak modeli kesirli düzende geliştirmek için Caputo

türevini kullanmışlar (Zeb ve dig., 2018). F. Haq ve diğ. tarafından kesirli sıralı bir model

kullanılarak sigarayı bırakma dinamikleri incelenmiş, Laplace Adomian ayrıştırma yöntemi

ile yaklaşık çözümler elde edilmiştir (Haq ve dig., 2018).
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Bu çalışmalardan farklı ve literatüre yön vereceğini düşündüğümüz, sigara içme di-

namiğine daha kesin ve pratik sonuçlar elde edeceğimiz singüler olmayan bir çekirdek fonk-

siyonu içeren Caputo-Fabrizio kesirli türev tanımının sigarayı bırakma dinamikleri mate-

matik modeline uygulanıp çözümü tartışılmıştır. Potansiyel sigara içenler, ara sıra sigara

içenler, ağır içiciler, geçici olarak sigarayı bırakanlar ve kalıcı olarak sigarayı bırakanlar

olmak üzere beş sınıfa ayırdığımız model sunulmuş, parametreler de ayrıntılı olarak tanım-

lanmıştır. Modelin analizi yapılırken Caputo-Fabrizio kesirli türev operatörünün çekirdeği

yardımıyla sigara içme dinamiği modeli bu türev operatörüne genişletilmiştir. Genişletilmiş

modelin sabit nokta teoremi yardımıyla varlık çözümü yapılmış ardından Picard’ın tek-

lik teoremleri yardımı ile teklik çözümünün hangi şartlar altında sağlandığının araştırması

yapılmıştır. Teorik çözümler tamamlandıktan sonra Adams-Bashforth metodunu kesirli türev

operatörüne entegre ederek nümerik çözümler modele uygulanmıştır. Son aşamada ise (0, 1)

aralığındaki farklı kesirli türev değerleri için nümerik simülasyonlar yapılmıştır.

Bu tezin ikinci bölümü kuramsal temeller olup tezde kullanılan temel tanım, teorem

ve lemma vb. ifadelere ayrılmıştır. Üçüncü bölüm materyal ve yöntem olup araştırma bulgu-

larında kullanılan ana tanım ve teoremlere yer verilmiştir. Dördüncü bölüm araştırma bulgu-

ları olup matematiksel modelin varlığının ve tekliğinin çözümü yapılmış ayrıca nümerik yak-

laşımlar yardımıyla grafikleri çizilerek simülasyonlara yer verilmiştir. Son bölüm tartışma

sonuç kısmına ayrılmıştır.
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2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Gamma ve Beta Fonksiyonu

Gamma Fonksiyonu

Faktöriyelin karmaşık ve reel sayılara genelleştirilmesi olarak bilinen Gamma fonksiyonu

kesirli analiz alanında oldukça önemlidir.

Gamma fonksiyonu

Γ(n) =

∫ ∞
0

tn−1e−tdt n ∈ R, (2.1)

formu ile tanımlıdır. Bu fonksiyon, n’ nin sıfırdan büyük olduğu durumda yakınsaktır.

Şekil 2.1. Gamma Fonksiyonu
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Gamma fonksiyonun sık kullanılan bazı özellikleri

• Γ(n+ 1) = n!

• Γ(n+ 1) = nΓ(n)

• Γ
(

1
2

)
=
√
π

şeklinde sıralanabilir.

Yukarıda verilen özellikler birbirleri ile ilişkili olup kısmi integrasyon yöntemi kullanılarak

Γ(n+ 1) =

∫ ∞
0

e−ttndt = [e−ttn]∞0 + n

∫ ∞
0

e−ttndt = nΓ(n) (2.2)

şeklinde ispat edilir.

Beta Fonksiyonu

B(p, v) =

∫ 1

0

tp−1(1− t)v−1dt, Re(p) > 0, Re(v) > 0

şeklinde tanımlanan ve bir çok durumda kullanılması daha doğru olan integral fonksiyonu-

dur.

Beta Fonksiyonunun Özellikleri :

1) B(p) = Γ(p)2

Γ(2p)
,

2) B(p, v) = B(v, p),

3) B(p, v) = Γ(p)Γ(v)
Γ(p+v)

,

4) B(p, v) = tp−1

(1+t)p+v
dt, Re(p) > 0, Re(v) > 0,

5) B(1
2
) = π
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2.2. Kesirli Basamaktan Diferansiyel Denklemlerin Türev ve İntegral

Operatörleri

Tanım 2.1 f , [a, b] aralığında integrale sahip bir fonksiyon ve n ≥ ι ≥ n− 1 durumunda,

n ∈ N+ için ι. dereceden Riemann-Liouville’ in kesirli türevleri,

aD
ι
tf(t) =

1

Γ(n− ι)
dn

dtn

∫ t

a

(t− τ)n−ι−1f(τ)dτ,

tD
ι
bf(t) =

1

Γ(n− ι)
dn

dtn

∫ b

t

(t− τ)n−ι−1f(τ)dτ,

olarak ifade edilir.

Tanım 2.2 Caputo kesirli türevi,

C
aD

ι
tf(t) =

1

Γ(n− ι)

∫ t

a

fn(τ)dτ

(t− τ)ι−n+1
, n− 1 ≤ ι < n (2.3)

ile tanımlanır.

Öyle ki

aD
ι
tf(t) =

1

Γ(n− ι)

∫ t

a

fn(τ)dτ

(t− τ)ι
, ι ∈ (0, 1) (2.4)

ι = n , n ∈ N olmak üzere

Dι
nf(t) = fn(x)

eşitliği yazılır. n = 0 olması halinde ise Caputo kesirli türevi,

Dι
0f(t) = f(x)

olarak tanımlanır.

Tam sayı mertebeden diferansiyel denklemlerin başlangıç koşulları ile açıklanabilir

olması Caputo kesirli türev tanımını diğer tanımlardan ayıran ve bu tanımı kullanışlı hale

getiren bir özelliktir denilebilir.

Diğer taraftan 2015 yılında tanımı yapılmış olan Caputo ve Fabrizio türev tanımını

gerekli kılan Caputo türev tanımının (t − τ)−ι çekirdeği için t = τ olması durumunda

singüler yapıda bir problem oluşturmasıdır.

9



Tanım 2.3 Bahsi geçen (2.4) Caputo denklemindeki çekirdek (t − τ)−ι’ dır. Bu çekirdek

yerine e−
ι

1−ι ve 1
Γ(1−ι) yerine de M(ι)

(1−ι) yazılırsa

CFDι
tf(t) =

M(ι)

(1− ι)

∫ t

a

f ′(t)exp

[
− ι(t− τ)

1− ι

]
dτ, (2.5)

Caputo-Fabrizio türev tanımı elde edilir. Tanımda verilen M(ι) normalleştirme sabiti ve

M(0) ile M(1)’in değeri 1 dir (Caputo ve Fabrizio, 2015).

Tanım 2.4 b > 0, f ∈ H1(0, b) olması koşulu ile Caputo kesirli türevi,

CDιf(t) =
1

Γ(1− ι)

∫ t

0

(t− s)−ιf ′(s)ds, t > 0, 0 < ι < 1

yazılabilir.

Bu denklemin çekirdeği (t − s)−ι yerine e−
ι

1−ι t ve 1
Γ(1−ι) yerine de 1√

2π(1−ι2)
yazılırsa, ι ∈

(0, 1) için yeni Caputo-Fabrizio kesirli türevi aşağıdaki gibi tanımlanır.

CFDιf(t) =
(2− ι)M(ι)

2(1− ι)

∫ t

0

exp

[
− ι

1− ι
(t− s)

]
f ′(s)ds, t > 0.

Burada, M(ι), ι ’ya bağlı normalleştirme sabitidir.

Caputo türev tanımında olduğu gibi bu tanımda da f sabit fonksiyon olmak üzere,

CFDιf = 0

olduğu görülür. Yeni çekirdek için t = s anında tekillik problemi oluşmamaktadır.

Laplace dönüşümü bu yeni kesirli türev tanımına uygulandığında

ι, (0, 1) açık aralığında bir değer alınırsa,

L(CFDιf(t))(s) =
(2− ι)M(ι)

2(s+ ι(1− s))
(sL(f(t))(s)− f(0)), s > 0. (2.6)

Burada bir f fonksiyonunun Laplace dönüşümü L(f(t)) olarak tanımlanır.

Bu nedenledir ki Laplace dönüşümü Caputo-Fabrizio türevi ile çalışıldığında oldukça etkili

bir araçtır.

Tanım 2.5 Caputo-Fabrizio kesirli integrali,

CF I ιf(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds, t ≥ 0, 0 < ι < 1

şeklinde tanımlanır. ((3.2) bölümde ayrıntılı olarak ele alınmıştır.)
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Giriş bölümünde de sözel olarak yer verilen geçmişten günümüze bazı kesirli türev ve integ-

ral çalışmaları :

Leonhard Euler (1730): Tanımını yaptığı aşağıdaki özellik ve Gamma fonksiyonu yardımıyla,

daxm

dxa
= m(m− 1).(m− 2).(m− 3)...(m− a+ 1)xm−a.

eşitliğini kullanarak,

daxm

dxa
=

Γ(m+ 1)

Γ(m− a+ 1)
xm−a,

tanımını elde eder.

Jean Baptiste Joseph Fourier (1820-1822):

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

f(y)dy

∫ ∞
−∞

cos(px− py)dp,

bağıntısından,

dnf(x)

dxn
=

1

2π

∫ ∞
−∞

f(y)dy

∫ ∞
−∞

cos(px− py + n
π

2
)dp,

tanımını elde eder.

Nielh Henrik Abel (1823-1826): ι keyfi bir değer olmak üzere:

∫ a

0

k
′
(µ)dµ

(a− µ)ι
= ϕ(a),

integrali ile,

k(a) =
1

Γ(1− ι)
d−ιϕ(a)

da−ι
,

tanımını elde eder.
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Joseph Liouville (1832-1855): Liouville f(x) =
∑∞

i=0 cia
v
i e
aix

bağıntısı yardımıyla,

dvf(x)

dxv
=
∞∑
i=0

cia
v
i e
aix ,

tanımını elde eder.

Georg Friedrich Bernhard Riemann (1847-1876):

D−ιf(z) =
1

Γ(ι)

∫ z

c

(z − t)ι−1f(t)dt+ ϕ(t),

ile integral tanımını elde eder.

Riemann ve Liouville: m− 1 ≤ ι ≤m olması koşulu ile,

aD
ι
tf(t) =

1

Γ(m− ι)

(
d

dt

)m ∫ t

a

f(τ)dτ

(t− τ)ι−m+1
,

türevi tanımlanır.

Anton Carl Grünwald, Aleksey Vasilievich Letnikov:

aD
v
t f(t) = lim

h→0
h−v

[ t−ah ]∑
i=0

(−1)i

 v

i

 f(t− ih),

kesirli mertebeden türevi tanımlanır.

Michele Caputo (1967): n− 1 ≤ ι ≤ n şartı ile

C
aD

ι
tf(t) =

1

Γ(n− ι)

∫ t

a

fn(τ)dτ

(t− τ)ι−n+1
, (2.7)

biçiminde ifade eder.
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Michele Caputo , Mauro Fabrizio (2015): f ,H1(a, b) de tanımlı, ι ∈ [0, 1] ve b > a koşulu

ile Caputo-Fabrizio kesirli türevi

aD
ι
tf(t) =

M(ι)

(1− ι)

∫ t

a

f ′(t)e[
−ι(t−τ)

1−ι ]dτ, (2.8)

Caputo-Fabrizio kesirli integrali

CF I ιf(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds, t ≥ 0, 0 < ι < 1 (2.9)

şeklinde tanımlanır. Tanımda verilenM(ι) normalleştirme sabiti veM(0) ileM(1)’in değeri

1 dir.

Jorge Losada, Juan J. Nieto (2015): Caputo-Fabrizio kesirli türevi ι ∈ (0, 1) koşulu ile, ι.

mertebeden

CFDιf(t) =
1

(1− ι)

∫ t

0

f ′(s)exp

[
−ι

1− ι
(t− s)

]
ds, t ≥ 0 (2.10)

şeklinde tanımlanır.

2.3. Çözümün Varlığı ve Tekliği

Bir denklem sisteminde çözümün varlığı ve tekliği, başlangıç değer problemi içeren

diferansiyel denklemlerle ilgilidir. Dolayısıyla varlık ve teklik çözümleri için, çözümün ilk

olarak varlığı sonra da tekliği araştırılır.

2.3.1. Varlık Çözümü

Tanım 2.6

y′′ = g(t, y), y(t0) = y0

başlangıç değeri olsun. Burada I ⊂ R açık bir aralık ve g, I×R üzerinde tanımlı sürekli bir

fonksiyondur. I üzerinde tanımlanmış ve aşağıda yer alan başlangıç şartlarını doğrulayan

bir ϑ(t) fonksiyonuna (1)− (2) başlangıç değer problemi için çözüm oluşturur denir.
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1. t ∈ I durumunda ϑ′(t) mevcuttur.

2. ϑ(t0) = y0, t0 ∈ I

3. t ∈ I üzere (t, ϑ(t)) ∈ I ×R

4. t ∈ I üzere ϑ′(t) = g(t, ϑ(t))

Tanım 2.7 ∀ (t, y1)ve(t, y2) ∈ R(a, b) olmak üzere

|g(t, y1)− g(t, y2)| ≤ K|y1 − y2|

eşitsizliğini sağlayan sıfırdan büyük K sabiti var ise g fonksiyonu (a, b) reel aralığı için

Lipschitz şartını sağlar. Ayrıca K, Lipschitz sabiti olarak adlandırılır.

Tanım 2.8 H üzerinde tanımlı bir Banach uzayı X ve E ≥ H şartı ile belli bir aralıkta bir

benzerlik oluşturur.

x ≤ y ⇒ y − x ∈ H

2.3.2. Teklik Çözümü

Teorem 2.1 g(t, x) ve δ(g)
δ(x)

, R(a, b) = {(t, x) : |t− t0| ≤ a, |x− x0| ≤ b} aralığı için t ve

x’e bağlı sürekli, aynı zamanda Lipschitz şartını sağlayan fonksiyonlar olması durumunda,

(1)-(2) koşulu altında başlangıç koşullu problemi için |g(t, x)| ≤ M ve h = min(a, b
M

) ise

|t− t0| ≤ h eşitsizliğinde, tanımlı tek bir x(t) çözümü mevcuttur.

1. t ∈ I üzere ϑ
′
(t) vardır.

2. ϑ(t0) = x0, t0 ∈ I .

Teorem 2.2 (Picard-Lindelöf Teoremi): Başlangıç değer problemindeA ⊂ IR2 ve f fonksi-

yonuA→ IR tanımlı olması koşulu ile birA alanı ve dz
dy

= f(y, z) ve f(y0) = z0 şartlarıyla

tanımlansın. Öyle ki f fonksiyonu A alanında sürekli ayrıca f(y, z) ile f fonksiyonları Lip-

schitz kuralı ile A da sürekli ise sıfırdan büyük sabit bir ε değeri için A alanında benzersiz

bir çözüm var olur.

İspat (y0, z0) ∈ A olmak üzere (y0, z0) noktalarıA alanında birer nokta, ayrıca a > 0, b > 0

koşulu ile sabit iki nokta olsun.
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D = {(y, z) : |y − y0| ≤ a |z − z0| ≤ b} ⊂ A olması koşulu ile dikdörtgensel alan olsun.

M = max
(y,z)∈R

f(y, z) ve h = min(a, b
M

) için |y − y0| ≤ h eşitsizliğini sağlayan başlangıç

değer probleminin benzersiz bir çözümü vardır. Buradan a < b
M

olması durumunda h = a

dolayısıyla ve R1 = R bulunur. b
M
< a olması durumunda ise h = b

M
bulunur. O halde

R1 ⊂ R olur. R ve R1

R = {(y, z) : |y − y0| ≤ a, |z − z0| ≤ b}

R1 = {(y, z) : |y − y0| ≤ h, |z − z0| ≤ b}

olarak tanımlansın. Ardışık yaklaşımlarla bu teoremin ispatı yapılabilir. Öyle ki çözümün

bulunması için çözüme yakınsayacak fonksiyon dizisi kullanılır. O halde,

|y − y0| < h aralığında $1, $2, $3... fonksiyonları tanımlansın.

$1 = z0 +

∫ y

y0

f(t, z0)dt

$2 = z0 +

∫ y

y0

f(t,$1(t))dt

$3 = z0 +

∫ y

y0

f(t,$2(t))dt

.........................................

.........................................

$n = z0 +

∫ x

y0

f(t,$n−1(t))dt

Öncelikle başlangıç değer probleminin [y0, y0 +h] aralığı için varlık durumu ispatlanır. Yine

aynı yolla [y0 − h, y0] aralığında da varlığı ispatlanır. Ardından da çözümün teklik durumu-

nun ispatı yapılır. İspat dört adımda incelensin:

$n−1(y) fonksiyonunun [y0, y0 + h]’ da türevli ve y ∈ [y0, y0 + h] için |$n−1(y) − z0| ≤ b

olduğu varsayılırsa, (y,$n−1(y)) ∈ R1 olur. (y,$n−1(y))’de tanımlı ve sürekli olan bir

f(y,$n−1(y)) fonksiyonu vardır. O zaman [x0, x0 + h] da |f(x,$n−1(x))| ≤ M bulunur.

$n(y) = z0 +
∫ y
y0
f(t,$n−1(y))dt olduğu düşünülürse:

1. $n var olan bir fonksiyondur ve [x0, x0 + h] aralığında sürekli olan türevi mevcuttur.
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Diğer yandan:

|$n(y)− z0| =
∣∣∣∣ ∫ y

y0

f(t,$n−1(y))dt

∣∣∣∣
≤
∫ y

y0

f(t,$n−1(y))dt

≤
∫ y

y0

Mdt = M(y − y0) h = min(a,
b

M
)

≤Mh ≤ b

(y,$n(y)) R1 aralığında bulunan noktadır. Bundan dolayı f(y,$n(y)), [y0, y0 + h]’

da tanımlı sürekli bir fonksiyondur. n değerinin 1 olduğu varsayılırsa, bu durumda

$1(y) = z0 +
∫ y
y0
f(t, z0)dt bulunur. O halde $1 fonksiyonu [y0, y0 + h] aralığında

tanımlanabilen ve sürekli olan bir fonksiyondur. Bununla birlikle,

|$1(y)− z0| ≤
∫ y

y0

|f(t, z0)|dt

≤M(y − y0) ≤Mh ≤ b

Öyleyse n = 1 için (y,$1(z)) , R1’de tanımlı bir nokta, f($1(y)), [y0, y0 + h] kapalı

aralığında sürekli olan bir fonksiyon ve de [y0, y0 + h] kapalı aralığında bir çözümdür.

Yukarıdaki denklemde tanımlanan $n fonksiyonu, tümevarım formu ile [y0, y0 + h]

kapalı aralığındaki özellikleri gösterir. Öyleyse $ fonksiyonu [y0, y0 + h] kapalı aralı-

ğında vardır ve denklemin çözümüdür. Böylece ispat gerçekleştirilmiş olur.

2. (y0, y0 + h) aralığında {$n} çözümü tektir ve aşağıdaki eşitsizliği sağlar.

[y0, y0 + h] aralığında |$n(y)−$n−1(y)| ≤ M
ι

(ιh)n

n!
’dır.

y ∈ (y0, y0+h) aralığında |$n−1(y)−$n−2(y)| ≤ Mιn−2

(n−1)!
(y−y0)n−1 olduğu varsayılarak,

|$n(y)−$n−1(y)| =
∣∣∣∣ ∫ y

y0

(f(t,$n−1(t))− f(t,$n−2(t)))dt

∣∣∣∣
≤
∫ y

y0

∣∣∣∣f(t,$n−1(t))− f(t,$n−2(t))

∣∣∣∣dt
eşitsizliği yazılır. Birinci bölümünden y ∈ (y0, y0 + h) aralığında |$n(y) − z0| ≤ b

olur. Öyle ki (y,$n−1(y)) ve (y,$n−2(y)) noktaları olmak üzere y ∈ (y0, y0 + h)

aralığında R1 de iki nokta olduğu söylenebilir. Lipschitz teoremi ile,

|$n(y)−$n−1(y)| ≤ ι
∫ y
y0
|$n−1(t)−$n−2(t)|dt yazılır.
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|$n(y)−$n−1(y)| ≤ ι

∫ y

y0

|$n−1(t)−$n−2(t)|dt

≤ ι

∫ y

y0

Mιn−2

(n− 1)!
(t− y0)n−1dt

≤ Mιn−1

(n− 1)!

[
(t− y0)n

n

]y
y0

=
Mιn−1

n!
(y − y0)n =

M

ι

ιn

n!
hn

≤ M

ι

(ιh)n

n!

(
|y − y0| ≤ h

)

eşitsizliği elde edilir. Böylelikle ispat sağlanır. O halde çözüm tektir denir.

3. n → ∞ olması durumunda $n sürekli fonksiyonu [y0, y0 + h] aralığında eşit aralık-

larla $ fonksiyonuna yakınsar.

4. $ fonksiyonunda limit [y0, y0 + h] aralığında başlangıç değer problemine karşılık gelmek-

tedir.
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3. MATERYAL YÖNTEM

Geleneksel türev tanımlarından Riemann-Liouville kesirli türevi matematiksel hesapla-

mada oldukça etkili ve kesirli türev alanına önemli derecede katkısı olan bir tanımdır. Bu

tanımın fiziksel yorum gerektiren başlangıç değer problemlerinde kullanışlı olmaması sebebi

ile matemetiğin uygulama alanında ve mühendislik problemlerinde kullanılacak bir tanım

1967 yılında Caputo tarafından geliştirilmiştir. (2.17) de gösterilen Caputo tanımı fiziksel

olarak yorumlanabilir olması ve tam sayı mertebeden türevler ile benzer şekilde çalışması

bağlamında diğer kesirli türev tanımlarından bir adım ileride yer almıştır. Öyle ki bu iki

tanımın da singüler yapıda çekirdek içermeleri, dolayısıyla t = τ anında mevcut probleme

cevap verememeleri durumu bir eksiklik oluşturmuştur.

Tekillik problemini çekirdek fonksiyonunun değiştirilmesi ile ortadan kaldıran, ayrıca

üstel tipten işlem gerektiren günlük hayat problemlerine pratik ve gerçekçi bir çözüm sunacak

yeni bir tanım Caputo ve Fabrizio tarafından 2015 yılında yapılmıştır.

Zamansal ve mekansal değişkenler ile ilişkili Caputo-Fabrizio tanımı; zaman değişke-

nine bağlı ilk gösterimde oluşan kesirli türev sonuçları tam sayı üslerine dönüşeceğinden

Laplace dönüşümünü, mekansal değişkene bağlı ikinci gösterim ise non-local kesirli türevler

için Fourier dönüşümü ile çalışılmasını gerektirir.

Giriş bölümünde de yer verildiği üzere Caputo-Fabrizio kesirli türev tanımı ile farklı

türde problem içeren bir çok çalışmaya pratik ve gerçekçi sonuçlar bulunması, bu türev ope-

ratörünün gerekliliğini ve önemini göstermektedir.
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3.1. Caputo-Fabrizio Kesirli Türev Operatörü

Caputo’nun bilinen ι. mertebeden kesirli zaman türevi UFDt ; 0 ≤ ι ≤ 1, a ∈

[−∞, t), f ∈ H1(a, b), a < b olması koşulu ile,

D
(ι)
t f(t) =

1

Γ(1− ι)

∫ t

a

f
′
(τ)

(t− τ)ι
dτ, (3.1)

şeklindedir.

Caputo kesirli türevinin çekirdeği (t− τ)−ι yerine exp(− ι
1−ιt) ve 1

Γ(1−ι) ifadesi yerine M(ι)
1−ι

getirilirse,

D
(ι)
t f(t) =

M(ι)

(1− ι)

∫ t

a

f
′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ (3.2)

yeni kesirli zaman türevi NFDt elde edilir. Bu tanımda M(0) ve M(1) in değeri 1 olup M(ι)

normalleştirme sabiti olarak adlandırılır. f(t) sabit fonksiyonu için kesirli türevin değeri

sıfır bulunur. Ayrıca (3.1) denklem sisteminde t = τ anındaki tekillik sorunu yeni tanımda

giderilmiştir. Yeni tanım için önemli sayılabilecek bir başka husus da H1(a, b) den farklı

uzaylarda kullanılabilir olmasıdır.

Öyle ki, f fonksiyonu için f ∈ L1(−∞, b) uzayı alınırsa,

D
(ι)
t f(t) =

ιM(ι)

(1− ι)

∫ t

−∞
(f(t)− f(τ))exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ (3.3)

denklemi oluşur. Verilen sistemde ν = 1−ι
ι
∈ [0,∞] ve ι = 1

1+ν
∈ [0, 1] için,

D
(ν)
t f(t) =

N(ν)

ν

∫ t

a

f
′
(τ)exp[−(t− τ)

ν
]dτ (3.4)

yazılır. Bu denklem sisteminde N(0) ile N(∞) değerleri 1’dir. Ayrıca N(ν) , M(ι) ile

benzer işleve sahip normalleştirme sabitidir.

Diğer yandan,

lim
ν→0

1

ν
exp[−(t− τ)

ν
] = δ(t− τ), (3.5)
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ι→ 1 olduğunda ν → 0 olacaktır.

Yukarıda verilen denklemlerden hareketle (Hewitt ve Stromberg, 2013),

lim
ι→1

D
(ι)
t f(t) = lim

ι→1

M(ι)

1− ι

∫ t

a

f ′(t)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ

= lim
ν→1

N(ν)

ν

∫ t

a

f ′(t)exp[−(t− τ)

ν
]dτ

= f ′(t)

(3.6)

elde edilir. Ayrıca, ι→ 0 için ν → +∞ olacağından,

lim
ι→0

D
(ι)
t f(t) = lim

ι→0

M(ι)

1− ι

∫ t

a

f ′(t)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ

= lim
ν→+∞

N(ν)

ν

∫ t

a

f ′(t)exp[−(t− τ)

ν
]dτ

= f(t)− f(a).

(3.7)

yazılabilir.

ι = 0.66, a = −8 ve υ = 1 olmak üzere bir fonksiyonun yeni kesirli zaman türevini

f(t) = sin υt olarak ele alalım.

D
(0.66)
t sin υt =

M(0.66)

0.33

∫ t

a

cos τexp− 2(t− τ)dτ.

Bu türevin simülasyonu ile aşağıdaki grafikler oluşur.

Şekil 3.1. ι = 0.66 olmak üzere [−8, 25] zaman aralığında NFDt nin simülasyonu
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Şekil 3.2. ι = 0.66 olmak üzere [−8, 25] zaman aralığında UFDt nin simülasyonu

ι = 0.66 alınarak elde edilen iki simülasyondan NFDt ile UFDt nin benzer olduğu

görülür. Fakat, ι = 0.1 gibi sıfıra yakın bir değer alındığında farklı bir durumla karşılaşılır.

Şekil 3.3. ι = 0.1 olmak üzere [−8, 50] zaman aralığında NFDt nin simülasyonu
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Şekil 3.4. ι = 0.1 olmak üzere [−8, 50] zaman aralığında UFDt nin simülasyonu

Görüldüğü üzere şekil 3.3 ile şekil 3.4, ι = 0.1 için NFDt ve UFDt simülasyonları bakımın-

dan farklılıklar göstermiştir. UFDt , NFDt ye kıyasla öncekinden fazla etkilenir denilebilir.

1 ≤ n ve ι ∈ [0, 1] için (n+ ι). mertebeden kesirli zaman türevi,

D
(ι+n)
t f(t) = D

(ι)
t (Dt)

(n)f(t). (3.8)

şeklinde tanımlanır.

Teorem 3.1 s = 1, 2, ..., n olmak üzere NFDt için, f(t) fonksiyonu f (s)(ι) = 0 ise,

D
(n)
t (D

(ι)
t )f(t) = D

(ι)
t (D

(n)
t )f(t) (3.9)

eşitliği yazılır.

İspat n = 1 alındığında D(ι+n)
t f(t) nin tanımı ve (3.9) denklem sisteminden,

D
(ι)
t (D

(1)
t f(t)) =

M(ι)

(1− ι)

∫ t

a

f
′′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ (3.10)

f ′(ι) = 0 olduğu varsayılıp gerekli düzenlemeler ile,
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D
(ι)
t (D

(1)
t f(t)) =

M(ι)

(1− ι)

∫ t

a

(
d

dτ
f
′
(τ))exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ

=
M(ι)

(1− ι)

[
d

dτ
f
′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ − ι

1− ι

∫ t

a

f
′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ

]
=
M(ι)

1− ι

[
f
′
(t)− ι

1− ι

∫ t

a

f
′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ

]
(3.11)

bağıntısı oluşturulur. Sonuç olarak,

D
(1)
t (D

(ι)
t f(t)) =

d

dt

(
M(ι)

1− ι

∫ t

a

f
′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dτ

)
=
M(ι)

1− ι

[
f
′
(t)− ι

1− ι

∫ t

a

f
′
(τ)exp[−ι(t− τ)

1− ι
]dt

] (3.12)

denklem sistemi yazılabilir. Bu sistemde n > 1 için ispat genellenebilir.

3.2. Caputo-Fabrizio Kesirli İntegral Operatörü

Tanım 3.1 0 < b, f ∈ H1(0, b) ve ι ∈ (0, 1) koşulu ile Caputo kesirli türevi :

CDιf(t) =
1

Γ(1− ι)

∫ t

0

(t− s)−ιf ′(s)ds, t > 0,

şeklinde tanımlanır. Bu denklemde (t − s)−ι çekirdeği yerine e−
ι

1−ι t ve 1
Γ(1−ι) yerine de

1√
2π(1−ι2)

yazılırsa ι ∈ (0, 1) için yeni Caputo-Fabrizio kesirli türevi,

CFDιf(t) =
(2− ι)M(ι)

2(1− ι)

∫ t

0

exp

[
− ι

1− ι
(t− s)

]
f ′(s)ds, t > 0.

şeklinde tanımlanır (Caputo ve Fabrizio, 2015).

Tanımda ifade edilen M(ι), ι ya bağlı normalleştirme sabitidir. Bu tanımda da Caputo

tanımında olduğu gibi f sabit fonksiyonu düşünüldüğünde, CFDιf = 0 olur. Ayrıca ilk

tanımdan farklı olarak t = s anında tekillik problemi giderilmiştir.
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Laplace dönüşümü bu yeni kesirli türev tanımına uygulandığında, 0 < ι < 1 olmak üzere,

L[CFDιf(t)](s) =
(2− ι)M(ι)

2(s+ ι(1− s))
(sL[f(t)](s)− f(0)), s > 0. (3.13)

formu elde edilir. Bu denklem sisteminde bir f fonksiyonunun Laplace dönüşümü L(f(t))

olarak tanımlanır. Laplace dönüşümünün Caputo-Fabrizio tanımı ile çalışıldığında etkili bir

metod olacağı açıktır.

ι ∈ (0, 1) olması koşulu ile ι. mertebeden kesirli türev tanımı ile kesirli integral tanımının

da yapılması gereklilik oluşturmuştur. O halde Caputo-Fabrizio kesirli integrali elde edilsin.

ι ∈ (0, 1) için kesirli türev denklemini,

CFDιf(t) = u(t), t ≥ 0 (3.14)

Laplace dönüşümü ile,

L[CFDιf(t)](s) = L[u(t)](s), s > 0

Ardından (3.13) denklem sistemi yardımı ile,

(2− ι)M(ι)

2(s+ ι(1− s))
(sL[f(t)](s)− f(0)) = L[u(t)](s), s > 0.

elde edilir. Benzer bir şekilde,

L[f(t)](s) =
1

s
f(0) +

2ι

s(2− ι)M(ι)
L[u(t)](s) +

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

L[u(t)](s), s > 0

yazılır.

Buradan ters Laplace özellikleri kullanılarak,

f(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds+ f(0), t ≥ 0 (3.15)

ya da f(0) fonksiyonu c sabiti ile değiştirilerek,
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f(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds+ c, t ≥ 0

şeklini alır. Denklem sisteminde yer alan c değeri reel bir sabit ve (3.14)’ün bir çözümüdür.

(3.14) kesirli türev denklem sistemi:

(2− ι)M(ι)

2(1− ι)

∫ t

0

exp

[
− ι

1− ι
(t− s)

]
f ′(s)ds = u(t), t ≥ 0.

ve ya, ∫ t

0

exp

[
ι

1− ι
s

]
f ′(s)ds =

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

exp(
ι

1− ι
t)u(t), t ≥ 0.

şeklinde yazılır.

Ortak parantez uygulanarak,

f
′
(t) =

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

(u′(t) +
ι

1− ι
u(t)), t ≥ 0.

denklemine ulaşılır. Gerekli düzenlemeler ile (3.15) denklemi,

f(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
[u(t)− u(0)] +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds+ f(0), t ≥ 0

şeklini alır. Sonuçta Caputo-Fabrizio kesirli integrali aşağıdaki gibi tanımlanır (Losada ve

Nieto, 2015).

Tanım 3.2 Bir fonksiyonun ι. mertebeden kesirli integrali 0 < ι < 1 olmak üzere,

CF I ιf(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds, t ≥ 0

şeklinde gösterilir.
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3.3. Caputo-Fabrizio Kesirli Türev Operatörlerinin Bazı Özellikleri

Teorem 3.2 Sabit bir f fonksiyonu için ι ∈ (0, 1) olmak üzere,

CFDιf(t) = 0, t ≥ 0 (3.16)

denklem sisteminin bir çözümü olsun.

f(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds+ f(0), t ≥ 0

denkleminin ispatı düşünüldüğünde t ≥ 0 için f(t) = f(0) olmasını sağlayan (3.16)’nın

çözümü elde edilir. O halde f fonksiyonu sabit fonksiyondur.

Önerme 3.1 Aşağıda yer alan başlangıç değer probleminin ι ∈ (0, 1) için benzersiz bir

çözümü,
CFDιf(t) = σ(t), t ≥ 0 (3.17)

f(0) = f0 ∈ R (3.18)

şeklinde

f(t) = f0 + aι(σ(t)− σ(0)) + bιI
′
σ(t), t ≥ 0 (3.19)

Bu denklem sisteminde I
′
σ(t), σ nın a ve b ilkeli;

aι =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
, bι =

2ι

(2− ι)M(ι)
(3.20)

ile tanımlanır.

İspat f1 ve f2, (3.17) ve (3.18) başlangıç değer probleminin iki çözümü olsun.

Öyleyse,

CFDιf1(t)−CF Dιf2(t) = [CFDι(f1 − f2)](t) = 0 ve (f1 − f2)(0) = 0

Önerme (3.1)’den f1 − f2 = 0 olup t ≥ 0 için f1(t) = f2(t) dir.
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Buradan da,

f(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
u(t) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

u(s)ds+ f(0), t ≥ 0

ve

f(t) = f0 + aι(σ(t)− σ(0)) + bιI
′
σ(t), t ≥ 0

halinde tanımlanan fonksiyonların,

CFDιf(t) = σ(t), t ≥ 0

şeklinde kesirli türevinin bir çözümü olduğu görülür. Ayrıca (3.19) denkleminde t = 0

alınırsa f0 değeri elde edilir. O halde (3.17) ve (3.18) başlangıç değer problemlerinin

çözümü (3.19) denklemidir. Diğer yandan ι = 1 için (3.17) denkleminin çözümü σ’nın

olağan ilkelidir.

CFDιf(t) = λf(t) + u(t), t ≥ 0 (3.21)

lineer kesirli diferansiyel denklemi λ ∈ R ve λ sıfırdan farklı olacak şekilde incelensin.

Önerme (3.1) ile (3.21) denkleminin çözümünün,

f(t) = f0 + aι[(λ(f(t)− f0)) + u(t)− u(0)] + bι

∫ t

0

[λf + u](s)ds, t ≥ 0

şeklinde bir f fonksiyonu olduğu kabul edilsin. (3.20)’de tanımlanan aι ve bι burada kul-

lanılır. Benzer bir şekilde,

(1− λaι)f(t)− λbιI1f(t) = (1− λaι)f0 + sι(u(t)− u(0)) + bιI
1u(t), t ≥ 0

ifadesi yazılır. λaι = 1 alınırsa,

f(t) = − aι
λbι

u′(t)− bι
λ
u(t), t ≥ 0
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λaι nın 1 den farklı olduğu durumda,

f(t)− λbι
1− λaι

I1f(t) = σ̃(t), t ≥ 0 (3.22)

olur. Ayrıca λ = 0 durumu etkilemez, f = σ̃ bulunur. (3.22) denklemi için,

f(t)− λ̃I1f(t) = σ̃(t), t ≥ 0

yazılır. Eşitlik düzenlenirse,

λ̃ =
λbι

1− λaι
bulunur. Sonuç olarak,

f ′(t) = λ̃f(t) + σ̃(t), t ≥ 0

elde edilir.

Yapılan ispat ile bir başlangıç değer koşulu için benzersiz bir çözümü olan diferansiyel denk-

lem elde edilmiş olur.

Önerme 3.2 ι ∈ (0, 1) aralığı ve λ ∈ R için bir başlangıç değer probleminin,

CFDιf(t) = λf(t) + u(t), t ≥ 0

f(0) = f0 ∈ R,

benzersiz bir çözüme sahip olduğu kanıtlanmış olur.

3.4. Caputo-Fabrizio Kesirli Türevi ile İki Aşamalı Adams-Bashforth

Şeması

Aşağıda yer alan kesirli diferansiyelin genel denklemi düşünülerek, Caputo-Fabrizio

kesirli türevi;

CF
0 Dι

ty(t) = f(t, y(t)) (3.23)
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veya
M(ι)

1− ι

∫ t

0

y′(τ) exp
[
− ι

1− ι
(t− τ)

]
dτ = f(t, y(t)). (3.24)

olarak yazılabilir. Bu denklem sistemlerine analizin temel teoremi uygulanarak,

y(t)− y(0) =
1− ι
M(ι)

f(t, y(t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

f(τ, y(τ))dτ (3.25)

denklemi elde edilir. Buradan hareketle,

y(tn+1)− y(0) =
1− ι
M(ι)

f(tn, y(tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

f(t, y(t))dt (3.26)

ve

y(tn)− y(0) =
1− ι
M(ι)

f(tn−1, y(tn−1)) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

f(t, y(t))dt (3.27)

(3.26) ve (3.27) denklemleri taraf tarafa çıkarılarak;

y(tn+1)− y(tn) =
1− ι
M(ι)

{f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt, (3.28)

denklemi elde edilir. Bu denklem için,

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt =

∫ tn+1

tn

{f(tn, yn)

h
(t− tn−1)− f(tn−1, yn−1)

h
(t− tn)

}
dt

=
3h

2
f(tn, yn)− h

2
f(tn−1, tn−1).

(3.29)

bulunur. Gerekli işlemler ile;

y(tn+1)−y(tn) =
1− ι
M(ι)

{f(tn, yn)−f(tn−1, yn−1)}+ 3hι

2M(ι)
f(tn, yn)− hι

2M(ι)
f(tn−1, yn−1)

ifadesi oluşturulur. Düzenleme yapılarak;

y(tn+1)− y(tn) =
{ 1− ι
M(ι)

+
3hι

2M(ι)

}
f(tn, yn)−

{ 1− ι
M(ι)

− hι

2M(ι)

}
f(tn−1, yn−1)}.

yazılır. Daha sade bir ifade ile

y(tn+1) = y(tn)+
{ 1− ι
M(ι)

+
3hι

2M(ι)

}
f(tn, yn)−

{ 1− ι
M(ι)

− hι

2M(ι)

}
f(tn−1, yn−1)}. (3.30)
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şeklinde gösterilebilir. Bu denklem ile Caputo-Fabrizio kesirli türev operatörünün iki aşa-

malı Adams-Bashforth yöntemi elde edilmiş olur.

Aşağıdaki teoremler yakınsama ve kararlılık sonuçlarını verir.

Teorem 3.3
CF
0 Dι

ty(t) = f(t, y(t)) (3.31)

denkleminin bir çözümü y(t) fonksiyonu olsun. Burada f , sınırlı sürekli bir fonksiyon ve

Caputo-Fabrizio kesirli türevi

y(tn+1) = y(tn) +
{ 1− ι
M(ι)

+
3hι

2M(ι)

}
f(tn, yn)−

{ 1− ι
M(ι)

− hι

2M(ι)

}
f(tn−1, yn−1)}+ <nι ,

burada ||<nι || ≤M şeklinde tanımlanır.

İspat Caputo-Fabrizio türev tanımına göre,

y(t)− y(0) =
1− ι
M(ι)

f(t, y(t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

f(τ, y(τ))dτ (3.32)

denklemi ele alındığında tn+1 noktasında ;

y(tn+1) =
1− ι
M(ι)

f(tn, y(tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

f(t, y(t))dt.

eşitliğine ulaşılır.

Ayrıca, sahip olunan mevcut noktada;

y(tn) =
1− ι
M(ι)

f(tn−1, y(tn−1) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

f(t, y(t))dt.

eşitliği oluşur.
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Böylece,

y(tn+1)− y(tn) =
1− ι
M(ι)

{f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt

=
1− ι
M(ι)

{f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)}+
ι

M(ι)

{f(tn, yn)

h
(t− tn−1)

− f(tn−1, yn−1)

h
(t− tn) +

n∑
i=2

n∏
i=2

(t− ti)
h(−1i)

f(ti, yi)
}
dt.

(3.33)

buradan da

y(tn+1) =y(tn) +
{ 1− ι
M(ι)

+
3hι

2M(ι)

}
f(tn, yn)−

{ 1− ι
M(ι)

− hι

2M(ι)

}
f(tn−1, yn−1)}

+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

n∑
i=2

n∏
i=2

(t− ti)
h(−1i)

f(ti, yi)dt︸ ︷︷ ︸
hataterimi

(3.34)

bağıntısı elde edilir. Oluşan hata terimi aşağıdaki gibi gösterilir:

Rι
n =

ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

n∑
i=2

n∏
i=2

(t− ti)
h(−1i)

f(ti, yi)dt.

Böylece,

||Rι
n||∞ =

∣∣∣∣∣∣ ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

n∑
i=2

n∏
i=2

(t− ti)
h(−1i)

f(ti, yi)dt

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

∣∣∣∣∣∣ n∑
i=2

n∏
i=2

(t− ti)
h(−1i)

f(ti, yi)dt

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

n∑
i=2

n∏
i=2

∣∣∣(t− ti)
h(−1i)

∣∣∣||f(ti, yi)dt||∞

<
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

n∑
i=2

n∏
i=2

|(t− ti)|
h(−1i)

sup
i∈I

{
max
i∈I
|f(ti, yi)|

}
<

ι

M(ι)

(n+ 1)!hn+1

4
M,

(3.35)

eşitsizliği, dolayısı ile

||Rι
n||∞ <

ι

M(ι)
(n+ 1)!hn+1M,

ifadesi elde edilir.
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Teorem 3.4
CF
0 Dι

ty(t) = f(t, y(t))

denkleminin bir çözümü y(t) fonksiyonu olsun. Her n ∈ N için;

||y(tn+1)− y(tn)||∞ <
1− ι
M(ι)

||f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)||∞ +
ιhn+1(n+ 1)!

4M(ι)
.

Öyle ki,

n→∞→ ||f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)||∞ → 0,

Benzer şekilde,

n→∞→ ||y(tn+1)− y(tn)||∞ → 0,

olur.

İspat

||y(tn+1)−y(tn)||∞ =
∣∣∣∣∣∣ 1− ι
M(ι)

{f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ 1− ι
M(ι)

||f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)||∞ +
ι

M(ι)

∣∣∣∣∣∣ ∫ tn+1

tn

f(t, y(t))dt

∣∣∣∣∣∣
∞

≤ 1− ι
M(ι)

||f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)||∞ +
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

∣∣∣ n∑
i=0

n∏
i=0

(t− ti)
h(−1)

∣∣∣
∞
dt

<
1− ι
M(ι)

||f(tn, yn)− f(tn−1, yn−1)||∞ +
ιhn+1(n+ 1)!

4M(ι)
.

(3.36)

O halde n → ∞ için ||f(tn, yn) − f(tn−1, yn−1)||∞ → 0 dır. Diğer yandan n → ∞ iken

||y(tn+1)− y(tn)||∞ → 0 olur. Bu şekilde ispat tamamlanmış olur.
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4. ARAŞTIRMA BULGULARI

Bu bölümde sigara içme dinamiği modeli tanıtılarak modelin çözümünün sabit nokta

teoremi ile varlığı ve Picard-Lindelöf dönüşümü ile tekliği incelenmiş, ardından Adams-

Bashforth metodu Caputo-Fabrizio kesirli türevine entegre edilerek genişletilmiş matema-

tiksel modelin nümerik çözümleri hesaplanmıştır.

4.1. Sigara İçme Dinamiğinin Matematiksel Modeli

Sigara içme dinamiğinin matematiksel modeli aşağıdaki şekildedir.

Dι
tP (t) =a− aP (t)− bP (t)S(t),

Dι
tL(t) =− aL(t) + bP (t)L(t)− cL(t)S(t),

Dι
tS(t) =− n1S(t) + cL(t)S(t) + fQ(t),

Dι
tQ(t) =− n2Q(t) + n3S(t),

Dι
tR(t) =− aR(t) + n4S(t).

(4.1)

Burada Dι
t kesirli türev operatörü ve 0 < ι ≤ 1 olmak üzere P (0) = δ1, L(0) = δ2,

S(0) = δ3, Q(0) = δ4, R(0) = δ5 başlangıç koşulları ve n1 = a − d, n2 = a + f ,

n3 = d(1− e), n4 = ed ’dir.

(4.1) denklem sisteminde ;

P (t), potansiyel sigara içenler

L(t), ara sıra sigara içenler

S(t), ağır içiciler

Q(t), sigarayı geçici olarak bırakanlar

R(t), sigarayı kalıcı olarak bırakanları temsil etmektedir.
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Ayrıca, bu denklem sisteminin parametreleri ;

a , doğal ölüm oranı

b , ara sıra sigara içenler ile potansiyel sigara içenler arasındaki temas oranı

c , ara sıra sigara içenler ile sigarayı geçici bırakanların temas oranı

d , sigarayı bırakma oranı

e , sigarayı kalıcı olarak bırakanların d oranında kalan kısmı

f , sigarayı geçici bırakanlar ile sigara içenler arasındaki temas oranı

(1− e) ,sigarayı geçici olarak bırakanların oranı (d oranında)

şeklinde tanımlanmıştır.

Bu bölümde (4.1) denklem sisteminde yer alan sigara içme dinamiği matematiksel modelinin

önce varlık çözümü ve teklik çözümü yapılacaktır. Ardından kesirli türev operatörüne uyar-

lanmış Adams-Bashforth metodu kullanılarak Caputo-Fabrizio operatörüne genişletilmiş mod-

elin nümerik çözümleri hesaplanacak ve Mathematica programı ile simülasyonlar oluşturu-

lacaktır. Son olarak elde edilen sonuçların ayrıntılı olarak analizi yapılacaktır.

4.1.1. Sigara İçme Dinamiği Modelinin Varlık Çözümü

Bu bölümde sabit nokta teoremi kullanılarak (4.1)’de belirtilen denklem sisteminin

varlık çözümü incelenecektir.

Caputo ve Fabrizio kesirli türev operatörü ile,

CF
t Dι

0P (t) =a− aP (t)− bP (t)S(t),

CF
t Dι

0L(t) =− aL(t) + bP (t)L(t)− cL(t)S(t),

CF
t Dι

0S(t) =− n1S(t) + cL(t)S(t) + fQ(t),

CF
t Dι

0Q(t) =− n2Q(t) + n3S(t),

CF
t Dι

0R(t) =− aR(t) + n4S(t).

(4.2)

denklem sistemi elde edilir. Başlangıç değerleri (4.1)’de belirtildiği üzere varlık çözümü için

Caputo-Fabrizio kesirli integral operatörü kullanılarak,
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P (0)− δ1 =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(a− aP (t)− bP (t)S(t))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(a− aP (y)− bP (y)S(y))dy,

L(0)− δ2 =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(−aL(t) + bP (t)L(t)− cL(t)S(t))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(−aL(y) + bP (y)L(y)− cL(y)S(y))dy,

S(0)− δ3 =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(−n1S(t) + cL(t)S(t) + fQ(t))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(−n1S(y) + cL(y)S(y) + fQ(y))dy,

Q(0)− δ4 =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(−n2Q(t) + n3S(t))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(−n2Q(y) + n3S(y))dy,

R(0)− δ5 =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(−aR(t) + n4S(t))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(−aR(y) + n4S(y))dy.

elde edilir. Basit bir görünüm elde etmek adına,

G1(t, P ) =a− aP (t)− bP (t)S(t),

G2(t, L) =− aL(t) + bP (t)L(t)− cL(t)S(t),

G3(t, S) =− n1S(t) + cL(t)S(t) + fQ(t),

G4(t, Q) =− n2Q(t) + n3S(t),

G5(t, R) =− aR(t) + n4S(t).

(4.3)

notasyonları kullanılarak,

W1 =− a− b,

W2 =− a+ 1− c,

W3 =− n1 + c,

W4 =− n2,

W5 =− a.

eşitlikleri elde edilir. Bu eşitliklerin ispatı için,
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‖P (t)‖ ≤ β1, ‖L(t)‖ ≤ β2, ‖S(t)‖ ≤ β3, ‖Q(t)‖ ≤ β4, ‖R(t)‖ ≤ β5 olsun.

Teorem 4.1 Lipschitz koşulu i = 1, 2, ..., 5 olmak üzere Gi çekirdekleri ile sağlanıyor ise

Wi < 1 (∀ i, i = 1, 2, ..., 5) şartı da H asimtotu için sağlanır.

İspat ÖncelikleG1(t, P )’nin teoremi sağladığı incelenecektir. P (t) ve P1(t) iki ayrı fonksiyon

olmak üzere,

‖G1(t, P )−G1(t, P1)‖ = ‖(a− aP − bPS)− (a− aP1 − bP1S)‖

≤ (−a− b)β3‖P − P1‖

= W1β3‖P − P1‖.

Benzer şekilde sırasıyla G2(t, L), G3(t, S), G4(t, Q) ve G5(t, R) çekirdeklerinin de Teorem

(4.1)’ i sağladığı gösterilirse;

L(t) ve L1(t) iki ayrı fonksiyon olmak üzere,

‖G2(t, L)−G2(t, L1)‖ = ‖(−aL+ bPL− cLS)− (−aL1 + bPL1 − cL1S)‖

≤ (−a+ 1− c)(β1 − β3)‖L− L1‖

= W2(β1 − β3)‖L− L1‖,

S(t) ve S1(t) iki ayrı fonksiyon olmak üzere,

‖G3(t, S)−G3(t, S1)‖ = ‖(−n1S + cLS + fQ)− (−n1S1 + cLS1 + fQ)‖

≤ (−n1 + c)β2‖S − S1‖

= W3β2‖S − S1‖,

Q(t) ve Q1(t) iki ayrı fonksiyon olmak üzere,

‖G4(t, Q)−G4(t, Q1)‖ = ‖(−n2Q+ n3S)− (−n2Q1 + n3S)‖

≤ −n2‖Q−Q1‖

= W4‖Q−Q1‖,
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R(t) ve R1(t) iki ayrı fonksiyon olmak üzere,

‖G5(t, R)−G5(t, R1)‖ = ‖(−aR + n4S)− (−aR1 + n4S)‖

≤ −a‖R−R1‖

= W5‖R−R1‖.

Görüldüğü gibi G1, G2, G3, G4, G5 çekirdekleri için Wi < 1 , (i = 1, 2, ..., 5) indislerini

sağlayan daralma söz konusudur. O halde G1, G2, G3, G4, G5 çekirdekleri için Lipschitz

koşulu sağlanır ve Teorem (4.1) ispatlanmış olur.

(4.1) denklem sisteminde de belirtildiği üzere başlangıç değerleri sıfır kabul edilerek oluştu-

rulan denklem daha basit bir şekilde ,

P (t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G1(t, P (t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G1(y, P (y))dy

L(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G2(t, L(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G2(y, L(y))dy

S(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G3(t, S(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G3(y, S(y))dy

Q(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G4(t, Q(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G4(y,Q(y))dy

R(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G5(t, R(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G5(y,R(y))dy.

(4.4)

yazılabilir. Daha sonra öz yinelemeli metod kullanılarak,

P (t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G1(t, Pn−1(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G1(y, Pn−1(y))dy

L(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G2(t, Ln−1(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G2(y, Ln−1(y))dy

S(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G3(t, Sn−1(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G3(y, Sn−1(y))dy

Q(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G4(t, Qn−1(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G4(y,Qn−1(y))dy

R(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G5(t, Rn−1(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G5(y,Rn−1(y))dy.

(4.5)
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denklemi elde edilir.

Bu denklemin her biri için ardışık terimler arasındaki farklar uygulandığında,

(Pn+1 − Pn)(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(G1(t, Pn(t))−G1(t, Pn−1(t)))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(G1(y, Pn(y))−G1(y, Pn−1(y)))dy,

(Ln+1 − Ln)(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(G2(t, Ln(t))−G2(t, Ln−1(t)))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(G2(y, Ln(y))−G2(y, Ln−1(y)))dy,

(Sn+1 − Sn)(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(G3(t, Sn(t))−G3(t, Sn−1(t)))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(G3(y, Sn(y))−G3(y, Sn−1(y)))dy,

(Qn+1 −Qn)(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(G4(t, Qn(t))−G4(t, Qn−1(t)))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(G4(y,Qn(y))−G4(y,Qn−1(y)))dy,

(Rn+1 −Rn)(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
(G5(t, Rn(t))−G5(t, Rn−1(t)))

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

(G5(y,Rn(y))−G5(y,Rn−1(y)))dy.

(4.6)

şeklinde elde edilir.

(4.6) denklem sistemindeki her bir denklemin normu alınırsa,
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‖(Pn+1 − Pn)(t)‖ =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
‖(G1(t, Pn(t))−G1(t, Pn−1(t)))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖(G1(y, Pn(y))−G1(y, Pn−1(y)))‖dy,

‖(Ln+1 − Ln)(t)‖ =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
‖(G2(t, Ln(t))−G2(t, Ln−1(t)))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖(G2(y, Ln(y))−G2(y, Ln−1(y)))‖dy,

‖(Sn+1 − Sn)(t)‖ =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
‖(G3(t, Sn(t))−G3(t, Sn−1(t)))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖(G3(y, Sn(y))−G3(y, Sn−1(y)))‖dy,

‖(Qn+1 −Qn)(t)‖ =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
‖(G4(t, Qn(t))−G4(t, Qn−1(t)))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖(G4(y,Qn(y))−G4(y,Qn−1(y)))‖dy,

‖(Rn+1 −Rn)(t)‖ =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
‖(G5(t, Rn(t))−G5(t, Rn−1(t)))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖(G5(y,Rn(y))−G5(y,Rn−1(y)))‖dy.

(4.7)

elde edilir.

Teorem 4.2 Sigara içme dinamiği matematiksel modeli için,

ω = max{Wi}, i = 1, 2, ..., 5 (4.8)

eşitsizliği sağlandığı durumda bir çözümü mevcuttur.

İspat Teorem ispatlanırken denklem sistemlerine kolaylık sağlayacak ifadeler,

χ1n(t) =Pn+1(t)− Pn(t),

χ2n(t) =Ln+1(t)− Ln(t),

χ3n(t) =Sn+1(t)− Sn(t),

χ4n(t) =Qn+1(t)−Qn(t),

χ5n(t) =Rn+1(t)−Rn(t),

şeklinde oluşturularak öncelikle,
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‖χ1n(t)‖ =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
‖G1(t, Pn(t))−G1(t, P (t))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖G1(y, Pn(y))−G1(y, P (y))‖dy

≤
(

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

+
2ι

(2− ι)M(ι)

)
W1‖Pn − P‖

≤
(

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

+
2ι

(2− ι)M(ι)

)n
ωn‖P − P1‖.

(4.9)

elde edilir. Benzer şekilde,

‖χ2n(t)‖ ≤
(

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

+
2ι

(2− ι)M(ι)

)n
ωn‖L− L1‖,

‖χ3n(t)‖ ≤
(

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

+
2ι

(2− ι)M(ι)

)n
ωn‖S − S1‖,

‖χ4n(t)‖ ≤
(

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

+
2ι

(2− ι)M(ι)

)n
ωn‖Q−Q1‖,

‖χ5n(t)‖ ≤
(

2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

+
2ι

(2− ι)M(ι)

)n
ωn‖R−R1‖.

(4.10)

eşitsizlikleri elde edilir. O halde i = 1, 2, ..., 5 olmak üzere χin(t) → 0 için n → ∞

bulunarak ispat edilmiş olur.

4.1.2. Sigara İçme Dinamiği Modelinin Teklik Çözümü

Bu kısımda Picard’ın teklik teoremleri yardımıyla sigara içme dinamiği matematiksel

modelinin çözümünün tek olduğu gösterilecektir.

Teorem 4.3 (4.2) denklem sisteminde yer alan sigara içme dinamiği matematiksel modeli-

nin aşağıda gösterilen eşitsizlik sağlandığında tek bir çözümü olacaktır.

(
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
+

2ι

(2− ι)M(ι)

)
Wi ≤ 1, i = 1, 2, ..., 5.

İspat P (t), L(t), S(t), Q(t), R(t) ile birlikte P̃ (t), L̃(t), S̃(t), Q̃(t), R̃(t) (4.2) denklem sis-

teminin çözümleri olduğu varsayılarak,
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P̃ (t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G1(t, P̃ (t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G1(y, P̃ (y))dy

L̃(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G2(t, L̃(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G2(y, L̃(y))dy

S̃(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G3(t, S̃(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G3(y, S̃(y))dy

Q̃(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G4(t, Q̃(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G4(y, Q̃(y))dy

R̃(t) =
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
G5(t, R̃(t)) +

2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

G5(y, R̃(y))dy.

denklem sistemi yazılabilir. Bu denklem sisteminin normu alınırsa,

‖P (t)− P̃ (t)‖ ≤ 2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

‖G1(t, P (t))−G1(t, P̃ (t))‖

+
2ι

(2− ι)M(ι)

∫ t

0

‖G1(y, P (y))−G1(y, P̃ (y))‖dy

≤ 2(1− ι)
(2− ι)M(ι)

W1‖P − P̃‖+
2ιW1

(2− ι)M(ι)
‖P − P̃‖.

(4.11)

elde edilir. Buradan hareketle,

(
2(1− ι)

(2− ι)M(ι)
W1 +

2ιW1

(2− ι)M(ι)
− 1

)
‖P − P̃‖ ≥ 0

eşitsizliği yazılabilir.

Sonuç olarak ‖P − P̃‖ = 0 ise P (t) = P̃ (t) olacağı açıktır. Yine aynı metod kullanılarak

L(t) = L̃(t), S(t) = S̃(t), Q(t) = Q̃(t) ve R(t) = R̃(t) eşitlikleri yazılır. Böylece modelin

çözümünün tek olduğu ispatlanmış olur.

4.1.3. Sigara İçme Dinamiği Modelinin Nümerik Çözümü

(4.2) denklem sisteminde gösterilen Caputo-Fabrizio kesirli türev operatörüne genişletilmiş

sigara modeli analizin temel teoremi ile düzenlenerek,
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Ji, i = 1, 2, ..., 5 çekirdekleri için,

P (t)− P (0) =
1− ι
M(ι)

J1(t, P (t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

J1(τ, P (τ)),

L(t)− L(0) =
1− ι
M(ι)

J2(t, L(t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

J2(τ, L(τ)),

S(t)− S(0) =
1− ι
M(ι)

J3(t, S(t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

J3(τ, S(τ)),

Q(t)−Q(0) =
1− ι
M(ι)

J4(t, Q(t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

J4(τ,Q(τ)),

R(t)−R(0) =
1− ι
M(ι)

J5(t, R(t)) +
ι

M(ι)

∫ t

0

J5(τ, R(τ)).

(4.12)

denklem sistemi elde edilir. Böylece,

Pn+1 − P (0) =
1− ι
M(ι)

J1(tn, P (tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

J1(τ, P (τ)),

Ln+1 − L(0) =
1− ι
M(ι)

J2(tn, L(tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

J2(τ, L(τ)),

Sn+1 − S(0) =
1− ι
M(ι)

J3(tn, S(tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

J3(τ, S(τ)),

Qn+1 −Q(0) =
1− ι
M(ι)

J4(tn, Q(tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

J4(τ,Q(τ)),

Rn+1 −R(0) =
1− ι
M(ι)

J5(tn, R(tn)) +
ι

M(ι)

∫ tn+1

0

J5(τ, R(τ)).

(4.13)

ile,

Pn − P (0) =
1− ι
M(ι)

J1(tn−1, P (tn−1)) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

J1(τ, P (τ)),

Ln − L(0) =
1− ι
M(ι)

J2(tn−1, L(tn−1)) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

J2(τ, L(τ)),

Sn − S(0) =
1− ι
M(ι)

J3(tn−1, S(tn−1)) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

J3(τ, S(τ)),

Qn −Q(0) =
1− ι
M(ι)

J4(tn−1, Q(tn−1)) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

J4(τ,Q(τ)),

Rn −R(0) =
1− ι
M(ι)

J5(tn−1, R(tn−1)) +
ι

M(ι)

∫ tn

0

J5(τ, R(τ)).

(4.14)

denklem sistemleri elde edilir.

(4.14) ile (4.13) denklem sistemindeki her bir denklemin kendi içinde farkı alındığında,
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Pn+1 − Pn =
1− ι
M(ι)

{J1(tn, P (tn))− J1(tn−1, P (tn−1))}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

J1(t, P (t)),

Ln+1 − Ln =
1− ι
M(ι)

{J2(tn, L(tn))− J2(tn−1, L(tn−1))}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

J2(t, L(t)),

Sn+1 − Sn =
1− ι
M(ι)

{J3(tn, S(tn))− J3(tn−1, S(tn−1))}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

J3(t, S(t)),

Qn+1 −Qn =
1− ι
M(ι)

{J4(tn, Q(tn))− J4(tn−1, Q(tn−1))}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

J4(t, Q(t)),

Rn+1 −Rn =
1− ι
M(ι)

{J5(tn, R(tn))− J5(tn−1, R(tn−1))}+
ι

M(ι)

∫ tn+1

tn

J5(t, R(t)).

elde edilir.

Sistem (4.14) ve (4.13)’ten hareketle,

∫ tn+1

tn

J1(t, P (t))dt =

∫ tn+1

tn

{
J1(tn, Pn)

h
(t− tn−1)− J1(tn−1, Pn−1)

h
(t− tn)

}
=

3h

2
J1(tn, Pn)− h

2
J1(tn−1, Pn−1),∫ tn+1

tn

J2(t, L(t))dt =

∫ tn+1

tn

{
J2(tn, Ln)

h
(t− tn−1)− J2(tn−1, Ln−1)

h
(t− tn)

}
=

3h

2
J2(tn, Ln)− h

2
J2(tn−1, Ln−1),∫ tn+1

tn

J3(t, S(t))dt =

∫ tn+1

tn

{
J3(tn, Sn)

h
(t− tn−1)− J3(tn−1, Sn−1)

h
(t− tn)

}
=

3h

2
J3(tn, Sn)− h

2
J3(tn−1, Sn−1),∫ tn+1

tn

J4(t, Q(t))dt =

∫ tn+1

tn

{
J4(tn, Qn)

h
(t− tn−1)− J4(tn−1, Qn−1)

h
(t− tn)

}
=

3h

2
J4(tn, Qn)− h

2
J4(tn−1, Qn−1),∫ tn+1

tn

J5(t, R(t))dt =

∫ tn+1

tn

{
J5(tn, Rn)

h
(t− tn−1)− J5(tn−1, Rn−1)

h
(t− tn)

}
=

3h

2
J5(tn, Rn)− h

2
J5(tn−1, Rn−1).

ifadesi oluşturulur. Buradan,
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Pn+1 − Pn =
1− ι
M(ι)

{J1(tn, Pn)− J1(tn−1, Pn−1)}+
3ιh

2M(ι)
J1(tn, Pn)

− ιh

2M(ι)
J1(tn−1, Pn−1),

Ln+1 − Ln =
1− ι
M(ι)

{J2(tn, Ln)− J2(tn−1, Ln−1)}+
3ιh

2M(ι)
J2(tn, Ln)

− ιh

2M(ι)
J2(tn−1, Ln−1),

Sn+1 − Sn =
1− ι
M(ι)

{J3(tn, Sn)− J3(tn−1, Sn−1)}+
3ιh

2M(ι)
J3(tn, Sn)

− ιh

2M(ι)
J3(tn−1, Sn−1),

Qn+1 −Qn =
1− ι
M(ι)

{J4(tn, Qn)− J4(tn−1, Qn−1)}+
3ιh

2M(ι)
J4(tn, Qn)

− ιh

2M(ι)
J4(tn−1, Qn−1),

Rn+1 −Rn =
1− ι
M(ι)

{J5(tn, Rn)− J5(tn−1, Rn−1)}+
3ιh

2M(ι)
J5(tn, Rn)

− ιh

2M(ι)
J5(tn−1, Rn−1).

ifadesi elde edilir.

Sonuç olarak,

Pn+1 = Pn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J1(tn, Pn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J1(tn−1, Pn−1),

Ln+1 = Ln +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J2(tn, Ln) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J2(tn−1, Ln−1),

Sn+1 = Sn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J3(tn, Sn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J3(tn−1, Sn−1),

Qn+1 = Qn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J4(tn, Qn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J4(tn−1, Qn−1),

Rn+1 = Rn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J5(tn, Rn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J5(tn−1, Rn−1).

denklem sistemine ulaşılır.
CF
0 Dι

t = f(t, x(t)) (4.15)

denklemi düşünüldüğünde Teorem (3.3)’e göre yukarıda gösterilen denklem sistemi,

44



Pn+1 = Pn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J1(tn, Pn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J1(tn−1, Pn−1) +1 Rn

ι ,

Ln+1 = Ln +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J2(tn, Ln) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J2(tn−1, Ln−1) +2 Rn

ι ,

Sn+1 = Sn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J3(tn, Sn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J3(tn−1, Sn−1) +3 Rn

ι ,

Qn+1 = Qn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J4(tn, Qn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J4(tn−1, Qn−1) +4 Rn

ι ,

Rn+1 = Rn +

(
1− ι
M(ι)

+
3ιh

2M(ι)

)
J5(tn, Rn) +

(
1− ι
M(ι)

+
ιh

2M(ι)

)
J5(tn−1, Rn−1) +5 Rn

ι .

olarak yazılır. Böylece,

‖iRn
ι ‖∞ <

ι

M(ι)
(+1)!hn+1M, i = 1, 2, ..., 5

eşitsizliği elde edilmiş olur.

Nümerik çözümleri yukarıda yapılan, (4.2) Sigara içme dinamiği matematiksel mo-

deli simülasyonlarının zamana bağlı değişimi, her bir fonksiyon için farklı kesirli mertebeden

değerler kullanılarak grafiklerle aşağıda gösterilmiştir.

Grafikler inclendiğinde, şekil (4.1)’de potansiyel sigara içenlerin zamanla önce azaldığı sonra

arttığı, şekil (4.2)’de ara sıra sigara içenlerde belli bir süre azalma eğilimi olsa da sonrasında

zamanla arttığı ve ardından sert bir azalma olduğu, şekil (4.3)’de ağır içicilerin hızlı bir yük-

seliş sonrasında zamanla düşüş yaşadığı, şekil (4.4)’de sigarayı geçici bırakanların başta az

miktarda düştüğü ardından belli bir t zamanına kadar arttığı daha sonra tekrar azaldığı ve

şekil (4.5)’de sigarayı kalıcı olarak bırakanların bir miktar sabit seyredip ardından zamana

bağlı arttığı gözlemlenmiştir.
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Şekil 4.1. P(t) fonksiyonunun farklı mertebeden türev degerleri için grafiği
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Şekil 4.2. L(t) fonksiyonunun farklı mertebeden türev degerleri için grafiği
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Şekil 4.3. S(t) fonksiyonunun farklı mertebeden türev degerleri için grafiği
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Şekil 4.4. Q(t) fonksiyonunun farklı mertebeden türev degerleri için grafiği
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Şekil 4.5. R(t) fonksiyonunun farklı mertebeden türev degerleri için grafiği
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5. TARTIŞMA VE SONUÇ

Bu tezde sigara içme dinamiği matemetiksel modelinin analizi yapılmıştır. Beş farklı

diferansiyel denklem içeren tam sayı mertebeden bu model kesirli mertebeden Caputo ve

Fabrizio türev operatörüne genişletilmiştir. Genişletilmiş modelin çözümlerinin varlık ve

teklik durumları sabit nokta teoremi kullanılarak incelenmiştir. Daha sonra Adams-Bashforth

metodu ile nümerik çözümler modele uygulanmıştır. Son olarak (0, 1) aralığında farklı ke-

sirli mertebeden türev değerleri için simülasyonlar oluşturulmuştur. Yapılan bu çalışma ile

problemin mevcut durumu, geçmişi ve etki ettikleri arasında bağ kuran ve hafıza etkisi gerek-

tiren bu gibi matematiksel modellerin kesirli türev operatörü kullanılarak analizinin yapıl-

masının daha pratik ve güvenilir sonuçlar sağladığı görülmüştür. Bu tezi okuyan araştırma-

cılar tarafından sigara içme dinamiği modelinin farklı kesirli türev ve integral operatörleri ile

analizi yapılarak Caputo-Fabrizio operatöründen elde edilen sonuçlarla karşılaştırılmasının

literatüre katkı sağlayacağı kanaatindeyiz.
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