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CARPIM GEOMETRIDE KONFORM SUBMERSIYONLAR

OZET

Bu tez, dort temel boliimden meydana gelmektedir. Birinci boliimde, ele alinan konunun
tarihsel gelisimi aciklanmustir. Ikinci bdliimde ise, ilerleyen kisimlar i¢in gerekli olan
temel tanimlar, teoremler ve drneklere yer verilmistir.

Uciincii bolim, konform anti-invaryant submersiyonlar1 konu almaktadir. Bu béliimde,
hemen hemen c¢arpim manifoldlardan Riemann manifoldlarina olan konform anti-
invaryant submersiyonlarm tanimi yapilmis ve bunlara 6rnekler verilmistir. Ayrica, bu
submersiyonlar i¢in distriblisyonlarm integrallenebilirligi ve paralelligi ortaya konulmus,
submersiyonun harmonikligi ve tamamen jeodezik olusu arastirilmistir. Ek olarak, bu tip
submersiyonlarin  belirledigi ayristm teoremleri de bu bolimde sunulmustur.

Dordiincii boliimde ise konform yari-invaryant submersiyonlar ele alinmistir. Bu kisimda,
hemen hemen ¢arpim manifoldlardan Riemann manifoldlarina tanimlanan konform yari-
invaryant submersiyonlar aciklanmakta ve oOrneklerle desteklenmektedir. Ayrica, bu
submersiyonlar i¢in distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve paralelligi arastirilmig; bu
tiir submersiyonlarin harmoniklik ve tamamen jeodezik olma durumlar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Hemen hemen c¢arpim manifoldlar, ¢arpim geometride konform
submersiyon, konform anti-invaryant submersiyon, konform yari-invaryant submersiyon.



CONFORMAL SUBMERSIONS ON PRODUCT GEOMETRY

ABSTRACT

This thesis is comprised of four main chapters. The first chapter outlines the historical
development of the subject. In the second chapter, you'll find the fundamental definitions,
theorems, and examples that are essential for the subsequent sections.

The third chapter focuses on conformal anti-invariant submersions. This section defines
conformal anti-invariant submersions from almost product manifolds to Riemannian
manifolds and provides illustrative examples. Furthermore, it discusses the integrability
and parallelism of distributions for these submersions, and investigates their harmonicity
and total geodesy. Additionally, decomposition theorems determined by these types of
submersions are presented in this chapter.

The fourth chapter discusses conformal semi-invariant submersions. This section defines
conformal semi-invariant submersions from almost product manifolds to Riemannian
manifolds, providing illustrative examples. Furthermore, it investigates the integrability
and parallelism of distributions for these submersions and examines their harmonicity and
total geodesy.

Keywords: Almost product manifolds, conformal submersion
on product geometry, conformal anti-invariant submersion, conformal semi-invariant
submersion.



1. GIRIS

Manifoldlar arast doniisiimler incelendiginde, izometrik immersiyonlar en temel
olanlaridir. Bu kavram, Gauss'un yiizeyler iizerine yaptig1 caligmalarla ortaya ¢ikmustir.
Ug boyutlu Oklid uzayindaki her yiizey, ek boyutu 1 olan bir izometrik immersiyon
olarak da diisiiniilebilir. Ancak, ek boyutun 1'den biiylik oldugu durumlar altmanifold
olarak adlandirilir. Bu durumda, klasik ytlizeyler teorisinin yaklasimlar1 yetersiz kalir.
Altmanifoldlar lizerine yapilan arastirmalar 1950' ve 1960'l1 yillarda hiz kazanmais, ve bu
alandaki caligmalar 1973 yilinda Chen'in kitabi ile bir araya getirilmistir. Bu donemden
sonra altmanifoldlar teorisi biliyiikk bir ivme kazanarak yogun bir sekilde c¢alisiilmaya
baslanmistir. Bu teori daha sonra ¢arpim manifoldlar, kontakt manifoldlar ve kuaterniyon

Kaehler manifoldlar gibi farkl alanlara da genisletilmistir.

Bir carpim manifoldun altmanifoldu, ilgili noktasindaki teget uzayin manifoldun ¢arpim
yapistyla etkilesimine gore tanimlanir. Eger teget uzay invaryant ise, bu bir holomorfik
altmanifold olarak adlandirilirken; anti-invaryant olmasi durumunda tamamen reel
altmanifold olarak ifade edilir. 1978'de Bejancu, bu iki altmanifold tirind de kapsayan
CR-altmanifoldlar1 tanimlayarak bunlarin 6zelliklerini ele aldi. Daha sonra Chen ve Blair
(1979), bir CR-altmanifoldun ayni zamanda bir CR-manifold oldugunu gosterdi. CR-
altmanifoldlara verilebilecek en tipik Ornek, kompleks manifoldlarin reel
hiperytzeyleridir. Holomorfik ve tamamen reel altmanifoldlarin bir baska genellemesi ise
Chen (1990) tarafindan slant altmanifoldlar olarak sunuldu. Bu altmanifoldlar

giiniimiizde de yogun bir sekilde arastirilan bir konu olmaya devam etmektedir.

[zometrik immersiyonlarin submersiyonlardaki karsilig1 olan Riemann submersiyonlari,
bagimsiz olarak O'Neill (1966) ve Gray (1967) tarafindan tanimlanmis ve incelenmistir.
Bu tiir dontisiimler, baslangicta negatif egrilikli manifoldlarin olusturulmasi amaciyla
tanimlanmis olsa da, manifoldlar1 karsilastirmada olduk¢a kullanishh olduklari
goriilmiistiir. 1ki hemen hemen Hermityen manifold arasindaki doniisiim, eer hemen
hemen kompleks bir doniisiimse, buna holomorfik submersiyon veya hemen hemen

Hermityen submersiyon denir. Hemen hemen Hermityen submersiyonlar ilk kez Watson



(1976) tarafindan calisilmistir. Bu doniisiimler kullanilarak, kaynak manifold belirli bir
hemen hemen carpim manifold sinifina ait oldugunda, hedef manifoldun da ¢ogu
durumda ayni yapiya sahip oldugu ortaya konmustur. Holomorfik submersiyonlarin en
temel Ozelligi, bu doniisiimlerin yatay ve dikey distribiisyonlarinin kaynak manifoldun
carpim yapisi altinda invaryant kalmasidir. Holomorfik submersiyonlarin, hemen hemen
kontakt manifoldlar (Chinea, 2008), kuaterniyon Kaehler manifoldlar (lanus vd., 2008)

ve diger uzaylardaki karsiliklar1 da arastirilmastir.

2010 yilinda Sahin, dikey distribisyonu hemen hemen kompleks yapi altinda anti-
invaryant olan submersiyonlar1 tanimlayarak temel 6zelliklerini inceledi. Bu ¢alismada,
bu tiir doniistimlerin kaynak manifoldun 6zelliklerini anlamak i¢in oldukg¢a kullanislh
oldugu gosterildi. Bu fikir daha sonra gelistirilerek, Sahin tarafindan yari-invaryant
submersiyonlar (2013) ve egik submersiyonlar (2011) tanimland1 ve bunlarin geometrik
yapilar1 detayll bir sekilde incelendi. Sahin'in bu 6ncii ¢aligmalarinin ardindan, bu tiir
submersiyonlarin geometrisi farkli yazarlar tarafindan da (Shahid and Tanveer, 2013;
Erken and Murathan, 2014; Giindiizalp, 2013; Lee, 2013; Park, 2012) ¢esitli uzaylarda

arastirtlmaya devam edildi.

Riemann submersiyonlarinin  genellestirilmis  hali olan konform Riemann
submersiyonlari, Gudmundsson (1992) tarafindan doktora tezinde detaylica incelenmis ve
bu doniisiimlerin harmonik morfizm olma durumlar1 ortaya konmustur. Ayrica,
holomorfik submersiyonlarin genellestirilmisi olan konform holomorfik doniistimler de
Gudmundsson ve Wood tarafindan incelenmistir. Bu calismalar kapsaminda, ¢esitli
yapilarin doniisiimleri analiz edilerek, konform holomorfik doniisiimlerin harmonik
morfizm olma sartlar1 belirlenmistir. Burel (2004) bu durumu kontakt manifoldlara

uygulamistir. Bu alandaki ¢aligsmalar hala stirmektedir (Sahin, 2009).

Bu tez, hemen hemen ¢arpim manifoldlardan Riemann manifoldlarina ¢arpim geometride
konform submersiyonlar1 incelemektedir. Ikinci béliimde ise tezin ilerleyen kisimlarinda
kullanilacak olan temel tanimlar ve teoremler sunulmustur. Bu konular arasinda Riemann
manifoldlar, Riemann manifoldlarinin altmanifoldlari, vektér demetleri ve

distribusyonlar, Riemann submersiyonlar, carpim manifoldlar, ¢arpim manifoldlar



tizerinde tanimli submersiyonlar ve ¢arpim geometride konform submersiyonlar yer

almaktadir.

Tezin 6zgiin kisimlar1 iigiincii ve dordiincii béliimlerdir. Ugiincii bdliim, konform anti-
invaryant submersiyonlar1 ele almaktadir ve bu boliim ti¢ alt boliimden olusur. Birinci alt
b6limde, hemen hemen ¢arpim manifoldlardan Riemann manifoldlarina konform anti-
invaryant submersiyon tanimlanmakta ve Ornekler sunulmaktadir. Ayrica, bu
submersiyon i¢in distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve paralelligi incelenmektedir.
Ikinci alt bdliimde, bu submersiyonun harmoniklik ve tamamen jeodezik olma durumlar1
analiz edilmektedir. Ugiincii alt boliimde ise, bu submersiyon iizerindeki ayrigim

teoremleri elde edilmektedir.

Dordinctu bolim, konform yari-invaryant submersiyonlar1 ele almaktadir ve iki alt
boliimden olusmaktadir. Birinci alt bolimde, hemen hemen c¢arpim manifoldlardan
Riemann manifoldlarma konform yari-invaryant submersiyon tanimlanmakta ve drnekler
sunulmaktadir. Ayrica, bu submersiyonlar i¢in distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve
paralelligi ele almmaktadir. Ikinci alt bdliimde ise, bu submersiyonun harmoniklik ve

tamamen jeodezik olma durumlar1 analiz edilmektedir.



2. TEMEL KAVRAMLAR

2.1. Riemann Manifoldlar

Tamm 2.1.1. B bir diferansiyellenebilir manifold ve X'(B)’ de B manifoldu tzerindeki

diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi olsun. VX,Y,Z € X (B) ve c,d € R igin,

g5 X (B) X X(B) - C°(B,R) 2.1)
dir ve
i gs(X,Y) = gg(¥, X)(simetrik)
ii. gs(X,X) =0,V X € X(B) igin gz(X,X) = 0 & X = 0, (pozitif tanimlilik)
iii. Bilineer;
ge(cX+dY,Z)=cgz(X,Z) +dgz(Y,Z) (2.2)
Ve
gz(X,cY +dZ) =cgz(X,Y) +dgs(X,Z) (2.3)

kosullarmi saglayan gz doniisimii Riemann metrigi (veya metrik tensor) ve (B, gz)

ikilisi ise Rieamann manifoldu olarak tanimlanir (Gudmundsson, 2006).

Tamm 2.1.2. B Riemann manifoldunun metrik tensérii gz olsun. Bir X,. € T,.B tanjant

vektorunin uzunlugu (boyu),

”Xr” =+ gB(Xr' Xfr') (24)

esitligi ile hesaplanmaktadir (Gundmundson, 2006).



Tamm 2.1.3. B Riemann manifoldunun metrik tenséri gz olsun. Sifirdan farkh X,.,Y,. €

T,.B tanjant vektorleri arasindaki 6 agisi,
98X, Y,) = XY, cos 6 (2.5)
esitligi seklinde yazilir. Mevcut 6 agisi [0, ] kapal arahigmdadir (Hacisalihoglu, 2003).

Tammm 2.1.4. u, bir M manifoldundan bir B manifolduna tanimmlanan
diferansiyellenebilir u: M — B bir doniisiim olsun. X € T, M icin, M de secilen a(t)

egrisine a(t,) = 7 noktasinda X vektorii teget olsun. Bu durumda u(+) = ,u(a(to))
noktasinda ¢ = p(a(t)) egrisine teget olacak bigimde g, (X (a(t))) vektoriinii karsilik

getiren doniisiime p doniisiimiiniin tiirev doniisiimii denir ve pu,:TyM - T,)B

bigiminde ifade edilir (Sahin, 2012).

Tamim 2.1.5. Bir f € F(M) fonksiyonunun gradf gradiyenti metrik olarak df € y*(M)
diferensiyeline denk olan vektor alanidir. Buna gbére VX € y(M) icgin

< gradf,X >= df(X) = X(f) (2.6)

dir. (x1,...,x™) lokal koordinatlarda gradf vektor alani

gradf = }fjg"fa—fi (2.7)

daxiaxJ
ile gosterilir (O’Neill,1983).

Tammm 2.1.6. X ve Y, B manifoldu tizerinde tanimli iki vektor alani kabul edilsin.

C* (B, R) kiimesinden alinms bir f fonksiyonu olsun.

[,1:X(B) x X(B) > X(B)
[X,Y]f = X(Yf) - Y(Xf) (2.8)



biciminde tanimlanan [, ] fonksiyonuna X ile Y nin Lie (parantez) operatori denir.

Bu operat0r alttaki kosullar1 saglar (Carmo, 2003).
VX, Y,Z€eX(B), f,fi € C°(B,R) ve a,b € R olmak Uzere;
i  [X,Y]= -[y,X]
ii. [aX+DbY,Z]=alX,Z]+DblY,Z]
i.  [X,[v,Z]] +[Y, [z X]] + [2,[X,Y]] = 0, (Jacobi 6zdesligi)

iv. [fX, iY]l= fIX, Y]+ f(Xf)Y — (V)X
dir.

Tanim 2.1.7. B bir manifold ve I'(TB) de bu manifold Uzerinde tanimli olan
diferansiyellenebilir vektor alanlarinin kiimesi olmak uzere; VX,Y,Z € I'(TB) ve
f € C*(B,R) igin, V:I'(TB) — I'(TB) ile birlikte tanimlanan ve

i. VX+YZ = VXZ + VyZ

iii. VXY = fV,Y

iv.  VifY = X[fIY + fVY

kosullarmi gergeklestiren V doniisiimiine B Uzerinde bir afin konneksiyon (veya lineer
konneksiyon) olarak tanimlanir ve Vy ifadesine de X vektor alanina gore kovaryant tiirev

denir (Carmo, 2003).

Tamm 2.1.8. M bir manifold, V afin konneksiyon ve [,] Lie braketi olsun. Bu durumda
X,Y € I'(TM) igin,



T:T'(TM) x ['(TM) - ' (TM)
(X,Y) > T(X,Y) = V.Y —V, X — [X, Y] (2.9)

tensOru torsiyon tensori olarak tanimlanir (Yano and Kon 1984).

Tanim 2.1.9. B bir manifold ve VX,Y € I'(TB) i¢in T(X,Y) = 0 ise V konneksiyonu

simetrik veya sifir torsiyonlu (torsiyonsuz) denir (Yano ve Kon, 1984).

Tamm 2.1.10. B bir manifold, gz simetrik ve non-singuler bilineer form olsun. Eger V
konneksiyonu asagidaki 6zellikleri sagliyorsa bu konneksiyona Riemann konneksiyonu
veya Levi-Civita konneksiyonu denir (O’Neill, 1983).

i. [X, Y] ™ VXy - VyX

i.  Xgg(V,Z2) = gg(VyY,Z) + g5(Y,VxZ) (konneksiyonun metrikle bagdasabilme
szelligidir).

Tanim 2.1.11. B (izerinde taniml bir Levi-Civita konneksiyonu vV X,Y,Z € I'(TB) i¢in

295(VxY,Z) = Xgs(Y,Z) +Yg5(Z,X) — Zgz(X,Y) — g5(X,[Y,Z])
+95(Y, [Z,X]) + gs(Z, [X,Y]). (2.10)

Bu esitlige koszul esitligi denir (O’Neill, 1983).

Tamm 2.1.12. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda X,Y,Z € y(M) igin

R: (M) x (M) x x(M) = x(M)
X,Y,Z) > R(X,Y,Z)= R(X,Y)Z
RXYZ = R(X, Y)Z = vayz _VyVXZ - V[X,y]Z (2.11)

olarak tanimlanan R tensor alanma V konneksiyonunun egrilik tensort denir
(Bootby,1986).



Tamim 2.1.13. (M, g) bir Riemann manifoldu olsun. Bu durumda vX,Y,Z,W € y(M)
icin

K: x(M) x x(M) X y(M) x x(M) - C* (M)
X,Y,Z,W) > K(X,Y,Z,W) = g(RX,Y)Z,W) (2.12)

olarak tanimlanan 4. mertebeden kovaryant tensore M (zerinde Riemann Christoffel
egrilik tensoru denir (Hacisalihoglu, 1982).

Teorem 2.1.1. (M,g) bir Riemann manifoldu ve V,M (zerinde bir Riemann

konneksiyon olsun. Bu taktirde asagidaki bagntilar gegerlidir:

1) K(X,Y,Z,W) +K(,Z,X,W) +K(Z,X,Y,W) = 0
2) K(X,Y,Z,W) = —K(Y,X,Z, W),

3) K(X,Y,Z,W) = —K(X,Y,W,Z2),

4 KXY, Z,W) = K(Z,W,X,Y)

(Hacisalihoglu, 1982).
Tanmmm 2.1.14. M ve B swasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 olsun.
F: M — B bir doniisiim olsun. F boyunca V konneksiyonunun geri cekme konneksiyonu

VX, Y € I'(TM) igin

VE:T'(TM)XT'(TM) - I:(TB)
(VE)(X,Y) = VREY — EVyY (2.13)

seklinde tanmimlanan VF, doniisimiine F doniisiimiiniin ikinci temel formu denir
(Garcia-Rio and Kupeli,1999; Sahin, 2012).

Onerme 2.1.1. F : (M, g;) = (X, g,) bir déniisiimii olsun. VX,Y € I'(TM) igin

(VE)(X,Y) = (VE)(Y,X) (2.14)



dir. Yani, VE, simetriktir (Garcia-Rio and Kupeli,1999; Sahin, 2012).

Tanmm 2.1.15. F: (M™, g,) = (K", g,) bir doniisim olsun. {e4,...,e,}, I'(TM) igin
yerel ortonormal ¢ati olsun. F doniisiimiiniin tensiyon alami 7(F),VF, ikinci temel

formunun izine esittir, yani
T(F) = iz(VE) = X2 (VE)(ei, e;) (2.15)

dir. Bir F: (M™,g,) = (K", g,) doniisiimiiniin tensiyon alan1 F boyunca bir vektor
alanidir, yani t(F) € [(TK) dir (Garcia-Rio and Kupeli,1999; Sahin, 2012).

Tamm 2.1.16. Eger t(u) = 0 oluyorsa u: (M, gar) = (B, gz) doniisiimiine harmonik
dontistim denir (Fischer, 1992; Sahin, 2012).

Tamm 2.1.17. (M™, gr), (B", g5) Riemann manifoldlar1 ve u: (M, gar) — (B, gg) bir
doniisiim olsun. O halde s € M noktasinda y doniisiimiiniin tiirev dontisimii u, olmak

Uzere X € Ty M ve Y € T, B icin,

93U (X), V) = gac(X, u5(Y)) (2.16)

ile tanimlanan u*$ doniisiimiine s € M noktasindaki p,s doniisiimiiniin adjoint dontistiimii

denir (Sahin, 2012).

Tanim 2.1.18. M ve K Riemann manifoldlari olsun. Bu durumda M ve K manifoldlarinin
kartezyen carpimi olan M x K de bir Riemann manifoldudur. Ustelik asagidaki 6zellikler

saglanir

a) m: M XK -> M
(r,q) > r
ve

o: M xK - K
(rq) = q
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izdligiimleri C ® doniistimleridir.

b) Bir ¢ : P > M X K déniisiimiiniin C” olmas1 icin gerek ve yeter sart hem
mo @ hemde oo ¢ doéniisiimlerinin C” olmasidur.
c) Herbir (+,q) € M x X igin
M xq ={(r,q) e M xK: r € M} (2.17)
rxK ={(r,r)e M xK: r € K} (2.18)

alt kimeleri M X K nin altmanifoldlaridir.

d) Herbir (#,q) € M XK igin 7 |y xq, M X q dan M ye bir diffeomorfizm ve

o |, xx, 7~ X K den K ye bir diffeomorfizmdir. (b) den

T(,,,v’q)M = T(,,,’q) (M Xq) ve T(,,,‘q)K = T(,,.‘q)(’l’"XK) (219)

uzaylar1 (#,q) da M X K nin tanjant alt uzaylaridir. BOylece

Torgy(M XK) = T )M © T pK (2.20)
dir. Buradan, her Y € T,y (M X K) i¢in Y; € T(,. )M ve Y, € T, ;)N olmak

uzere Y = Y; +Y, olacak sekilde tek tlrli yazilabilir (Yano and Kon, 1984;
O’Neill, 1983)

Tamm 2.1.19. B ve F Riemann manifoldlar1 ve f > 0, B lizerinde € * fonksiyon olsun.

M = B X; F caprasik ¢arpim,

g =m"(gs) + (fom)? o (gr) (2.21)

metrik  tensOri  ile  olusturulmus, B X F  ¢arpim manifoldudur. Eger

v,w € T, 4B X F ise bu durumda
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gw,w) = w*(gs(v,w)) + (f o m)%0 *(gr (v, w))
= gg(dn(v),dn(w)) + (f o m)? gp(do(v),do(w)) (2.22)

dir. Ozel olarak, eger f = 1 ise B Xs F bir B X F carpim manifolduna indirgenir
(O’Neill, 1966).

Onerme 2.1.2. B ve F Riemann manifoldlar1 ve M = B X F capragik c¢arpim
manifoldu olsun. M lzerinde X,Y € L(B)veV,W € L(F) ise

1) DyY € L(B), B Uzerinde DyY nin liftidir

2) DyV=D,X=(X[f1/V

3) norDyW = lH(V,W) = —(K V,W >/ f)grad f

4) tanD,W € L(F), F lzerinde D, W nin liftidir
(O’Neill, 1983).

Burada L(B), ve L(F), sirasiyla B ve F manifoldlarina yiikseltilmis, vektdr kiimesidir.

Ayrica nor ve tan sirastyla normal kismi ve teget kismu gostermektedir.

Tamm 2.1.20. (M, g9,) ve (M,,g,) Riemann manifoldlar, A: M; X M, — R bir
pozitif diferensiyellenebilir fonksiyon vei = 1,2 icin m; : M; X M, - M; dogal
projeksiyon olsun. Bu durumda (M;, g,) ve (M,, g,) nin M x; M, bikimli manifoldu

M; x M, nin tim X ve Y vektor alanlar1 i¢in
9X,Y) = g1(m1. X, m1.Y) + Ag,(m2.X, 5.Y) (2.23)

ile tanimlanan g Riemann metrigi ile olusturulmus, M; X M, diferensiyellenebilir

manifolddur (Ponge and Reckziegel, 1993).

Bu tanima gore i = 1,2 igin m; : My X M, — M; dogal projeksiyon olmak iizere eger
Ai+ My X M, —» R pozitif diferensiyellenebilir fonksiyonlar1 almirsa bu durumda
(My, g1) ve (My, gz) nin My X3, 2,) M ¢ift kath-bukimli manifoldu, X ve Y vektor

alanlar1 i¢in
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g(X' Y) = /1191 (7T1*X, 7T1*Y) + /1292 (7T2*X, 7T2*Y) (224)

ile tanimlanan g Riemann metrigi ile olusturulmus, M; X M, diferensiyellenebilir

manifolddur (Ponge and Reckziegel, 1993).

Onerme 2.1.3. Bve F Riemann manifoldlar1 ve M = B X F bir caprasik carpim

manifoldu olsun. Bu durumda B X q yapraklari tamamen jeodeziktir ve - X F lifleri
tamamen umbiliktir (O’Neill, 1983).

Onerme 2.1.4. M, x M, manifoldu Gzerinde bir Riemann metrigi g olsun. Kabul edelim
ki L, ve L, foliasyonlar1 her yerde dikey olarak kesissinler. Bu durumda g metrigi,
a) bir My X, 1,) M cift kath blkimli manifold metrigidir gerek ve yeter sart L;
ve L, tamamen umbilik foliasyondur.
b) bir M; x; M, bukimlu manifold metrigidir gerek ve yeter sart L; tamamen
jeodezik ve L, tamamen umbilik foliasyondur
c) bir M; X; M, c¢aprasik ¢arpim manifold metrigidir gerek ve yeter sart L,
tamamen jeodezik ve L, bir kiiresel (spherical) foliasyondur
d) Riemann manifoldlarmin bir dogal ¢arpim metrigidir gerek ve yeter sart L, ve L,

tamamen jeodezik foliasyondur (Ponge and Reckziegel, 1993).

Tamim 2.1.21. M bir n — boyutlu Riemann manifoldu ve M nin bir » noktasmdaki
tanjant uzayinin 2 — boyutlu bir alt uzay: P olsun. P yi geren birim vektorler X,., Y, ve
M uzerindeki Riemann Christoffel egrilik tensori K olmak tzere K(X,, Y., X, Y,.)
degerine M nin # noktasindaki P diizlemine gore kesit egriligi denir. K simetrik ve
antisimetrik oldugundan bu egriligin degeri sadece P alt uzayma baghdir (Bejancu,
1986). M Ulzerinde metrik tensorl g, X,- ve Y,. tanjant vektorleri Gizerinde kurulan paralel

kenarin alani || X,- A Y,. || olmak Uzere

K(P) — IRXr Yr)XrYr) (225)

1 X AY,- ||

dir (Yano and Kon, 1984).
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2.2. Riemann Manifoldlarinin Altmanifoldlan

Tamim 2.2.1. Eger y immersiyonu birebir (1-1) oluyorsa y ya immedding (gdmme), M
ye de B nin (gdmilen) altmanifoldu denir (Hacisalihoglu 1982, 2003).

Tamim 2.2.2. M™ ve B" Riemann manifoldlar: olsun. y: M — B" C* doniisiimii i¢in
boy (y*(TpM)) =m oluyorsa y nin » € M noktasindaki ranki m olmak U(zere

rank(y) = m ile ifade edilir. Eger boy(M) = rank(y) oluyorsa y doénisimii
immersiyon (daldirma) olarak ifade edilir. Bu durumda M ye de B nin immersed
altmanifoldu denir (Hacisalihoglu 1982, 2003).

Tamm 2.2.3. (M, gar) Ve (B, gg) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlari ve
y: M — B bir immersiyon olsun. V X,Y € I'(T,.M) igin

95X, v.Y) = g»(X,Y) (2.26)

oluyorsa y izometrik immersiyon (metrik koruyan immersiyon) olarak tanimlanir (Chen,
1973).

Tamm 2.2.4. M ve K swrasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak iizere K
manifoldunun altmanifoldu M olsun. V ve V swrasi ile M ve K nin Levi-Civita

konneksiyonlari olsun. Boylece X ve Y, M iizerinde vektor alanlar1 olmak {izere;

h: X (M) x X(M) - XL (M)
VY = VY + h(X,Y) (2.27)

yazilir. Yukaridaki denkleme Gauss denklemi denir. Burada VyY ve h(X,Y), swrasiyla

VxY nin teget ve normal bilesenleridir. Burada h ye M nin ikinci temel formu denir
(Chen, 1973).
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Tammm 2.2.5. h =0 oluyorsa M manifolduna tamamen geodezik altmanifold denir
(Chen, 1973).

Tanim 2.2.6. M ve B sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 olmak tzere, B

manifoldunun altmanifoldu Molsun. M nin normal birim vektoér alanm1 V ve —AyX Ve

V)l(V srastyla V4V nin teget ve normal bilesenleri olmak iizere,

A: XL (M) x X (M) = X (M)
VxV = —AyX 4 V3V (2.28)

biciminde belirtilen esitlige Weingarten denklemi denir. Burada Ay Ye, V ye bagh sekil
operatori, V1 konneksiyonuna da M in TLM normal konneksiyonu olarak ifade edilir
(Sahin, 2012).
Ikinci temel form ve sekil operatdrii arasinda

I (h(X,Y), V) = gy (Y, AyX) (2.29)
esitligi vardir.
Tamm 2.2.7. (M, g;) ve (X, g,) sirasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 ve M,K

manifoldunun altmanifoldu olsun. M (zerindeki bir x € M icin T,,M nin lokal ortonormal

catisi {ey, ..., e, } olsun. Bu durumda,
1. 1
H= ;Lzh = —Xic1 h(e;, e;) (2.30)

bigiminde tanimli H normal vektdrine M nin ortalama egrilik vektorii denir (Chen,

1973). Eger H = 0 ise M ye minimal altmanifold denir (Chen, 1973).

Tamm 2.2.8. (M, g,) ve (K, g,) swrasiyla m ve n boyutlu Riemann manifoldlar1 ve M,K

manifoldunun altmanifoldu olsun. v X, Y € X' (M) olmak lzere
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h(X,Y) = g,(X,Y)H (2.31)

esitligi saglaniyorsa M ye tamamen umbilik altmanifold adi verilir (Chen, 1973).

2.3. Vektor Demetleri ve Manifold Uzerinde Distribiisyon

Tamim 2.3.1. E, B ve F, C* manifoldlar ve m: E = B bir C* doniisiim olsun. B nin bir

acik ortiisli {Uy }oer (I, indis kiimesi) olmak iizere eger

(mop,)(x,y) =x, x€U,, yEF (2.32)
olacak sekilde

Qo: Uy X F > 17 1(U,) (2.33)

diffeomorfizmlerinin bir {@,}qe ailesi varsa m, F ye gore lokal ¢arpim ozelligine
sahiptir denir ve D = {(U,, 4)}ae; Sistemine de m nin lokal ayrigmasi denir (Sahin,
1996).

Tanmm 2.3.2. m: E — B doniisiimii lokal ¢arpim 6zelligine sahip olsun. Bu durumda

e = (E, m, B, F) dortliisiine bir diferensiyellenebilir lif demeti ad1 verilir (Sahin, 1996).

Bir lif demetinde E ye total uzay, B ye baz (taban) uzay, F ye lif modeli ve m ye de

projeksiyon (izdiisiim) ad1 verilir (Sahin, 1996). Lif demetini E veya m ile gosterecegiz.
Tamm 2.3.3. m: E — B lif demeti olsun. Vx € B i¢in

i x) =F,={r €E|nlr)=x} (2.34)
kiimesine x Uzerinde bir lif denir. Tim F, liflerinin ayrik birlesimi E total uzaymi verir
(Sahin, 1996).

e = (E,m, B, F) lif demetinin D = {(U,, ¢,)}ae l0kal koordinat temsilcisini g6z 6niine

alalim. V x € U, i¢in @, ,: F — F, doniisiimii y € F i¢in
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Do x (y) = @q (X, y) (235)

seklinde tammlanwrsa ¢, lar diffeomorfizm olduklarindan, ¢,, ler de

diffeomorfizmdirler (Sahin, 1996).

Tamm 2.3.4. € = (E,w, B, F) bir diferensiyellenebilir lif demeti olsun. Eger asagidaki

iki 6zellik saglaniyorsa € a bir vektor demeti denir (Sahin, 1996).

I.  Vx € Bigin F ve F, bir X cismi lizerinde vektor uzayidir.
il.  Vx €Bigin ¢y ,: F — F, doniisiimleri lineer izomorfizm olacak sekilde & nun bir

D = {(Uy, ¢a)}aer lokal koordinat temsileisi vardir.

Tanim 2.3.5. m: E - B bir C* lif demeti olsun. Bu durumda

oS =1, (I, B nin birim déniisiimii) (2.36)

olacak sekilde S: B —» E C® doniisiimiine lif demetinin kesiti denir ve I'(E) ile gosterilir
(Sahin, 1996).

Tamim 2.3.6. E bir vektor demeti olsun. V#~ € B icin T,.B tanjant uzayma bir X,. vektor
tagtyan doniisiime vektor demetinin kesiti denir. E' nin I'(E) Kesitlerinin uzayr K cismi

iizerinde vektor uzayidir (Sahin, 1996).

Tamm 2.3.7. M, n-boyutlu bir manifold olsun. M Uzerinde

D:M->TM
x—->D,cT M

ile tanimlanan D doniisiimiine bir distriblisyon denir (Sahin, 1996).
X € X (M) igin € M olmak Uzere X,. € D,. oluyorsa X vektor alanina D ye aittir denir.

Eger V 7 noktasi i¢in D ye ait g —tane diferensiyellenebilir lineer bagimisz vektor alani

var ise D ye diferensiyellenebilirdir denir (Sahin, 1996).
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Tamm 2.3.8. M bir € manifold; D, M zerinde g —boyutlu bir C* distribisyon ve B, M
nin altmanifoldu olsun. Eger B nin her x noktasinda, B nin tanjant uzay ile D, ayni ise
B ye D nin integral manifoldu denir (Sahin, 1996). Yani, m: B = M bir imbedding olmak

Uzere V x € B igin

n.(T,B) =D, (2.37)

dir. Eger D nin B yi kapsayan bir integral manifoldu yoksa B ye D nin bir maksimal

integral manifoldu denir (Sahin, 1996).

Tamim 2.3.9. M bir C* manifold ve M nin altmanifoldu M olsun. Eger Vz € M icin D
distriblisyonunun z noktasini kapsayan bir maksimal integral manifoldu mevcutsa D

distriblisyonuna integrallenebilirdir denir (Glindizalp, 2007).

Tammm 2.3.10. (B,gz) bir Riemann manifoldu ve (B,gg) Riemann manifoldu
Uzerindeki lineer konneksiyonuda V olsun. Eger VX € I'(TB), Y € I'(D)igin
VxY € I'(D) ise D disribusyonu B de paraleldir denir (Gundiizalp, 2007).

Onerme 2.3.1. (M, g),D ve H ortogonal distribiisyonlarina sahip bir Riemann manifoldu
olsun. Bu durumda D nin V ya gore paralel olmasi i¢in gerek ve yeter sart H nin paralel
olmasidir (Sahin, 1996).

2.4. Riemann Submersiyonlar

Tanim 2.4.1. (M™, gyr) ve (B", gg) Riemann manifoldlar1 ve n < m olmak lzere

: (M, gpr) = (B, gg) 6rten C*doniistimii igin
rankm,, = boyB (2.38)
oluyorsa r , x € M noktasinda bir submersiyon olarak ifade edilir. Vx € M i¢in  bir

submersiyon ise M Uzerindeki  doniisiimii submersiyon olarak ifade edilir (Falcitelli,
lanus and Pastore, 2004; Glinduzalp, 2007).
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Tanmm 2.4.2. (M™, g;¢) ve (B", gg) Riemann manifoldlar1 olmak lizere

: (M, gar) = (B, gg) bir C*doniisiimii olsun. x € M igin
V, =V, (n) =¢ekn,, ={x e T M:n,,(X) =0} c T, M (2.39)
ve
H, =V cT,Mm (2.40)

olarak tanimlayalim. V, uzayr m doniisimiiniin x noktasindaki dikey uzayi1 olarak
tanimlanir. V, dikey uzayinm dik timleyen uzayi olan H, e de m donisiiminin x
noktasindaki yatay uzayi denir (Baird and Wood, 2003; Glindiizalp, 2007).

Boylece M Riemann manifoldu x € M igin
TM=V,®H, =V, ®V," (2.41)
ortogonal ayrisimi mevcuttur (Giindiizalp, 2007).

Tamm 2.4.3. (M™,gap) ve (B" gg)Riemann manifoldlar1 olmak fizere
: (M, gae) = (B, gg) bir C* doniisiimii olsun. x € M noktasma sirasiyla V, ve H,
altuzaylarini karsilayan x —- V,, ve x - H, doniisiimleri M \ (C, iizerinde swrasiyla V =
V() ve H = H(m) ile gosterilen C*disribiisyonlarmni tanimlar. V = V(1r), 7 nin dikey
distriblisyonu veya dikey alt demeti olarak tanimlanir, H = H(m) ise yatay
distribisyonu veya yatay alt demeti olarak ifade edilir (Baird and Wood, 2003;
Gunduzalp, 2007).

Tanmm 2.4.4. B manifoldu tizerindeki herhangi bir X vektor alani yatay distribiisyona ait
ise X vektor alani yatay vektor alani olarak tanimlanir ve yatay vektor alanlarinin kiimesi

X" (B) ile gosterilir (Sahin, 2012).
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Tamm 2.4.5. B lzerindeki herhangi bir X vektor alani dikey distribiisyona ait oluyorsa X
vektor alani dikey vektdr alani olarak isimlendirilir ve dikey vektor alanlarmin kiimesi
X7 (B) bigiminde ifade edilir (Sahin, 2012).

Herhangi bir E € I'(T,B) vektor alaninin dikey ve yatay bilesenleri sirasiyla vE ve hE ile
ifade edilir (Sahin, 2012).

Tanmim 2.4.6. M ve X diferensiyellenebilir manifoldalar ve : M — K diferensiyellenebilir
doniigiim olsun. X € I'(TM) ve Y € I'(TM) olmak fizere, eger m,(X) =Y ise X ve Y

vektor alanlarina m —bagl vektor alanlar1 denir (Sahin, 2012).

Tamm 2.4.7. M ve B Riemann manifoldlari olsun. Eger X yatay ve B (izerindeki Y vektor

alanina w —bagl ise M Uzerindeki bu X vektor alanina basic (temel) vektor alani denir

(O°Neill,1966).

Tamm  2.4.8. (M™ g»), (B",9gz) Riemann  manifoldlar1  arasinda
m: (M, gac) = (B, g) C* submersiyonu igin Vp € M noktasinda m,,, tiirev doniisiimii

yatay vektorlerin uzunlugunu (boyunu) koruyor ise yani kisaca; U, W € H,, s; € M icin,

9oes, UW) = gp () (T, (U, 5, (W)) (2.42)

ise m donisimii bir Riemann submersiyon olarak tanmmlanir (Falcitelli, lanus and

Pastore, 2004; Giinduzalp, 2007).

Onerme 2.4.1. (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlari, m:(M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyonu, V ve V' sirasiyla M ve B nin Levi-Civita konneksiyonlari olsun.
M Uzerindeki X,Y temel vektor alanlari, X’ ,Y’ vektor alanlarina m —bagli olsun. Bu
durumda
. gX.Y)=g'X',Y)orn,

ii.  h[X,Y] temel vektor alani, [X', Y'] vektor alanina m —baghdur.

iii.  h(VyY) temel vektor alant ve (V' y/Y') T —baghdir.

iv.  Herhangi bir V € XV (M) icin, [X,V] dikey vektor alanidir (Falcitelli, lanus and

Pastore, 2004).
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Tanim 2.4.9. (M™, g»r), (B",gg) Riemann manifoldlar1 ve u: (M, gx) = (B, gz)

doniisiimii Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli T temel tensor alant

X,Y € I'(TM) olmak Uzere

TyY = hV,xvY + vV, hY (2.43)

ile tanimlanir (O’Neill, 1966; Gunduzalp, 2007).

T temel tensor alani asagidaki nitelikleri tasir.

i. X,Y,Z € '(TM) igin Ty anti-simetriktir ve lineer operatordir. Baska bir deyisle,

I (TxY, Z) = —ga: (TxZ,Y) dir.

ii. X er(TMm)icgin Ty yatay ve dikey altuzaylarin rollerini degistirir.

iii. T dikey tensor alanidir. Yani, X € I'(TM) icin Ty = T,y elde edilir.

iv. T dikey  tensor alani simetriktir. Yani, X,Yerw) icin
TyY = Ty X elde edilir.

Tamm 2.4.10. (M™, g»r), (B",gz) Riemann manifoldlar1 ve u: (M, g»r) = (B, gz)
doniisiimii Riemann submersiyon olsun. Bu durumda (1,2) mertebeli A temel tensor alant
ve X,Y € I'(TM) olmak lizere

AgY = hV, 0¥ + vV, 0Y (2.44)

ile tanimlanir (O’Neill, 1966; Giindiizalp, 2007).

A temel tensor alani asagidaki nitelikleri tasir.
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i. X,Y,ZeI(TM)igin Ay anti-simetriktir ve lineer operatorddir.

gM(AXY' Z) = _gM(AXZ' Y)

ii. X er(TM)igin Ay yatay ve dikey altuzaylarin rollerini degistirir.

iii. A yatay tensér alamdir. Baska bir ifadeyle, X € I'(TM) icin Ay = A,x elde
edilir.

iv.  Avyatay tensor alani alterneleyendir. Yani, X,Y € I'(H) igin AyY = —A,X elde

edilir.

Tanmm 2.4.11. (M™, gy), (B", gg) Riemann manifoldlar1 ve u: (M, gy) = (B, gz)
donlisimii bir Riemann submersiyon olsun. Eger tensor alani T sifir oluyorsa u
doniisiimiiniin herhangi bir u(x) lifine M manifoldunun tamamen jeodezik altmanifoldu
denir (Falcitelli, lanus and Pastore, 2004; Gunduzalp, 2007).

Teorem 2.4.1. (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar1 m:(M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyonu ve (M, g) Uzerindeki yatay distriblisyon H olsun. Bu durumda,
H vyatay distriblsyonunun integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart A =0
olmasidir (O’Neill, 1966).

Lemma 2.4.1. (M™,gn), (B",gz) Riemann manifoldlar1 arasinda tanimlanan
w: (M, gpr) = (B, gp) doniisiimii bir Riemann submersiyon olmak iizere X,Y € X"(M)
ve V,W € XV(M) icin

VyW = TyW + W, (2.45)
VyX = hVyX + Ty X, (2.46)
VXV = AXV + vaV, (2.4’7)

VXy = hVXY + AXy (2.4’8)
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dir. Ayrica, X temel vektor alani ise [X, V] dikey vektor alani oldugundan
hVyV = hV, X = AxV (2.49)
dir (Falcitelli, lanus and Pastore, 2004; O’Neill, 1966).

Tamm 2.4.12. (M, g) ve (B,g’) Riemann manifoldlar1 ve (M, g) manifoldunun yatay
distirblisyonu # olsun. XX"*(M) uzerinde (1.3) — mertebeli egrilik tensor alanmi R* ile
gosterelim. Herhangi bir X,Y,Z € X"(M) ve » € M igin R’ () (0. X, Tofe Yy, o Z,.)
tensdrinin yatay lifte R*(X,Y)Z ile ifade edilir. (B, g’) manifoldunun R’ Riemann
egriligi kisaca;
n,(R*(X,Y)Z) = R (nX,n.Y),.Z (2.50)
ile tanimlanir. Ayrica, herhangi bir X,Y,Z, H € X"(M) icin
R*(X,Y,Z,H) = g(R*(X,Y)Z,H) = R'(n, X, n.Y,n,Z, m . H)om (2.51)

dir (Falcitelli, lanus and Pastore, 2004).

Simdi, Riemann egrilik tensorleriyle ilgili bazi denklemler verelim.

R,R',Rve R* ; M ve X Riemann manifoldlarmin Riemannian egrilik tensorleri olsun.
kerp, ve (kerp,)* sirasiyla dikey distribiisyon ve yatay distribiisyon olsun. Sonrasinda,
Gauss-Codazzi tipi denklemler su sekilde verilir:

R, V,F,W) =R (U,V,F,W) + g(@yW,T,F) — g([,W,T,F)  (2.52)

R(X,Y,Z,H) =R*(X,Y,Z,H) — 2g(AxY, AzH)
+g(cﬂyZ,c/qu) _g(c/qu,dqu) (2.53)
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RX,V,Y, W) = g((VxT)(V,W),Y) + g((VyA) (X, V), W)
— 9Ty X, Ty Y) + g(AyW, AxV) (2.54)

B.(R*(X,Y)Z)) = R'(B.X, B.Y)B.Z (2.55)
VU, V,F,W €T '(kerf,) ve X,Y,Z,H € I'((kerB.)*) (Akyol vd., 2022).

Ayrica, f Riemann submersiyonunun herhangi bir lifinin ortalama egrilik vektor alant H

asagidaki gibidir.
r
1
H = ;Z 7,U, (2.56)
j=1

burada, {U;, ..., U,.} dikey distriblisyon olan kerf, nin ortogonal bazidir. Ayrica, £, T nin

sifir olmas1 durumunda tamamen geodezik liflere sahip olur denir (Akyol vd., 2022).

Teorem 2.4.2. (M,g) ve (B,g’) Riemann manifoldlart m:(M,g) — (B,g’) bir
Riemann submersiyonu ve K,K' ve K sirasiyla M,B ve (m~'(x),§,) lifinin kesit
egrilikleri olsun. X,Y ortonormal yatay vekorler U,V ortonormal dikey vektorler olmak

Uzere

KW,v) =KW, V) +I TyV 1> g(TyU, T, V) (2.57)
KX, V) = K'&Yom — 3| A,Y 112 (2.58)
KX, V) = g((VxT)yV, X) —Il Ty X 1241l AxV |12 (2.59)

dir (Falcitelli, lanus and Pastore, 2004; O’Neill, 1966).
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2.5. Carpim Manifoldlar

Tanim 2.5.1. M bir Hausdorff uzay1 ve M de bir agik {U,} 7 0lsun. Eger Vs € M icin

he:Uqg € M - W, c C" homeomorfizmas1 mevcut ve U, N Ug # @ olmak Uzere
d)a’ﬁ = .uaonuﬁ_l:l’lﬁ(ua n Uﬁ) - .ua(Ua N U,B) (2.60)

¢Ba = /’lﬁoﬂa_l:ﬂa(ua n Uﬁ) - .uﬁ(Ua n UB) (2.61)

dontigiimleri holomorfik oluyorsa M manifolduna kompleks manifold adi verilir. C” ve
R2" $zdes oldugundan M manifoldu 2n — boyutlu bir reel analitik manifolddur. Burada

{Uy, g }aer Ya da M manifolduna holomorfik koordinat komsulugu denir (Matsushima,
1972).

Tamm 2.5.2. B manifoldu 2m — boyutlu bir reel manifold olmak (izere B manifoldu

Uzerinde (1,1) mertebeli tensor alan: IF olsun. O helde V7, € B igin,

F,:T,B-T,B, F2 =1,, (2.62)
ile belirtilen F endomorfizmi (lincer doniisiimii) mevcutsa F ye B manifoldu Gzerinde
hemen hemen ¢arpim yap1 denir. B manifolduna ise [F ¢arpim yapisi ile birlikte hemen

hemen ¢arpim manifold denir (Yano ve Kon, 1984; Sahin, 1996).

Tamm 2.5.3. B, hemen hemen ¢arpim manifold olmak {izere, eger U C B agig1 tizerinde

()= ) s

olacak bicimde U nin {x%, y*} koordinat sistemi varsa B manifoldu ¢arpim manifold

olarak tanimlanir (Yano and Kon, 1984).
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Sonu¢ 2.5.1. B bir hemen hemen ¢arpim manifoldu ise n = 2m olarak ifade edilir.
Burada n, B nin ¢arpim boyutu, 2m ise B nin reel boyutudur (Kobayashi ve Nomizu,
1963).

Tamm 2.5.4. B bir hemen hemen ¢arpim manifold ve B nin hemen hemen ¢arpim yapisi

Fz olsun. B lizerinde bir Riemann metrigi gz olmak tzere, VU,V € X (B)igin

98(FgU,FgV) = gz(U,V) (2.64)
ise gz bilineer doniisiimiine ¢arpim metrik denir (Yano and Kon, 1984).

Tamm 2.5.5. B bir hemen hemen ¢arpim manifold olsun, eger B manifoldu tizerinde bir
g carpim metrigi tanimh ise B ye hemen hemen ¢arpim manifold denir. B bir ¢arpim
manifold ve B Uzerinde gs, c¢arpim metrigi tanimli ise B ye hemen hemen garpim

manifold denir. Bu hemen hemen ¢arpim manifold YU,V € X (B)igin,

Fy® = I ve gg(U,V) = gz(FzU, FzV) (2.65)
esitligini saglar (Yano and Kon, 1984).
Tanmim 2.5.6. B hemen hemen ¢arpim manifold, gz ve Fg, B ilizerinde sirasiyla ¢arpim
metrik ve hemen hemen ¢arpim yap1 olsun.
vU,V € X(B) icin,
ile taniml1 tensore temel 2-form denir. Bu manifold {izerinde tanimli ¢arpim metrigi gg
ve hemen hemen carpim yapist Fz olsun. Bu durumda B, hemen hemen carpim
manifoldu (B, gz, Fz) ile gosterilir (Yano and Kon, 1984).
Tanmim 2.5.7. B bir hemen hemen ¢arpim manifold ve gg, B Uzerinde bir ¢garpim metrik

olsun. Eger B iizerinde tanimlanan A temel 2-formu kapali ise yani dA =0 ise gz

metrigine ¢carpim metrik denir (Yano and Kon, 1984).
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Tamim 2.5.8. Eger B ¢arpim manifold ve B Uzerinde gz, carpim metrigi tanimli ise

(B, g5, F3) ye ¢arpim manifoldu denir (Yano and Kon, 1984).

Teorem 2.5.1.(B, g, F3) hemen hemen ¢arpmm manifoldun ¢arpim manifold olmasi igin

gerek ve yeter sart
VFz =0 (2.67)
dir (Yano and Kon; 1984).

Onerme 2.5.1. M bir ¢arpim manifold olsun. Bu durumda M nin egrilik tensérii ve Ricci

tensOri vV X, Y € X (M) i¢in asagidaki 6zelliklere sahiptir (Yano and Kon, 1984).
. RX,Y)F=TFR(X,Y)
ii. R(FX,FY)=R(X,Y)
. S(FX,FY) =S(X,Y)
iv.  S(X,Y) =5 (izFR(X, FY)).

Tamm 2.5.9. (M™, gar, Fg,,) Ve (B", gz, F5)(m > n) olacak sekilde bir hemen hemen
carpim manifoldlar olmak lzere, B: (M, gar, Far) = (B", gg, Fg) bir C* submersiyonu

asagidaki kosullar1 sagliyorsa bu f doniisiimiine hemen hemen ¢arpim submersiyon adi
verilir (Yano and Kon, 1984).

i. B bir Riemann submersiyon,

ii. B bir hemen hemen ¢arpim doniigiimdiir. Yani,

:B*IF]V[ = IFB,B* (268)
dir (Yano and Kon, 1984).
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Tanmm 2.5.10. (M, g,F) ve (B,g’) swrastyla m ve n (m > n) boyutlu hemen hemen
carptm manifold ve Riemann manifold olsun. F:(M,g,F) - (B,g’) bir Riemann
submersiyon olsun. Eger dikey distribiisyon [F ye gbre invaryant ise F donisiimiine

invaryant submersiyon denir. Yani, F(¢ekF,) = ¢ekF, dir (Sahin, 2013).

Tamm 2.5.11. (M, gy, Fy) Ve (K, gx) Sirastyla m ve n (m > n) boyutlu hemen hemen
carptm manifold ve Riemann manifold olsun. F:(M, gy, Fy) = (X, gx) bir Riemann
submersiyon olsun. Eger cekF,, F ye gore anti-invaryant yani, F(cekF,) € (¢ekF,)*

ise F dondstimune bir anti-invaryant Riemann submersiyon denir (Sahin, 2010).

Tamm 2.5.12. (M, gy, Fy) ve (X, gx) swrasiyla m ve n (m > n) boyutlu hemen hemen
carptm manifold ve Riemann manifold olsun. F:(M, gy, Fy) = (X, gx) bir Riemann
submersiyon olmak tizere, D; € cekF, distriblisyonu var,

ve

FD, = D, F(D,) € (¢ekF)* (2.70)

ise F doniistimiine bir yari-invaryant Riemann submersiyon denir (Sahin, 2013). Burada

D,, cekF, da D, distriblisyonunun ortogonal tamamlayicisidir.
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2.6. Konform Submersiyonlar

Tanmmm 2.6.1. (M,g) ve (K,h) Riemann manifoldlar1 ve m:(M,g) — (K, h) bir

diferensiyellenebilir dontisiim olsun. Bu taktirde x € M ve X,Y € T, M igin

h(dm,(X),dn,(Y)) = A(x)g(X,Y) (2.71)

olacak sekilde bir A(x) fonksiyonu varsa m donlsumine x € M noktasinda zayif
konform doniisiim denir (Baird and Wood, 2003).

Tamm 2.6.2. (M,g) ve (K,h) Riemann manifoldlart ve m:(M,g) - (K h)

x € M noktasinda bir zayif konform déntisim olsun.

Ax) = (0] (2.72)

olacak sekilde bir A: M — [0, c0) fonksiyonu i¢in A(x) sayisma mr nin konform faktord,

A(x) sayisina da 7 nin kare konform faktérii denir (Baird and Wood, 2003).

Onerme 2.6.1. (M,g) ve (K,h) Riemann manifoldlar1 ve m:(M,g) - (K, h) bir
diferensiyellenebilir donlisim ve x € M olsun. Bu taktirde x € M noktasinda m

dondstimunun zayif konform dénusiim olmast icin gerek ve yeter sart

I. dm, =0 veya
. dm:TyM — Trp,»K donGsimintn birebir konform olmasidir (Baird and Wood,

2003).

Tamm 2.6.3. (M, g) ve (K, h) Riemann manifoldlart ve m:(M,g) = (K,h) bir zayif
konform donlstim olsun. dm, = 0 sartin1 saglayan x € M noktasmna  nin bir branch
noktasi denir (Baird and Wood, 2003).

Tanim 2.6.4. (M,g) ve (X,h) Riemann manifoldlar1 ve m: (M, g) = (K, h) bir zayif
konform ddénlsum olsun. 7 nin turev donusimandn birebir ve konform oldugu x € M

noktasina 7 nin bir regller noktas: denir (Baird and Wood, 2003).
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Tanmm 2.6.5. (M,g) ve (K,h) Riemann manifoldlart olmak tizere konform faktoru
sifirdan farkli bir sabit olan w: (M, g) = (X, h) zayif konform doniisiimiine bir homotetik
immersiyon denir. Bir diffeomorfizm olan homotetik immersiyona ise homoteti denir
(Baird and Wood, 2003).

Tanim 2.6.6. (M™, g) ve (K", h) Riemann manifoldlar1 ve : (M™, g) = (K™, h)
diferensiyellenebilir bir doniistim olsun. x € M™ igin asagidaki sartlardan herhangi biri

saglaniyorsa 7 donlsimiine x noktasinda yatay zayif konform donistim denir:
. dm,=0 veya
ii.  dm, tirev donisimi H, = {¢ek(dm,)}*" yatay uzaymi T,)K Uzerine konform
olarak resmeder. Yani dm, Ortendir ve VX,Y € H, icin
h(dnr,(X),dn,.(Y)) = A(x)g(X,Y) (2.73)

olacak sekilde bir A(x) # 0 sayis1 vardir (Baird and Wood, 2003; Yanan, 2012).

Onerme 2.6.2. (M™,g) ve (K" h) Riemann manifoldlar1 ve m:(M™,g) — (K* h)
diferensiyellenebilir bir donisim olsun. x € M™ noktasinin 7 dénusimandn  Kkritik

noktasi olmasi icin gerek ve yeter sart dm,, = 0 olmasidir (Baird and Wood, 2003).

Tamm 2.6.7. (M™,g) ve (K" h) Riemann manifoldlar1 ve m:(M™,g) = (K" h)

diferensiyellenebilir bir dénusiim olsun. X,Y € #, i¢in
h(dmy(X),dm,(Y)) = A(x)g(X,Y) (2.74)

sartin1 saglayan x € M™ noktasina m nin bir reguler noktas: denir (Baird and Wood,
2003).

Tanmm 2.6.8. (M™,g) ve (K" h) Riemann manifoldlari ve m:(M™,g) — (K", h)

diferensiyellenebilir bir donusiim olsun. x € M™ i¢in rankm, = boyX ise m donusimine
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x noktasinda submersiyon denir Eger m donusiminin hi¢ kritik noktasi yoksa m
dondstimune konform submersiyon denir (Baird and Wood, 2003).

Tammm 2.6.9. (M,g) ve (K,h) Riemann manifoldlar1 ve m:(M,g) = (K, h) zayif
konform donusumd icin reguler noktalarda A konform faktérinin gradiyenti dikey
oluyorsa yani H (gradA) = 0 ise bu donustiime yatay homotetik donustiim denir. Burada
H (gradA) = 0 sart1 A konform faktorinln yatay egriler boyunca sabit oldugunu goésterir
(Baird and Wood, 2003).

Tanim 2.6.10. (M™, g) ve (K™, h) Riemann manifoldlari1 ve : (M, g) — (K, h) bir dife-

rensiyellenebilir submersiyon olsun. Her X, Y € I'((¢ekdm,)?t) icin
A2g(X,Y) = h(r,(X), 7. (Y)) (2.75)

olacak sekilde bir pozitif A fonksiyonu varsa m submersiyonuna yatay konform

submersiyon denir (Sahin, 2009).

F: M — K bir submersiyon olsun. Vx € M icin E,(E,) = EF(x) sartu saglayan K (zerinde
bir E vektér alani varsa M lizerindeki E vektér alanina izdisurilebilir denir. Bu durumda
E ve E vektor alanlarina F- baglantilidir denir. (M, g) tizerindeki bir Y yatay vektor alan:
izdusuriulebilir ise temel vektor alanidir. Dolayisiyla Z, K (izerinde bir vektor alantysa M
iizerinde 6yle bir tek temel vektor alani vardir ki Z ve Z, F- baglantilidir. Z vektor alans,

Z vektor alaninin yatay lifti olarak adlndirilir (Gudmundsson, 1992).

Onerme 2.6.3. F:(M™,g) — (K" h) donusimi konform faktéri A olan bir yatay

konform submersiyon olsun. X,Y € TTM* icin
AxY =~ {V[X,Y] - 2g(X,YV)grady(;)} (2.76)

dir (Gudmundsson, 1992).
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Lemma 2.6.1. F: M — X bir yatay konform submersiyon olsun. Bu durumda X,Y yatay
vektor alanlari ve V, W dikey vektdr alanlar1 igin asagidaki esitlikleri saglanir (Baird and
Wood, 2003).

(VE)X,Y) = X(InD)EY + Y(In)EX — g(X,Y)F.(gradlnd) (2.77)
(VE)(V,W) = =FE(TyW) (2.78)
(VE)(X,V) = —F.(VxV) = —F.(AxV) (2.79)

Teorem 2.6.1. m>n=2ve (M™ g), (K* h) iki Riemann manifoldu olsun. Levi-
Civita konneksiyonlar1 swrasiyla V, V% ve egrilik tensorleri de R, RX olsun.
F:(M™, g) - (K" h) donusimi konform faktérii A: M — R* olan bir yatay konform
submersiyon ve F- nin liflerinin egrilik tensérii de R olsun. X,Y,Z,H € T(TM)* ve
U,V,W,G € T(TM)V icin

g(RU,VIW,G) = g(R(U,VIW,G) + g(TyW,T,G) — g(T,W,TyG)  (2.80)
gRU,NW,X) = g(VuT)yW,X) = g(VwT)yW, X) (2.81)

gRU, XY, V) = g((VyA)xY,V) + g(AxU, AyV) = g((VxT)yY, V)
—g(TyY, TyX) + 22g(AxY, U)g (V, grady (33)) (2.82)

gR(X,Y)Z,H) = %h(RK(X, Z,H) + % [g(V[X,Z],V[Y,H])
—g(V[Y,Z), V[X, H]) + 2g(V[X, Y], V[Z, H])]
+2 [9(X,2)g(Vygrad(), H) — g(Y, 2)g(Vxgrad(), H)
+9(Y, H)g(Vxgrad(35), Z) — g(X, H) g (Vygrad(33), 2)]
+ 21, g (Y, 2) — g(¥, )9 (X, 2)) Il grad(s) 2
+gXRY —Y (X HGZ — Z()H)] (2.83)
dir (Gudmundsson, 1992).



32

3. KONFORM ANTIi-INVARYANT SUBMERSIYONLAR

Bu bolim (¢ alt bolimden olusmaktadir. Birinci alt boliimde, hemen hemen garpim
manifoldlardan Riemann manifoldlarina konform anti-invaryant submersiyon
tanimlanmakta ve 6rnekler sunulmaktadir. Bunlara ek olarak bu tip submersiyonlar igin
distribtisyonlarin integrallenebilirligi ve paralelligi incelenmektedir. Ikinci alt boliimde bu
tip submersiyonlarin harmonikligi ve tamamen jeodezik olma durumlarina bakilmaktadir.
Uciincii alt bolumde ise bu tip submersiyonlarm belirledigi ayrisim teoremleri elde
edilmektedir.

3.1 Konform Anti-invaryant Submersiyonlar

Bu alt bélimde konform anti-invaryant submersiyonlar tanimlanmakta, ornekler ile

distribiisyonlarin geometrisi ele alinmaktadir.

Tamm 3.1.1. (M, g,F) ve (K, g') sirasiyla m ve n boyutlu bir hemen hemen g¢arpim
manifold ve Riemann manifold olsun. Bu durumda §: (M, g, F) — (X, g") yatay konform
submersiyonu asagidaki sartlar1 sagliyorsa § doniisiimiine bir konform anti-invaryant

submersiyon denir:

(i) ceks, distriblisyonu, [F’ye gore anti-invaryant, yani F(¢cekS,) € (¢cekS,)?,
(i) g'(8.X,8.Y) = A2g(X,Y), VX,Y € T((¢cekS,)?t)
dir (Akyol, 2019).

S:(M,g,F) — (X,g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Ilk olarak,
Tanim3.1.1 den F(¢ekS.)* N¢ekS, # {0} dir. (¢ekS,)t de F(¢ekS,)’a tamamlayici

ortogonal distriblisyon u olsun. Bu durumda

(cekS.)* = F(seks.) @ u (3.1)

yazabiliriz (Akyol, 2019).
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Onerme 3.1.1. (M,g,F) bir carpim manifold, (K,g’) bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K, g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda u

distriblisyonu F hemen hemen garpim yapisina gore invaryanttir (Akyol, 2019).

Ispat. W eTw) ve VeT(cekS,) icin (2.64) denklemi  kullamilirsa
g(FW,V) = —g(W,FV) ve FV € T'((¢cekS,)*) oldugundan g(FW,V) = 0 olup FW ¢
I'(¢ekS,) dir. Benzer sekilde, g(FW,FV) = g(W,V) = 0 olup FW ¢ I'(F(¢cekS,)) dur.
Bu durumda FW € I'(n) olur ki bu bize p distribisyonunun F ye gdre invaryant
oldugunu soyler.

Bu ylizden X € T'((¢ekS,)?t) igin

FX = BX + CX (3.2)

yazilir. Burada BX € I'(¢ekS,) ve CX € T'(u) dur. Oteki taraftan S, (¢cekS,)* =TK ve §
bir konform submersiyon oldugu icin (3.1) denklemini kullanirsak VX € I'((¢cekS,)t) ve

JArl |, 4
V € I'(¢cekS,) igin =9 (8.FV,S8,.CX) = 0 elde edilir. Buradan da

TK = S.(Fgeks.) © S.(u) (3.3)

yazilir (Akyol, 2019). Asagida konform anti-invaryant submersiyonlar icin 6érnekler

verilmektedir.

Ornek 3.1.1. Bir hemen hemen ¢arpim manifoldundan bir Riemann manifolduna taniml
her anti-invaryant Riemann submersiyon A =1 ile bir konform anti-invaryant

submersiyondur (Sahin,2010).

Eger 1 # 1 ise bir konform anti-invaryant submersiyona has konform anti-invaryant
submersiyon denir. Simdi bir has konform anti-invaryant submersiyona drnek verelim.
R?™ ile 2m- boyutlu standart metrikli Oklid uzaymn1 gosterelim. Eger (R?™, IF), standart
flat garpim metrikli C™ garpim sayilar uzayma garpim analitik olarak izometrik ise R*™

Uzerinde bir hemen hemen ¢arpim yap1 [F ye uyumludur denir (Akyol, 2019).
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R?>™  (izerinde standart i¢c c¢arpim ile uyumlu hemen hemen g¢arpim yapiy1

F(dal,...,a?™) = (—a?™1,—a?™,...,al, a?) seklinde tanimlayalm.

Ornek 3.1.2. R* ve R? standart i¢ carpimlar1 ile verilen Oklidyen uzaylar olsun. Bu

durumda,

S: R* — R?
(%1, %2,Xx3,X4) (e*3sinx,, e*3cosx,),

diferensiyellenebilir doéniisiimii seklinde tamimlansin. Burada, {x,x,, x3,x,} ile R*

uzaymin bir koordinat sistemi gosterilmistir. Dogrudan islemleri

0 0 e*ssinx, e*3cosx,
S,=|0 0 e*scosx, —e*3sinx,

elde edilir. Buradan, rankS, = boyR? = 2 elde edilir. Béylece S bir submersiyondur.

Diger taraftan,

d d
V = geks, = Span{Z, = —, =—
ce pan{ 1 axl ZZ axz
ve
I = (cekS.): = Span{X, = — X, =
- ge *) - pan 1= ax3’ 2 = ax4

elde edilir. Ayrica R* Uizerinde tanimli1 F hemen hemen ¢arpim yapisi F(ay, a,, as, a,) =
(—az, —ay,aq,a,) olsun. Buradan FZ, = X; ve FZ, = X, olup F(¢ekS,) = (cekS,)*

. 9 : " -
olarak ifade edilir. {E' E}' R? nin standart baz1 olmak (izere, dogrudan hesaplamalarla
1 2

d
S.X; = e*3sinx, — + e*3cosx, —,
0y, 9y,
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0 0
S.X, = e*s — — e"3sinx, —
, = e*3cosx, 8y1 e*3sinx, 37,

elde edilir. R* ve R? tizerindeki standart i¢ carpimlar g ve g’ ile gosterilirse
9'(8.X1,8.X1) = (e¥)*g (X1, X1)

ve
9'(8.X3,8.X;) = (e*)?g (X2, X3)

olup § donusimu A = e*3 olan bir konform anti-invaryant submersiyondur (Akyol,
2015).

Lemma 3.1.1. (M,g,F) bir carppm manifold, (X,g') bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,
vX,Y € T'((¢cekS,)) ve V € I'(ceks,) igin
g(CY,FV) =0 (3.4)
ve
g(Vy CY,FV) = —g(CY, FA,V) (3.5)
dir (Akyol, 2019).
Ispat. Y € T'((cekS,)*) ve V € I'(geks,) icin (3.2) denklemi kullanilirsa
g(CY,FV) = g(FY — BY,FV) = g(FY,FV) — g(BY, FV) (3.6)
elde edilir. Burada BY € I'(¢ekS,) ve FV € I'((¢ekS,)*) oldugundan g(BY,FV) =0

dir. M bir garpim manifold oldugundan g(FY,FV) = g(Y,V) =0 olup g(CY,FV) =0
dir. Diger taraftan X,Y € T'((¢ekS,)t) ve V € I'(¢ekS.,) igin (3.4) denklemi kullanilirsa
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g(Vy CY,FV) = Xg(CY,FV) — g(CY,Vy FV)
= —g(CY,Vy FV)
= —g(CY,FV, V) (3.8)

dir. Diger taraftan (2.47) denklemi kullanilirsa

gV, CY,FV) = —g(CY,FALV + FVVy V)
= —g(CY,FA,V) — g(CY,FVV, V) (3.9)

elde  edilir.  Burada IFVV)?V € I'(Fgeks,) ve CYeTl(u) oldugundan
g(CY,FVV, V) = 0 olarak ifade edilir (Akyol, 2019). Buradan ispat tamamlanur.

Simdi (¢ekS,)*t distriblisyonunun integrallenebilirligini, (cekS,) ve (cekS,)?t
distriblisyonlarinin geometrisini arastiracagiz. Oncelikle not edelim ki (¢ekS,)

distribusyonu integrallenebilirdir.

Teorem 3.1.1. (M,g,F) bir carpim manifold, (K,g") bir Riemann manifold ve
$:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,
VX,Y € T'((¢ekS,)t) ve V € I'(ceksS,) icin asagidaki ifadeler denktir:

(i) (cekS,)?* distriblisyonu integrallenebilirdir.

(ii) Asagidaki bagmti saglanir;

1
=z g'(V$8.CX — V§S.CY,S,FV) = g(AxBY — A,BX, FV)

—g(HgradlnA, CY)g(X, FV)
+g(HgradlnA, CX)g (Y, FV)
—29(CX,Y)g(H gradinA, FV) (3.10)

dir (Akyol, 2019).
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Ispat. Y € I'((¢ekS,)*t) ve V € I'(gekS,) icin, Tanim 3.1.1. den FV € I'((¢ekS,)*) ve
FY € T'(¢ekS, @ p) dir. M bir garpim manifold oldugundan X € I'((¢cekS,)%) icin,
(2.64) denklemi kullanilirsa

g(X, Y], V) = g(F[X,Y],FV)
= g(Vy4 FY, FV) — g(V, FX,FV) (3.11)

elde edilir. (3.2) denklemi yardimiyla

g([X,Y1,V) = g(Vy (BY + CY),FV) — g(Vy (BX + CX),FV)
= g(V4 BY,FV) + g(Vy CY,FV) — g(Vy BX,FV) — g(Vy CX,FV) (3.12)

elde edilir. S konform submersiyon oldugundan (2.47) ve (2.48) denklemleri kullanilirsa

g(X,YLV) = g(AyBY — AyBX,FV) + %g' (s.(vi'er)s.Fv)

1, M
- =g (s.(v/'ex), s.Fv) (3.13)
elde edilir. (2.13) denklemi kullanilirsa

g(X.YLV) = g(AxBY — AyBX,FV) + 5 g'(—(VS.) (X, CY) + V;S.CY, 5. FV)

—9'(—(V8.)(Y, CX) + V§S.CX, S.FV) (3.15)
olarak ifade edilir. (2.77) denklemi g6z 6niine alinirsa

g([X,Y],V) = g(AxBY — A,BX,FV) + %z g'{=X(In)S.CY — CY (InA)S.X
+g(X,CY)S,(gradind) + V3S,CY,S,FV}
— = 9'{=Y(InD)S.CX — CX (In)S.Y

+g(Y,CX)S,(gradind) + V5S,CX, S,FV} (3.16)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa
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9([X,Y],V) = g(AxBY — AyBX,FV) — = g(H gradin}, X)g'(S.CY, S.FV)
— Aiz g(#gradini, €Y)g'(S.X,S.FV)
+ %2 g(X,CY)g'(S.(gradind), S.FV)
+ f g'(V§s.cY,8,FV)
+ A—lzg(}[gradlnl, g'(S.CX,S.FV)
+ Aizg(}[gradlnl, CX)g'(8.Y,S,FV)
_ Aizg(y', CX)g'(S.(gradlnr),s,FV)

— =9 (V§5.CX, S.FV) (3.17)
dir. BOylece ifade dizenlenirse

9([X,Y],V) = g(AxBY — AyBX,FV) — = g (3 gradind, X)Ag (CY, FV)
— = 9(Fgradind, CY)A2g(X, FV)
+ % g(X,CY)A2g(HgradinA, FV)
+ fz g'(V$S.cY,8,FV)
+ Aiz g(Hgradlni, Y)A2g(CX,FV)
+ Aiz g(#gradini, CX)A2g(Y,FV)
—=9(Y,CX)A2g(#H gradin), FV)

— = 9'(V§S.CX, S.FV) (3.18)

olup (3.4) denklemi kullanilirsa

g(X,Y],V) = g(AxBY — AyBX,FV) — g(H gradlni, CY)g(X, FV)
+g(HgradlnA, CX)g(Y,FV) — 2g(CX,Y)g(H gradlnA, FV)

— 5 9'(V3S.CX — V§S.CY, S, FV) (3.19)
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elde edilir. Boylece (¢eks,)* distriblisyonunun integrallenebilir olmasi icin gerek ve

yeter sart

1
= g’ (V3S.CX — V§S.CY,S,.FV) = g(AxBY — AyBX, FV)
—g(HgradlnA, CY)g(X,FV)

+g(HgradlnA, CX)g (Y, FV)
—29(CX,Y)g(H gradlnA, FV) (3.20)

olmasidir (Akyol, 2019). Buradan ispat tamamlanir.
Teorem 3.1.1 den asagidaki ifade elde edilir.

Teorem 3.1.2. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,

vX,Y € I'((¢ekS,)Y) icin asagidakilerden ikisi tictinctiyt belirler:

(i) (ceksS,)* distribiisyonu integrallenebilirdir.

(if) § dénusimi yatay homotetik doniisiimdiir.

(iii) g’ (V3 S.CX — V3S.CY, S, FV) = A2g(AyBY — AyBX,FV)
dir (Akyol, 2019).

Ispat. VX, Y € I'((cekS,)*) ve V € I'(¢eksS,) icin, Teorem 3.1.1 den

g(X,Y],V) = g(AxBY — AyBX,FV) — g(H gradlni, CY)g(X, FV)
+g(HgradlnA, CX)g(Y,FV) — 2g(CX,Y)g(H gradlnA, FV)

—9'(V§5.CX — V§S.CY,S.FV) (3.21)

dur. (i) ve (iii) esitlikleri varsa

—g(HgradlnA,CY)g(X,FV) + g(HgradlnA,CX)g(Y,FV)
—-29(CX,Y)g(HgradlnA,FV) =0 (3.22)
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olarak ifade edilir. (3.22) denklemi V € I'(¢ekS,) olmak Uzere Y = FV iginde dogrudur.
Bu durumda (3.22) denkleminde Y = FV yazilirsa

—g(HgradlnA, C(FV))g(X,FV) + g(H gradlni, CX)g(FV,FV)
—-29(CX,FV)g(H gradlnA,FV) =0 (3.23)

elde edilir. (3.4) denklemi kullanilirsa g(H gradlnA, CX)g(FV,FV) = 0 olup A, T'(n)
Uzerinde sabittir. Diger taraftan (3.22) denklemi X € I'(u) olmak lzere Y = CX iginde
dogrudur. O halde (3.22) denkleminde Y = CX yazilirsa

—g(H gradini, C?X)g(X,FV) + g(H gradini, CX)g(CX,FV)
—-2g(CX,CX)g(HgradlnA, FV) =0 (3.24)

olup (3.4) denklemi kullanilirsa g(CX,CX)g(H gradlnA, FV) = 0 olarak ifade edilir.
Boylece A, I'(F¢cekS,) Uzerinde sabittir (Akyol, 2019). Benzer sekilde diger esitliklerde

gosterilebilir.

S bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Eger F(cekS,) = (¢ekS)* ise §
submersiyonuna konform Lagrangian submersiyon denir. Eger u # 0 ise, bu durumda §
submersiyonuna bir has konform anti-invaryant submersiyon denir. Ornek 3.1.2 de
verilen konform anti-invaryant submersiyon ayni zamanda konform Lagrangian

submersiyondur (Akyol, 2015). Teorem 3.1.1 den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.1. (M,g,F) bir carpim manifold, (K,g’) bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g') bir konform Lagrangian submersiyon olsun. Bu durumda,
vX,Y € I'((¢eksS,)?) icin asagidaki ifadeler denktir:

(i) (ceks,)* distriblisyonu integrallenebilirdir.
(ii) AyFY = A, FX

(iii) (VS)(Y,FX) = (VS.)(X,FY)

dir (Akyol, 2019).
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Ispat. VX,Y € T'((cekS)*) ve V € I'(¢eks,) icin Tamm 3.1.1 den, FV € I'((cekS,)*)
ve FY € I'(¢eksS,) olarak ifade edilir. Teorem 3.1.1 den

g(X,Y],V) = g(AxBY — AyBX,FV) — g(H gradlnA, CY)g(X, FV)
+g(HgradinA, CX)g(Y,FV) — 2g(CX,Y)g(H gradlni, FV)
— =9/ (V§S.CX — ViS.CY,S.FV) (3.25)

dir. § konform Lagrangian submersiyon oldugundan g([X,Y],V) = g(AxBY —
AyBX,FV) = 0 olup buradan (i) < (ii) elde edilir. Diger taraftan Tanim 3.1.1 ve (2.47)
denklemi kullanilarak

1 1
9(AxBY, FV) = g(AyBX,FV) = - g'(S.AxBY, §.FV) = 3 g' (5. Ay BX, S.FV)

= 529/ (S.(Vx BY),S.FV) = 37.9'(5.(Vy BX), 5.FV) (3.26)

elde edilir. (2.13) denklemi kullanilirsa

1
g(AxBY,FV) — g(AyBX, FV) = -3 g'(=(VS.)(X, BY) + V3S.BY, S.FV)
- %zg’(—(VS*)(Y, BX) + V$S.BX, S.FV)

= 2 g'(V8.)(Y, BX) — (VS.)(X, BY), 5. FV) (3.26)

olup (ii) & (iii) elde edilir. Benzer sekilde (iii) & (i) oldudu gosterilebilir (Akyol,
2019).

Teorem 3.1.3. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,
VvX,Y € T((¢ekS,)*t) ve V € I'(¢ekS,) icin asagidaki ifadeler denktir:

(i) (ceks,)* distribisyonu M manifoldu tizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlar.

(if) Asagidaki bagint1 saglanr;



42

1
= g'(V$S.CY, 8, FV) = —g(AxBY,FV) + g(H gradini, CY) g (X, FV)

—g(HgradlnA, FV)g(X,CY) (3.27)
dir (Akyol, 2019).

Ispat. VX,Y € I'((cekS)*) ve V € T'(¢eksS,) igin, M bir ¢arpim manifold oldugundan
(2.64), (2.47), (2.48), (3.1) ve (3.2) denklemleri kullanilirsa

gV Y, V) = g(AxBY, FV) + g(HV, CY,FV) (3.28)

elde edilir. § bir konform submersiyon oldugu igin (2.13) ve (2.77) denklemleri

kullanilirsa

1
M !
9(Vx ¥,V) = g(AxBY,FV) + = g'(=X(In1)5.CY = €Y (In)5.X

+g(X,CY)S,(gradln}) + V§S.CY, S, FV}
= g(AxBY,FV) — %g(?—[gradln/l, X)g'(8.CY,S,FV)

- lizg(}[gradlnl, CY)g'(8.X,S8.FV)
+=9(X,CY)g'(S.(gradIni), S, FV)
+ 9'(V3S.CY, S.FV)
= g(AxBY,FV) — = g(¥gradind, X)A2g (CY, FV)
— Aizg(}[gradlnxl, CY)A%g(X,FV)
+ 9(X,CY)A2g(H gradin), FV)

+9'(V3S.CY, S.FV) (3.29)
olarak ifade edilir. Burada gerekli duzenlemeler yapilir ve (3.4) denklemi kullanilirsa

gV Y, V) = g(AxBY,FV) — g(H gradind, €Y)g(X, FV)
+9(Hgradind, FV)g(X,CY) + 35 g' (V4S.CY, S.FV)  (3.30)
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elde edilir. (¢ekS,)t distriblisyonunun M manifoldu Uzerinde tamamen jeodezik

foliasyon tanimlanmasi igin gerek ve yeter sart

1
= g’ (V5S.CY, S, FV) = —g(AxBY,FV) + g(H gradlnl, CY) g (X, FV)

—g(HgradinA, FV)g(X,CY) (3.31)
olmasidir. Buradan ispat tamamlanir (Akyol, 2019).
Teorem 3.1.3 den asagidaki ifade soylenebilir.
Teorem 3.1.4. (M, g,F) bir ¢carpim manifold, (K, g") bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,
VX,Y € T'((cekS)1) ve V € I'(cekS,) icin asagidakilerden ikisi Giclinclyu belirler:
(i) (cekS)* distriblisyonu M manifoldu tizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlar.
(i1) § dénusimi yatay homotetik donisumddr.
(iii) g’ (V5S.CY,S,.FV) = —2%2g(AxBY,FV)

dir (Akyol, 2019).

Ispat. VX, Y € I'((cekS,)*) ve V € I'(¢eksS,) icin, Teorem 3.1.3 den

g(V;(WY, V) = g(AxBY,FV) — g(Hgradlni, CY)g(X,FV)
+g(HgradlnA, FV)g(X,CY) + %g’(V}S(S*C’Y, S.FV) (3.32)

oldugundan, (i) ve (iii) esitlikleri varsa
—g(Hgradin, CY)g(X,FV) + g(H gradind, FV)g(X,CY) =0  (3.33)

olarak ifade edilir. (3.33) denklemi Y € I'(u) olmak lzere X = CY iginde dogrudur. Bu
durumda (3.33) denkleminde X = CY yazilirsa

—g(HgradlnA, CY)g(CY,FV) + g(HgradlnA, FV)g(CY,CY) =0 (3.34)
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olup burada (3.4) denklemi kullanilirsa g(H gradlnA, FV)g(CY,CY) = 0 dir. Boylece 4,
['(Fgeks,) Uzerinde sabittir. Diger taraftan (3.33) denklemi V € I'(¢ceksS,) olmak Uzere
X = FV iginde dogrudur. O halde (3.33) denkleminde X = FV yazilirsa

—g(HgradlnA, CY)g(FV,FV) + g(H gradlnA, FV)g(FV,CY) = 0 (3.35)

elde edilir. (3.4) denklemi kullanilirsa g(H gradlnA, CY)g(FV,FV) = 0 olup A, T'(n)
Uzerinde sabittir. Benzer seklinde diger esitliklerde gosterilebilir (Akyol, 2019).

Teorem 3.1.3. den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.1.2. (M,g,F) bir carpim manifold, (X,g") bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g") bir konform Lagrangian submersiyon olsun. Bu durumda,
VX,Y € I'((¢cekS,)?b) icin asagidaki ifadeler denktir:

(i) (ceksS,)* distribisyonu M manifoldu tizerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlar.
(ii) AxFY =0

(iii) (VS,)(X,FY) =0

dir (Akyol, 2019).

Ispat. VX, Y € T'((cekS,)*) ve V € I'(ceks,) icin Tamim 3.1.1 den, FV € I'((¢ekS,)* )
ve FY € I'(¢cekS,) olarak ifade edilir. Teorem 3.1.3. den

g(V)?dY, V) =g(AxBY,FV) — g(HgradlnA, CY)g(X,FV)
+g(Hgradlnd, FV)g(X,CY) + %g’(V}S(S*C’Y, S.FV) (3.36)

dir. § bir konform Lagrangian submersiyon oldugundan
g(Vx Y, V) = g(AxBY, FV) (3.37)

olarak ifade edilir. Bu durumda (i) < (ii) elde edilir. Diger taraftan (2.47) denklemi

kullanilirsa
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g(AxBY,FV) = g(Vy BY,FV) (3.38)

olarak ifade edilir. S bir konform submersiyon oldugundan, (2.13) denklemi kullanilirsa

1
9(AxBY,FV) = 2 ¢'(=(VS.)(X, BY) + V3 S.BY, S.FV)

= -5 9'((V8.)(X, BY), S.FV) (3.39)

elde edilir. Bu durumda (ii) < (iii) dir. Benzer islemler yapilarak (iii) < (i) oldugu
gOsterilebilir (Akyol, 2019).

Teorem 3.1.5. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g") bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,

VvV, W € I'(cekS,) ve X € T'((¢cekS,)1) icin asagidaki ifadeler denktir:

(i) (ceks,) distribisyonu M manifoldu Gzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlar.

(ii) Asagidaki bagmti saglanir;
—=9' (Vi S.FV,8.FCX) = g(T,FW,BX) + g(FW,FV)g(¥gradini, FCX)  (3.40)
dir (Akyol, 2019).

Ispat. YV, W € I'(cekS,) ve X € I'((¢ekS.)*) igin, M bir garpim manifoldu oldugundan
(2.64), (2.46) ve (3.2) denklemleri kullanilirsa

g(Vy W, X) = g(T,FW, BX) + g(HV, FW,BX) + g(T,FW,CX)
+g(HV, FW,CX)
= g(T,FW, BX) + g(HV, FW,CX)
= g(T,FW, BX) + g(V, FW,CX) (3.41)

elde edilir. v" konneksiyonu torsiyonsuz ve [V, FW] € I'(¢ekS,) oldugundan
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g(Vy W, X) = g(TyFW, BX) + g(Vey V, CX)
= g(T,FW,BX) + g(Vpy, FV, FCX)
= g(T,FW, BX) + g(ApwFV + H Vg, FV, FCX)
= g(T,FW, BX) + g(ApyFV, FCX)
+g(H Vg FV, FCX)
= g(T,FW, BX) + g(H Vg, FV, FCX) (3.42)

olarak ifade edilir. § bir konform submersiyon oldugundan, (2.13) ve (2.77) denklemleri

kullanilirsa

g(Vy W, X) = g(T,FW, BX) + %g'(s* (VewFV), S.FCX)
= g(TyFW, BX) + = g'(—(VS.) (FW, FV)
+Vou S.FV, S, FCX)
= g(T,FW,BX) + fz g' (=FW(nQ)S,FV — FV(In1)S,FW
+g(FW, FV)S,(gradin}) + V3, S.FV,S,FCX)
= g(TyFW,BX) — /%g(?—[gradln/l, FW)g'(S.FV,S,FCX)

— L g(#gradind, FV)g'(5.FW, 5,FCX)
+ = g(FW,FV)g'(5.(grading), S,FCX)

+= ' (Vi S.FV, S, FCX) (3.43)
elde edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilirsa ve (3.4) denklemi kullanilirsa

g(V‘y W,X) = g(TyFW,BX) + g(FW,FV)g(H gradlni, FCX)
+= 9' (Vi S.FV, S.FCX) (3.44)

olarak ifade edilir. (¢cekS,) distriblisyonunun M manifoldu (zerinde tamamen jeodezik

foliasyon tanimlamasi igin gerek ve yeter sart

—Aizg’(V‘[EWS*IFV, S.FCX) = g(TyFW,BX) + g(FW,FV)g(H gradlnA, FCX) (3.45)



47

olmasidir. Buradan ispat tamamlanir (Akyol, 2019).
Teorem 3.1.5 den asagidaki ifade soylenebilir.

Teorem 3.1.6. (M, g,F) bir carpim manifold, (X,g") bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K, g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda,
VYV, W € I'(cekS,) ve X € T'((¢cekS,)1) icin asagidakilerden iKisi tictinctyt belirler:

(i) (ceks,) distriblisyonu M manifoldu Uzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlar.
(i) A, T'(w) Gzerinde sabittir.

(iii) %z g' (Vo S.FV, S, FCX) = —g(T,FW, FX)

dir (Akyol, 2019).

Ispat. VV,W € I'(cekS,) ve X € I'((¢ceksS,)*) icin, Teorem 3.1.5. den

g(V‘y W,X) = g(TyFW,BX) + g(FW,FV)g(H gradlni, FCX)
+ 9' (Vi S.FV, S, FCX) (3.46)

oldugundan (i) ve (iii) esitlikleri varsa g(FW,FV)g(H gradlni, FCX) = 0 olarak ifade
edilir. Bu durumda A, T'(u) Uzerinde sabittir. Benzer sekilde diger esitliklerde
gosterilebilir (Akyol, 2019).

Eger S bir konform Lagrangian submersiyon ise (3.3) denkleminden TX = S, (F¢eks,)
dir. Bu durumda Teorem 3.1.5. den asagidaki sonug¢ elde edilir (Akyol, 2015).

Sonu¢ 3.1.3. (M,g,F) bir carpim manifold, (X,g’) bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g') bir konform Lagrangian submersiyon olsun. Bu durumda,
vV, W € I'(¢eks,) igin asagidaki ifadeler denktir:

(1) (cekS,) distribusyonu M manifoldu tzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlar.
(i) T, FW =0
dir (Akyol, 2019).
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Ispat. VV,W € I'(cekS,) ve X € T'((cekS,)?V) igin, Teorem 3.1.5. den

g(Vy' W, X) = g(T,FW, BX) + g(FW, FV)g(H gradlni, FCX)
+= 9' (Vi S.FV, S, FCX) (3.47)

dir. § bir konform Lagrangian submersion oldugu igin g(VyW,X) = g(T,FW,BX)
olup (i) < (ii) dir. Buradan ispat tamamlanir (Akyol, 2019).

3.2 Harmonik ve Tamamen Jeodezik Konform Anti-invaryant Submersiyonlar
Bu alt bélimde ilk 6nce harmonikligi karakterize eden tensiyon alani hesaplanacaktir.

Teorem 3.2.1. (M,g,F) bir carpim manifold, (K,g") bir Riemann manifold ve
S: (M?™*27 g F) - (K™*2", g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. ¢eks,
distriblisyonunun ortalama egrilik vektor alam u¢¢*+ olmak lzere S donistiminin

tensiyon alani

7(8) = —mS, (use**) + (2 — m — 2r)S,(gradinl) (3.48)
dir (Akyol, 2019).
Ispat. T'(TM) nin bir ortonormal bazi {e,,...,e,,, Fey,...,Fey, iy, ..., Usy} Olmak iizere

I'(¢ekS,)’in ortonormal bazi {ey,...,en,}, ['(FgeksS,) in ortonormal bazi {Fe;,..., Fe,}

ve I'(u) nun ortonormal bazi {y;, ..., Uy} 0lsun. Bu durumda (2.15) denkleminden
T(8) = X2 (VS.) (e €) + X2y (VS.)(Fey, Fep) + XL, (VS.) (i wi)  (3.49)

dir. (cekS, X cekS,) lzerinde ikinci temel formun izi  iz5¢*$vs, = ¥, (VS,)(e; €;)

olarak ifade edilir. (2.13) denklemi kullanilirsa
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m
i29K5VS, = ) (VES.ei— S.(Varen)
i=1

= —msS, (useks) (3.50)

elde edilir. Benzer sekilde

iz6ekSITYS, = ¥, (VS,)(Fey, Fey) + X2, (VS.) (o ) (3.51)
olup (2.77) denklemi kullanilirsa

iz(6ekSITYS, = ¥ (Fe,(InA)S,Fe; + Fe;(In1)S, Fe;
—g(Fe;, Fe;)S,.(gradini)}
+ 27 (i (InD)S.p; + p (IS, 1 — g (g, 1) S. (gradind)}
= )it, 2g(HgradlnA, Fe;)S,.Fe; — mS,(gradlnl)
+ %21, 2g(HgradinA, u)S,.u; — 2rS,(gradini) (3.52)

elde edilir. S bir konform submersiyon ve ~ € M igin Ts(, K’ nin bir ortonormal baz1

1 1 -
{m ‘S*/r' (]Fei)l M ‘S*/r (llh)}lsism,lshsr Oldugundan

:(ceks,)t N ' 1 1
[z\S€RITYS, = Z 29 (5*(gradlni),ZS*IFei)ZS*]Fei

=1
+ 32, 29" (S.(gradind) ;S ) 1Sy
—(m + 2r)8,(gradlni)
= (2—m—2r)S,.(gradlnl) (3.53)

elde edilir. (3.51) ve (3.53) denklemlerinden (3.48) denklemi elde edilir (Akyol, 2019).

Teorem 3.2.1. den asagidaki ifade soylenebilir.

Teorem 3.2.2. (M,g,F) ve (K, g") swrasiyla bir ¢arpim manifold ve bir Riemann
manifold olsun. &:(M?™*2" g, F) - (K™*?",g") bir konform anti-invaryant

submersiyon olsun. Bu durumda asagidakilerden ikisi Gglinctyl belirler:
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(1) § donustimi harmoniktir.
(i) Lifler minimaldir.

(1i) § donusima yatay homotetik dontsumdir (Akyol, 2019).

Ispat. Teorem 3.2.1. den 7(8) = —mS, (us*S*) + (2 — m — 2r)S,(gradind)
oldugundan (i) ve (ii) varsa (2 —m — 2r)S,(gradinl) =0 olup § donusimi yatay
homotetik donustiimdiir. Benzer sekilde diger esitliklerde gosterilebilir (Akyol, 2019).

Teorem 3.2.1. den asagidaki sonug elde edilir.

Sonu¢ 3.21. (M,g,F) bir carpim manifold, (X,g’) bir Riemann manifold ve
S: (M?™*27 g F) - (K™*2",g’) bir konform Lagrangian submersiyon olsun. §
dontsiminun harmonik olmas: igin gerek ve yeter sart liflerin minimal olmasidir
(Akyol, 2019).

Simdi konform anti-invaryant submersiyonun tamamen jeodeziklik durumunu
arastiracagiz. Iki Riemann manifold arasindaki bir § donlsimi vX,Y € T(TM) igin
(VS)(X,Y) =0 ise § donlsiimine tamamen jeodezik donusim denir. Bir tamamen
jeodezik donusimin geometrik olarak ifadesi total uzaydaki her jeodezigin baz uzayda da
jeodezik olmasidir (Akyol, 2019).

Teoerem 3.2.3. (M, g,[F) bir ¢arpim manifold, (X, g') bir Riemann manifold ve

§:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

vX € T'((cekS)t) ve Y € T'(TM) icin § dénlstimi tamamen jeodezik dontsiim ise

—VSS.Y = S.{F(AxFY; + VVy BY, + A4CY,) + C(HVy FY,
+AyBY, + HVy CYy)} (3.54)

dir (Akyol, 2019).

Ispat. VX € I'((¢ekS,)*) ve Y € I'(TM) igin, M bir carpim manifoldu oldugundan (2.13)

denklemi kullanilirsa
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(VS)(X,Y) = V§S.Y — S.(Vy Y)
= ViS.Y + S.(FV, FY) (3.55)

yazilir. Y; € T'(cekS,) ve Y, € T'((cekS,)Y) icinY =Y, +Y, € T(TM) dir. (2.47), (2.48)
ve (3.2) denklemleri kullanilirsa

(VS.)(X,Y) = VSS.Y + S.{FAFY, + BV, FY, + CHV, FY,
+BAyBY, + CA,BY, + FVVy BY,
+FA,CY, + BHVy CY, + CHVy CY,} (3.56)

elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa

(VS.)(X,Y) = VSS.Y + S.{F(AxFY, + VVy BY, + A,CY,)
+C(HVy FY, + AyBY, + HV, CY,)} (3.57)

elde edilir. (VS,)(X,Y) =0 ise (3.54) denklemi saglanir. Buradan ispat tamamlanir
(Akyol, 2019).

Tamm 3.2.1. (M, g,F) bir ¢arpim manifold, (K, g’) bir Riemann manifold ve
S:(M,g,F) — (K, g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. U € I'(¢ekS,) ve
X eTl(w icin (VS,)(FU,X) =0 ise § donusimine (FcekS,,u) tamamen jeodezik
dondstim denir (Akyol, 2019).

Simdi Usteki tanimin konform submersiyonun karakterizasyonu tzerine 6nemli bir etkisi

oldugunu gosterecegiz.

Teorem 3.24. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g") bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda §
dontsuminun (Fgeks,, u) tamamen jeodezik donliisim olmasi igin gerek ve yeter sart S

dénustimunun bir yatay homotetik déndisiim olmasidir (Akyol, 2019).
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Ispat. U € I'(¢cekS,) ve X € T'(u) icin, (2.77) denkleminden,
(VS.)(FU, X) = FU(InA)S.X + X(InA)S.FU — g(FU, X)S.(gradinl)  (3.58)

yazilir. Usteki denklemden S yatay homotetik donisuim ise (VS,)(FU,X) =0 du.
Tersine, (VS,)(FU,X) = 0 ise

FU(InA)S,X + X(InA)S.FU = 0 (3.59)

olarak ifade edilir. § bir konform submersiyon oldugu icin (3.59) denkleminin her iki

tarafi S,IFU ile garpilirsa
g(gradinA, FU)g'(8.X,S8,FU) + g(gradlni, X)g'(S,.FU,S,FU) =0 (3.60)

bulunur. Yukaridaki denklemden g(gradinA,X) =0 olup A, ['(u) Uzerinde sabittir.
Diger taraftan (3.59) denkleminin her iki tarafi §,X ile ¢arpilirsa

g(gradlnA, FU)g'(S.X,S8.X) + g(gradini, X)g'(S.FU,5,X) =0 (3.61)

elde edilir. Bu denklemden de g(gradlnA,FU) = 0 bulunup A, I'(FgekS,) Uzerinde
sabittir. Bu durumda 4, (¢eksS,)* tizerinde sabit bulunup ispat biter (Akyol, 2019).

Teorem 3.25. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
$:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
VYU,V € I'(cekS,) ve X,Y €T'((¢ekS,)*) icin & doénlsiminin tamamen jeodezik

dondstim olmasi igin gerek ve yeter sartlar

(i) T,FV = 0 ve KV, FV € I'(FcekS.),
(ii) S donupumi yatay homotetik donisimdr.

(iii) V, BX + T,CX = 0 ve T,BX + HV, CX € I'(Feeks,)

dir (Akyol, 2019).
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Ispat. YU,V € I'(¢ekS,) icin, M bir ¢arpim manifold oldugundan, (2.13) denklemi
kullanitlrsa (VS,)(U,V) = S*(IFV,TIFV) olarak ifade edilir. (2.46) ve (3.2) denklemleri

kullanilirsa

(VS.)(U,V) = S.(FT,FV + BHV, FV + CHV, FV)
= S, (FT,FV + CHV,, FV) (3.62)

elde edilir. Yukaridaki denklemden (VS,)(U,V) = 0 olmas: igin gerek ve yeter sart

S.(FT,FV 4+ CHV, FV) = 0 dir. Buradan da T,FV = 0 ve XV, FV € I'(Fceks.) elde
edilir. Diger taraftan VX,Y € I'(n) icin (2.77) denkleminden,

(VS)(X,Y) = X(InA)S.Y + Y(InA)S. X — g(X,Y)S.(gradinl) (3.63)

olarak ifade edilir. Yukaridaki denklemden § donlsumi yatay homotetik dénisim ise

(VS)(X,Y) =0 dir. Tersine, (VS,)(X,Y) =0 ise yukaridaki denklemde Y = FX
yazilirsa

(VS)(X,FX) = X(InA)S,FX + FX(InA)S,.X — g(X,FX)S,(gradini) (3.64)
bulunup

X(InA)S,FX + FX(InA)S,X = 0 (3.65)

elde edilir. § bir konform submersiyon oldugu icin (3.65) denkleminin her iki tarafi

S, FX ile carpilirsa
X(InD)g'(S.FX,S8.FX) + FX(Ind)g'(S.X,S.FX) =0 (3.66)
bulunup gerekli dizenlemeler yapilirsa

g(gradini, X)A?g(FX,FX) + g(gradlnd, FX)A%>g(X,FX) = 0 (3.67)
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dir. Bu durumda A, I'(u) Uzerinde sabittir. Diger taraftan U,V € I'(¢eksS,) igin, (2.77)
denkleminden,

(VS.)(FU, FV) = FU(InA)S.FV + FV(InA)S,FU — g(FU, FV)S,(gradinl)  (3.68)

yazilir. Yukaridaki denklemden § bir yatay homotetik doniisim ise bu durumda
(VS,)(FU,FV) = 0 dir. Tersine (VS,)(FU,FV) = 0 ise yukaridaki denklemde V yerine

U yazilip denklem diizenlenirse
2FU(InA)S.FU — g(FU, FU)S,.(gradlnd) = 0 (3.69)

elde edilir. § bir konform submersiyon oldugu icin (3.69) denkleminin her iki tarafi

S.FU ile carpilirsa
2FU(InA)g'(S,.FU, S, FU) — g(FU,FU)g'(S.(gradlnd), §,FU) = 0 (3.70)

bulunup gerekli diizenlemeler yapilirsa g(FU,FU)A%g(gradilnA, FU) = 0 elde edilir.
Buradan da A, I'(FgeksS,) lzerinde sabittir. Bu durumda A, I'(¢cekS,)* Uizerinde sabittir.
Son olarak X € I'((¢cekS,)t) ve V € I'(¢eks,) icin, M bir ¢arpim manifold oldugundan
ve (2.77) denkleminden

(VS)(X, V) = S.(FV, FX) (3.71)

elde edilir. (2.46) ve (3.2) denklemleri kullanilirsa

(VS.)(X,V) = S.(BT,BX + CT,BX + FV,BX + BHV, CX
+CHV, CX + FT,CX)
= S.(CT,BX + FV, BX + CHV, CX + FT,CX)
= S.(F(V,BX + T, CX) + C(T,BX + KV, CX)) (3.72)
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bulunur. Yukaridaki denklemden (VS,)(X,V) =0 olmas: icin gerek ve yeter sart
S.(F(V,BX + T,CX) + C(T,BX + HV, €X)) dir. Buradan da V,BX + T,CX = 0 ve
T,BX + HV, CX € T'(Fceks.) elde edilir (Akyol, 2019).

3.3 Konform Anti-invaryant Submersiyonlar ve Ayrisim Teoremleri

Bu alt boluimde konform anti-invaryant submersiyonun belirledigi ayrisim teoremlerini
verecegiz. 11k olarak Teorem 3.1.3. ve Teorem 3.1.5. den asagidaki ayrisim teoremi elde
edilir.

Teorem 3.3.1. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
$:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

VX,Y € T'((cekS)t) ve V,W € T'(¢eksS,) icin M manifoldunun bir yerel carpim

manifoldu olmasi igin

1
/,L—Zg’(Vf(S*CY, S, FV) = —g(AxBY,FV) + g(HgradlnA, CY)g(X,FV)

—g(HgradinA, FV)g(X,CY) (3.73)
ve
—=9' (Vi S.FV,8.FCX) = g(T,FW,BX) + g(FW, FV)g(# gradin, FCX) (3.74)

dir (Akyol, 2019). Tersine M bir yerel carpim manifoldu ise

9 (V3$.CY,8.FV) = g(#gradind, CY)g (X, FV)

—g(HgradinA, FV)g(X,CY) (3.75)

ve

— = 9' (Vi S.FV,S.FCX) = g(FW,FV)g(H gradini, FCX) (3.76)
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dir (Akyol, 2019). Sonug 3.1.2. ve Sonug 3.1.3. den asagidaki teorem bulunur.

Teorem 3.3.2. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
§:(M,g,F) — (K,g') bir konform Lagrangian submersiyon olsun. Bu durumda
VX,Y € T((cekS)t) ve V,W €T(¢ekS,) icin AyFY =0 ve T,FW =0 ise M
manifoldu bir yerel carpim manifoldudur (Akyol, 2019).

Simdi, biikkiimlii ¢carpim manifoldlari ile ilgili asagidaki teoremi verelim.
Teorem 3.3.3. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
$:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

VX,Y €T((¢cekS)Y) ve V,WEeT(cekS,) icin M  manifoldunun M =

Meers, X2 M cers,)+ seklinde bir bukimlu carpim manifoldu olmas: icin gerek ve yeter

sart (ceks,)* distriblisyonunun integrallenebilir,

— liz g' (V3,8 FV, 8, FCX) = g(T,FW,BX) + g(FW,FV)g(H gradinl, FCX) (3.77)
ve

g(X,Y)H = —BAyBY + CY(In)BX — BH gradlnig(X,CY) — FS*(V$S.CY) (3.78)
olmasidir (Akyol, 2019).

Ispat. YV, W € I'(cekS,) ve X € I'((¢ekS.)Y) igin, M bir garpim manifoldu oldugundan
(2.64), (2.46) ve (3.2) denklemleri kullanilirsa,

g(Vy' W, X) = g(T,FW, BX) + g(HV, FW,BX) + g(T,FW,CX)
+g(HV, FW,CX)
= g(T,FW, BX) + g(HV, FW,CX)
= g(T,FW, BX) + g(V, FW, CX) (3.79)

elde edilir. v" konneksiyonu torsiyonsuz ve [V, FW] € I'(¢cekS,) oldugundan
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g(Vy' W, X) = g(T,FW, BX) + g(VgyV, CX)
= g(T,FW,BX) + g(4py FV, FCX)
+g(H Vg FV, FCX)

= g(T,FW, BX) + g(HVpy, FV, FCX) (3.80)

dir. § bir konform submersiyon oldugundan, (2.13) ve (2.77) denklemleri kullanilirsa

g(Vy W, X) = g(TyFW, BX) + 5 g'(=FW (In2)S,FV — FV (In1)S.FW
+g(FW,FV)S,(gradlnd) + V3, S, FV,S,FCX)
= g(T,FW, BX) — %z g(H gradind, FW)g'(S.FV, S,FCX)
— 5 9(H gradind, FV)g' (S.FW, S.FCX)

+= g(FW,FV)g'(S.(gradIni), §.FCX) + = g' (Vi S.FV, S.FCX) (3.81)
bulunur. Burada gerekli diizenlemeler yapilir ve (3.4) denklemi kullanilirsa

g(Vy W,X) = g(TyFW,BX) + g(FW,FV)g(H gradlni, FCX)
+= 9' (Vi S.FV, S.FCX) (3.82)

elde edilir. (¢eks,) distribusyonunun M manifoldu tzerinde tamamen jeodezik foliasyon

belirlemesi icin gerek ve yeter sart
_fz g' (V3 S, FV,8,FCX) = g(T,FW,BX) + g(FW,FV)g(H gradini, FCX) (3.83)

bulunup (3.77) denklemi elde edilir. Diger taraftan VX,Y € ['((¢ekS,)t) ve V €

I'(¢ekS,) icin, M bir ¢arpim manifoldu oldugundan (2.64), (2.47), (2.48), (3.1) ve (3.2)
denklemleri kullanilirsa

g(Vx Y, V) = g(AxBY, FV) + g(VVy BY,FV) + g(A4CY,FV) + g(HVy CY,FV)
= g(AyBY,FV) + g(HVy CY,FV) (3.84)
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elde edilir. § bir konform submersiyon oldugu icin (2.13) ve (2.77) denklemleri

kullanilirsa

1
g(V4Y,V) = g(AyBY,FV) + 9 (=X(In)5.CY — CY (In1)s.X
+g(X,CY)S,.(gradlnd) + V3S,.CY, S, FV}

= g(AxBY,FV) — f g(Hgradini, X)g'(S.CY,S.FV)

— %2 g(Hgradlna, cY)g'(S8.X,S.FV)
+5 9(X,CY)g'(S.(gradIni), S.FV)
+ %z g' (V%S.CY, S, FV)
= g(AxBY,FV) — = g(Hgradind, X)A*g (CY, FV)
——g(#gradini, CY)2g(X, FV)
+=9(X,CY)A2g(H gradind, FV)

+ 9/ (VS.CY, S.FV) (3.85)
olarak ifade edilir. Burada gerekli diizenlemeler yapilir ve (3.4) denklemi kullanilirsa

g(V;(WY, V) = g(AxBY,FV) — g(HgradlnA, CY)g(X,FV)
+g(Hgradlnd, FV)g(X,CY) + %g'(V}S{S*C’Y, S.FV) (3.86)

elde edilir. (cekS,)* distriblisyonunun M manifoldu Gzerinde tamamen umbilik

foliasyon belirlemesi igin gerek ve yeter sart

g(gX,Y)H,V) = g(=FAxBY,V) + CY(InA)g(BX,V) — g(BH gradlnA, V) g(X,CY)
—g(FS*(VgS.CY),V)
= g(—BAxBY + CY(InA)BX — BH gradlnig(X,CY)
—FS*(VyS.CY),V) (3.87)

dir. Buradan da (3.78) denklemi elde edilir (Akyol, 2019).
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Teorem 3.3.4. (M,g,F) bir ¢arpim manifold, (K,g') bir Riemann manifold ve
$:(M,g,F) — (K,g') bir konform anti-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
vX,Y € T'((¢cekS)h) ve V,W €T (cekS,) icin M manifoldunun
M = M (gesyt X2 Mcexs,)  seklinde bir capragik carpim manifoldu yoktur (Akyol,
2019).

Ispat. U,V € I'(cekS,) ve X € T((¢cekS,)1) icin —X(Ind)g(U,V) = FV(Ind)g(U, FX)
dir. XeTl(u) icin —X(In)g(U,V) =0  bulunup A, T'(u) uzerinde sabittir.
X = FU € I'(FgeksS,) alinirsa
FU(Ind)g(U,V) = FV(Ind)g(U, U) (3.88)
elde edilir. (3.88) denkleminde U ile V’nin yerleri degistirilirse
FV(Ind)g(U,V) = FU(Ind)g(V, V) (3.89)

bulunur. Ayrica (3.88) denkleminden

FU(InA)g(U,V)

FV(Ink) = T O0) (3.90)
olarak ifade edilir. (3.90) denklemi (3.89) denkleminde yazilirsa,
FU(In) = FU(InA) £ (3.9)

U2 |v|?

elde edilir. (3.91) denkleminden ya A, I'(F¢ceks,) Uzerinde sabittir ya da I'(FgekS,)
1-boyutludur (Akyol, 2019).

Simdi, ¢arpim manifoldlardan konformal anti-invaryant submersiyonlara iliskin bazi

ornekler verecegiz.
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Ornek 3.3.1. Her anti-invariant Riemannian submersiyon A =1 olmak izere bir
konformal anti-invariant submersiondur, burada I birim fonksiyonudur (Glndizalp,

2013).

Eger A # 1 ise konformal anti-invariant submersiyon dogru (proper) olarak ifade edilir.

Simdi proper konformal anti-invariant submersiyonla ilgili bir 6rnek sunacagiz.

Oklid uzayr R* iin koordinatlar1 (x4,...,X,) olsun. R* iizerinde asagidaki sekilde

canonically bir hemen hemen ¢arpim garpim yapisi F olarak secilsin:

0 0
aX3 + az 6)(4

0 0 0 0 d d
IF(ala—X1+a26—X2+aga—X3+a4a—m) —aga—xl+a4a+al

burada a;,...,a, € R.

Ornek 3.3.2. Simdi m asagidaki gibi tanimli bir submersiyon olsun.

m: R* — R?
(%1,%9,x3,x4) — (cosx;sinhx,, sinx;coshx,).

Buna gore,
kerm, = span{V; = 0x3, V, = 0x,}
ve
(kerm,)* = span{X, = 0x,, X, = 0x,}.

olarak ifade edilir. Dolayisiyla FV, =X, ve FV, =X, oldugu i¢in

F(kerm,) = (kerm,)?* elde edilir. Ayrica dogrudan hesaplamalarla su sonuglara ulagilir.
m,X; = —sinx;sinhx,0dy; + cosx;coshx,dy,,

. X, = cosx,coshx,dy, + sinx,sinhx,dy,.
2 1 2 1 1 2 2

Buna gore,



g2 (m.X,,m.X,) = (sin?x;sinh?x, + cos?x;cosh?x,)g; (X1, X1),

g2 (m.X,,m,X,) = (sin?x;sinh?x, + cos?x;cosh?x,) g, (X5, X>),
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burada g, ve g, srrasiyla R* ve R? (zerindeki standart metrikleri (i¢ garpimlari) ifade

eder. Sonu¢ olarak, A% = (sin?x;sinh?x, + cos?x;cosh?x,) olmak Ulzere m bir

konformal anti-invariant submersiyondur (Akyol, 2019).

Ornek 3.3.3. Simdi m asagidaki gibi tanimli bir submersiyon olsun.

m R* — R?
( ) e*3sinx, e*3cosx,
Xll Xz, X3, X4_ — )
V2 V2
Buna gore,
kerm, = span{V; = 0x;, V, = 0%,}
ve

(kerm,)* = span{W, = dx;, W, = 0x,4}

olarak ifade edilir. Dolayisiyla FV, =W, ve FV, =W, oldugu

F(kerm,) = (kerm,)* elde edilir. Ayrica dogrudan yapilan hesaplamalarla,

- e*3sinx, 3 e*3cosx, 3
T Wy = yit Y2,
V2 V2

e*3cosx, e*3sinx,
T[*WZ =

———Jdy; ————0y,.
\/E Y1 \/E Y2

bulunur. Buna gore,

i¢cin
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X

e 3
g2 (M Wy, W) = (ﬁ)z&(wpwﬂj

X

e 3
g2 (M W,, mW,) = (E)Z&(WZJWZ)J

burada g, ve g, swrasiyla R* ve R? Uzerindeki standart metrikleri (i¢ ¢arpimlari) ifade
eder. Sonu¢ olarak, A= (%) olmak Uzere m bir conformal anti-invariant

submersiyondur (Akyol, 2019).
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4. KONFORM YARI-INVARYANT SUBMERSIYONLAR

Bu bolim iki alt boliimden olugsmaktadir. Birinci alt bolimde, hemen hemen ¢arpim
manifoldlardan Riemann manifoldlarina  konform yari-invaryant submersiyon
tanimlanmakta ve Ornekler verilmektedir. Ayrica bu tip submersiyonlar igin
distribiisyonlarin integrallenebilirligi ve paralelligi incelenmektedir. Ikinci alt bdliimde
ise bu tip submersiyonlarin harmonikligi ve tamamen jeodezik olma durumlari

incelenmektedir.

4.1 Konform Yari-Invaryant Submersiyonlar

Tamm 4.1.1. (M, gy, Fyy) ve (K, gx) sirasiyla m ve n boyutlu bir hemen hemen ¢arpim
manifold ve Riemann manifold olsun. Bu durumda S: (M, gy, Fy) — (X, gx) bir yatay
konform submersiyon olmak tizere, D; < cekS, distriblsyonu var,

ve

F(Dy) = Dy, F(D2) < (¢eksS)* (4.2)

ise § donupumine bir konform yari-invaryant submersiyon denir. Burada D, dist-

ribisyonu ¢eks, da D, distribiisyonunun ortogonal tamamlayicisidir (Akyol, 2017).

Oncelikle not edelim ki ¢ekS, distribiisyonu integrallenebilirdir. Bu yiizden,
Tamm 4.1.1°den ¢ekS,’in $71(q), q € K integral manifoldu (liff M manifoldunun bir

CR — altmanifoldudur.

Asagida, yukarida verilen konform yari-invaryant submersiyonlar icin Ornekler

verilmektedir.
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Ornek 4.1.1. Bir hemen hemen carpim manifoldundan bir hemen hemen garpim
manifolduna tanimli her konform submersiyon D, = {0} olan bir konform yari-invaryant

submersiyondur (Watson, 1976).
Ornek 4.1.2. Bir hemen hemen carpim manifoldundan bir Riemann manifolduna taniml
her konform anti-invaryant submersiyon D; = {0} olan bir konform vyari-invaryant

submersiyondur (Sahin, 2013).

Eger A # 1 ise bir konform yari-invaryant submersiyona has konform yar-invaryant

submersiyon denir. Simdi bir has konform yari-invaryant submersiyona 6rnek verelim.

R?>™ ile 2m-boyutlu standart metrikli Oklid uzayin gosterelim. Eger (R?*™, ), standart

flat carpim metrikli C™ carpim sayilar uzayina ¢arpim analitik olarak izometrik ise R?™

uUzerinde bir hemen hemen ¢arpim yap1lF ye uyumludur denir.

R?™ (izerinde standart i¢ carpim ile uyumlu hemen hemen ¢arpim yap1F’yi
F(al,...,a?™) = (—a?,dl,...,—a®™m, a?™ 1)

seklinde tanimlayalim (Akyol, 2015).

Ornek 4.1.3. R® ve R? standart i¢c carpimlar: ile verilen Oklidyen uzaylar olsun. Bu

durumda

S: RS — R?
(X1, %2, X3,X4,%X5,X6) — (e¥3cosxs, e*3sinxg),

diferensiyellenebilir dontisimi seklinde tanimlansin. Burada {x;, x,, X3, X4, X5, X} ile R®

uzayinin bir koordinat sistemi gosterilmistir. Dogrudan islemlerle

0 0 e*scosxgy 0 —e*ssinxg O
S,=|0 0 e*sinxg 0 e*scosxgs O
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elde edilir. Buradan, ranksS, = boyR? = 2 bulunur. Boylece S bir submersiyondur.

Diger taraftan,

V= gekS — Span V., = V, = Ve = V, =
ve
H = (gek5 ) = .Span{X = e*3cosxs — — e”*3sinx
* 1 5 ) 5 5 ) 51

) ) d
X, = e*3sinx: — + e*3cosx: —
2 5 9%, 5 axs}

elde edilir. Ayrica R® tizerinde tanimli F hemen hemen ¢arpim yapisi
]F(all az, asz, 4y, ds, a6) = (_aZJ a1, =04, a3, —0g, aS)

olsun. Buradan FV; =V, bulunup D, = {V;,V,} distriblsyonu invaryanttir. Ayn1 sekilde

FV; = —e *3cosxsX; — e *3sinx:X, ve FV, = e *3sinxsX; — e *3cosxsX, bulunur.
Buradan da D, = {V5,V,} distriblisyonu anti-invaryanttir. {%,%}, R? nin standart bazi
1 2

olmak (izere, dogrudan hesaplamalarla

5*X1 = (exs)Z i, S*Xz — (exs)Zi
0y, 0y,

bulunur. R® ve R? (izerindeki standart ic carpimlar g ve g’ ile gosterilirse
9'(8.X1,8.X,) = (e¥)?*g(Xy, X1)
ve

9'(8.X5,8.X;) = (e*2)?g (X2, X7)
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bulunup § donusimu A = e*3 olan bir konform yari-invaryant submersiyondur (Akyol,

2015).

Ornek 4.1.4. m diferensiyellenebilir doniisiimii asagidaki gibi tanimlansin.

m RS — R?
(%1, X2,Xx3,X4,X5) — (sinx,coshxs, cosx,sinhx;).

Buradan,

kerm, = span{V; = 0x;, V, = 0x,, V3 = 0xs}

ve

(kerm,)* = span{H; = cosx,coshx;0x, + sinx,sinhx;0dx,

H, = —sinx,sinhx;0x, + cosx,coshx;dx;}.

bulunup FV, = Vs,

cosxpcoshxsz sinx,sinhxs

Fv, = H,

cos?x,cosh?x3+sinZx,sinh2x5 cos2x,cosh2xz+sinZx,sinhZx; 2

Diger taraftan, D, = span{V,,V;} and D, = span{V;} bulunur. Ayrica dogrudan

hesaplamalarla,

m,H; = (cos?x,cosh?x; + sin?x,sinh?x3)dy,

ve

m,H, = (cos?x,cosh?x; + sin®x,sinh?x3)dy,

olup

go(m,Hy,m,H;) = (cos?x,cosh?x5 + sinx,sinh?x;) g, (Hy, H;)
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ve

go(m.H,,m,H,) = (cos?x,cosh?x; + sin?x,sinh?x3) g, (H,, H,)
burada g, ve g, srasiyla R®> ve R? iizerindeki i¢ carpmmlardir. 7 doniisiimii
A? = cos?x,cosh?x; + sin®x,sinh?x; olan bir konform yari-invaryant submersiyondur
(Akyol, 2017).
Simdi D; ve D, distriblisyonlarinin integrallenebilirligini inceleyecegiz.
Lemma 4.1.1. (M, gy, Fy) ve (K, gx) sirasiyla m ve n boyutlu bir hemen hemen ¢arpim
manifold ve Riemann manifold, §: (M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant

submersiyon olsun. Bu durumda VX,Y € I'(D,) ve Z € I'(D,) i¢in

i. D, distribisyonunun integrallenebilir olmas: icin déndsimin ikinci temel formu
(VSO (Y, FX) — (VS,)(X,FY) € I'(S,(w)) sartin1 saglamalidir.

ii. D, distribisyonu her zaman integrallenebilirdir (Akyol, 2017).
Ispat. (i) D, distribiisyonunun integrallenebilmesi icin X,Y € I'(D,), Z € I'(D,) ve
W € T'((cekS,)?1) icin gy ([X,Y],Z) = 0 ve gy ([X,Y],W) = 0 dir. ¢cekS, distriblisyonu
integrallenebilir oldugu icin gy, ([X,Y],W) = 0 dir. Bu yizden D, distriblisyonunun

integrallenebilir olmasi igin gerek ve yeter sart gy, ([X,Y],Z) = 0 olmasidir. X,Y € T'(D;)
ve Z € I'(D,) icin (2.64) denklemi kullanilirsa

M M
Iu([X,Y],2) = gu(HVy FY,FZ) — gy (HVy FX,FZ) (4.3)

elde edilir. S bir konform submersiyon oldugundan, (2.13) denklemi kullanilirsa

gu([X,Y],2) = %QK((VS*)(Y. FX) — (VS.)(X, FY), 8.FZ) (4.4)
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olarak ifade edilir. [X,Y] € D, ise D, integrallenebilirdir =
(VSO (Y, FX) — (VS.) (X, FY) € I'(S.(w)) dur.

(i) M bir ¢arpim manifold oldugu igin, temel 2-form Q kapalidir. X € I'(D,) ve
Y, Z eT'(D,) igin

3dQ(X,Y,Z) = XQ(Y,Z2) - YQ(X,Z) — ZQ(X,Y)
—Q([X,Y],2) + Q, [X, Z]) + QX, [V, Z])
= Xgu(Y,FZ) — Y gy (X, FZ) — Zgy (X, FY)
~gu([X, Y], FZ) — gu(FY, [X,Z]) — gu (FX, [V, Z])
= —gu(FX,[Y, Z])
=0 (4.5)

elde edilir. Buradan [Y,Z] € I'(D,) olup D, her zaman integrallenebilirdir (Akyol,
2017).

§:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. ¢cekS, da FD,
ye tamamlayict ortogonal distribiisyonu u ile gosterelim. Kolayca goralir ki, u
distriblisyonu F altinda (¢ekS,)* distriblisyonunun invaryant distribtisyonudur.
V € I'(¢cekS,) icin,

FV = ¢V + wV (4.6)
yazilr, burada ¢V € I'(D,) ve wV € I'(FD,) dir. Ayrica X € I'((¢eksS,)") icin,

FX = BX + CX (4.7)

yazilir. Burada da BX € I'(D,) ve CX € I'(n) dir. Bu durumda YV, W € I'(¢ekS.,) igin
(2.45), (2.46), (4.6) ve (4.7) denklemleri kullanilirsa

(Y, §)W = BT, W — TyowW

(V) )W = CT,W — T, ¢pW (4.8)
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elde edilir. Burada

(Vy PIW = VypW — pV, W (4.9)

ve

(Vy )W = HY, oW — oV, W (4.10)
dir (Akyol, 2017).

Simdi  (¢ekS,)* distriblisyonunun integrallenebilirligini, c¢ekS, ve (cekS,)?t

distriblisyonlarinin liflerininin geometrisini inceleyecegiz.

Teorem 4.1.1. (M, gy, Fy) bir ¢carpim manifold, (K, gx) bir Riemann manifold ve
§:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
vX,Y €T((¢cekS)L), VeET(D,) ve WEeT(D,) icin (¢ekS,)* distriblisyonunun

integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart

A2{gy(AyBX — AxBY — CY(In)X + CX(Ind)Y + 2gy (X, CY)gradinA, FW)}
= gx(V3S.CX — V3S.CY, S, FW) (4.11)

ve
AywBX — AywBY + F(AyCX — AxCY) & I'(D,) (4.12)

dir (Akyol, 2017).

Ispat. VX,Y € I'((¢ekS,)*), V € T(D;) ve W € T'(D,) icin, Tamim 4.1.1. den (cekS,)*

distriblisyonunun integrallenebilir olmasi icin gerek ve yeter sart g, ([X,Y],V) =0 ve

Iu([X,Y],W) =0 dir. M bir ¢arpim manifold oldugundan (2.64) ve (4.7) denklemleri

kullanilirsa
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gu(X,Y1LV) = g (VX'BY,FV) + gy (Vi CY, V) - g, (V" BX, FV )
—gu(Vy CX,FV) (4.13)

elde edilir. (2.48) denkleminden

gu(X,YLV) = =gy (BY, VY'FV ) + gy (AxCY, FV) + gy (BX, V,'FV)
= gu(FBY, V5 V) + gu(AxCY, FV) — gy, (FBX, V;'V)

olarak ifade edilir. (2.47) ve (4.6) denklemleri g6z 6nune alinirsa

gu([X,Y]V) = gu(AxV, wBY) — gu(AyV, wBX) + gy (AxCY,FV) — gu(AyCX, FV)
= gy (AywBX — AxwBY — FAxCY + FA,CX,V) (4.15)

elde edilir. Diger taraftan (2.64) ve (4.7) denklemleri kullanilirsa

gu([X, Y], W) = gy (V4 BY,FW) + gy, (V' CY, FW)
—gu(Vy BX,FW) — gy (Vy CX, FW) (4.16)

elde edilir. S bir konform submersiyon oldugundan,

1 M 1 M
Iu (X, Y], W) = ﬁgK(S*(VX BY),s.Fw) + A_ng(‘S*(VX CY),s.Fw)

M M
— = 9x(S.(Vy BX), S.FW) — 3 ge(S.(Vy CX), S.FW)  (4.17)

bulunur. Burada (2.13) denklemi kullanilirsa
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1
Iu (X, YL W) = 23 gx (= (VS.) (X, BY) + ViS.BY, S.FW)
+ 25 gx(—(VS)(X,CY) + V§S.CY, S.FW)
— 2 gx(—(VS.) (Y, BX) + V§S.BX, S, FW)

— 55 g (~(VS.) (¥, CX) + V§S.CX, S.FW) (4.18)

olarak ifade edilir. (2.77) denkleminden

1 1

+ 2 g (=X (InD)S.CY — €Y (Ind)S.X

gu (X, Y], W) =

+gu (X, CY)S, (gradind) + V5S.CY,S . FW}
— % (=Y (In1)S,CX — CX(In2)S.Y

+gu (Y, CX)S.(gradind) + V5S,.CX, S, FW} (4.19)
elde edilir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa,

Iu([X, Y], W) = —gu(AxBY,FW) + g, (AyBX, FW)
— = gu(gradind, X) gy (S.CY, S.FW)

— ling (gradinl, CY) gy (S.X,S.FW)
+ Aing (X, CY) gx(S.(gradini),S,FW)
+ /1_12 gk (V%S.CY,S.FW)
+ Aiz gu(gradind, ¥)gg(S.CX,S,FW)
+ Aing (gradinl, CX)gg(S.Y,S,.FW)
- Aing (Y, X)) gx(S.(gradini),S,FW)

— 25 9e(V3S.CX, S, FW) (4.20)

bulunur. Tanim 4.1.1. kullanilirsa
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Iu(X, Y], W) = gy (AyBX — AxBY,FW) — gy (gradilnA, CY) gy (X, FW)
+gu(gradind, CX)gy (Y, FW) + 294 (X, CY)gu (gradind, FW)
— = gx(V§S.CX — V3S.CY, S.FW)
= gu(AyBX — AxBY — CY(In)X + CX(InA)Y
+2gy(X,CY)gradlni, FW)
— = gx(V§S.CX — V§S.CY, S, FW) (4.21)

dir. (4.15) ve (4.21) denklemlerinden ispat tamamlanir (Akyol, 2017).
Teorem 4.1.2. (M, gy, Fy) bir ¢carpim manifold, (K, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon ve (¢ekS,)*

distriblisyonu integrallenebilir olsun. Bu durumda VX,Y € ['((¢cekS,)%) ve W € T'(D,)

icin § donusiminun yatay homotetik donlstim olmasi igin gerek ve yeter sart

22 gy (AyBX — AyBY, FW) = gg(V5S.CX — V3S.CY, S, FW) (4.22)
dir (Akyol, 2017).
Ispat. VX,Y € I'((¢ekS.)*Y) ve W € T'(D,) icin, (4.21) denkleminden

Iu([X, Y], W) = gy (AyBX — AxBY — CY (InV)X + CX(Ind)Y
+ 2gy(X,CY)gradind, FW)
— 25 9e(V3S.CX — V3S.CY, S.FW) (4.23)

dir. Eger S bir yatay homotetik doniistim ise (4.22) denklemi elde edilir. Benzer sekilde
(4.22) denklemi varsa,

—gu(gradind,CY) gy (X, FW) + gy (gradini, CX) gy (Y, FW)
+2gu (X, CY)gy(gradind, FW) =0 (4.23)

olarak ifade edilir. (4.23) denklemi W € I'(D,) olmak lzere Y = FW icinde dogrudur.
Bu durumda (4.23) denkleminde Y = FW yazilirsa gy, (gradind,CX)gy (FW,FW) =0
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olarak ifade edilir. Buradan A, I'(u) Uzerinde sabittir. Diger taraftan (4.23) denklemi X €
I'(u) olmak Uzere Y = CX iginde dogrudur. Bu durumda (4.23) esitliginde Y = CX
yazilirsa

29u(X,C%X) gy (gradind, FW) = 29, (X, X) gy (gradinA, FW) =0  (4.24)
bulunup 4, T'(FD,) lizerinde sabittir. Buradan ispat tamamlanir (Akyol, 2017).
Bir konform vyari-invaryant submersiyon icin FD, = (¢ekS,)* ise bir konform anti-
holomorfik yan-invaryant submersiyon denir. Bir konform anti-holomorfik yari-
invaryant submersiyon igin asagidaki sonug gecerlidir (Akyol, 2017).
Sonu¢ 4.1.1. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gu, Fy) — (K, gx) Dbir konform anti-holomorfik yari-invaryant submersiyon
olsun. Bu durumda VW,, W, € T'(D,) ve V € I'(¢cekS,) icin asagidaki ifadeler birbirine

denktir:

i. (¢cekS,)* distribisyonu integrallenebilirdir.
i gg(S.FW, (VS)(V, FW2)) = gx (S.FWy, (VS.)(V, FWL))

dir (Akyol, 2017).
Ispat. YW,,W, € T(D,) ve V € I'(¢ekS.,) icin, M bir ¢arpim manifold oldugundan
M M
Iu([FW, FW,], V) = —gu (FW,, Vy FWL) + gy (FW,, Vy, FW;) (4.25)

elde edilir. S bir konform submersiyon oldugundan, (2.13) denklemi kullanilirsa

1
Iu([FW,, FW,], V) = ﬁ{gK(S*[FWZ' (Vs (V, FWy))

—gx (8. FW,, (VS )(V, FW;))} (4.26)
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olarak ifade edilir. [FW,,FW,] € (¢ekS,)*t olmast icin gerek ve vyeter sart
Ix (8. FW,, (VS)(V, FW,)) = gk (8. FW,, (VS,)(V,FW;)) dir. Buradan ispat tamamlanir
(Akyol, 2017).

Teorem 4.1.3. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fyr) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

VX,Y € T'((¢cekS,)*), VET(D,) ve W eT(D,) icin (¢cekS,)* distriblisyonunun M

manifoldu Gzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin gerek ve yeter sart
22{gy (AxBY — CY(InD)X + gy (X, CY)gradind, FW)} = ge(VSS.FW,S.CY) (4.27)
ve
AxCY + VYV, BY € T(D,) (4.28)
dir (Akyol, 2017).

Ispat. VX,Y € T((¢cekS)*Y), V € T(D,) ve W € I'(D,) icin Tanim 4.1.1. den (¢ekS,)*

distribisyonunun M manifoldu Gzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin
gerek ve yeter sart gM(V;(WY, V)=20 ve gM(V;("Y, W) =0 dir. M bir ¢arpim manifold
oldugundan (2.64) denklemi kullanilirsa

M M
gu(Vx ¥, V) = gy (~FVx FY,V) (4.30)
elde edilir. Burada (2.47), (2.48) ve (4.7) denklemleri kullanilirsa,

M M
gu(Vx Y, V) = =gy (BAxBY,V) — gu(¢pVVy BY,V)
—gu(PAXCY, V) — gy (BHVy CY,V)
= —gu (P(AxCY + VVy BY),V) (4.31)

bulunur. Diger taraftan, VX,Y € I'((cekS,)*) ve W € I'(D,) icin (2.64) ve (4.7) denk-

lemleri kullanilirsa
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gu(Vx Y, W) = —gy (BY,Vy FW) — gy (CY, Vy, FW) (4.32)

olarak ifade edilir. § bir konform submersiyon oldugundan, (2.48), (2.13) ve (2.77)

denklemleri kullanilirsa

1
I (Ve Y, W) = —g, (BY, A,FW) — T Ic(=X (DS FW — FW (In2)S.X
+gu (X, FW)S,(gradind) + V§S,.FW,S,.CY}

= —gu (BY, AxFW) + = gy (gradind, X) gy (S.FW, $.CY)

+5 gu(gradind, FW)ge(S.X,S.CY)
- %2 Iu (X, FW) gx(S.(gradini),S.CY)

— = (V3 S.FW, S,CY) (4.33)
dir. Gerekli diizenlemeler yapilirsa ve Tanim 4.1.1. kullanilirsa

gM(V;(WY, W) = gu(AxBY — CY(InA)X + gy (X, CY)gradlnd, FW)
— = 9 (ViS.FW,$,CY) (4.34)

elde edilir. (4.31) ve (4.34) denklemlerinden ispat tamamlanir (Akyol, 2017).
Asagidaki kavram homotetik dénisiim kavraminda 6nemli bir rol oynamaktadir.

Tamm 4.1.2. (M, gy, Fy) bir ¢carpim manifold, (X, ggx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
VX € T((¢ekS.)Y) ve W € I'(D,) icin V4 W € T(D,) ise D, distribiisyonuna (ceks.,)*
boyunca paraleldir denir (Akyol, 2017).

Yukaridaki tanimi saglayan konform yari-invaryant submersiyonlar icin asagidaki sonug

gecerlidir.
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Sonug 4.1.2. (M, gy, Fy) ve (X, gx) sirasiyla bir carpim manifold ve Riemann manifold
olsun. §: (M, gu, Fy) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon ve D,
(cekS.,)* boyunca paralel olsun. Bu durumda VX, Y € I'((¢cekS,)t) ve W € T'(D,) icin §

dondstimunun yatay homotetik donlisim olmasi igin gerek ve yeter sart
A2 gy (AxBY, FW) = g¢ (VS FW, S,.CY) (4.35)
dir (Akyol, 2017).

Ispat. VX,Y € I'((cekS,)*') ve W € I'(D,) icin, (4.34) denkleminden

gM(V,I(WY, W) = gy (AxBY — CY(InA)X + gy (X, CY)gradlnd, FW)
— = ge (V3 S.FW, 5,CY) (4.36)

dir. § yatay homotetik donisim ise yukaridaki esitlikten (4.35) denklemi elde edilir.
Eger (4.35) denklemi var ise

—gu(gradind, CY) gy (X, FW) + gy (X,CY)gu(gradind, FW) =0  (4.36)

olarak ifade edilir. (4.36) denklemi W € I'(D,) olmak lzere X = FW iginde dogrudur.
Bu durumda (4.36) denkleminde X = FW vyazilirsa gy (gradini, CY) gy (FW,FW) = 0
elde edilir. Buradan A, T'(u) Uzerinde sabittir. Benzer sekilde (4.36) denklemi Y € I'(n)
olmak Uzere X =CY icinde dogrudur. (4.36) denkleminde X =CY vyazilirsa
Iu(CY,CY)gy(gradinid, FW) = 0 elde edilir. Bu durumda A, T(FD,) Uzerinde sabit
bulunup § bir yatay homotetik dontsumduir (Akyol, 2017).

Konform anti-holomorfik durumunda asagidaki sonug gecerlidir.

Sonu¢ 4.1.3. (M, gy, Fy) bir ¢arpim manifold, (X, ggx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform anti-holomorfik yari-invaryant submersiyon
olsun. Bu durumda vW,;, W, € I'(D,) ve V € I'(¢ekS.,) igin asagidaki ifadeler birbirine
denktir:
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i. (cekS,)* distriblisyonu M manifoldu Uzerinde tamamen jeodezik foliasyon
tanimlar.
i (VS)(V, FWp) € T(S.(w)

dir (Akyol, 2017).

Ispat. vW,,W, € T(D,) ve V €T'(¢ekS,) icin, FW; € I'((ceksS,)) bulunup M bir
carpim manifold oldugundan

Iu(Vou, FW, V) = =gy (FW,, V' FW;) (437)
elde edilir. S bir konform submersiyon oldugundan (2.13) denklemi kullanilirsa
M 1
Ium (V[le FW,, V) = A_ng(S*IFWZI VsV, Fwy)) (4.38)

bulunur. Bu durumda (i) < (ii) dir (Akyol, 2017).
Teorem 4.1.4. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fp) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

VYU,V € I'(¢cekS,), X e T'(u) ve W € T'(D,) igin ¢eks, distribisyonunun M manifoldu

Uzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart
22 {gu(CTydV + Ay dU + gy (wV, wU)gradind, X)} = g (VS,,8.X, S, wU) (4.39)
ve
T,wU + V,¢U € T(D,) (4.40)
dir (Akyol, 2017).

Ispat. VU,V €T(cekS,), X €T(u) ve W eT(D,) igin, Tamm 4.1.1. den ceks,

distribusyonunun M manifoldu (zerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin
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gerek ve yeter sart gM(VlI,WV,X) =0 ve gM(V,',"V, FW) = 0 dir. M bir garpim manifold
oldugundan (2.64) ve (4.6) denklemleri kullanilirsa

gM(VgIV' X)= gM(VLIy(PV; FX) + gu (FU, V(i\)lVX)
= gu (Vg OV, FX) + gy (dU, Ve X) + gu(wlU, Vo, X)  (4.41)

elde edilir. § bir konform submersiyon oldugundan (2.45), (2.48), (2.13) ve (2.77)

denklemleri g6z 6nune alinirsa

gM(VLI;/IV' X) = gu(TydV + VydV, FX) + gu(pU, Ay X + }[VKVX)
+ 5 9 (8. (Vg X), S, 0U)
= gu(Ty®V, FX) + gy (U, Auy X) + 2 gx{—wV (In1)S.X
—X(InD)S.wV + gy (wV, X)S,(gradlni) + V3,,8.X, S, wU}

= gu(TydV,FX) + gy (U, A,y X)
- fng (gradind, wV)gx(S.X,S.wU)

_ %gM(gradln/L X)gx(S.wV,S,wl)
1
+ 2z Im (wV, X)gx(S.(gradin), S, wU)

+= gk (Vo $.X,S.0U) (4.42)
bulunur. Tanim 4.1.1. kullanilip gerekli diizenlemeler yapilirsa

M
Iu(Vy V., X) = gu(TypV,FX) + gu(@U, Ay X) — gu(gradind, X) gy (wV, wU)
+25 gx (Vi S.X, S.wU)
= gu(—=CTypV — A,y dU — gy (wV,wlU)gradini, X)
+%9K(Viv5*X. S.wU) (4.43)

dir. Diger taraftan VU,V € I'(¢cekS,) ve W € I'(D,) igin (2.64) ve (4.6) denklemleri

kullanilirsa
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Iu(Vy V,FW) = =gy (F(Vy ¢U + wlU), FW)
= —gu (BT, U + CT, U + ¢V, U + 0wV, ¢pU
+¢pTywU + wTywU + BHY, ol
+CHV, U, FW)
= —gu(CTy¢U,FW) — gM(aﬁVd)U, FW)
—gu(wTy U, FW) — gy (CHV, wU, FW)
= —gu(w(VypU + TywU), FW) (4.44)

elde edilir. (4.43) ve (4.44) denklemlerinden ispat tamamlanir (Akyol, 2017).

Asagidaki kavram donistimiiniin u distribisyonu Uzerinde sabit olmasi durumu igin
oldukca kullanighdir.

Tammm 4.1.3. (M, gy, F)) bir ¢arpim manifold, (X, gyx) bir Riemann manifold ve

§:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

U €eT(cekS,) ve X eT(n) icin Vng € I'(n) ise u distriblisyonuna c¢ekS, boyunca
paraleldir denir (Akyol, 2017).

Sonug 4.1.4. (M, gu, Fy) Ve (K, gg) sirastyla bir carpim manifold ve Riemann manifold
olsun. §: (M, gy, Fy) — (X, gg) bir konform yari-invaryant submersiyon ve p, ¢eks,

distriblisyonu boyunca paralel olsun. Bu durumda VU,V € I'(¢cekS,) ve X € T'(n) igin S

dondstimunun u distriblisyonu tzerinde sabit olmasi icin gerek ve yeter sart
2 gu(CTydV + Ay dU, X) = ge (VS S.X, S . wl) (4.45)
dir (Akyol, 2017).

Ispat. VU,V € I'(¢ekS,) ve X € T'(u) icin, (4.43) denkleminden

9Ty V,X) = gy (—CTypV — Ay dU — gy (wV, wU)gradini, X)
+ gk (Vo S.X, S.0U) (4.46)
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dir. § donlsumi p distribusyonu Uzerinde sabit ise (4.45) denklemi elde edilir. Eger
(4.45) denklemi var ise gy (wV,wU)gy(gradini, X) =0 bulunup 4, T'(u) Uzerinde
sabittir. Buradan ispat tamamlanir (Akyol, 2017).

Teorem 4.1.3. ve Teorem 4.1.4. den asagidaki sonug elde edilir.

Teorem 4.1.5. (M, gy, Fy) bir ¢carpim manifold, (K, g¢) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

VvX,Y € I'((¢cekS,)b) ve U,V,W € I'(¢cekS.,) icin M manifoldunun

M = Mers, X3 M (cexs, )+ seklinde bir yerel carpim manifoldu olmasi igin gerek ve yeter

sart
22{gy(CTydV + A,y dU + gy (wV, wl)gradind, X)} = g (VS,8.X, S.wl), (4.47)
TywU + V, ¢U € T(D;)
ve
AxCY + VVy BY € T'(Dy),

A2{gy (AxBY — CY(InD)X + gy (X, CY)gradind, FW)} = g¢(V5S.FW,S,.CY) (4.48)
olmasidir (Akyol, 2017).
(M, gu,Fy)  bir  carppm  manifold, (K,gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (K, gx) bir  konform  vyari-invaryant  submersiyon  olsun.
(cekS.)*t = F(D,) @ poldugundan X € T(D,) ve Y € T'(u) icin

= 9x(S.FX,8.Y) = gy (FX,Y) = 0 (4.49)

dir (Akyol, 2017). Bu ifade S,(FD,) ve S,(u) distriblsyonlarinin ortogonal oldugunu

gosterir. Simdi D, ve D, distriblisyonlarinin liflerinin geometrisini inceleyecegiz.
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Teorem 4.1.6. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fyr) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
vX,,Y; €T(D,), X, € T(D,) ve X € T'((gekS,)?t) igin D, distriblisyonunun M manifoldu
Uzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart

(V8) (X1, FY1) € T(S. (1) (4.50)

ve

= 9 ((VS) (X1, FY,), 8.CX) = guy (Y, Ty, BX) (451)
dir (Akyol, 2017).
Ispat. vX,,Y; € T'(D,), X, € ['(D,) ve X € I'((¢ekS,)*) igin Tanim 4.1.1. den D, dist-
ribisyonunun M manifoldu Gzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek

ve yeter sart gM(V;ZYsz) =0 ve gM(V)ZYl,X) =0 dir. M bir garpim manifold

oldugundan, (2.64) denklemi kullanilirsa
M M
Iu(Vx, 11, X3) = 9gu (Hvxl FY;, FX;) (4.52)

elde edilir. § bir konform submersiyon oldugundan (2.13) ve (2.77) denklemleri

kullanilirsa
M
In(Vx, Y1, Xz) = — 25 gx (VS.) (X1, FY;), S.FX;) (4.53)

olarak ifade edilir. Diger taraftan M bir ¢arpim manifold oldugundan (2.64) ve (4.7)

denklemleri kullanilirsa

M M M
Iu(Vx, Y1, X) = —gu(FYy, Vy, BX) + gy (H'Vy, FY;, CX)

M M
= gM(Yl' VX1]FBX) + gM(“]-[VXllel’ CX) (454)
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bulunur. § bir konform submersiyon oldugundan, Tanim 4.1.1. , (2.46), (2.77) ve (4.6)

denklemleri kullanilirsa

M M
In(Vx, Y1, X) = gu (Y1, Tx, wBX + HVy, wBX)
+ 5 G (—(VS.) (Xy, FY) + V3, S.FY,, §.CX)

= gu (Y1, Tx, BX) — 35 g ((VS.) (X1, FY;), .CX) (4.55)
elde edilir. (4.53) ve (4.55) denklemlerinden ispat biter (Akyol, 2017).
Benzer sekilde D, distriblisyonu i¢in asagidaki ifade soylenebilir.
Teorem 4.1.7. (M, gy, Fy) bir ¢carpim manifold, (K, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda

vX,, Y, €T(D,), X; € T(D;) ve X € I'((¢cekS,)Y) icgin D, distriblisyonunun M manifoldu

Uzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi icin gerek ve yeter sart

ve

1
_A_ng(V'[gYZ‘S*IFXZJ S*]FCX) = gM(YZ, BTXZBX)
+9u (X, Y) gy (H gradlnd, FCX) (4.56)

dir (Akyol, 2017).

Ispat. VX, Y, € T(D,), X; €ET(D;) ve X € I'((cekS,)*') igin, Tanim 4.1.1. den D,

distribusyonunun M manifoldu Gzerinde tamamen jeodezik foliasyon tanimlamasi igin
gerek ve yeter sart gM(V,ZYZ,Xl) =0ve gM(V)ZYz,X) = 0 dir. M bir ¢arpim manifold
oldugundan (2.64) denklemi kullanilirsa

Iu (T, Yo, X1) = —gu (FYy, HVy, FX;) (4.57)
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elde edilir. § bir konform submersiyon oldugu igin, (2.13) ve (2.77) denklemleri

kullanilirsa
I (VYo X1) = 25 9x (V8.) (X, FXy), S.FYy) (4.58)

bulunur. Diger taraftan M bir ¢arpim manifold oldugundan (2.64), (2.45) ve (4.7)

denklemleri kullanilirsa
M M
Iu(Vx, Y5, X) = =gy (FY,, Tx, BX) + gu (Vy, FX3, FCX) (4.59)

dir. § bir konform submersiyon oldugundan, Tanim 4.1.1. ve (2.77) denklemi

kullanilirsa

1
M
Iu(Vx,Y2, X) = =gu (FYy, T, BX) + = g (~FV,(In)S.FX; — FX, (In2)S.FY,

+ g (FY5, FX,)S. (gradind) + V3, S.FX,, S.FCX}
= gM(YZI BTXZBX) + gM(Yz,Xz)gM(}[gradln/L ]FCX)

1

+ 5 9k (Viy,S:FX,, S.FCX) (4.60)
elde edilir. (4.58) ve (4.60) denklemlerinden ispat tamamlanir (Akyol, 2017).
Teorem 4.1.6. ve Teorem 4.1.7. den asagidaki sonug elde edilir.
Teorem 4.1.8. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gyx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (K, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
vX.,Y; €T(Dy), X € T((¢eks)t) ve X,,Y, € T(D,) icin § donustmintn lifleri D; ve
D, distriblisyonlarinin yerel carpim manifoldu olmasi icin gerek ve yeter sart

(VS.) (X1, FY;) € T(S. (W),

= 9x((V8.) (X1, Y1), 8.CX) = gy (Y, Ty, wBX) (4.61)

ve
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(V8. (X2, FXy) € T(S. (W),

— % g¢(VEy,5.FX,, S.FCX) = gy (¥, BTy, BX)
+9u (X2, Y2) gy (H gradind, FCX) (4.62)

dir (Akyol, 2017).
4.2 Harmonik ve Tamamen Jeodezik Konform Yari-invaryant Submersiyonlar

Bu alt bolumde bir konform yari-invaryant submersiyonun harmonik olmasi igin gerek ve
yeter sartlar elde edilecektir. Ayrica bu submersiyonun tamamen jeodezik olma durumlari

incelenecektir.

Teorem 4.2.1. (M, gy, Fy) bir ¢arpim manifold, (K, gx) bir Riemann manifold ve
S: (M2mHn+n) g, Fy) = (K27, g) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun.
ceks, distribisyonunun ortalama egrilik vektor alan1 H'7 olmak Uzere § dénusliminin

tensiyon alani

7(8) =-(Cm+n)S.(H") + (2—n—2r)S.(gradlni) (4.63)
dir (Akyol, 2017).
Ispat. I'(TM)’nin bir ortonormal  bazi {ei,...,em Fey,...,Fep, eq, ...,
en, Feq, ..., Fen, Uy, .., Uor} olmak uzere ['(D;)’in ortonormal bazi
{e1,...,em, Feq,...,Fep}, T'(Dy)’nin ortonormal bazi {ei,...,e,}, T'(FD,)’nin

ortonormal bazi {Fe,...,Fe,} ve I'(u)’nun ortonormal bazi {uq,..., U} olsun. Bu
durumda (2.15) denkleminden

T(8) = X (VS)(ewe) + Xy (VS.)(Fey, Fey) + Xy (VS (i i) (4.64)

elde edilir. (¢cekS, X ¢ekS,) uzerinde ikinci temel formun izi
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izekS VS, = Y2 (VS,) (e, ) (4.65)

olarak ifade edilir. (2.13) denklemi kullanilirsa

2m+n

iZ6ekS.YS, = z (Ve,S.e; — 5*(V§fei))
i=1

= —(2m+n)S,.(H") (4.66)

dir. Benzer sekilde
iz6ekSITUS, = ¥ (VS.)(Fe;, Fep) + X2, (VS.) (Wi i) (4.67)

bulunup (2.77) denklemi kullanilirsa

n
iz(ekSITys, = z {Fe;(InA)S,Fe; + Fe;(In1)S,Fe; — gy (Fe;, Fe;)S,(gradini)}

=1

+ X5 (i (IS, p; + (IS, ;. — go (3, 1) S, (gradind)}
=2, 2gu(H gradlnl, Fe;)S.Fe; — nS,(gradlni)
+ %21, 2gu(Fgradin, u)S,.u; — 2rS,(gradini) (4.68)

elde edilir. § bir konform submersiyon ve » € M igin T, K’nin bir ortonormal bazi

1 1 -
{m S.(Fe;), Fres) Sr (/ih)}lsism,lshsr oldugundan

:(cekS,)t N 1 1
[z\$¢7VS, = z ZgK(S*(gradlnA),ZS*[Fei)IS*[Fei

=1

+ 22 29¢ (S* (gradind), %5*.“1‘) %S*.“i
—(n + 2r)S.(gradini)
= (2 —n - 2r)S.(gradint) (4.69)
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elde edilir. (4.66) ve (4.69) denklemlerinden (4.63) denklemi elde edilir. Buradan ispat
tamamlanir (Akyol, 2017).

Teorem 4.2.1. den asagidaki ifade soylenebilir.

Teorem 4.2.2. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S: (M2mntT) g Fay) = (K27, g¢) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun.
Bu durumda asagidakilerden ikisi tiglincuyt belirler:

(i) § dontsimi harmoniktir.

(ii) Lifler minimaldir.

(iii) § donusima yatay homotetik dontsumdir (Akyol, 2017).
Ispat. Teorem 4.2.1. den

7(8) =—-(Cm+n)S.(H") + (2 —n—2r)S.(gradlni) (4.70)

oldugundan (i) ve (ii) esitlikleri varsa (2 —n — 2r)S,(gradind) =0 bulunup §

dondstimu yatay homotetik dontusimdur. Benzer sekilde diger esitliklerde gosterilebilir.

Ayrica, Teorem 4.2.1. den asagidaki sonug elde edilir (Akyol, 2017).

Sonug 4.2.1. (M, gy, Fy) bir ¢arpim manifold, (X, ggx) bir Riemann manifold ve
S: (M2mntn) g Fay) = (K27, gy) bir konform anti-holomorfik submersiyon olsun.
§ doénusimindn harmonik olmas: icin gerek ve yeter sart liflerin minimal olmasidir
(Akyol, 2017).

Simdi  konform yari-invaryant submersiyonun tamamen jeodeziklik durumunu

arastiracagiz.

Tanim 4.2.1. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (K, gx) bir Riemann manifold ve

S:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda
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vU € I'(D,) ve X € T'(w) icin (VS,)(FU,X) =0 ise § dontsimine (FD,, u)-tamamen
jeodezik dontstim denir (Akyol, 2017).

Simdi Usteki tanimin konform submersiyonun karakterizasyonu tzerine 6nemli bir etkisi

oldugunu gosterecegiz.

Teorem 4.2.3. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda §
dondstimunun (IFD,, u)-tamamen jeodezik donlisim olmasi igin gerek ve yeter sart S
dondstimunin bir yatay homotetik dontustiim olmasidir (Akyol, 2017).

Ispat. U € I'(D,) ve X € I'(w) igin, (2.77) denkleminden

(VS.)(FU,X) = FU(InA)S.X + X(InA)S.FU — gy (FU, X)S.(gradinl)  (4.71)

yazilir. Yukaridaki denklemden § bir yatay homotetik dénisim ise (VS,)(FU,X) =0
dir. Tersine, (VS,)(FU,X) = 0 ise

FU(InA)S,X + X(InA)S,FU = 0 (4.72)

elde edilir. § bir konform submersiyon oldugu icin (4.72) denkleminin her iki tarafi

S.FU ile garpilirsa

gu(gradind, FU) gy (S.X, S.FU) + gy (gradini, X) gx(S.FU,S.FU) =0 (4.73)

dir. Yukaridaki denklemden g, (gradlni, X) = 0 bulunup A, ['(u) Uzerinde sabittir.
Diger taraftan (4.72) denkleminin her iki tarafi §,X ile garpilirsa

gu(gradind, FU) gy (S.X,S5.X) + gu(gradini, X)gx(S.FU,8,.X) =0  (4.74)

elde edilir. Buradan da gy, (gradinA, FU) = 0 bulunup A, T'(FD,) Uzerinde sabittir. Bu
durumda 4, (¢ekS,)* tizerinde sabit bulunup ispat biter (Akyol, 2017).
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Teorem 4.2.4. (M, gy, Fy) bir carpim manifold, (X, gx) bir Riemann manifold ve
S:(M, gy, Fy) — (X, gx) bir konform yari-invaryant submersiyon olsun. Bu durumda §
dontsuminun tamamen jeodezik olmasi igin gerek ve yeter sartlar

(i) CTyFV + wVyFV =0, U,V € T'(D,)

(i) CHV, FW + wT,FW =0, U €T(D,), W € I'(D,)

(i) § donusimanin yatay homotetik doniisim olmasidir (Akyol, 2017).
Ispat. U,V € I'(D,) icin, (2.64) ve (2.77) denklemleri kullanilirsa
(VS.)(U,V) = S.(FV, FV) (4.75)
elde edilir. (2.45) denklemi kullanilirsa
(VS)(U,V) = S, (F(TyFV + V,FV)) (4.76)
dir. Usteki denklemde (4.6) ve (4.7) denklemleri kullanilirsa
(VS)(U,V) = S, (BT, FV + CTyFV + ¢V, FV + wV,FV) (4.77)
olarak ifade edilir. BT, FV + ¢pV,FV € I'(¢ekS,) oldugundan
(VS)(U,V) = 8,(CTyFV + wV,FV) (4.78)
elde edilir. § donusimu (¢ekS,)* ve TK arasinda bir lineer izometri oldugu icin,

(VS,)(U,V) = 0 olmasi icin gerek ve yeter sart CT,FV + wV,FV = 0 dir. Diger taraftan
U e T'(D;) ve W € T'(D,) igin, (2.64) ve (2.77) denklemleri kullanilirsa,

(VS)(U, W) = S, (FV, FW) (4.79)

elde edilir. (2.46) denklemi kullanilirsa
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(VS)(U, W) = S, (F(T,FW + KV, FW)) (4.80)
olarak ifade edilir. Yukaridaki denklemde (4.6) ve (4.7) denklemleri kullanilirsa
(VS (U, W) = S,(dpT,FW + Ty, FW + BHYV, FW + CHV, FW) (4.81)
dir. ¢TyFW + BHV,, FW € T'(ceks.) oldugundan

(VS)(U,W) = S,(wTyFW + CHV, FW) (4.82)

olarak ifade edilir. Benzer sekilde S donusimi (cekS,)t ve TK arasinda bir lineer

izometri oldugu icin, (VS,)(U,W) =0 olmas: icin gerek ve yeter sart wTyFW +
C’:I-[VLAfIFW = 0 dir. Sonolarak X,Y € I'(n) icin (2.77) denklemi kullanilirsa

(VS)(X,Y) = X(InD)S,Y + Y(InD)S. X — gy (X,Y)S.(gradini) (4.83)
yazilir. Usteki denklemde X € T'(u) icin Y = FX yazilirsa
(VS) (X, FX) = X(In)S,FX + FX(InA)S. X (4.84)
elde edilir. Eger (VS,)(X,FX) = 0 ise
X(In)S,FX + FX(InA)S.X = 0 (4.85)

bulunup § bir konform submersiyon oldugu icin (4.85) denkleminin her iki tarafi . X ile

carpilirsa
gu(gradini, X) gk (S.FX, 8.X) + gy (gradind, FX) gy (S.X,5.X) =0 (4.86)

olarak ifade edilir. Yukaridaki denklemden g, (gradini, FX) = 0 bulunup A, T'(Fp)

Uzerinde sabittir. Diger taraftan (4.85) denkleminin her iki tarafin1 S,IFX ile carpilirsa
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gu(gradini, X) gy (S.FX,S.FX) + gy (gradini, X)gx(S.X, S, FX) =0 (4.87)

elde edilir. Buradan da g, (gradlnA, X) =0 olup A, T'(u) Uzerinde sabittir. Benzer
sekilde U,V € I'(D,) i¢in (2.77) denklemi kullanilirsa

(VS.)(FU, FV) = FU(InA)S,FV + FV(InA)S,FU — g, (FU, FV)S.(gradinl) (4.88)

bulunup burada V = U alinirsa

(VS.)(FU, FU) = 2FU(InA)S.FU — g, (FU, FU)S. (gradin) (4.89)

dir. § bir konform submersiyon oldugu igin (4.89) denkleminin her iki tarafi S,FFU ile

carpilirsa

2gy(gradlni, FU) g (S,.FU, S, FU) — gy (FU,FU) g (S.(gradlni),S,FU) = 0 (4.90)

olarak ifade edilir. Buradan da g, (gradlnA,FU)g, (FU,FU) =0 olup 4, T(FD,)
Uzerinde sabittir. Bu durumda A, T'((¢ekS,)*) lzerinde sabit olup ispat biter (Akyol,
2017).
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