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OZET

YUKSEK LiSANS TEZi

CARPIMSAL DIFERANSIYEL DENKLEMLERIN ve CARPIMSAL INTEGRAL
DENKLEMLERIN
CARPIMSAL KONVOLUSYON ILE COZULMESI

Merve KARA

Bandirma Onyedi Eyliil Universitesi
Lisansiistii Egitim Enstitiisii

Matematik Anabilim Dah

Damisman: Dr. Ogr. Uyesi Hatice YALMAN KOSUNALP
Temmuz 2025, 90 sayfa

Bu tezde carpimsal diferansiyel denklemlerin ve g¢arpimsal integral denklemlerin
carpimsal konvoliisyon ile ¢ozlilmesi incelenmistir. Bes boliimden olusan bu c¢aligmanin birinci
boliimiinde konuyla ilgili literatiirden bahsedildi. Ikinci béliimiinde bu tezde kullanilacak olan
cesitli tanim ve teoremler verildi. Ugiincii boliimiinde ilk olarak ¢arpimsal diferansiyel denklem,
carpimsal integral denklem tanimlari, 6zellikleri verildi. Bu denklemlere uygulanacak olan
carpimsal Laplace ve ¢arpimsal konvoliisyon tanimlari, 6zellikleri verildi. Ek olarak ¢arpimsal
Laplace doniigiimiinii ¢arpimsal diferansiyel denklemlere uygulamasina da yer verildi. Dordiincii
bolimde ilk olarak ¢arpimsal konvoliisyonu ¢arpimsal diferansiyel denklemlere uygulamasini
ispatlayarak uygulamalar yapildi. Ek olarak carpimsal Laplace doniisiimiinii ve carpimsal
konvoliisyonu c¢arpimsal integral denklemlere uygulamasini ispatlayarak uygulamalar yapildi.

Besinci boliimde ise elde edilen sonuglar degerlendirildi.

Anahtar kelimeler: Carpimsal diferansiyel denklem, ¢arpimsal integral denklem, garpimsal

konvoliisyon, ¢arpimsal Laplace, ¢carpimsal tiirev.
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ABSTRACT

MSc. THESIS

THE MULTIPLICATIiVE CONVOLUTION SOLUTIONS OF MULTIPLICATIVE
DIFFERENTIAL AND MULTIPLICATIVE INTEGRAL EQUATIONS
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Institute of Graduate Studies

Department of Mathematics

Supervisor: Asst. Prof. Dr. Hatice YALMAN KOSUNALP

July 2025, 90 pages

In this thesis multiplicative differential and multiplicative integral equations are studied with
multiplicative Laplace and multiplicative convolution theorem. Thesis is structured into five
chapters; first chapter mentioned about literature. In the second chapter the necessary definitions
and theorems are explained for thesis. In the third chapter multiplicative differential and
multiplicative integral equations definitions and properties are explained and multiplicative
Laplace and multiplicative convolution definitions are investigated. Furthermore the
multiplicative Laplace transformation for multiplicative differential equations are explained. In
the fourth chapter the multiplicative convolution method is applied to the multiplicative
differential equations, in addition the multiplicative Laplace and multiplicative convolution
method is developed for multiplicative integral equations and they are demonsrated with examples.

In the fifth chapter the results are given.

Keywords: Multiplicative convolution, multiplicative derivative, multiplicative

differential equations, multiplicative Laplace, multiplicative integral equations.
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1. GIRIS

Giliniimiizde genis bir uygulama alanina sahip olan matematiksel teorilerden biri klasik
analizdir. 17. yiizyilin sonlarina dogru Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz tarafindan
ortaya konan tiirev ve integral kavramlari iizerinde sekillenmistir. Cebir, trigonometri ve analitik
geometri konular1 tizerine insa edilen klasik analiz; limit, tiirev, integral seriler gibi kavramlari
icermektedir. Bu kavramlar, toplama ve c¢ikarma islemlerinin genellestirilmis big¢imleriyle
tanimlandigindan, klasik analiz "toplamsal analiz" olarak da adlandirilmaktadir. Klasik analiz,
matematiksel modelleme gerektiren ve analitik ¢oziimlerin 6nem tasidigi doga bilimleri,
miihendislik, bilgisayar bilimleri, istatistik, ekonomi, isletme ve tip gibi alanlarda da
kullanilmaktadir.

Klasik analize alternatif olarak farkl aritmetik islemler yardimiyla olusturulan analizler de
vardir. Ornek verirsek; 1887 ’de Vito Volterra tarafindan Volterra tipi analizdir. (Volterra &
Hostinsky, 1938) Bu analizde ¢arpma islemi temel alindigindan ¢arpimsal analiz olarak da
adlandirilmaktadir. Volterra ¢arpimsal analize dayali bazi calismalar ortaya konulmustur.
(Kasprzak, Lysik, & Rybaczuk, 2004) (Rybaczuk, Kedzia, & Zielinski, 2001) Volterra analizinin
tanimlanmasindan sonra Micheal Grossman ve Robert Katz tarafindan 1967-1970 yillarinda
yapilan aragtirmalar neticesinde geometrik analiz, bigeometrik analiz ve anageometrik analiz
olarak adlandirilan yeni analizler de ortaya konmustur. Non-Newtonian analiz olarak da
adlandirilan bu yeni analiz ile ilgili temel tanim ve kavramlar verilmistir. (Grossman & Katz, 1972)
Non-Newtonian analizlerinden bir diger analiz ise geometrik analizdir. Dick Stanley, geometrik
analizi ilk kez yeniden ele almig ve bu yontemin ¢esitli uygulamalari ile sagladig1 faydalar1 ortaya
koymustur. (Stanley, 1999) Geometrik analizde, klasik analizde toplama ve ¢ikarmanin istlendigi
islevi carpma ve bdlme islemleri devralmistir. Dolayisiyla geometrik analiz ¢arpimsal analiz
olarak adlandirilmistir. Sonrasinda, ¢carpimsal analiz konusunda bazi aragtirmalar Duff Campbell
tarafindan yiirttilmistiir. (Campbel, 1999) 2008 yilinda Agamirza E. Bashirov ve arkadaslari
tarafindan yapilan ¢aligmalarda da carpimsal analizin temel kavramlar1 ayrintili bir sekilde ortaya
konmus ve bazi dnemli uygulamalari gosterilmistir. (Bashirov A. , Misirl, Ozyapici, & Tandogdu,
2011)

Carpimsal analiz bilim ve miihendislik alanlarinda yeni bakis acgilar1 sunmaktadir.
Aniszewska, carpimsal diferansiyel denklemlerin ¢6ziimiinde ¢arpimsal Runge-Kutta yontemini
kullanmistir. (Aniszewska, 2007) Bashirov, Misirl1 ve Ozyapici, analiz alanindaki arastirmacilarin

dikkatine ¢arpimsal analizin bazi uygulamalarini1 ve faydalarini sunmustur. (Bashirov, Misirli, &
1



Ozyapici, 2008) Riza, Ozyapic1 ve Misirh, ¢arpimsal diferansiyel denklemler ile Volterra integral
denklemlerinin sayisal ¢oziimleri icin sonlu fark yontemlerini incelemistir. (M, Ozyapici, &
Misirl, 2009) Misirh ve Giirefe, carpimsal diferansiyel denklemlerin sayisal ¢éziimiinii elde
etmek amaciyla carpimsal Adams-Bashforth-Moulton yontemlerini gelistirmistir. (Misirh &
Giirefe, 2011) Bashirov, Riza karmagik degerli fonksiyonlar i¢in ¢arpimsal tiirev konusunu
tartigmis; (Bashirov & Riza, 2011) Bashirov, Norozpour ise ¢arpimsal integrali karmasik degerli
fonksiyonlara genisletmistir. (Bashirov & Norozpour, 2017)

Bashirov, ¢arpimsal analiz anlaminda ¢ift katli integralleri incelemistir. (Bashirov A. E.,
2013) Bhat ve arkadaslar1 ¢carpimsal Fourier doniisiimiinii tanimlamis ve garpimsal diferansiyel
denklemlerin ¢dziimiinii bu doniisiimii kullanarak elde etmistir. (Bhat A. H., Majid, Wani, Jain, &
Shah, 2019) Bhat ve arkadaslar1 ¢arpimsal Sumudu doniistimiinii tanimlamis ve bazi ¢arpimsal
diferansiyel denklemleri bu doniisiimii kullanarak ¢ozmiistiir. (Bhat A. H., Majid, Wani, & Jain,
2019)

H. Durmaz ¢arpimsal integral denklemleri kullanmigtir. (Durmaz, 2019) N. Giingor ve H.
Durmaz, ¢arpimsal Volterra integral denklemlerini tanimlamis ve bu denklemlerin ¢éziimiinii
ardigik yaklagim yontemiyle bulmuslardir. (Giingér & Durmaz, 2020) Buna ek olarak, ¢arpimsal
diferansiyel denklemler ile ¢arpimsal integral denklemleri arasindaki iliskiyi arastirmiglardir. N.
Yal¢in ve M. Dedetiirk ¢arpimsal diferansiyel denklemlerin ¢éziimlerini ¢arpimsal diferansiyel
doniisiim yontemiyle ve carpimsal kuvvet serisi yontemiyle vermislerdir. (Yal¢in & Dedetiirk,
2021) A. Bal, N. Yal¢in, M. Dedetiirk ¢arpimsal integral denklemlerin ¢arpimsal kuvvet serisi
yontemiyle ¢oziimlerini yapmustir. (Bal, Yal¢in, & Dedetiirk, 2023)

Bazi matematiksel problemler, klasik analiz kavramlariyla agiklanmakta ve analitik olarak
¢oziilmekte zorluk ¢ikarabilir. Bu problemlerin ¢oziimiinde ¢arpimsal analiz, klasik analize gore
daha etkili ve uygulanmasi daha kolaydir.

Yapilan literatiir taramalarinda, ¢arpimsal analizde ¢arpimsal konvoliisyon teoreminin
carpimsal diferansiyel denklemlere ve carpimsal integral denklemlere uygulamasina, ¢arpimsal
Laplace yonteminin ¢arpimsal integral denklemlerine uygulanmasina rastlanmamistir. Bu tez
calismasinda, carpimsal analizdeki temel kavramlardan yararlanarak konvoliisyon ile ilgili
kavramlar, 6zellikler ve uygulamalar ¢arpimsal analize aktarilmistir. Ayrica, ¢arpimsal Laplace

yonteminin ¢arpimsal integral denklemlere uygulanmasi da gergeklestirilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu boéliimde tezde sik kullanacagimiz bazi temel ve kavramsal bilgilere yer verilecektir.

n. Mertebeden Lineer Diferansiyel Denklemler i¢in Temel Tanim ve Teoremler

Tamm 2.1: t bir reel degisken olmak lizere

Y™ (O) + e Oy VO + -+ ¢, (DY (8) + @)y () = 7(8) (2.1)

seklindeki denklemlere n. mertebeden lineer diferansiyel denklem denir. Bu denklemde, esitligin
sag tarafindaki r(t) ve sol tarafindaki qo(t), q;(t), ... ,qn—1(t) katsayilar1 t degiskenine baghdir.
Islemleri basitlestirmek igin (2.1) esitliginin sol tarafi

L{y} =y @) + g1y V@) + -+ 1 (0)y'(©) + qo(®)y (D)

bigiminde tanimlanirsa (2.1) denklemi

L{y} =r(t) (2.2)

olarak yazilir.

Teorem 2.1: t bir reel degisken, qo(t), q1(t), ... , qn_1(t), r(t) fonksiyonlar1 bir a <t < b

araliginda tanimli ve stirekli olmak iizere

Y™ () + 1 Oy VO + -+ g1 (DY (0) + oDy () =71(0) (2.3)

lineer diferansiyel denklemi

y(to) = ¥0,¥'(t0) = y1,., ¥ (t) = yn1,  a<top<b
seklindeki baslangi¢ kosullari ile a < t < b araliginda tek bir ¢6ziime sahiptir. (Finan, 2013)

Teorem 2.2: y1,¥2, V3, -, Yo, L{y} = 0 denkleminin ¢6ziimleri olsun. Bu takdirde,



Y =C1Y1 T Y+ + CpYn (2.4)

ifadesi de denklemin ¢6ziimiidiir. Burada, k = 1, 2, ..., n igin ¢ bir keyfi sabittir. (Finan, 2013)

Teorem 2.3: t birreel degisken, qo(t), q,(t), ... ,qn,—1(t) fonksiyonlar1bira < t < b araliginda

tanimli ve siirekli olmak tizere, { v4, y5, V3, ..., ¥} kiimesi

y® + ¢, 1Oy + -+ (DY + qo(H)y = 0 (2.5)

diferansiyel denkleminin temel ¢6ziim kiimesidir ancak ve ancak y,,y,, Vs, ..., ¥, fonksiyonlar

lineer bagimsizdir. (Finan, 2013)
Teorem 2.4: {y,(t), y,(t), y5(t), ..., y,(t)} kiimesi

Y+ @ua OyPD + -+ (DY + gDy =0
denkleminin temel ¢6ziim kiimesi ve y,(t) homojen olmayan

Y+ g @y 4+ (DY + qo(D)y =7(8)

diferansiyel denkleminin 6zel ¢6ziim kiimesi olsun. Boylece, homojen olmayan lineer diferansiyel

denklemin genel ¢oziimii

y = c1y1(t) + c2y2(8) + -+ + cpyn(t) + y,(t) (2.6)

seklindedir. Burada, k = 1, 2, ..., n i¢in ¢}, lar keyfi sabittir. (Finan, 2013)
2.1 Laplace Doniisiimii

Tanmm 2.2: f, [0, o) araliginda tanimli bir fonksiyon olsun. Eger fooo e StF(t)dt integrali meveut

(veya yakinsak) ise, s nin bir fonksiyonu olan



o

A
F(s) =fe‘5tf(t)dt=flli_r)rolof e Stf(t)dt (2.7)
0

0

ye f’ nin Laplace doniisiimii denir. f fonksiyonun Laplace doniisiimii

L{f ()} = F(s)
bigiminde gosterilir. (Cagliyan, Celik, & Dogan, 2013)

Ornek 2.1: f(t) = e, k > 0 fonksiyonunun Laplace déniisiimii

(00] oo

e—Ste—ktdt - f e—(S+k)t dt
0

L{f(©)} = F(s) = L{e™*} = f

0

1 A 1 1
l' —(S+k)t - — 0_ 1 —
s+kAl—I>Ioloe |t=0 s+k( ) s+ k

olarak elde edilir.

Ornek 2.2: f(t) = 1 fonksiyonunun Laplace doniisiimii

o o

1
e~st -1dt=f e Stdt = —
0 s

LUF(©)} = F(s) = L{1} = f

0

olarak elde edilir.

Tammm 2.3: a , M ve t, sabitleri olmak iizere V t > t, icin e *|f(t)| <M olursa f (t)

fonksiyonuna a —iistel basamaktan fonksiyon denir.

Teorem 2.5: f (t) fonksiyonu her kapali ve sonlu a <t < b, b > 0 arali1 iizerinde parcali siirekli

ve «a -listel basamaktan bir fonksiyon ise, S > « igin f (t) ’in Laplace doniisiimii vardr.

Ispat : Herhangi bir pozitif A sayisi igin



oo A oo

fe‘“f(t)dtzfe‘“f(t)dt+f e Stf(t)dt

0 0 A

yazilabilir. Her sonlu 0 < t <A araliginda f (t) pargali siirekli oldugundan esitligin sag tarafindaki

ilk integral mevcuttur. t >A i¢in f (t) a-lstel basamaktan oldugundan dolay1

o

f e Stf(t)dt

A

(0]
(0]

Sfe‘“lf(tﬂdtgf e StMe%dt =

S—a
W 0

dir. Dolayisiyla s > « i¢in ikinci integral de mevcuttur. Sonug olarak fooo e Stf(t)dt integralinin

var olmasi i¢in yeter sart f (t) pargali siirekli fonksiyonunun a-iistel basamaktan olmasidir.
Teorem 2.6: L{f(t)} = F(s) olmak iizere Laplace doniistiimiiniin 6zellikleri asagida verilmistir.

1. Lineerlik Ogzelligi: c¢; ve c, iki sabit, F;(s) ve F,(s) swasiyla fi(t) ve f,(t)

fonksiyonlarmin Laplace doniisiimleri olmak iizere;

L{c,1f1 (D) + c2f2(0)} = c1F1(s) + 2 F>(s) (2.8)

dir.

2. Birinci Oteleme Ozelligi: L{f(t)} = F(s) ise

L{e** f(t)} = F(s — b) (2.9)

dir.

3. Ikinci Oteleme Ozelligi: L{f (£)} = F(s) ve g(t) fonksiyonu

(f(t—=b) ,t=b
g(t)_{ 0  t<b

seklinde tanimlanirsa



L{g(®)} = e~ - F(s) (2.10)

dir.

. Olgek Degisimi Ozelligi: L{f (t)} = F(s) ise

1
LfBOY =3 F (%) (2.11)

dir.

. Goriintii Fonksiyonun Tiiretilmesi: L{f (t)} = F(s) bigiminde tanimlansin. f(t) ise [0, o)

araliginda pargali siirekli ve @ mertebeden iistel fonksiyon olsun. Bu durumda s > « i¢in

d"F(s)
n — ((— n
L) = (D" (2.12)
dir.
. Goriintii Fonksiyonun Integre Edilmesi: L{f(t)} = F(s) ve tlirg;r @ mevcut ise, bu
durumda
t oo
L{&}zf F(u)du (2.13)
t u=s
olur.

Laplace Déniisiimiiniin Limit Bigimi: Eger L{f (¢t)} = F(s) ise lim F(s) = 0’dur.
S—00

Ispat: f(t) iistel mertebeden ise

o

IF(s)] < f eStIF(0)] dt

0

fO<M



oldugu icin
|F(s)| < Mfoooe_“e“tdt = % ,S>a
yazilabilir. O halde
;i_)rglo|F(5)| =0= Sli_)rgF(s) =0
elde edilir.

Bazi Elemanter Fonksiyonlarin Laplace Doniisiimleri

Ornek 2.3 : f(t) = t™ olsun. L{f(t)}’yi hesaplayalim.

o)

L{t"} = f e Sttdt
0

integralinde st = 7 doniisiimii yapilirsa integral I' (gama) fonksiyonu ile ifade edilebilir.

*© nd 1 *© 'n+1 !
L{t"} = f e’ (E) & f e 'thdt = nt+D)_ W n>-—1, s>0
0

s/ § = gntl 0 sn+l T gn+l’
(Gama fonksiyonu I'(t) = fooo e *ut~1 du = (t — 1)! olarak tamimlanir.) Gama fonksiyonunun
J;)ooe‘frndr =I'(n+1) =n!
ozelligi kullanilarak

(n)!
L{t”}=F(s)=w, n>-—1, s>0



olarak yazilir. O halde 6zel olarak bu fonksiyonda n =0 i¢gin n =1 ve n = 2 i¢in Laplace

dontistimleri

1 1 2
L 1 =, L tl =, L tz = —
{ } s { } 52 { } 53

olur.
Yine bu fonksiyondan = —1/,, n =1/, icin Laplace donisiimleri de

1
L{t_i}: 21 i
g2t s2 S
ve
1 NV
y TG+ I(3) F  ym
Ltz =—5%——=—%"= = ,  s>0
g1 5 Vs 2

olarak bulunur. Ayrica birinci 6teleme teoremini kullanarak L{e?*t™} i de hesaplayabiliriz.

f(t) =t"ise

L{e®' f()} = F(s — b)
ettty =

seklinde elde edilebilir.



Tablo 2-1: Bazi Fonksiyonlarin Laplace Doniigiimleri

f(@® F(s) f®) F(s)
1 ! >0 t t o >0
-, s ‘cosa , s
s (s2 + a?)?
t L t [ t 2as >0
— -sina —_— s
52’ s>0 (s + a?)2
2 cos at In(s? + a?
t? =, s>0 _(7)
s3 t 2
T sin at a
t% £, s>0 arctan (—), s>0
i t s
1 N at s—a
1 _— s>a
t72 ~rek s>0 e“ cos bt (s —a)? + bZ
I'n+1 n)! b
t" g:() ) s>0 e sin bt ——, s>a
STI.+1 Sn+1 (S - (X) + b
. 1 u(t —a), e
e” , s>a , s>0
S—a a=>0 S
(n)! P
e¥ttn ’ s>a at — sin at _— s>0
(s — a)rtt s2(s2 + a?)
hat s > |al in i Pt t 2a°
cosha , s>la sinat — at cos a S
sz —qa? (s2 + a?)?
inh at ¢ s> |al inat + at t 25%a
sinh a , sinat + at cos a S
sz —qa? (s2 + a?)?
S ebt_eal’ Ss—a
cost > , s>0 In
s¢+1 t s—b
- 1 o Jv (00, VT F b7 —5)’
sin , s A
s2+1 v>-—1 b¥Vs2 + b2
t), —-as __ ,—bs
cosat a2 s>0 ab . ) s>0
0<a<b
a o(t —a),
sin at 5 = s>0 e %

2.2 Tiirevin ve Integralin Laplace Déniisiimii

Tiirevin Laplace Doniisiimii

Laplace doniisiimiinii diferansiyel denklemlere uygularken bir fonksiyonun tiirevlerinin

Laplace doniisiimii bilinmesi gerekir. Bu ylizden asagidaki teoremden yararlanacagiz.

Teorem 2.7: L{f (t)} = F(s) ise




L{f'(®)} = sF(s) — f(0) (2.14)

ve

L{f" (0} = s?F(s) — sf(0) — £'(0) (2.15)

dir.

Genellestirme: t > 0 icin f,f’,f@, ..., @V siirekli ve t > 0 igin f™ siirekli, a — iistel

mertebeden ise

L@} = s7F(s) = s™(0) = sm1(0) = = sfTR(0) — fPD(0)  (2.16)

dir.

Ornek 2.4: f(t) = cos?t olsun. Laplace doniisiimiinii hesaplayalim.

f(0) = 1ve f'(t) = —2sin2t’dir. Tiirevin Laplace doniisiimiinden
L{f'(®)} = sL{f(©)} = £(0) = sF(s) — f(0)

L{—sin 2t} = sL{cos?*t} — f(0)

= sL{cos?*t} — 1

2 )1 s2 42
S

Cs2+4 T (s244)-s
olur.
Integralin Laplace déniisiimii
Teorem 2.8: L{f(t)} = F(s) olmak {izere
‘ F(s)
L f fwduy =—— (2.17)
u=0 S

dir.
11



2.3 Ters Laplace Doniisiimii

Tamim 2.4: Bir f fonksiyonunun Laplace doniisiimii taniminin

LUGH=f eStF(D)dt = F(s)

0
oldugunu biliyoruz. Diger yandan

b+ico

LYF(s)} = F(E) = Z_mf et F(s)ds, b>0 (2.18)

s=b—ic

denklemine F(s)’ nin Ters Laplace Doniisiimii denir.

Teorem 2.9 (Learch Teoremi): Her sonlu 0 < t < N araliginda pargali siirekli ve t > N igin a-
istel basamaktan olan f(t) fonksiyonlari i¢in F(s) tek tirlii olarak belirlenebilir. Yani

L YF(s)} = f(¢) tektir.

Laplace doniisiimii i¢in verilen ozelliklere ters Laplace dontisiimii uygulayacak olursa

asagidaki ozellikleri yazabiliriz.

1. L™ F(s) + ayFy(s)} = ay L"HF ()} + a,L7H{F,(s)}, (@, a; sabit)
2. LYF(s—a)} =e%f(t)

N O e L

4. LMF(as)} =<1 (%)

5. LYF®(s)} = L7 {%F(s)} = (=D"t"f(b)
6. L[ Flwdu} =28

7. L7Y{sF(s)} = f'(t)

8. L1 {@} = [ fadu

Verilen bir fonksiyonun ters Laplace doniisiimiinii bulmada ters Laplace doniisiim

ozelliklerini ve 1labilir.
12



Tablo 2-2’yi kullanilabilir. Gerektiginde tam kare ydntemi ve basit kesirlere ayirma

yontemini de kullanilabilir.

Tablo 2-2: Bazi Fonksiyonlarin Ters Laplace Dontistimleri

Ornek 2.5: F(s) =

labilir.

(s—

o fonksiyonunun ters Laplace doniisiimiini bulalim.

F(s) L{F(s)} F(s) LTH{F(s)}
! >0 1 - >0 t t
-, s —_— s “cos a
s (s2 + a?)?
! t 2as >0 t-si t
— —_—, s ssina
52’ s>0 (s2 + a?)?
2 In(s? + a? cosat
—, s>0 t? _InGs”+a%)
s3 2 t
T a sinat
£, s>0 t% arctan (—) s>0
\s S t
NI 1 Ss—«a
-5 —BERNT A s>a e® cos bt
s3 s>0 t 2 (s — @)% + b2
Tm+1) () A b at o
WZSH+1' s>0 t m, sS>a e“ sin bt
1 t e % u(t - a)!
, s>a e® , s>0
s—a S a=>0
(n)! =
——\, s>a edttn ——,  s>0 at —sinat
(s — a)rtt s2(s? + a?)
u > |al hat 2a° inat — at cos at
, s> |a cosha —_— sinat — at cos a
s — 2 (s2 + a?)?
a , 2s5%a .
> > s> |af sinh at —_— sin at + at cos at
S —Qa (52 + aZ)Z
S s—a bt _ ,at
5 ) s>0 cost In € €
st+1 s—b t
1 50 int (Vs2+ bz —s)’ Jv(bt),
) s sin A
s2+1 bVsZ + b2 v>—1
s e~%s _ p~bs (t),
) s>0 cosat ab
2 + a2 5 , s>0
0<a<b
a ot —a),
> > s>0 sin at e %
6




(n)!

(s_a)n+1

Tablo 2-2°daki L1 { } = e*t" formiiliine bakilarak n = 3, a = 1 olarak alinirsa;

LY(F(s)} = L—l{ } .

(s—1)*
olur.

s+1
$2+25+10

Ornek 2.6: F(s) =

fonksiyonun ters Laplace doniisiimiinii bulalim.

Kesrin paydasi tam kare yapilirsa
s2+254+10=5%24+25s+1+9=(s+1)*>+32
olup buradan

s+1 r s+1
s24+25s4+10 (s+1)%2+32

bulunur. 1labilir.

S—a

Tablo 2-2’daki L_l {m

}Ze”‘t cos bt formiiliine bakilarak « = —1, b = 3 verilirse

s+1

LHFsY =17 {m

} = e tcos3t

olur.

2.3.1 Kismi Kesirler Yontemi

Basit rasyonel fonksiyonlarin toplami olarak ifade edecegiz. Bu da kismi kesirler
yontemiyle gergeklesir. Bu yontem kalkiiliiste, P(s)/Q(s) bigimindeki bir rasyonel fonksiyonun,
P polinomunun derecesinin Q polinomunun derecesinden daha kii¢iik oldugu durumda, Q(s) 'nin
dogrusal ve ikinci dereceden ¢arpanlarina dayanan bir kismi kesir agilimi seklinde yer alir.
(Polinom katsayilarinin gergek sayilar oldugunu varsayityoruz.) Ug¢ durum gdz &niinde

bulundurulmalidir. (Nagle, Saff, & Snider, 2018)
14



1.Lineer ¢arpanlar
2 Katli lineer ¢arpanlar
3.Kuadratik ¢arpanlar

2.3.1.1 Lineer ¢carpanlar
Eger Q(s) farkli dogrusal garpanlarin bir ¢arpimi olarak ¢arpanlarina ayrilabiliyorsa,
Q) =(s—r)(s—12)..(s — 1)
burada r; ‘ler birbirinden farkli gergek sayilar ise, kismi kesir agilimi su formda olur:

P(s A A A
() _ Ay 2,
Q(s) s—-1rn s—nmn S—1

burada A;'ler ger¢ek sayilardir. A4, A,, ..., A, sabitlerini belirlemek igin ¢esitli yontemler vardir.
Bir sonraki 6rnekte bu yontemlerden iki tanesini gosterelim.

Ornek 2.7: F(s) = % fonksiyonun ters Laplace doniistimiinii bulalim.

2

F(s) i¢in kismi kesir agilimini bularak baslayalim. Payda ti¢ farkli dogrusal ¢aprpandan

olustugu icin acilim su formda olacaktir:

3s+5 _ 3s+5 _A1+ A, A,
s(s2+s5s—-6) s(s+3)(s—2) s s+3 s—2

(2.19)

Tiim kismi kesir agilimlari i¢in ise yarayan bir yontem, agilim denklemine, verilen rasyonel
fonksiyonun paydast ile garpmakla baslar. Bu islem sonucunda iki 6zdes polinom elde ederiz. s*’
larin katsayilarini esitlemek, bilinmeyen sabitleri belirlemek icin ¢ozebilecegimiz bir dogrusal
denklem sistemi olusturur. Bu 6rnekte, (2.19) denklemini s(s + 3)(s — 2) ile ¢arpariz ve su sonug

bulunur:

3s+5=A4,(s+3)(s—2) + A,5(s — 2) + A35(s + 3) (2.20)

3s+5=(A4; + A, + A3) s? + (=54, — 24, + 343)s — 64,.

15



Buradan
Al + AZ + A3 = 0

_5A1 - 2A2 + 3A3 = 3

_6A1 == 5

4 11, - :
L A; = = degerlerini elde ederiz.

denklem sistemini ¢éziimiinden A; = —Z, Ay = —
A;, A,, As sabitlerini bulmak igin diger bir yontem ise s i¢in ti¢ deger se¢ip bunlari (2.20)
denklemine yerlestirerek {i¢ bilinmeyenli dogrusal denklemler elde etmektir. Bu durumda, s = 0,

s = —3, s = 2 secildiginde denklem sistemini ¢6zmek kolaylasir.

s = 0 yazilirsa;

5= 4;(3)(=2) + 4,(0) + A5(0) == Al—g

s = —3 yazilirsa;

4
—4= A4;(0) + A(=3)(=5) + 43(0) >= A, — =

s = 2 yazilirsa;

11 = A;(0) + A;(0) + A3(2)(5) = A3 = %

elde edilir.

Simdi (2.19) denklemi i¢in bulunan A, A,, A; sabitlerini yerlestirilirse;

3s+5 5 4 N 11
s(s+3)(s—=2) 6s 15(s+3) 10(s—2)

verilen rasyonel fonksiyon igin kismi kesir a¢ilimi elde edilir. Ters Laplace doniistimiinii de

i 3¥5 ) (5 4 11
{s(s 3 = 2)} = {‘a 156 +3) 110G = 2)}




5 4 11
6 15 10
seklinde belirlenebilir.

2.3.1.2 Kath Lineer Carpanlar

Eger s —r, Q(s)nin bir carpani ise ve (s —1)*, Q(s)'yi bélen s — r ' nin en yiiksek

P(s)

kuvvetiyse, 0 zaman 26 nin kismi Kkesir agilimindaki (s — )™ terimine karsilik gelen kismi1 su
sekildedir:
Ay 4 Ay Ay
s—r (s—r)2 (s —nr)k

burada A;’ler gercek sayilardir.

252-35-2

Ornek 2.8: F(s) = _S D2 fonksiyonun ters Laplace doniisiimiinii bulunuz.

F(s) i¢in kismi kesir a¢ilimini bularak baslayalim. Paydadaki s + 1 katli lineer ¢arpan,

s lineer garpandan olustugu i¢in agilim su formda olacaktir:

—2s2—-3s-2 A, A, Asg
=— . 2.21
s(s+1)2 s-|_5+1+(s+1)2 ( )
Her iki tarafi s(s + 1)? ile carpilirsa;
—252—=35s—2= A;(s+1)?+ A,s(s+1) + Ass (2.22)

elde edilir. (2.22) denklemine sirayla s = 0, s = —1 ve herhangi bir deger verebiliriz. Kolaylik

olmasi agisindan s = 1 de verilebilir.

s = 0 yazilirsa;

—-2=A,(1)+ A,(0) + A3(0) = 4, = -2

s = —1 yazilirsa;

17



—243-2= 4,00+ 4,(0)+ A;(-1) = 4, =1
s = 1 yazilirsa;

—2-3-2=A4,(8)+ 4,2) + A;(1) > 4; =0
elde ederiz. (2.21) denklemi i¢in bulunan sabitler ile;

—25s*—35—2 2+ 1
s(s+1)2 s (s+1)2

kismi kesir agilimi elde edilmis olur. Ters Laplace doniisiimii de:
_(—2s?—-3s-2 (2 1
L 1 = L 1 {— ] + —}
s(s+1)2 s (s+1)?

- e ]

=—-2+te’t
olacak sekilde bulunur.

2.3.1.3 Kuadratik ¢arpanlar

Eger (s — a)? + b%, Q(s)'nin bir ikinci dereceden ¢arpaniysa ve bu garpan gergek
katsayilarla dogrusal garpanlara indirgenemiyorsa, ayrica m, Q(s)'yi bélen (s — a)? + b?'nin en

yiiksek kuvvetiyse, 0 zaman (s — a)? + b?'ye karsilik gelen kismi kesir agilimi su sekildedir:

Cis + Dy 4 Cys + D, - Cns + D,
(s—a)>+b? ((s—a)?+b?)? ((s—a)?+b2)m

Ancak Laplace doniistimlerini daha kolay bulabilmek igin C;s + D;’ yi A;(s —a) + bB;
bigiminde ifade etmek daha uygundur. Bu nedenle, bu kismi kesir agilim1 su sekilde yazilir:
18



A{(s—a)+bB; Ay(s—a)+bB, Am(s—a)+bBy,
(s—a)2+b2 ((s—a)2+b?2)2 ((s—a)2+p2)m *

—25%248s5—14
(s+1)(s%2-2s+5)

Ornek 2.9: F(s) = fonksiyonun ters Laplace doniistimiinii bulalim.

Oncelikle, s — 2s + 5 'in indirgenemez bir ikinci dereceden carpan oldugunu
gozlemliyoruz. Daha sonra, bu ifadeyi (s —a)? + b? formunda yazmak igin tam kareye
tamamlanirsa:

s2—25+5=(s—1)% + 22

olur ve s — 2s + 5 ve s + 1, tekrarlanmayan carpanlar oldugundan, kismi kesir agilimi

2% +8s—14 _AGs-1D+28  C
(s+1)(s2—=2s+5) (s—12+22 s+1

(2.23)

seklinde olur ve her iki taraf ortak paydayla (s + 1)(s? — 2s + 5) carptigimizda su ifadeyi elde

edilir:
—252+85s—14=(A(s—1) +2B)(s + 1) + C((s — 1)? + 2?).

s = —1 yazilirsa;
—-8-2-14=C8)=>C=-3
olur, s = 1 yazilirsa;
—24+48-14=A4(0)+B(4)+C(4)>B=1
olur ve s = 0 yazilirsa;
—-0+0-14=A-1)+B2)+C(B)=4=1
elde edilir. (2.23) denklemi i¢in buldugumuz A, B, C sabitlerini yerlestirilirse:

—25*+8s—14  (s—1)+2 3
(s+1)(s2—25+5) (s—1)2+22 s+1
19




verilen rasyonel fonksiyon igin kismi kesir agilimi elde edilir. O halde ters Laplace doniisiimii

-1 —2s%+8s—14 _ (s—1)+2 3
{(s+1)(52—25+5) B (s—1)2+22 s+1

S (o v R e T

=e tcos2t + e tsin2t —3e !

olarak elde edilir.

2.4 Konvoliisyon Islemi ve Teoremi

Tanmm 2.5: f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 [0, ) araliginda tanimli integrallenebilen fonksiyonlar

olmak tizere Laplace doniisiimil i¢in konvoliisyon integrali

FOx 90 = [ fe-wgadu (2.24)
u=0
seklinde verilir. (Glingor,2010)

Teorem 2.10: L{f(t)} = F(s) ve L{g(t)} = G(s) olmak lizere

L{f (@) » g0} = L{f (D)} - L{g (D)} = F(s). G(s) (2.25)

dir. (Giingor, 2010)

ispat: Laplace doniisiimii tanimi ve konvoliisyon tanimi kullanilirsa;
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L{f(t)*g(t)}=f C {f f(t—u)g(u)du}dt
0 0

yazilabilir. Integrallerin sirasini degistirirsek ve igteki integralde n = t — u doniisiimii yapilirsa

= foog(u) dufooe_“f(t —w)dt

(0]

- "o e au [ e ean

0
= L{f(©)} L{g(®)}
= F(s).G(s)
bulunur. Bu sonucu kullanarak
LHF()-G()} = f(©) * g(D)
ters dontsiim formila bulunur.
Konvoliisyon Islemi Ozellikleri
Teorem 2.11: Denklem (2.24)’de verilen konvoliisyon islemi asagidaki 6zellikleri saglar.
i.  Yerdegistirme: f(t) x g(t) = g(t) * f(¢t)

Ispat: Konvoliisyon tanimindan
t
F@ 90 = [ fe-Dgdr
0
oldugunu biliyoruz. u = t — 7 doniisiimii yapilirsa;

0 t
—f f(u)g(t—u)du=Jf(u)g(t—u)du=g(t)*f(t)
t 0
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olur. Boylece

f@®)*g@) =g *f()

bulunur.
Birlesme: (f(t) * g(t)) * h(t) = f(t) * (g(t) * h(D))

Ispat: (f(t) * g(©)) * h(t) = fot h(t — 1) dt fOTf(H)g(T —0)do

integrasyonlarin sirasini degisirse;

= ftf(ﬂ) do frg(r —0) h(t —1)dt
0 £

olur. n = t — 0 dontlisiimii yapilirsa;

t t—6
=ffwww<f gmwm;n—mdﬁ
0 0

t
=wang*ma—mde=ﬂo*wawma»
0

elde edilir. Boylece

(f® = g@®) *h(t) = (&) * (g(®) * h(D))

olur.

£ = (g® £h®) = f(t) * g(t) £ £() * h(t)’ dir.

Ispat:

f@+(g@® £ h®) = f ft =0 (g(®) + h(®))dr
0
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Vi.

_ ftf(t —Dg(t)dr + ftf(t — Dh(D)dr
=f(@)*g@) £ f (&) *h(t)

kf () * g(£) = f(&) * kg(®) =k (f(t) * g(®©)) dir. (k € R)

Ispat:
kf(t) * g(0) = fotkf(t —Dg)dr =k fot ft=1)g®)dr =k (f() * g(¥)

(evf(@®) * (e*g(®) = e®(f(t) * g(t)) dir. (a € R)

Ispat:
(9 f (D) * (e g(0)) = f et £t — 1) e g(1)dr
0
t
= [ ere - g
0
t
= et [ f(e- g
0
= e (£ (1) * g (1)
olur.

F(s) = L{f(©)} ve G(s) = L{g(t)} ise

d
L+ ) (O = L )} = SF($)6(5)

dir. Bu formiil Duhamel Integrali olarak bilinir.

Ispat: Laplace tiirev déniisiim formiiliinden ve (f * g)(0) = 0 oldugundan
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d
L (F + )®) = sLC ) () - (F * 9)(0) = SLTFOIL{g ()}
elde edilir.

Ornek 2.10: L1 { } ters Laplace déniisiimiinii hesaplayalim.

(s — 5§?s + 2) - (51—45) (s j— 2)

olur. F(s) = 22 ve G(s) = — olarak yazilirsa ters Laplace dontisiimlerini ilabilir.
s=5 s+2

14
(s=5)(s+2)

Tablo 2-2” den yararlanilirsa

Lt {51_—4} = f(t) = 14 ¢, L‘l{ }= gty =e™*

5 s+ 2

olur ve

1 14 R 3 B t p
mars) = L@@ =@+ 90 = [ f¢ -1 9@ dr

t
— J 14 eSt—S‘Ee—Z‘L’dT — —265t_7T|6 — zeSt _ Ze—Zt
0

elde edilir.

1
s(s2+1)

Ornek 2.11: L1 { } ters Laplace doniigiimiinii hesaplayalim.

= 5-0EH)

L olarak yazilirsa ters Laplace déniisiimlerini 1labilir.

s2+1

olur. F(s) = fve G(s) =
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Tablo 2-2’den

-1 &} - f(O) =1, L‘l{ }: g(b) = sint

s24+1
olur ve

1 t
L1 {m} = L"YF(s)G(s)} = f(t) * g(t) =f0f(t—u)g(u) du

t
=f 1.sintdt = —cosuly =1 — cost
0

elde edilir.
2.5 Diferansiyel Denklemlerin Laplace ile Coziimii
Laplace doniisiimiiniin sabit katsayili, n.basamaktan

dvy  dVy
g T4 gD

+ ---+an_1fl—1;+a0Y = B(t) (2.26)
diferansiyel denklemi ve

Y(0) =cp,Y'(0)=c;y,.., YD) =¢,_4
baslangi¢ kosullarindan olusan baslangic deger probleminin ¢oziimiine nasil uygulanacaginm
gorecegiz.

Simdi (2.26) denkleminin her iki yaninin da Laplace doniisiimii ve Laplace doniistimiiniin

lineerlik 6zelligini de kullanilirsa

aolL {dn_y} + a,L {d(tn;)y} + - +a,_4L {Z—i} + a,L{Y} = L{B(t)}
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elde edilir. Sol taraftaki ifadelere tiirevin Laplace doniisiim teoremini uygulanir ve baslangig

kosullarin1 da kullanarak

L {C:lnT:} — SnL{Y(t)} _ Sn—ly(o) — . y(n—l)(o) — SnL{Y(t)} _ Sn_lco . Sn—zc1 — Cpt

n-1
L {;tn—l} = Sn_lL{Y(t)} _ sn_ZY(O) — e y(n—z)(o) — Sn_lL{Y(t)} _ sn—ZCO ——

d
L {d—i} — SL{Y(D)} = Y(0) = sL{Y (D)} — cq

yazilir. Buradan L{Y (t)} = y(s) ve L{B(t)} = b(s) seklinde yazarsak denklem

[ags™ + a;s™ L+ -+ ap_15 + a,ly(s) — colags™ t + ays™ 2 + -+ ap_4]

—c1lags™? + ;8" 4+ e+ app] = = cpplags + ai] — cp1ag = b(s)

olur. B, t’nin bilinen bir fonksiyonu oldugundan, Laplace doniisiimiiniin varligini ve
hesaplanabilecegini varsayarsak, b de s ‘nin bilinen bir fonksiyonu olur. Boylece denklem y(s)

“bilinmeyeni” cinsinden cebirsel denklem olur. Baslangi¢ deger probleminin tek ¢oziimii

Y(t) = L7 {y(s)}
olarak bulunur. (L.Ross, 1984)

Ornek 2.12: % —Y =e3t ve Y(0) = 2 olmak iizere baslangi¢ deger problemini ¢dzelim.

Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace doniistimiinii alinirsa

L {Z—i} — L{Y} = L{e*}

bulunur. Tirevin Laplace doniistimiinii kullanirsa;
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dy

L{E} =sY(s)—Y(0) =sy(s)—2

olur. Tablo 2-1’den yararlanilirsa
(s) (s) = 3
sy(s) —2—y(s

elde edilir. Buradan

2s—5
(s=3)(s—1)

y(s) =

bulunur. Kismi kesirlere ayirma yonteminden lineer ¢arpanlara ayirma metoduyla

o B8 A A
Y = 5-3)(s—1) s—3 s—1

2s —5=A4,(s —1) + A,(s —3)

elde edilir. s = 1 yazilirsa;
3
s = 3 yazilirsa;
1

elde edilir. (2.27) denkleminin de

2s-5 1 3
(5—3)(3—1)_2(5—3)+2(s—1)

kismi kesir agilimi elde edilir ve ters Laplace doniisiimiinii yardimiyla
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LHy(s)} = ;L‘l {ﬁ} " %L_l {s - 1}

bulunur. Buradan da

3
Y(t) ==e3t +=¢t

¢Oziimii bulunmus olur.

d%y
dt?

Ornek 2.13: 72—: +10Y =0 ve Y(0) =0, Y'(0) =—3 olmak lizere baslangi¢ deger

problemini ¢ozelim.

Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace doniistimiinii alinirsa

d?y dy
L{W} _7L {E} + 10L{Y} = L{0}

bulunur. Buradan

dZY 2 ! 2
L{F} =s%y(s) —sY(0) —Y'(0) =s°y(s) + 3

dy
L = 59 -7 = sy()

olur. Buradan devam edilirse
y(s)(s? = 7s +10) = -3

-3
(s—=5)(s—2)

y(s) =

bulunur. Lineer ¢arpanlara ayirma metoduyla
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=3 A A
y(s)_(s—S)(s—Z)_s—5+s—2

(2.28)

—3=4,(s—2)+A,(s —5)

elde edilir. (2.28) denklemi i¢in bulunan sabitler yerine koyulursa;

-3 1 1

G-5)(-2) s5-5'5-2

elde edilir. Ters Laplace dontisiimiinii yardimiyla ¢oziim

= ey
Y(t) = —e5 +e?t
elde edilir.
2.6 Diferansiyel Denklemlerin Konvoliisyon ile Coziilmesi
Diferansiyel denklemlerin konvoliisyon ile ¢oziilebilmesi igin bir 6nceki boliimde yer alan

diferansiyel denklemlerin Laplace ile c¢oziilmesindeki adimlarindan yararlanacagiz. Sabit

katsay1li, n.basamaktan

dny d(n—l)y
%o gen T M GrmD

d
+'"+an—1d_}t]+aoy=3(t) (2.29)
diferansiyel denklemi ve
y(0) = ¢,y (0) =c¢4, .., Y D(0) = ¢,

baslangic kosullarindan olusan probleme Laplace doniisiimii uygulanirsa
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y(®) =L H{y(s)}
geldigini gormiistiik. Konvoliisyon teoremi uygulamak icin

t

YO = E) = FHEE.66) = FO 9@ = [ - wgudu

u

olacak sekilde L™1{F(s)} = f(t) ve L™{G(s)} = g(t) bulunur. integralin ¢6ziimiinden y(t)’ yi

bulacagiz.

. 2
Ornek 2.14: ZTJ;— 7% + 10y =0 ve y(0) =0, y'(0) = —3 olmak iizere baslangi¢ deger
problemini ¢ozelim.

Bir onceki boliimde Laplace yontemiyle ¢ozdiigiimiiz bu 6rnegi simdi konvoliisyon ile

¢ozelim. Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace doniisiimii sayesinde

d*y dy

bulunur. Boylece

d*yl _ , )
L{W}ﬂ y(s) — sy(0) — y'(0) = s%y(s) + 3

d

L2 = 539 = 3(0) = sy(5)

olur. Bunlar1 denklemde yazarsak
y(s)(s? —7s +10) = -3

-3
V) = GG -
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bulunur.

(s — 5;(35 + 2) - (s_—35) (s i 2)

F(s) = i ve G(s) = é olarak yazarsak ters Laplace doniisiimleri kullanilirsa

L1t {%} = f(t) = -3 e, L1t {S—LZ} =g(t) = e?

oldugundan konvoliisyon teoremi ile

Y(t) = L‘l{

-3 ~ t
(s—5)(s-2)}=L HF()GE®)} = f(©) xg(@) = j ft -1 g@ de

t
Y(t) — j _SeSt—SreZ‘rdT = eSt—3‘r 6 — eZt - eSt
0

elde edilir.
Ornek 2.15: ZZT}ZI +Y =1 ve Y(0)=0, Y'(0) =0 olmak iizere baslangi¢c deger problemini

¢Ozelim.

Diferansiyel denklemin her iki tarafinin Laplace doniistimiinii alirsak
d*y
Ly—=— ¢+ LY} =L{1
{ dtz} ) = L{)

bulunur.

dzy
L{W} = s2y(s) —sY(0) — Y'(0) = s%y(s)

olur. Buradan
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10 = ey = () )

bulunur.

S5=0 60
s(s2+1) \s/\s2+1
oldugu bilindigine gore ters Laplace doniisiimleri yardimiyla

om0 o

7 1} = g(t) = sint

elde edilir ve konvoliisyon teoremi ile ¢6ziim

1 t
Y®) = 17 ) = VPG = 0+ 9(0) = fo ft=1) (@) de

t
Y(t) =f 1-sintdt = —cost|), =1—cost
0

olarak elde edilir.

2.7 Volterra integral Denklemlerinin Konvoliisyon ve Laplace Déniisiimii ile Coziilmesi

Tamm 2.6: Integral denklemler integral smirlarmin degisken ya da sabit olmasina gore

siiflandirilirlar.

t > x i¢in K(x,t) = 0 sartin1 saglayan

f(x) =f K(x,t) - ¢(t) - dt

$(0) = F() + f K(x,6) () - dt

denklemleri sirasiyla 1.tip , 2.tip Volterra integral denklemleridir. (Ekici, 2010)

Volterra integral denklemleri konvoliisyon ve Laplace ile ¢oziilebilir. Oncelikle

konvoliisyon teoremi ile ¢oziimiinii inceleyelim.
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f(t) ve g(t) fonksiyonlari t > 0 igin tanimlanmus siirekli iki fonksiyon olsun. Bu iki

fonksiyonun konvoliisyonu

$(t) = f F(Dg(t—1) dr (2.32)

seklinde olup ¢ (t) fonksiyonu t > 0 tanumlanmis ve siirekli bir fonksiyondur. Yukaridaki esitlige

(2.32)’ e Laplace doniisiimii uygulanirsa;

Lo} = L{f ()} L{ig()}

ifadesi bulunur. Bir baska deyisle; iki fonksiyonun konvoliisyonuna Laplace doniisiimii
uygulanirsa, bu iki fonksiyonun ayri ayr1 Laplace doniistimlerinin garpimina esittir.
Cekirdegi t — t (yadax — 7) nun fonksiyonu olan asagidaki ikinci tip Volterra denklemi

ele alirsak,

X
O = f© + | K= @) dr (2.33)
a
integral denklemi konvoliisyon tipi integral denklem olarak ifade edilir. O halde

g} =2(s), LFOI=F(),  LEK®O}=K(s)

olsun. (2.33) integral denkleminin her iki yanin1 Laplace doniistimii alinip Konvoliisyon teoremi

uygulanirsa

F(s)

®(s) = F(s) + K(s)P(s) = d(s) = TR’

(K(s) = 1)

bulunur. ®(s)’nin ters doniisimii olan ¢(x) fonksiyonu (2.33)’deki integral denkleminin
¢Ozlimiidiir.
Simdi ikinci tip Volterra integral denklemlerini Laplace yontemiyle ¢6zmeyi inceleyelim.

f(t) ve g(t) bilinen fonksiyonlar olmak tizere Volterra integral denklemleri

$(O) = F(O) + f FOg(t— 1) de (2.34)
0
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seklindedir. (2.34) denkleminin her iki tarafina Laplace doniisiimii uygulayip ®(s) degeri yalniz
birakilir. Ardindan ®(s) fonksiyonuna ters Laplace doniisiimii uygulanirsa (2.34) denkleminin
¢oziimii elde edilir. (Ekici, 2010)

Ornek 2.16: y(t) + 3 foty(r) sin(t — t)dt = t olarak verilen integral denklemini Laplace ile

¢Ozelim.

Verilen denklemin her iki tarafina Laplace doniisimii yapilirsa

L{y(®)} + 3L{y(O)}L{sin t} = L{t}

olur. Buradan L{y(t)} ifadesini yalniz birakip kismi kesirlere ayiralim.

1 1
@) (1+3757) =

s?+1
Liy®)} = FERCEI
1 3
LW} =2t i v o

elde ediriz. y(t) fonksiyonunu bulabilmek igin ters Laplace doniisiimii uygulayalim. Boylece

v =17 {4__192} L {4(523+ 4)}

(t) = L + 3 i 2t
y(t) = 273 sin
bulunur.

Ornek 2.17: y(t) =1+ fot cos(t — 7) y(t)dr olarak verilen integral denklemini Laplace ile

¢Ozelim.

Verilen denklemin her iki tarafina Laplace doniisimii yapilirsa
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Liy(®)} = L{1} + L{y(¢)}L{cos t}

olur. Buradan L{y(t)} ifadesi

s
s2+1

1
L) = <+ LY©),

LY@ (1 - ) =+

s?+1
(s2—=54+1)

L) = 5

NS

1 2
L{y(t)} = 57 &

2

) +

S—

N| =
ENON)

olacak sekilde elde edilir. Boylece
N2 V3
_ - 2
so=it [ Zp) T
SR (s - l)2 +
2

S w

ve
y@®) =1+ %et/Z sin <§t>
olarak bulunur.
Ornek 2.18: y(t) + fotet‘fy(r)dr = sin t olarak verilen integral denklemini konvoliisyon ile

¢Ozelim.

Verilen denklemin her iki tarafina Laplace doniisiimii yapilirsa
Ly®)} + L{y(©)}L{e} = L{sint}
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olur. L{y(t)} ifadesi yalniz birakip kismi kesirlere ayrilirsa

L{y(t)}'<1+si1>:szi-1

-1
Liy(®} = s(Ssz—+1)

bulunur. Konvoliisyon teoremini kullanmak i¢in

-5

seklinde yazilir ve her iki tarafin ters Laplace doniisiimiinii yardimiyla

L )
y(©) = s s2+1 s2+1

s
s2+41 5241

olur. F(s) =§ ve G(s) = seklinde tanimlayalim. Ters Laplace doniistimlerini

1labilir.

Tablo 2-2’den bulabiliriz.

L‘l{l}—f(t)—l L‘l{ > ! }— (t) = t —sint
sy - s2+1 se+1) I T ostTSH

oldugundan

-1 t
L {S(iz—ﬂ)} =LHF($)G()) = f®) *g(®) = fo flt—1) g(x)de

t
= f 1.(cosT —sin7) dt = (sinT + cos7)|5 = sint + cost — 1
0

elde edilir. O halde y(t)’yi asagidaki gibi elde ederiz.
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y(t) =sint + cost — 1

2.8 Carpimsal Tiirev ve Carpimsal Integral

Bu boliimde carpimsal analizde 6nemli yere sahip olan istel aritmetik kavramlari,
carpimsal tlirev ve ¢arpimsal integral tanimlar1 verilmis, baz1 6nemli teoremler ifade edilmistir.

Ayrica drnekleri, uygulamalar1 da yer almaktadir.

2.8.1 Carpimsal Analiz Kavramlari
Tanim 2.7 : Sayilarin iistel bicimde gosterimleri

Rexpie™ meR
Leyp:e™, mell

Nexp:e™ meN

seklinde tanimlanir. Burada R,y Ustel reel sayilari, Z,,, Ustel tam sayilari, N, Ustel dogal
sayilarin kiimesi ile ifade edilir. R,,,, iki alt kiimeye ayrilabilir; Rg,,, pozitif iistel reel sayilari,

Rzxp negatif iistel reel sayilar1 temsil eder. (Kosunalp,2024)

Tamim 2.8 : Carpimsal analizde Ry, kiimesindeki aritmetik islemleri asagidaki sekilde

tanimlanabilir;

Ustel toplama : m @ k = enm+Ink) = oln(mk) — 4 . f

m

Ustel ¢ikarma : m @ k = e(nm-Ink) — eln(k) =m/k

Ustel carpma : m @ k = e(InmInk) — ypIn(l) — fInm

Ustel bolme : m + k = em+nk) = Hn e, (Kosunalp, 2024)

2.8.2 Carpimsal Tiirevin Tanimi
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Carpimsal tlirevin tanimin1 yapmadan once klasik tiirevin tanimini gézden gecirelim.
Boylece klasik tiirev ile g¢arpimsal tiirev arasindaki farklilik veya benzerlikleri kolayca

anlayabiliriz. t degiskeni i¢in tanimlanan f fonksiyonunun limite bagli klasik tiirevi

f'(@) = ;lig(l)f(Hh})l_f(t) (2.35)

f(t+h) .
o yazilip paydadaki

olarak yazilabilir. (2.35) denkleminde tiirev formiiliindeki ¢ikarma yerine

h degerinin ¢arpma islemine gore tersi 1 / h ifadesi de kuvvet olarak yerine yazilirsa tiirev formiilii
1
Illi_r)r(l) <%)h (2.36)
olarak elde edilir. (Ozyapic1, 2009)
Tamm 2.9 : (2.36) denklemi f fonksiyonunun t degiskenine gore ¢arpimsal tiirevini tanimlar ve

f*(t) bigiminde gosterilir. f nin pozitif oldugu varsayilarak, klasik tiirevin 6zellikleri kullanilarak

carpimsal tlirev

1
con o (RN
fr@) = lim <W
In f(t+R)-In £(t)
=lime h

h-0
seklinde ifade edilir. Boylelikle carpimsal tiirev klasik tiireve bagli olarak

lim 2 f(t+h}2—1n Ji)

fr(t) = eh~o

, o)
— enoN'® — (e f(t)> (2.37)

seklinde yazilabilir. Buradaki Ino f fonksiyonu, f fonksiyonu ile logaritmik fonksiyonun
bileskesi olarak tanimlanmustir. [(Ino £)(t) = In(f(¢)] (Ozyapic1, 2009)
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Bu ifade, carpimsal tiirevin logaritmik tiirev iizerinden tanimlandigint ve oransal
degisimin {istel yapi ile iliskilendirildigini ortaya koyar. Carpimsal tiirev, ozellikle oransal
bliylimenin veya ¢arpan etkilerinin 6nemli oldugu sistemlerin analizinde tercih edilir.

Ornek 2.19: f(t) = cos t fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevini bulalim. Tanim (2.9) kullanilirsa

(cost)’ sint
f*(t) — ¢ cost = e cost = e tant

bulunur.

Teorem 2.12: Pozitif bir fonksiyon olan f fonksiyonu ancak ve ancak t noktasinda klasik anlamda

tiirevlenebilirse bu noktada carpimsal tiirevi de mevcuttur. (Ozyapici, 2009)
Ispat: t noktasinda ¢arpimsal anlamda tiirevlenebilen bir f fonksiyonu ele alalim. Béylelikle

f'® )
() =ef® = enoN®

yazilabilir. Boylece, In o f bileske fonksiyonu t noktasinda klasik anlamda tiirevlenebilirdir. Yani,
f fonksiyonu da t noktasinda klasik anlamda tiirevlenebilirdir. Diger taraftan eger f(t)
fonksiyonu t noktasinda tiirevlenebilir ise, In of ‘de t noktasinda klasik anlamda tiirevlenebilirdir.
Bu durumda, eM™oN'® vardir ve yukaridaki esitlikten f c¢arpimsal tiirevlenebilen bir
fonksiyondur.

Onerme 2.1: f fonksiyonu, t noktasinda ¢arpimsal anlamda tiirevlenebilirse, yine bu noktada
siireklidir. (Ozyapic1, 2009)

Ispat: f fonksiyonunun t noktasinda garpimsal anlamda tiirevlenebildigini varsayalim. Boylece,
teorem (2.12) den f fonksiyonunun pozitif ve t noktasinda klasik anlamda tiirevlenebilir bir
fonksiyon oldugu goriiliir. Bir fonksiyon klasik anlamda t noktasinda tiirevlenebiliyorsa 0 noktada

ayni zamanda siireklidir. Bu nedenle f fonksiyonu t noktasinda siirekli oldugunun ispatidir.

Tammm 2.10:  f(t) fonksiyonunun c¢arpimsal tiirevinin varligi durumunda, bu tirev f

fonksiyonunun ikinci mertebeden carpimsal tiirevi denir ve f** seklinde ifade edilir. Genelleyecek
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olursak f*(™ gosterimi f fonksiyonunun n. mertebeden ¢arpimsal tiirevi olarak tanimlanabilir. O
halde
F(0) = e@oFY'® = gno)"®

A0 (1) = eno N™(@®) (2.38)

olarak yazilabilir. (Ozyapici, 2009)
Teorem 2.13: f pozitif tanimli bir fonksiyon olan f i¢in f” in herhangi bir t noktasinda ¢arpimsal

anlamda tiirevlenebilir olmas1 ile f’nin bu t noktasinda klasik anlamda da tiirevlenebilir olmasi

arasinda dogrudan bir esdegerlik vardir. Aralarindaki iligki
f1@®) =f@© - Inf*(t)
seklinde yazilabilir. (Giirefe, 2009)
Ispat: Carpimsal diferansiyellenebilir bir £ fonksiyonu ve f'(t) # 0 ise (2.36) denkleminden
Fr(t) = emonN'®
dir. Her iki tarafin In fonksiyonu alinirsa
Inf*(t) = (Ino )" (t)

elde edilir. Buradan

d !
—(no f)(0) = Inf(t) =%

oldugu i¢in
f'@® = f@Inf ()

bagintisi elde edilir.
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Ayrica, klasik tiirev ile carpimsal tlirev arasindaki baginti Sekil 2-1 yardimiyla da

gosterilebilir. (Stanley, 1999)

fre— 7
exp

Sekil 2-1: Klasik tiirev ile carpimsal tiirev arasindaki bagintiy1 ortaya koyan sema

Teorem 2.14: Carpimsal diferansiyellenebilir g ve f fonksiyonlar: ile sabit k icin, k- f, f - g,

f+ag 5, f9 fonksiyonlari da ¢carpimsal diferansiyellenebilir olup, ¢arpimsal tiirevleri

[EEN

(k)@=
MO INOES NOIN

JAG) ®
(@) = f*(t)f(t)+g(t)g*(t)f(té)]+g(t)

(G-

g ()

. (f(®) = fH()IOF ()9 ®

N

w

SN

[Sa}

seklindeki formiiller kullamlarak hesaplanir. (Bashirov, Misirli, & Ozyapici, 2008)

Onerme 2.2: f*(t)’nin (a,b) araliginda tiim t degerleri icin 1 olmasi, ancak ve ancak f

fonksiyonunun (a, b) araliginda sabit ve pozitif bir fonksiyon olmasina baghdir. (Giirefe, 2009)

Ispat: (a, b) arahiginda sabit ve pozitif bir f(t) fonksiyonunu ele alalm.f(t) = k, k > 0 olsun.
Buradan, (a, b) igin

() = eni) — 50 — 1
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esitligi bulunur. Ote yandan her t € (a,b) i¢in f*(t) = 1 ise
5 (t) = e(no ' = 1
esitligi yazilabilir. Buradan t € (a, b) i¢in f(t) = k, k > 0 bulunur.

Teorem 2.15: h fonksiyonu Klasik olarak, g fonksiyonu da c¢arpimsal olarak tiirevlenebilir iki

fonksiyon olursa,
f() = (goh)(¢)
ise bu takdirde f nin garpimsal tiirevi
f1@® = [g" (h(t)]"'®
seklinde yazilir. (Bashirov, Misirli, & Ozyapici, 2008)

Ispat: g fonksiyonu carpimsal anlamda tiirevlenebilir, h fonksiyonu da klasik anlamda

tiirevlenebilir ve f(t) = (goh)(t) oldugundan

"t

f
() = eMoN'® = o 7O

h'@®

g'(h®)n'(®) g'(h@®)
=e (@onN)® = le g(h(t))l

= [g" (h()]V'®
elde edilir.

Onerme 2.3: g carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olsun. Eger f(t) = g(t)™ ise bu

durumda

fr@® =Ilg"®]"
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olur. (Ozyapici, 2009)
Onerme 2.4: k bir sabit ise f(t) = k - g(t) ise bu fonksiyonlarin carpimsal tiirevleri aynidir.

Ispat: Carpimsal tiirevin tanimindan

™

fft)=ef =ekg
seklinde yazilir. (Yalgin, 2016)

Onerme 2.5: f(t) pozitif bir fonksiyon oldugunda f*(t) = 1 olur ancak ve ancak f'(t) =0
olmalidir. (Ozyapici, 2009)

Ispat: Eger f'(t) = 0 ise denkleminden

f'®
f*(t) = ef(t) = eo =1

yazilabilir.

Tersine olarak, eger f*(t) = 1ise f'(t) = 0’1 veren

esitligi bulunur.

Teorem 2.16 (Carpimsal Tiirev icin Rolle Teoremi): (a, b) araliginda ¢arpimsal anlamda
tirevlenebilen, [a,b] araliginda siirekli pozitif bir f fonksiyonu, f(a) = f(b) kosullarin

saglayan bir fonksiyon ise, (a, b) araliginda

fflao=1

olacak sekilde bir ¢ noktas1 mevcuttur. (Ozyapici, 2009)
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Ispat: Pozitif ve [a, b] araliginda siirekli bir £ fonksiyonu verilsin. Rolle teoreminden, (a, b)
araliginda klasik anlamda tiirevlenebilen f fonksiyonu f(a) = f(b) kosulunu sagladigindan bir
¢ € (a,b) i¢in f'(c) = 0 olacaktir. O halde, 6nerme (2.5)’den

frle)=1

olarak bulunur.

Teorem 2.17 (Carpimsal Tiirev icin Ortalama Deger Teoremi): (a, b) aralifinda ¢arpimsal
anlamda tiirevlenebilen, [a, b] kapali araliginda ¢arpimsal anlamda siirekli ve pozitif bir f

fonksiyonu olsun. (a, b) araliginda dyle bir ¢ sayis1 vardir ki

oy [[OF
f(C)—f(a)

esitligi saglanir. (Ozyapici, 2009)

Ispat: Eger F fonksiyonu asagidaki gibi tamimlanirsa

PO = @) |73

F(a) = f(a)ve F(b) = f(b) olur. Eger G(t) = % seklinde tamimlarsak G (a) = G(b) = 1 olur.

Carpimsal rolle teoremine gore, (a, b) araliginda G*(c) = 1 esitligini saglayan en az bir ¢ sabiti

vardir. Bunun sonucunda, tiirev alma 6zellikleri teoreminden

elde edilir. Buradan f*(c) = F*(c) bulunur. Boylece

t-a
f(b)|p-a 1

In{ |72y 1 (, f(b) ONE: L
fre)=F()= e< <f( )] >> _ 1. orralr@) = JRe) T = [% b
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gosterilmis olur.

Onerme 2.6: f:(a,b) » R carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon ise; her t € (a,b)
araliginda

a) fr(t) > 1ise f(t) artan,

b) f*(t) = 1ise f(t) monoton artan,

c) f*(t) <1lise f(t) azalan,

d) f*(t) < 1ise f(t) monoton azalan bir fonksiyondur. (Ozyapic1, 2009)

Asagida sik kullanilan fonksiyonlarin klasik tiirevleri ve ¢arpimsal tiirevleri Tablo 2-3 ‘te

yer almaktadir. (Stanley, 1999)

Tablo 2-3: Sik kullanilan fonksiyonlarin klasik tiirevleri ve ¢carpimsal tiirevleri

f® f'@® fr(®
a 0 1
aekt ake*t ek
abt a[lnb]bt b
at a et
alnt a1 eﬁ
t
af(t) af'(t) fr®
at+b a eﬁ
f@-g® fO-g®O+f'®-9®) fr)-g°@
1 '@ 1
f® (F(©)? fr(@®
aIn(F(©) o [ I
at" ant™? ot
asint acost gcott
acost —asint g~ tant
aesint acostesint gcost

2.8.3 Carpimsal integralin Tanim

Bu bolimde carpimsal ters tiirev ve klasik integral kavramlari arasindaki baglanti

incelendikten sonra, ¢arpimsal integralin 6nemli 6zellikleri ve teoremleri ele alinacaktir.
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Tanmmm 2.11 : [a,b] araliginda siirekli ve pozitif, (a,b) arahiginda carpimsal anlamda

integrallenebilir bir f fonksiyonu olsun. Carpimsal integral
b b
*f f(t)dt — efa In f(t)dt
a

seklinde tanimlanir. (Yalgin, 2016)

Ornek 2.20: f(t) = e** fonksiyonunun ¢arpimsal ters tiirevini bulalim.

Carpimsal integral tanimini kullanarak yazilirsa,

kt? kt? kt?
kt L% 2% rt?
*f[ekt]dt_eflne dt — pfktdt — o, 574C _ oCo™3 = (Ce 2

elde edilir.

Teorem 2.18:[a,b] araliginda siirekli ve pozitif, (a,b) araliginda ¢arpimsal anlamda

integrallenebilir f ve g fonksiyonlari olsun. Boylece a <c<b ve k€R ise fc,f-g,i

g

fonksiyonlar1 ¢arpimsal anlamda tiirevlenebilirdir. Carpimsal integral tanimlar1 asagidaki gibidir:

Lo L@ = (L))
2.« [J(F(DGO)® =+ [J(FE)% = [ (g(t)*™

3. " (@)dt _ e
RGO [P (g ()

4, x ff(f(t))dt =x fac(f(t))dt x fcb(f(t))dt. (Bashirov, Misirli, & Ozyapici, 2008)

Onerme 2.7: [a, b] kapal araliginda carpimsal anlamda tersi aliabilen bir f(t) fonksiyonu igin

A * f:f(t)dt _ (* fbaf(t)dt)_l
b. [T f(D¥* =1

kosullar1 saglanir. (Ozyapict, 2009)

Teorem 2.19 (Carpimsal Integral icin Ortalama Deger Teoremi): f,[a, b] araliginda siirekli

ve pozitif bir fonksiyon olsun.
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b
<[ r@ = peepe

denklemini saglayacak sekilde bir c € [a, b] vardir. (Ozyapici, 2009)

Sik kullanilan fonksiyonlarin g¢arpimsal ters tiirevleri Tablo 2-4 ‘de asagidaki gibi
verilmistir. (Stanley, 1999)

Tablo 2-4: Sik kullanilan fonksiyonlarin ¢arpimsal ters tiirev kurallari

% 1dt=c

*fkdtzckt,k>0

t2

k
* f[e’“]dt =cez k>0

1
: f[ekr"]‘“ L s

kdt
T e

* f[ecost]dt — Cesint

* f[e—sint]dt = ce®0st

* f[e—tant]dt = ccost

Teorem 2.20 (Carpimsal Analizin Birinci Temel Teoremi): [a, b] araliginda pozitif tanimli bir

f fonksiyonu ayni aralikta siirekli olsun. [a, b] araligindaki Vte[a, b] igin

t
HUﬂjf@“

olarak tanimlanirsa [a, b] araliginda

F*(@®) = f(®)
olur. (Grossman & Katz, 1972)

Ispat: Carpimsal tiirev tanimimi kullanarak
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1

1 t+h h 1

= J, Infwdu 1

F*(t) = lim [—F(H 1 i || = yim [ef§+h1nf<u>du—f£1nf(u>du]"
h>o L F(t) h—0 ef;mf(u)au h—0

) f£+hlnf(u)du—f;1nf(u)du d
— eh R _ parllanf@adn) _ Jinf() — £(O

yazilabilir. O halde F, f’ nin ¢arpimsal ters tiirevi olur.

Teorem 2.21 (Carpimsal Analizin Ikinci Temel Teoremi): [a, b] kapali araliginda siirekli bir

f* fonksiyonu olsun. f(a) # 0 olmak iizere

1)

b
* “(£)% =
faf(”t @

seklinde yazilir. (Grossman & Katz, 1972)

Ispat: Carpimsal integral ve carpimsal tiirev formiillerini kullanarak

JMO)
b by fo1% I, ln<e f “))dt [PE® 4,
*f f*(t)dt :*f [ef(t)l =e = e’@ f(t)
a a

£
_ IO _ ginso-nst@ _ | - LB

f(a)

elde edilir. Bu da teoremin ispatidir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1 Carpimsal Diferansiyel Denklem

Miihendislik ve bilim problemlerinin matematiksel olarak ifade edilmesinde genellikle
klasik tiirevlere dayanan diferansiyel denklemlerden yararlanilmaktadir. Ancak bazi 6zel
durumlarda, bu klasik diferansiyel denklemler, problemleri ifade etmekte yetersiz kalabilmektedir.
(Ekonomi, finans, biyoloji, niifusu artis1) Bu tiir problemlere ¢éziim getirebilmek amaciyla
alternatif bir yaklasim olarak carpimsal diferansiyel denklemler gelistirilmistir. Bu bdliimde,
carpimsal diferansiyel denklemlerin temel tanimi1 yapilmis ve bunlarin ¢esitli uygulama alanlarina
dair ornekler sunulmustur. Ote yandan, ¢arpimsal analiz yontemleri kullanilarak bazi klasik

dogrusal diferansiyel denklemler i¢in yeni ve 6zgiin ¢6zliim formiilleri ortaya konmustur.
Tamm 3.1: Bagimli degiskenin, bagimsiz degiskenlere gore carpimsal tlirevi alinarak tanimlanan
diferansiyel denklemler, literatlirde ¢carpimsal diferansiyel denklemler olarak adlandirilmaktadir.

(Ozyapici, 2009)

Tanim 3.2: y’nin ¢arpimsal tiirevlerini igeren y*(t) = f(t, y(t)) seklindeki diferansiyel denklem,

birinci mertebeden carpimsal diferansiyel denklem denir ve

y' (@) = y(@®) - Inf(t,y(®)) (3.1

denklemine esittir. (Bashirov A. , Misirl, Ozyapici, & Tandogdu, 2011)

Ornek 3.1: Carpimsal diferansiyel denklemlere

y(t) = 2y(t)

y© =1

4

y* (@) = (y*(@®)

seklindeki denklemler 6rnek verilebilir.
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Tamim 3.3: Bir ¢carpimsal diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden tiirev igeren fonksiyonun

mertebesi carpimsal diferansiyel denklemin mertebesi olarak tanimlanir. (Giirefe, 2009)

Tamm 3.4: Pozitif bir F fonksiyonu ile mertebesi n olan bir ¢arpimsal diferansiyel denklem

F(t.y,y"y™, ...,y*(n)) =1, (t,y) eRxR* (3.2)

seklinde yazilir. (Giirefe, 2009)

Tamim 3.5: f(t) pozitif tanimli fonksiyonu i¢in

(y*(n))“”(t)(y*(n—l))“"-l(t) o () 82O () a0y, a0(0) = £ (1) (3.3)

seklindeki diferansiyel denklemler carpimsal lineer diferansiyel denklem olarak tanimlanir. Eger
tim a,, (t) usleri sabit ise (3.3) denklemine sabit iislii carpimsal lineer diferansiyel denklem denir.
Aksi takdirde, (3.3) denklemine degisken iislii carpimsal lineer diferansiyel denklem denir. Ote
yandan f(t) =1 ise denkleme c¢arpimsal homojen lineer diferansiyel denklem, f(t) # 1

durumunda ¢arpimsal homojen olmayan lineer diferansiyel denklem denir. (Yal¢in & Celik, 2019)

3.2 Carpmmsal Laplace Déniisiimii

Tanim 3.6: f(t) fonksiyonu [0, o) araliginda pozitif taniml, In f(t) ise [0, o) araliginda taniml

olmak tizere f(t) fonksiyonunun ¢arpimsal Laplace doniistimii:

Lin{f ()} = Fp(s) =+ f Oo(f (©)°™)" = elo e W _ oLiinf©) (3.4)
0

Jo Inf(Ddt

seklinde tanimlanir. Burada carpimsal integral = fooo f(O¥* =e oldugu biliniyor.

(Yalgin, 2016)

Ornek 3.2: Baz1 f fonksiyonlari i¢in carpimsal Laplace déniisiimleri asagidaki gibidir.

Lyn{1} = Ey(s) = efo e™Intde 1
0 00 1
Lm{et} — efo e Stinetdt _ efo te Stat _ oLt} = o527
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Lm{et"} _ eL{lnet"} _ LM = e%

Lm{eeat} _ eL{eat} _ e%
Lm{esinat} = elisinat} _ eﬁ
Lm{ecos at} — eL{cos at} — eﬁ
Lm{esinhat} — eL{sinhat} — eﬁ

s
Lm{ecoshat} — eL{coshat} = es?-a?

Carpimsal Laplace doniisiimiiniin temel 6zellikleri

Teorem 3.1 (Lineerlik Ozelligi): Carpimsal Laplace déniisiimii ¢arpimsal lineerdir. Yani ¢y, ¢,

keyfi tistler ve f;, f, de ¢arpimsal Laplace doniisiimii olan iki fonksiyon ise

Lin{fi™ " 22} = Lin{f1} L {f2} (3.5)

seklindedir. (Yalgin, 2016)

Ispat: Carpimsal Laplace déniisiimii tanimimdan
Ln{fi %} = efooo In(f;“1-£,2)e~tat

— oo’ (caln(f)+caIn(fy))e~tat
= (ef;oln(f1)e‘5tdt>c1 (ef(;)oln(fz)e‘“dt)c2

= Lm{fl}c1 'Lm{fz}cz

yazilir. Boylece teorem ispatlanmis olur.

Teorem 3.2 (Birinci Oteleme Ozelligi): Eger f(t) fonksiyonunun carpimsal Laplace doniisiimii

Lin{f(©)} = En(s) ise
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Ln{f(t)e®} = Fp(s — @) (3.6)
olur. (Yalgin, 2016)

Ispat : Carpimsal Laplace doniisiimii tanimin1 kullanirsak

L‘m{f(t)eat} = ef;olnf(t)eate_stdt

— efgo In f(t)e~(s-¢Dtqr

= F(s —a)
elde edilir.

Teorem 3.3 (ikinci Oteleme Ozelligi):

InlfO) = @ ve 6O ={; Ly S e

as

Ln{G(O)} = Fn(s)® (3.7)

olur. (Yalgin, 2016)
Ispat : Carpimsal Laplace déniisiimii tanimindan
L {G(t)} — ef;oln(G(t))e_Stdt — ef(:xlnle—stdt+f‘:°lnf(t_a)e—stdt
m

yazilabilir. Birinci integral sifir olur ve ikinci integralde t — a = u doniisiimii yapilirsa,
—-Qas

Ln{G(D)} = elo Inre e Dae — (o 1nf<u>e-s<“+“>du)e = F,(s)e

elde edilir.
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Teorem 3.4 (Olgek Degisimi Ozelligi): L, {f(t)} = F,,(s) ise

1

Lnlf (@)} = F (5)"

seklindedir. (Yalgin, 2016)
Ispat: Carpimsal Laplace déniisiimii tanimimdan
Ln{f(at)} = eJo InS@ne™tat

yazilabilir. integralde at = u déniisiimii yapilirsa

1 1
1 (o0 s 0o _su = =
L7t = e _ (oo Fan)T (5}

olarak bulunur.

Teorem 3.5: L, {f ()} = E,(s) ise

) = ()

seklindedir.

Ispat: Carpimsal Laplace doniisiimiiniin tanimi,

Linif (©)} = Fp(s) =+ foo(f(t)e_“)dt = lo e Inf(®at
0

seklindedir. Bu ifadenin ¢’ ye gore ¢arpimsal tiirevi alinirsa;

da* o _ d( [2e~Stinf(t)dt d*ouw
En(s) = T (efo e “lnf(t)dt) - eds(e ° ) — pare"®)
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seklinde olur. Carpimsal tiirev tanimindan

G d
e et® = pat®®) — pu'(®)

yazilabilir. Bu takdirde,
Ex(s) = e—f:’e‘“t Inf(t)dt _ (ef(;x’e‘“ lnf(t)tdt)_l = L {f(t)}?

olur. Boylece

Ln{f ()} = Fa(s)™"

bulunur. Simdi t "ye gére ikinci mertebeden garpimsal tiirev alinirsa;

*k _ da* _foo =St ¢ In F(®)dt
F' () = — (ef:’e Stlnf(t)dt) _ sl )
§**
d**( u(t) d? (u(t)) o ,
= edt** e ) — edtz — efO t2e lnf(f)dt

© st t2 2
— efo e Inf()t dt — Lm{f(t)t }

olur. Boylece

L{f(©"} = E3'(s)
bulunur. Bu sekilde devam ederek t’ ye gore n.mertebeden ¢arpimsal tiirev alinirsa;

. o _ 0o _ n nr n~ (=D
Fm(n)(S) _ e(_l)nfo e SUt™ |n f(t)dt — (efo e=St Inf(e)t dt) _ Lm{f(t)t }( )

seklinde yazilir. O halde bu ifade

1 . ,n tek ise
L) = EP )" = TFas)
En(s) ,ngiftise
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seklinde yazilir.

Tamm 3.7: f fonksiyonu [0, o) araliginda pozitif tanimli, In f(t) ise bu aralikta tanimli olsun.

Eger, t > t, icin
If ()] < Ke®™

olacak sekilde t,, K ve a pozitif sabitleri varsa f fonksiyonuna a- ¢ift iistel mertebedendir denir.
(Yalgin, 2016)

Teorem 3.6 (Carpimsal Laplace Doniisiimii i¢in Varhk Teoremi): f fonksiyonu [0, o)
araliginda pozitif tanimli, t > ¢, i¢in a- ¢ift iistel mertebeden bir fonksiyon In f(t) ise parcali

stirekli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde s > « igin L, {f (t)} mevcuttur. (Yalgin, 2016)

Ispat: [ 000 e StIn f(t) dt integralinin s > « igin yakinsak oldugunu géstermek igin bu integral

(0e]

co tO
j e=tIn £(£) dt = j e=StIn £(£) dt + J e=tIn £(£) dt (3.10)
0 0 to

seklinde yazilabilir. In f(t) ve dolayisiyla e 5! In f(t) dt, herhangi bir s igin [0, t,] araliginda
pargali siirekli oldugundan (3.10) ifadesindeki birinci integral yakinsaktir. Ote yandan, a —gift

istel mertebeden oldugundan t > t i¢in

f (O < Ke*™
olur. Dolayisiyla tiim t > t,’lar igin

le™StInf(t) | = e St Inf(t)| < (InK + e*)e™St

to oo

e StInKdt + J e~ (S~ g

to

j e stin F(0) dt < f
0

0
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e—(s_“)to

(o]
=anf e Stdt+ ———— <
to s—a

e ~Sto e—(s—a)to
“nk (T4 (S <
S S—a

olup s > «a i¢in ikinci integralde yakinsaktir. Boylece ispatin basindaki (3.10) denkleminde her iki

integral mevcut oldugundan s > « i¢in L,,,{f (t)} mevcuttur.

Teorem 3.7: Eger f fonksiyonu [0, o) araliginda pozitif tanimli ve a-¢ift iistel mertebeden olup

In f(t) [0, ) araliginda pargali siirekli bir fonksiyon ise
lim L, {f ()} = 1
olur.
Carpimsal Tiirevin Laplace Doniisiimii
Bu ¢alismada, belirli tiirdeki ¢arpimsal lineer diferansiyel denklemleri ¢carpimsal Laplace
dontisiimii kullanarak ¢6zmeyi amagliyoruz. Bunu gergeklestirebilmek i¢in carpimsal tlirevlerin

carpimsal Laplace doniigiimlerini belirlememiz gerekmektedir.

Teorem 3.8: f, [0, A] araliginda siirekli ve a-¢ift listel mertebeden olup, f* fonksiyonu da, [0, A]

araliginda pargali siirekli olsun. Bu takdirde s > « igin garpimsal tiirevin Laplace doniistimii;

1
Ln{f* ()} = 75 F(s)° (3.11)
n £(0)
seklindedir.
Ispat: Tamimdaki
fr@) ofI(t) s _CAfI(E) s
Lp{f (O} =L {e f@} _ odo Tt _ N S e
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integralinin [0, A] araliinda f* fonksiyonunun siireksiz oldugu noktalar1 tg,ty,...,t, ile

gosterilsin. Bu noktalar lizerinden integral alinirsa;

O e (SO O e (O
fofa)e dt‘fo oM d”L o Y +ftnf<t>e at

seklinde yazilir. Sag tarafindaki her terime kismi integrasyon uygulanirsa;

Af,(t) —st _ ,—st t1 —st t2 —st A
me dt=e'Inf(t)|,) +e lnf(t)|t1+---+e Inf(®)|¢,
0

A

L1 t,
+s (j In f(t) e~tdt + f Inf(t) e™Stdt + - + j Inf(t) e‘“dt)
0

t1 tn

yazilir. f(t) siirekli oldugundan yukaridaki ifadenin intergal araliklar1 tek bir aralikta
birlestirilebilir. Boylece,

Af1(t) _g r -
et | e=sAn f(a)-tn F@)+s(fi e 1n f(t)ae)

yazilir. s > a oldugunda A — o i¢in e 54 1n f(A4) — 0 olup e¢"™ ™ _ 1 olur. Buradan s > «
i¢in
o —st S 1
L {f*(t)} — e—lnf(O) efo In f(t)e dt — F(S)S
" ( ) f(0)
seklinde gelir.

Eger bu teoremde f ve f* lizerinde kosullar sirasiyla f* ve f** iizerine konulursa s > a

icin f** fonksiyonunun ¢arpimsal Laplace doniisiimiiniin

1 2
IOTRO

Ln{f" (O} =
oldugu goriiliir.
Bu teorem f*(™ carpimsal tiirevi i¢in ardisik olarak genellestirilse £*™ fonksiyonunun

carpimsal Laplace doniisiimii asagidaki sonug ile verilir.
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Sonu¢ 3.1: 0 <t < A araliginda f, f*, f*, ..., f "™~V fonksiyonlarmin siirekli oldugunu kabul

edelim ve £*™ de pargali siirekli olsun. Ayrica t > t, i¢in

IF®)] < Ke®™, |f*(®)] < Ke®™, .., |[f* @ V()| < Ke™

olacak sekilde K, a ve t, sayilar1 var olsun. Boylece s > «a i¢in Lm{ f *(n)(t)} carpimsal Laplace

doniistimii vardir ve

1
(O f2 ()™ f+(0)"7 ... f*=1(0)

Lif*™@®} = 7 F(s)*" (3.12)
ile hesaplanir. (Yalgin, 2016)

Teorem 3.9: f; ve f, pozitif tanimli ve siirekli fonksiyonlar olsun. Bu takdirde, f; = f, ise
Lo {fi} = Lpd{f>} olur. Aksine L, {fi} = L.{f2} ve fi ve f, strekli ise f; = f, olur.

Tamim 3.8: Eger F,, (s), f stirekli fonksiyonunun garpimsal Laplace doniisiimii ise, yani
Lm{f }=F

ise L,1{F} ye F nin ters ¢arpimsal Laplace déniisiimii denir. (Yalgin, 2016)
Teorem 3.10: Ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii de ¢arpimsal lineerdir. Yani, ¢y, ¢, keyfi istler
ve, de f; ve f, de L,{f1} = F; ve L,,{f,} = F, olacak sekilde garpimsal Laplace doniisiimii olan
iki siirekli fonksiyon ise

Ly {FL F,2} = L {F, 3Ly {F> )
dir.

Ispat: Carpimsal Laplace doniisiimiiniin ¢arpimsal lineerliginden

L fi" " 22} = Ln{fi}% - L{ 2} = F* - B}
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yazabiliriz. Ters ¢arpimsal Laplace tanimindan
L F%) = A7 - 7 = L {F Mg (R, )
seklinde ispatlanir.

3.3 Carpimsal Konvoliisyon

Tanmm 3.9: f(t) ve g(t) fonksiyonlar1 [0, o) araliginda tanimli integrallenebilen fonksiyonlar

olmak tizere Laplace doniisiimii i¢in ¢arpimsal konvoliisyon integrali

F©) % g(®) = * [{ f)ae=0™ (3.13)
seklinde verilir. (Yalgin, 2016)

Teorem 3.11 (Carpimsal Konvoliisyon Teoremi):
Eger L, {F(s)} = f(t) ve L"H{G(s)} = g(¢) ise

)du

L {Fn ()5} = f e
0

dir. (Yalgin, Celik, & Gokdogan, 2016)

Ispat : « [ Ot f(w)? G integraline ¢arpimsal Laplace doniisiimiinii uygulayalim.

‘ t
Lm {* J f(u)g(t—u)du} — Lm {efo g(t—uw)In f(uw) du}
0

. L{ln(ef(fg(t-unnf(u) @) _ Lo 9(t-w)In F() du)

yazilabilir. Klasik analizdeki konvoliisyon 6zelliginden
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t
L, {*f f(u)g(t—u)d”} = eLnfW)}L{gw)}
0
= (eL{lnf(u)})L{g(“)}

= (L {f (WHHe®?
= F,,(5)¢®
seklinde yazilabilir.
Carpimsal Konvoliisyon Ozellikleri

Bu kisimda c¢arpimsal konvoliisyonun bazi 6zelliklerini verecegiz.

1. Fu(s)C@OHHE = F, (5)6) - B, () dir.
‘ d
E, (S)G(S)+H(S) =Ly, {* f f(u)g(t—u)+h(t—u) ”}
0
— 1L, { Jolg(t-w+h(t-w)]n £ () du}
t t
— Lm {efo g(t—u)In f(u) du+f0 h(t—w)-In f(u) du}

Carpimsal Laplace lineerlik 6zelligini kullanilirsa:

=Ly, {efotg(t—u)-ln fw du} Lo {efoth(t—u)'lnf(u) du}
L{ln(efotg(t—u) In f(u) du)} L{ln(efcf h(t-1)In f(w) du)}
=e ‘e

_ eL{fotg(t—u) In f(w) du} . eL{f;h(t—u) In f(w) du}
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= elinf}L{g(w)} . o L{Inf(W)IL{h(w)}

= (Un{FQOPHIO) - (L {fPHR)

= Fm(s)G(S) 'Fm(s)H(s)

seklinde bulunur.

2. (k- Ep(s))5® = k6O . E, (5)66) seklinde yazilabilir. ilk olarak
‘ du
(k- Fm(s))G(s) =L, {*f (k - f(u))g(t—u) }
0
=1L, {efot ge-uyinties ) du)
= Lm {ef;g(t—u)-(ln k+1n f(u)) du}
= Lm {efotg(t—u)-(lrl k) du . efotg(t_u)'(ll’lf(u)) du}

bulunur. Carpimsal Laplace lineerlik 6zelliginden;
=L, {ef5g<t—u>-(1n 9 au} L, {efotg(t—u)-(lnf(u)) au}
_ (LINKILg@W) . LN FaOILIgGW)

= kG -Fm(s)G(S)

elde edilir.

3. Fp(s)¥¢® = (F, (S)G(S))k’dir. Bu ozellik igin sirastyla
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(F, (s))FE® = {* ft(f(u))k_g(t_u)du}
0

= Ly {els ko) a)

= Lm {(efotg(t_u)'lnf(u) du)k}

k
=L, {efotg(t—u)-lnf(u) du}

yazilirsa

= (Fu(s)°®)"
olarak bulunur.

4 Fn(8)°9) = Ly {x [ fFa)9@ 0%} = L, {x [ £ (£ — 9@} seklinde de yazilabilir.
‘ du
E ()¢ =1L, {*f fu)gt-w }
0
=1L, {efot Ce=uyin (0 au)

seklindedir. t — u = x doniisiimii yapilirsa ;

= Ly {e" K9m0 ax)
=L, {efot s(eyin(e-x) ax)
L{ln(efé 9GO In f(t—x) dx)}
=e

— eL{fotg(x) In f(t—x) dx}
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elde edilir. Konvoliisyon 6zelliginden
= eLUnf()}L{g(x)}

= (eL{lnf(x)})L{y(x)}

=F, (S ) G(s)
olarak bulunur. Bu durumda esitlik saglanmis olur.

3.4 Carpimsal Integral Denklem

Bilinmeyen fonksiyonun bir ya da birden fazla integral ifadesi iginde bulundugu
denklemler, integral denklemleri olarak tanimlanir. Bu bdoliimde, klasik analizdeki integral
denklemlere ait temel tanimlar ve siiflandirmalar ¢arpimsal analiz ¢ergevesine uyarlanacak;

ardindan ¢arpimsal integral denklemlerin ¢éziimlerine iligkin 6rneklere yer verilecektir.

Tammm 3.10: Bilinmeyen bir fonksiyonun, carpimsal integralin iginde yer aldigi denklemlere

carpimsal integral denklem denir.

Tamm 3.11: Bilinmeyen bir y(x) fonksiyonu i¢in

b
(@) = £x) f [y(e)]Ke0™ (3.14)

seklinde carpimsal integral denklem yazilabiliyorsa ve y(x) bilinmeyen fonksiyonu lineer

oluyorsa denkleme lineer ¢arpimsal integral denklem denir. (Durmaz, 2019)

Tanim 3.12:
b

y() = £) -+ f [y(D) KGO

a

seklindeki garpimsal integral denklem homojen olmayan carpimsal integral denklem olarak
adlandirilir. Diger yandan f (x) = 1 ise denkleme homojen ¢carpimsal integral denklem adi verilir.
(Durmaz, 2019)
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Tamm 3.13: Integral sinirlarindan biri x gibi bir degisken ise bu integral denklem tipine Carpimsal

Volterra Integral Denklemi ad verilir. Bilinmeyen bir y(x) fonksiyonu i¢in

y6) = [ Iy@peo”

formundaki denkleme Birinci Tip Carpimsal Volterra Integral Denklemi denir. (Durmaz, 2019)

y(x) bilinmeyen fonksiyon, f(x) ve K(x, t) bilinen fonksiyonlar ise

y(x) = £() = f [y(t) KGO

formundaki ifadeye Ikinci Tip Carpimsal Volterra Integral Denklemi denir. Cekirdegi x —t

fonksiyonu olan asagidaki Zkinci Tip Carpimsal Volterra Integral Denklemini ele alirsak,

X
y0) = £+ | @Peo" (3.15)
a
integral denklemi ¢arpimsal konvoliisyon tipi integral denklem olarak ifade edilir.

3.5 Carpimsal integral Denklemlerin Céziim Yontemi

Bu boliimde c¢arpimsal integral denklemlerin ¢Ozlimiiniin varhigi ve tekligini
ispatlayacagiz. Bunun i¢in gerekli tanimlar ve teoremler asagida verildikten sonra ¢6ziim yontemi

gosterilecektir.

Tamm 3.14: [a, b] araliginda tanimh bir f fonksiyonu f: [a, b] = R olacak sekilde verilsin. Vx €

[a, b] i¢in bir gergek sayt M > 0 bulunur dyle ki
fx) =M (3.16)

esitsizligi saglantyorsa f (x) sinirl bir fonksiyondur. (Rudin, 1976)

Teorem 3.12: Tanim kiimesi [a, b] — R tlizerinde tammli f(x) bir fonksiyon olmak tizere

asagidaki iki kosul saglaniyorsa
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1) f(x) = & > 0oluyorsa Vxe[a, b] i¢in, (pozitif alt sinir)
2) f(x) <M < oo oluyorsa Vxe[a, b] igin, (tstten sinirli)
0 halde In f(x) hem tanimlidir hem sinirhidir. (Bartle, Sherbert,2011)

Teorem 3.13: Varsayalim ki {f,,(x)}, [a, b] S R tlizerinde tanimli siirekli fonksiyonlardan

olusan bir dizidir ve asagidaki kosullar saglanmaktadir:

1) fu(x) , f(x) e diizgiin yakinsar.

2) Vnela,b] igin ve xela, b] i¢in f,(x) > 0,

3) Pozitif bir alt sinir vardir; soyle ki 3¢ > 0 oyle ki f,,(x) = & vardir dyle ki
Vn,Vx €[a, b] igin

In fr (x) = In f(x)

olacaktir. Yani Inf, (x), In f(x)’ e diizglin yakinsar. (Rudin, 1976)

Tanim 3.15 (Carpimsal Analizde Weierstrass M Testi): {f,(x)}, [a,b] ilizerinde siirekli
fonksiyon dizisi olsun. f ve K siirekli fonksiyonlar ve f(x) < M sinirli fonksiyon ve f(x) > § >

0 sart1 saglansin. O halde Vn € N i¢in dyle bir M,, vardir dyle ki

Inf,, (x) | <M, Vx € [a,b] (3.17)

dir ve ), M,, yakinsaksak ise );In f, (x) diizgiin yakinsaktir. (Nagle, Saff, Snider, 1999)

Teorem 3.14 (Carpimsal Analizde Picard Varhk ve Teklik Teoremi): R bolgesinde siirekli

af (x)
ox '

K (x)
ox ’

fonksiyonlar f(x,y) ve K, R ={(x,y):a<x<b,c<y<d}olmak lizere R,

{x0, Yo} icersin. Baslangi¢ deger problemi ise

y'(x)=fxy), y(x0) = ¥o (3.18)

olarak tanimlansin. Boylece bu baslangi¢ deger probleminin I = [x, — h, Y, — h] bolgesinde tek

bir ¢6ziimii vardir ve Picard iterasyonu (Collins, 2006) yardimiyla ¢arpimsal integral denklem i¢in
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)dt

Yre1 () = yu(2) * [ y (K G (3.19)

seklindedir ve y,,1(x)’ ler y,(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsak olur. Bu da ¢6ziimiin varligini

garantiler.

Ispat: (3.14) esitligi

Ynr1 () = f(2) = [T y(O)K@OH (3.20)
baslangi¢ deger problemi seklinde de yazilabilir. (3.19) esitligi de
In Y41 (6) = Iny,,(x) + In [ y(£)K&O% (3.21)

e = efjln(Y(t))K(x,t)dt

seklinde yazilip =* ij(t)K(x’t)dt = plnJg YK kullanilarak ispata

devam edilirse

Iny,,1(x) =Iny,(x) + f(j Iny(t) K(x,t)dt

olarak yazilabilir. u,= Iny,,; —Iny, seklinde bir dizi tanimlanip Weierstrass M test tanimina
gore Y u, yakimsak bulunacak ve Yo_ju,, u(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsak olarak
bulunacaktir. (3.21) esitliginde timevarim yontemiyle Iny,(x) = In f(x) olsun. In f (x) siirekli

oldugundan In y,(x) da stireklidir. y,, 1 < k < n — 1 araliginda siirekli olsunlar. Tiimevarimdan

Iny,(x) =1nf(x) + f; Iny,_1(t) K(x, t)dt

olacaktir. Vx € [a,b],Iny(t) K(x,t)’de siirekli olacagindan [a,x] araliginda integrallenebilir

olacaktir ve

Iny,(x) =Inf(x) + [ Iny,_1() K(x, t)dt (3.22)

seklinde de yazilabilecektir. (3.22) denklemi tiirevlenebilir oldugundan ve bdylece siirekli

oldugundan tiimevarimla elde edilen denklemler tamdir. Bir diger taraftan ¢ekirdek fonksiyonu
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K(x,t) <L ve Inf(x) <M, Vx,t € [a,b] i¢gin olacak sekilde simirhdir. ( L ve M, pozitif
sabitlerdir). Tiimevarimin 1. Asamasini (3.22) denklemine uygulanirsa

| Iny; (x) = Inyo(x) =], Inyo(2) K (x, t)dt

< [Inyo(OIIK (x, Dlde

<LM,. (x—a) (3.23)

ve timevarimla devam edilirse
|10 Y3 () = Inyje—1 () |= 7 Inyge_1 () K (x, £)dt

< [y ye1 O1IK Cx, 0)]de

_ (x—a) 1
< In 1.Mn.W (3.24)
ve
| In Y, (6) = Inyy_1 () |=f {Inyn_q — Iny, o }(OK (x, t)dt
< [T yn_q () = Inyn_ (OIIK(x, D)]dt
n (x—a)™
< 1M My (3.25)
olarak yazilir. Boylelikle
ny, —Iny,_;| < [ M, &2 < [n y, L2 (3.26)

n!

olarak bulunur. Buradan
—a n _ n
Z|lnyn 1nyn1|—zL” b-ay ) — M, ZL”( D, (Moo _ 1)
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yazilir.Burada

N
lenyn —Iny,_1| < M, - (e:®=® — 1) (3.27)

n=1

e* serisi normalde yakinsak oldugundan ); | Iny,, — Iny,_,| yakinsaktir. Boylelikle Weierstrass
M testini saglamaktadir. Boylece Y.(V, — ¥n—1), [a, b] tizerinde u(x) fonksiyonuna diizgiin
yakinsaktir. Boylelikle In y,(x) in Iny(x) fonksiyonuna diizgiin yakinsadigi ispatlanmig olur.

Buradan da verilen bir € > 0 i¢in &yle bir N sayis1 vardir ki
Iny, —Iny| <e¢ (3.28)

timn > N ve tim x, t € [a, b] olacak sekilde diizgiin yakinsakligin tanimindan yazilabilecektir.

Integral denkleme geri déniiliirse
| f; Iny, K(x,t)dt — f; InyK(x,t)dt| < Le

tim n>N ve tim x,t € [a,b] i¢in saglanir. Buradan da f(jln yn K(x,t)dt integrali
fcf Iny K(x,t)dt integraline diizgiin yakinsaktir denir. Boylece n — oo i¢in (3.19) denkleminin

¢Ozimii vardir.
Tekligini ispatlamak i¢in y = Y (x) gibi baska bir ¢dziimii oldugunu kabul edelim.

y — Y (x) stirekli fonksiyonu da [a, b] araliginda smirhdir.
Iny —InY(x)| < A (3.29)

olacak sekilde bir A sayis1 vardir denilebilir. Fonksiyonlarin her ikisi de ¢6zliimii sagladigi i¢in
|Iny —InY(x) | < | []K(x, )(ny(t) — InY(£))dt|

< | J]1KCGe Dl|(ny(t) = InY (£)|dt
< LA(x —a) (3.30)

Vx € [a, b] i¢in elde edilir. Burada tiimevarim yontemi uygulanirsa
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(x—a)—1)

Iny —InY(x)| < L" 14 e (3.31)
ve
x—a)t
Iny —InY(x)| < L”A((T') (3.32)
olacaktir. n — oo igin L”A% , 0’a yaklasacagi i¢in
Iny =InY(x) (3.33)

olacak sekilde tek birbirine esit bulunur ve bu da tek bir ¢dziim oldugu gosterir.

3.6 Carpimsal Laplace Doniisiimiinii Carpimsal Diferansiyel Denklemlere Uygulama

Carpimsal tiirevlerin Carpimsal Laplace dontisiimii i¢in verilen

1

F(s)s"
O F @ f 0 ) )

Ln{f* ™ (©)} =

formiilii f nin carpimsal Laplace doniisiimiine ve f*™~1, .., f**, f*, f fonksiyonlarinin t = 0
daki degerlerine baglidir. Bu nedenle, carpimsal Laplace doniisimleri 6zellikle sabit dslii
carpimsal lineer diferansiyel denklemler i¢in baslangic deger problemlerinin ¢oziimlerini elde
etmede kullanilabilir. Boyle bir denklemi ¢6zmek icin, denklemin her iki tarafina c¢arpimsal

Laplace doniisiimii uygulanir ve bu sayede ¢oziim bulunur.
Ornegin, ikinci mertebeden

(™) ee(y)y® =1 (3.34)

y(0) =by,  y*(0)=by (3.35)
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baslangi¢ deger problemini i¢in inceleyelim. Burada verilen ay a; a, ve by by sabit islerdir.
Denklemin her iki tarafina c¢arpimsal Laplace doniisiimiinii uygulanir. Lineerlik 6zelligi

kullanilarak

Lm{y**}ao Lm{y*}al Lm{y}az = Lm{l}

yazilabilir. (3.34) denklemi ve (3.35) baslangi¢ kosullari ile

(O R 1{OR
{Y(O)Sy*(O)} {y(O)} {r(s)}*> =1

yazilabilir. Denklem diizenlenirse
Y(S)aosz +a,s+a,

by boe

2 apgs+a a
Y(S)aos +ais+a; — bO 0 1b1 0

1
Y(s) = (bo®*%b, % a0 rarsra;

aos+a1 (21
Y(S) — (bo)aosz+als+a2 (bl)a052+als+a2

elde edilir. Bu denklemin ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii alinirsa

y(t) = Ly, {Y(5)}

elde edilir. Boylelikle (3.34), (3.35) baslangi¢ deger probleminin ¢oziimii bulunur. Bu yontem her

mertebeden sabit iislii garpimsal lineer diferansiyel denklemlere uygulanabilir.
Ornek 3.3: y** - (y*)"2-y~8 = 1,y(0) = €3, y*(0) = e® baslangi¢ deger problemini ¢ozelim.

Deklemin her iki tarafina ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanir ve baslangi¢ kosullari

kullanirsa;
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Lm{y**}Lm{y*}_sz{y}_g = Lm{l}

(ORI I{ON RPN
{Y(O)Sy*(O)} {y(O)} {Y(s)3®=1

olur. Denklem diizenlenir ve baglangic kosullar1 kullanilirsa;

Y(S)SZ—ZS—S
23516-6 =1

3s
Y(s) = es?-2s-8

elde edilir. Denkleme ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulayalim.
55 2 1
Ly {Y(s)} = Ly, {esZ—ZS—S} —p, {es_—4+s+—2}

2s 1
= “—Z - — 4t -2t at, ,—2t
= Lm 1{65_4} . Lm 1{es+2} = e2e"" . pe = p2ett+e

Buradan y(t)

2t

y(t) — eZe4t+e_

olarak bulunur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1 Carpimsal Konvoliisyonu Carpimsal Diferansiyel Denklemlere Uygulama

Carpimsal diferansiyel denklemlere carpimsal konvoliisyon uygulayabilmek igin bir
onceki boliimde yer alan ¢arpimsal Laplace doniisiimiinii ¢arpimsal diferansiyel denklemlere
uygulamasindaki adimlarindan yararlanacagiz. Yani ele aldigimiz g¢arpimsal diferansiyel
denklemin her iki tarafina da ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulayacagiz. Y (s)‘yi yalniz birakip
carpimsal ters Laplace doniisiimiinii alirken ¢arpimsal konvoliisyon teoreminden yararlanacagiz.

Boylelikle denklemimizin ¢6ziimii olan y(t)’yi bulmus olacagiz.

Ornek 4.1: y*™ -y = e® 7'sint (0) = 1, y*(0) = e baslangic deger problemini ¢ozelim.
Denklemin her iki tarafina ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanir ve baslangi¢ kosullar

kullanilirsa;
Ly Moy} = Lp{e® ™ 1)

{ Y(s)s®

_Ye)» ), _ G
y(O)Sy*(O)} () =e

olur. Denklem diizenlenir ve baglangi¢ kosullar1 kullanilirsa;

1
y(s)sz+1 = o(5+2)%+1

1

1 \s2+1
Y(S) = <e(5+2)2+1>

elde edilir. Denkleme ters ¢carpimsal Laplace doniisiimii uygulayalim ve ¢arpimsal konvoliisyon

teoremini kullanilirsa

1
1

5241
Y(s) = <e(s+2)2+1)s - Fm(S)G(S)
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1
E,(s) = eG+2?+1  pe  G(s) =

s2+1

olarak tanimlanir. O halde
LF(s)} = f(t) = e 5"t ve L71{G(s)} = g(t) = sint
olur. Carpimsal konvoliisyon teoremi ve ¢arpimsal integral tanimi kullanilirsa

t t
L;nl{Fm(s)G(s)} :*f f(x)g(t—x)dx — efog(t—x) In f(x)dx
0

e—2t
8

_ . 1, . .
_ ef;sin(t—x)-lnee 2X.sinx g _ efote_zx-sinx-Sin(t—x)dx _ eg(sm t—cost)+ (sint+cost)

elde ederiz. Boylelikle ¢oziim

-2t
y(t) — e%(sint—cost)+68 (sint+cost)

seklinde elde edilir.

Ornek 4.2: y*-y~1 =1,y(0) = 1, y*(0) = e baslangi¢c deger problemini ¢dzelim.
Denklemin her iki tarafina ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanir ve baslangi¢ kosullart

kullanilirsa;
Lm{y**}l‘m{y}_l = Lm{l}

{ Y(s)s

y(o)sy*(o)} ) {Y(S)}_ =1

olur. Denklem diizenlenir ve baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa;

1

_1 1 \s+
Y(S) = es2-1 = (eﬁ)

=



elde edilir. Denkleme ters ¢carpimsal Laplace doniisiimii uygulayalim ve ¢arpimsal konvoliisyon

teoremini kullanalim.

1
s+1

Y(s) = (e%) = £, ()6

1
E,(s) =es-1 wve G(s)= 11

LHF(s)} = f(t) = e® ve L™HG(s)}=g(t) =e*

olur. Carpimsal konvoliisyon teoremi ve garpimsal integral tanimi kullanilirsa

t
d t .
Lt {Fn(s)°©} = f 0900 = gl ot-ains) ax
0

o~

et
2

b —t+x.7,,e* t o 2x—tg,. e _
:efoe Ine dx:efoe ax: — o7

elde edilir. Boylece

t -t

y(t) =e2 2
olarak bulunur.
Ornek 4.3: y*-y* =1, y(0) = 1, y*(0) = e baslangic deger problemini ¢ozelim.

Denklemin her iki tarafina ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanir ve baslangi¢ kosullar

kullanilirsa;

Lin{y™ Moaply™} = Lin{1}

{ Y (s) } {Y(s)S}_l
y(0)sy*(0)) |y(0) )
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olur. Denklem diizenlenir ve baglangi¢ kosullar1 kullanilirsa;

1
1 1INSF+1
Y(s) = es?+s = (35)5“

elde edilir. Denkleme ters ¢carpimsal Laplace doniisiimii uygulayalim ve ¢arpimsal konvoliisyon

teoremini kullanalim.

1
1\s+1

Y(s) = (eE) = E,,(5)¢®

1 1
E,(s)=es wve G(s)= ST 1

L{F(s)}=f) =e' ve LHG(s)}=g(t) =e"

olur. Carpimsal konvoliisyon teoremi ve ¢arpimsal integral tanimi kullanilirsa
t d .
L%l{pm (S)G(S)} —x j f(x)9=2) * = plo9(t=x)Inf(x)dx
0

— efote‘“’x-lne-dx — efote‘“'xdx _ ,l-e7t

elde edilir. Boylece

y(t) = et~
olarak bulunur.

Ornek 4.4: y* - (y™)™1 =1, y(0) =1, y*(0) = 1, y**(0) = e baslangi¢ deger problemini
¢Ozelim.
Denklemin her iki tarafina ¢arpimsal Laplace dontisiimii uygulanir ve baslangi¢ kosullari

kullanilirsa;

Lm{y***}Lm{y**}_l = Lm{l}
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o) o)
y(0)5*y*(0)sy=(0)) (¥(0)°y*(0)
olur. Denklem diizenlenir ve baslangi¢ kosullar1 kullanilirsa;

1

1 AN\s—1
Y(s) = es3-s2 = (esz)

elde edilir. Denkleme ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulayalim ve ¢arpimsal konvoliisyon

teoremini ile

A
s—1

Y(s) = (esiz) = F,(s)¢®

1 1
E,(s) =es? wve G(s)= =

Ly {F(s)} = f(t) = e ve L7H{G(s)} = g() = e’
olur. Carpimsal konvoliisyon teoremi ve ¢arpimsal integral tanimi kullanilirsa;

t t
L;nl{Fm(S)G(S)} :*f f(x)g(t—x)dx — efog(t—x)lnf(x)dx
0

— ef(fet_x-lnexdx — efotx-et_x-dx — e—t—1+et

olur. Boylelikle
y(t) = g t—1tet

olarak bulunur.
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4.2 Carpimsal Laplace Déniisiimiinii ve Carpimsal Konvoliisyonu Carpimsal Integral

Denklemlere Uygulama

¢ (x) bilinmeyen, f(x) ve K(x, t) bilinen fonksiyon olmasi durumunda

PG = F(x) -+ f [ ()] KD

formundaki ifadenin ikinci tip ¢arpimsal Volterra integral denklemi oldugunu biliyoruz. Ayrica

cekirdegi x — t fonksiyonu oldugunda,

X

B = F() -+ [ 1@ (4.1)
a
carpimsal konvoliisyon tipi integral denklem oldugu verilmisti.
imdi (4.1) carpimsal integral denklemindeki ¢ (x) bilinmeyen fonksiyonunu bulmak igin
p g y Yy

carpimsal Laplace veya ¢arpimsal konvoliisyon teoremi uygulayalim. (4.1) denkleminde
a = 0 kabul edelim.

Ln[¢p(X)] = Pm(S), Linlf (x)] = En(s), LIK(x,t)] = LIK(x — t)] = K(s) olsun.
$C0) = F(x) -+ f [ (0)] KGO
0

Carpimsal Volterra integral denkleminin her iki tarafini g¢arpimsal Laplace doniisimii

uygulayalim.

Lin[¢p(x)] = Lip[f ()] - Ly, I*J [¢(t)]K(x—t)‘“l
0
Carpimsal konvoliisyon teoremini ile

= Lin[f ()] * L, [eff ln¢(t)'K(x—t)dt]
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L[ln(eféc 1n¢(t)-1<(x—t)dt)]
e

= L [f ()]

= Ln[f ()] eL[f;Clan)'K(x—t)dt]

= L [f ()] - (eMin e @NHEED]

elde edilir. Buradan

Pm(s) = En(s) - d’m(S)K(S)

olarak bulunur. Islemlere devam edilirse

P ()7 = Ey(s)

P (s) = Fm(s)l_}((s)

Pm (s)’in ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii olan ¢ (x) fonksiyonu ¢arpimsal integral denkleminin

¢Ozlimiidiir.

Ornek 4.5: y(t) * [ Oty(r)“i“(t_f)df = e' carpimsal integral denklemin ¢oziimiinii ¢arpimsal
Laplace yontemi ile bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisimiinii alalim.
t ; at
Lin{y ()} Ly {*J y(z)3sin@=o) } = Li{e'}
0

Ln{y(©) - (eHny @) = ut

1
2

3
Lm{y(t)} ’ Lm‘b’(t)}m =es

w31
Ly {y(t)} "52+1 = es?
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Burada L,,,{y(t)} yalniz birakilirsa;

1s%+1 1. 3
La{y(t)} = es?s?+4 = e4s? 4(s?+4)

elde edilir. Ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii alinirsa

ATy L‘l[ L +L] t.3..
Y(t) = L;nl {6452 4(52+4)} =e 457" 4(s2+4)] = pztgsin 2t

olarak bulunur.
Ornek 4.6: y(t) * [ Ot y(1) 0% _ o carpimsal integral denklemin ¢éziimiinii ¢arpimsal Laplace

yontemiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimii ile
t ar
Lyn{y(®)} L {* f Y(T)(t_r) } = Ly, {e}
0
Ln{y(©) - (et @) = et

L (©)} - Ly (D) = €5

1+ 1
Ln{y(t)} s =es
seklinde gelir. Burada L,,{y(t)} i¢in

1.2 s
Lm{y(t)} = eSs2+1 = es2+1

formiilii elde edilir. Ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanirsa;

S —1[_S
y(t) = Ly} {em} = ot 1[@] — geost
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olarak bulunur.

Ornek 4.7: y(t) =e-* fot y(‘r)cos(t_f)dr carpimsal integral denklemin ¢6ziimiinii ¢arpimsal
Laplace yontemiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimiinii alalim.
‘ dt
Ly (©)} = Lin{e} - Ly { f Y (105D }
0
Ln{y(®)} = el (eL[lny(r)])L[COST]

Lny(D)} = €5 - L {y(©)}75+1

-
Ln{y(®)}' 75741 = €5

Buradan
V3
1, 2
st 1 s s < _1)? §>_@
Lp{y()} = e567=s+D) = 5 57541 = ¢ (s-2) +3)2
seklinde elde edilir. Ters ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanirsa;
AEl 3
$ 1%, 3\3 s 2 3\ V3 s (3 ¢
y(t) = Ly} i e <( _E) +Z>.7 & —e <(s_§) +Z>'T _ el+\/_§'51n(7t)-e /2

olarak bulunur.

. . _nart
Ornek 4.8: y(t) = eS¢t % fot y(r)e(t 2 carpimsal integral denklemin ¢6ziimiinii ¢carpimsal
konvoliisyon teoremiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimii ile
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Lin{y(0} = Ln{e*™"} Lun { J y(r)e“_f)dr}
0

La{y(®)} = ellsint] . (eL[lny(r)])L[eT]

Ln{y(9)) = ¢354 - Ly {y(©))T

1 1
Ln{y(OY 75T = e+

olur. Buradan

s—1

Ly} = (e572) "

elde ederiz. y(t)’yi bulmak igin ¢arpimsal konvoliisyon teoremini kullanabiliriz. Bunun igin

oncelikle

s—1

1
E,(s) =es—2 ve G(s)= 211

olarak tanimlanir ve

S —
2

LyHE,(s)} = eL_l[ﬁ] = e = f@t) ve L HG(s)} = L‘1{ ! } =cost —sint = g(t)

sc+1

bulunur. islemlere devam edilirse
t
Y(©) = L {Fn (560} = | f)90e0™ = et/ @atena
0

t 2x, - 12¢ 1 3
— efoe (cos(t—x)—sin(t-x))dx _ e8¢ —gcCosttgsint

bulunur.
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. _\art .
Ornek 4.9: y(t) -* fot y(1)¢ (E=D™  gsint carpimsal integral denklemin ¢oziimiinii ¢arpimsal
konvoliisyon teoremiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimii ile

Lin{y(©)} - Ly, {* f y(T)e(H)dT} = Lp{es™t}

)L[ef] L[sint]

Ln{y(©)} - (@) = ¢

1

L (O} - Ly (D)1 = e+
Ly (O = et

olur. Buradan

s—1

Ln{y (@} = ()

olarak elde edilir. Carpimsal konvoliisyon teoremi ile

s—1

1
Fm(S) =es ve G(S) = m

olarak tanimlanir. O halde

LHE () = e Sl 2 e = £(0) ve L74G(s)} =1 { s—1 } — cost —sint = g(£)

s2+1

bulunur. Buradan ¢6ziim fonksiyonu
t
y(t) — L;nl{Fm(S)G(S)} :*f f(x)g(t_x)dx _ efotlnf(x)-g(t—x)-dx
0

— efot(cos(t—x)—sin(t—x))dx cost+sint—1

=e
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olarak bulunur. Boylece

y(t) — gCost+sint-1

olarak bulunmus olur.

. d
Ornek 4.10: y(t) -* fot y ()¢t f=et” carpimsal integral denklemin ¢éziimiinii ¢arpimsal
konvoliisyon teoremiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimii ile

t

Ln{y(®)} - L { f y(r)“—ﬂ“} = Ln{e*’}
0

Ln{y(©) - (et @) = etle]

2
$3

1
Linfy(@©)} - Lin{y(D)}s* = es

1 2
L{y()}' 757 = e5®

elde edilir. Buradan

1

Ln{y(®} = ()

elde edilir. Carpimsal konvoliisyon teoremi ile

2
E,(s) =es ve G(s)= 711

olarak tanimlanirsa

L () = et Bl = e2 = f(0) ve L17YG(s)) = L-l{ }: sint = g(t)

s2+1

olarak bulunur. Teorem uygulanirsa
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t
YO = L {Fn ()0} = [ foe™ = hin@ro-mas
0

£ .
— efo 2-sin(t—x)dx _ e2-2cost

bulunur. Boylece ¢6ziim
y(t) — eZ—Z cost

olarak bulunur.

Ornek 4.11: y(t) -+ fot y (T)(t_r)dr =et’ carpimsal integral denklemin ¢oziimiinii ¢arpimsal

konvoliisyon teoremiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanirsa
t ar 3
o1t [ 500 1)
0

Ln{y(0)} - (e ny @) = 11’

1 6
2 4

Lny(©)} - Lp{y(©)}s* = es

1 6
L{y()}' 757 = e5°

elde edilir. Buradan

1

Luly(®) = ()

olarak elde edilir. Carpimsal konvoliisyon teoremi ile
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E,(s) = es% ve G(s) =

s2+1
olarak tanimlanirsa

6

L) = e [l = o9 = £ ve 1600} = 17

. 1} =sint = g(t)

bulunur. Teorem uygulanirsa
t
YO = L {Fn() O} = | fGoC™ = hin@o-as
0

t .
— efo 6x-sin(t—x)dx 6t—6sint

=e
bulunur. Buradan ¢oziim

y(t) = ebt=6 sint
olacak sekilde bulunur.

y(t)

Ornek 4.12: 5 a4
*fo y(@ED

= e' carpimsal integral denklemin ¢6ziimiinii carpimsal konvoliisyon
teoremiyle bulalim.

Her iki tarafin ¢arpimsal Laplace doniisiimii uygulanirsa

Ln{y(®)}
Ly {x Jy (@)D"

= Lm{et}
}

Ln{y(©)} L[e]

(elIny@I)e — ©
La{y®} 1
L {y(8)}s*
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L1
Ln{y(t)} s*>=es?

olur. Buradan

1

Ln{y ()} = (e571)"

elde edilir. Carpimsal konvoliisyon teoremine gore

1 1
F = -1 G = —_—
() = €51 ve G(s) = —=

olarak tamimlansin. O halde

Lt (o) = e Bl = o = ) ve 160 =1 ) = e = 00

bulunur. Teoremi uygulanirsa
t dx t
Y(©) = L {Fn (560} = | fa)a0e0™ = et/ @atena
0

tox. ,—t+x e —e
:efoe e dx:e 2

bulunur. Coziim fonksiyonu ise

e —e

yt)=e 2
olarak bulunur.

86



5. TARTISMA VE SONUC

Bu calismada, hem klasik hem de carpimsal analiz kapsaminda yer alan farkli tiirden
denklemlere konvoliisyon yontemi uygulanarak ¢oziimler tretilmistir. Uygulamalar {i¢ temel
baslik altinda incelenmistir: klasik diferansiyel denklemler, carpimsal diferansiyel denklemler ve
carpimsal integral denklemler. Her bir denklem tiirii i¢in Laplace doniisiimii ile ¢6ziim alanina
gecilmis, ardindan ters Laplace doniisiimii ve Konvoliisyon teoremi kullanilarak zamana bagh
¢Oziim fonksiyonlar1 elde edilmistir.

Klasik diferansiyel denklemlere uygulanan konvoliisyon ¢oziimiinde, sistemlerin dogrusal
ve zamanla degismeyen yapilarinda Laplace doniisiimiiniin ¢6ziime kolay ve dogrudan bir yol
sundugu goriilmiistiir. Ozellikle baslangig¢ kosullar1 bilinen sistemlerde, ¢dziimler hem analitik
hem de sayisal olarak basariyla elde edilmistir. Konvoliisyon teoremi, ¢arpim bigiminde verilen
Laplace dontisiimlii ifadelerin ters doniisiimiiniin yapilandirilmasinda etkili olmustur.

Carpimsal diferansiyel denklemlerde ise klasik tiirev yerine ¢arpimsal tiirev kullanilmas;
bu tiirev tiirline uygun olarak gelistirilen Laplace dontisim operatorii ile ¢oziim siireci
gerceklestirilmistir. Bu tiir denklemler, klasik denklemlere gore daha karmagsik yapilar
sergilemekte olup, ¢oziim siirecinde Konvoliisyonun yapisal katkisi belirgin olmustur. Elde edilen
sonuglar, carpimsal analizde konvoliisyonun yalnizca doniisiim sonrasi islemlerle sinirl kalmayip,
¢Oziim uzaymin insasinda temel bir ara¢ olabilecegini gostermistir.

Son olarak ¢arpimsal integral ifadelerinde, ¢6ziim siireci sirasinda ¢ekirdek fonksiyonlarin
carpimsal ¢ercevede ifade edilmesi ve doniisiim operatdrlerinin dikkatli kullanilmasi1 gerekmistir.
Bu baglamda, konvoliisyon yalnizca matematiksel bir islem degil, ayn1 zamanda ¢arpimsal integral
sistemlerin ¢0ziim algoritmasinin merkezinde yer almigtir.

Genel olarak, bu ¢alisma konvoliisyon yonteminin hem klasik hem de ¢arpimsal analiz
baglaminda giiclii ve esnek bir ¢dziim yaklasimi sundugunu ortaya koymustur. Ozellikle Laplace
doniisiim yontemine entegre edilerek uygulanan konvoliisyon islemleri, diferansiyel ve integral
sistemlerin ¢Oziimiinii kolaylastirmig; aynt zamanda carpimsal yapilarin analitik olarak
coziilenebilirligine katki saglamistir. Gelecek calismalarda, bu yaklasimin fraksiyonel analiz,

zaman Olgekleri teorisi ve sistem modelleme uygulamalariyla genisletilmesi 6nerilmektedir.
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