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CARPIMSAL HARMONIK P-FONKSIYONLAR iCIN
BAZI YENI INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

OZET

Bu tezde carpimsal harmonik P-fonksiyonu adi verilen yeni bir fonksiyon
siifi tanimlanmistir. Baz1 yeni Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir.

Tezin birinci boliimde sirasiyla esitsizlik teorisi, konveks fonksiyonlarin
tarihcesi ve konvekslik hakkinda giris niteliginde bilgiler yer almaktadir. Ikinci
boliimde tezin kuramsal temelleri i¢in gerekli temel kavramlar, tanimlar, teoremler
verilmis ve ayrica konveks fonksiyon siniflarinin birbiriyle olan iligkisi literatiir
calismasiyla da desteklenerek aktarilmistir. Uciincii bolimde tez ¢alismasinda
kullanilan klasik esitsizlikleri igeren teoremler, ispatlari ve bu calismaya kuramsal
temel teskil eden bazi esitsizlikler verilmistir. Dordiincti boliimde ise ¢arpimsal
harmonik P-fonksiyon isminde yeni bir fonksiyon sinifi tanimiyla, fonksiyon
sinifinin literatiirle olan iligkisi verilmis, fonksiyonlarin bu sinifinin bazi cebirsel
ozellikleri incelenmis ve daha sonra yine literatiirde olan bir 6zdeslik yardimi ile
carpimsal harmonik P-fonksiyonlar smifi i¢in Hermite-Hadamard tipli baz1 yeni
esitsizlikler elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Konveks Fonksiyon, Hermite-Hadamard Esitsizligi, Integral
Esitsizlikleri, Carpimsal P-fonksiyonlar, Harmonik Konveks Fonksiyonlar,
Carpimsal Harmonik P-fonksiyonlar.



MULTIPLICATIVELY HARMONICALLY P-
FUNCTIONS AND SOME RELATED INEQUALITIES

SUMMARY

In this thesis, a new function class called multiplicative harmonic P-function is
defined. Some new Hermite-Hadamard type inequalities are given.

History of convex functions, place for input information about convexity.
In the second part, basic concepts, definitions, theorems are given for the theoretical
foundations of the thesis and also the relation between convex function classes is
supported by the literature study. In the fourth chapter, with the definition of a new
function class named multiplicative harmonic P-function, the relation of the function
class with the literature is given, some algebraic properties of this class of functions
are examined, and then Hermite-Hadamard type for the class of multiplicate
harmonic P-functions with the help of identity in the literature. some new inequalities

have been achieved.

Keywords: Convexity, Hermite-Hadamard Inequality, Integral Inequalities,
Multiplicatively P-functions, Harmonic Convex Functions, Multiplicatively

Harmonic P-functions
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BOLUM 1. GIRiS

Matematikte esitsizliklerin 6nemi biytktiir. Kisaca sdylemek gerekirse iki
degerin birbirlerine gére durumlarini ifade eden iliskidir. Esitsizlik "#" isaretini ilk
bulan kisinin kim oldugu bilinmiyor; fakat ilk olarak 18. ylizyilda Leonhard Euler
tarafindan kullanildig: diisiiniiliiyor.

Biiyiiktiir (>) ve kiigiiktiir (<) isaretleri ise 1631 yilinda, Ingiliz matematikci
Thomas Harriot’'un "Artis Analyticae Praxis ad Aequationes Algebraicas
Resolvendas" baslikli kitabinda ilk olarak kullanilmistir.

18. ve 19.’yy. da K.F. Gauss, A.L. Cauchy ve P.L. Chebyshev gibi bilinen
matematikgilerin esitsizlik konusunda calismalari mevcut olsa da 1934’te Hardy,
Littlewood ve Polya tarafindan yazilan “Inequalities” adl1 kitap, bu alanda verilen ilk
yapittir. Bu calismayi takiben E.F. Beckenbach ve R. Belmann (Beckenbach, E.F. and
Bellman,1961) tarafindan yazilan adli eserlerdir “Inequalities”. Bu iki eser ¢ogu
matematik¢inin dikkatini ¢ekmis ve ilerleyen donemlerde de bu anlamda fazlasiyla
caligmalar yapilmistir. Bunlardan bir kismi ‘““Differential Inequalities”(Szarki j.
1965), “Analitic Inequalities” (Mitrinovi¢ D.S.;,1970), “Inequalities Involving
Functions and Their Derivates” ( Mitrinovi¢ D.S.,1991), “Classical and New
Inequalities in Analysis”( Mitrinovi¢ D.S.,1993) dir.

"Neden Matematiksel Esitsizlikler?" sorusunu 1978 yilinda Richard Bellman
su sekilde cevaplamistir: “Esitsizlik calismak i¢in bazi nedenler vardir. Pratik agidan
bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir nicelikle smirlandirmak
karsimiza g¢ikmaktadir. Klasik Esitsizliklerde bu sekilde ortaya g¢ikmustir. Teorik
acidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel teoremler olusturulabilir.
Son olarak estetik acidan bakildiginda genel olarak resim, miizik ve matematigin
bazi parcalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen esitsizliklerin goze hitap etmesi

de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.”



Son yillarda esitsizlik konulu ¢aligmalarin matematigin bir¢ok farkli
alanlardaki uygulamalarina katkilar1 biiyliktiir. Bunlardan bazilari; Hadamard,
Ostrowski, Griiss, Chebyshev, Yamuk ve Jensen tipli esitsizlikler seklinde
siralanabilir. Esitsizliklerde 6nemli bir yeri olan kavramlardan birisi de konveks
fonksiyonlar kavramidir. Kavram olarak konvekslik esitsizliklerle tanimlandigindan
konveks fonksiyonlar teorisinde esitsizlikler nemli bir yer tutmaktadir. Gergekte her
zaman ve bir¢ok yolla konvekslik kavramiyla karsilasiyoruz ve deneyimliyoruz. Cok
basit bir 6rnek olarak dik pozisyonda durdugumuzda agirlik merkezimizin dik
izdiisimi ayagimizin kapladigi konveks alanin i¢inde kalir. Boylece dengemizi
saglayabilmekteyiz. Bununla beraber giinliik hayatimizda konveksiligin biiyiik
etkileri vardir. Ornegin endiistri, is, saglik ve sanat alanlarinda bircok uygulamasi
vardir.

Konveks fonksiyon teorisi konveksligin genel konularmin bir pargasidir.

Ciinkii konveks bir fonksiyonun goriintii kiimesi konveks bir kiimedir. Konveks
fonksiyonlar teorisi matematigin tiim alanlarina dokunan O©nemli bir teoridir.
Konvekslik konusunu gerektiren matematigin ilk konularindan birisi ¢izgisel
analizdir. Ikinci tiirev testi konveksiligin bulunmasinda bize sonucu veren giilii bir
aragtir. Mucizevi sekilde Hessian test birka¢ degisken durumu i¢in dogal
genislemeye sahiptir. Optimizasyon ve kontrol teorisinde baz1 karisik problemlerden
hareketle konveks fonksiyonlar teorisi, sonsuz boyutlu Banach uzaylarinin, ¢aligma
alanlarina genisletilmektedir.
Bununla birlikte matematikte yer almasi 19. ylizyll sonu 20. yiizyll basim
bulmaktadir. “Konvekslik” kavrami ilk olarak Hermite tarafindan Ekim 1881°de elde
edilen bir sonucun yayimlanmasi ile ortaya ¢ikmistir. Arsimed, konveks bir seklin
cevre uzunlugunun onu cevreleyen diger bir konveks seklin ¢evre uzunlugundan
daha kii¢lik oldugunu fark etmistir.

Niculescu (2018), konveksiligin bu kadar yaygin kullanim alaninin olmasini
iki ana nedene baglamaktadir. Bunlardan birincisi “maksimum degerin, simir
noktasinda elde edilmesidir”. Ikincisi ise “Her yerel minimum noktanmn aslinda
mutlak minimum nokta olmasi ve ek olarak her konveks fonksiyonun en az bir

minimum noktaya sahip olmasidir” (Mumcu I.,2019).



Ayrica konveks fonksiyonlar, esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlarin
uygulamasinin bir sonucu olan bir¢ok esitsizlik ile baglantis1 vardir. Ornegin Holder
ve Minkowski gibi genel esitsizlikler konveks fonksiyonlar i¢in Jensen Esitsizliginin
bir sonucudur. Bu baglamda konveks fonksiyonun taniminda aslinda bir esitsizliktir.
Dolaysiyla konveks fonksiyonlar esitsizlik teorisinde ¢ok Onemli bir role sahiptir.
1883 yilinda Hermite tarafindan elde edilen yeni bir esitsizlik bundan on yil sonra
Hadamard tarafindan yeniden ele alinarak bu ¢alisma simdi giliniimiizde Hermite-

Hadamard esitsizligi olarak bilinen asagidaki

(a+b

b
: b
2 )Sb_aff(x)dxgw

esitsizligi vermistir. Buna ek olarak, bu ifadenin her iki tarafi sadece afin

fonksiyonlar i¢in birbirine esittir (yani, mx + n ,seklindeki fonksiyonlar i¢in).

fib)

g(x)

fix)

fla)

Sekil.1.1 Konveks fonksiyon grafigi

f:[a, b] = R fonksiyonunun konveksligi her u, v € [a. b] i¢in
f 1 [u,v] fonksiyonunun grafiginin (u, f(u)) ve (v, f(v)) noktalarint birlestiren
kiris’in altinda kalmasidir. Yukaridaki sekilden,

fb) —f(a)
b—a

fG) < fla) + (x—a)



yazilir. Buradan da bu esitsizligin her iki tarafi ilizerinde [a,b] kapali araligi

tizerinden integral alinirsa ilk esitsizligin sag tarafi elde edilir.

f fonksiyonunun siirekli oldugu kabul edilirse f afin olmadiginda

b
1 f(@) + £ (b)
poa ) fear s =

esitsizligi elde edilir, ve afin oldugunda

f() =f(a )+M( —a)

olur. Ifadenin sol tarafim elde etmekte oldukca kolaydr.

Konveks fonksiyonlar teorisi ¢ekirdeginde aritmetik ortalamalar1 (verilen bir
fonksiyonlar belli baz1 degiskenlerin bileskesi) kiyaslayan bir teoridir. Buna benzer
teoriler ortalama giftlerini (tanim ve yardimci tanim kiimesinde) dikkate alarak
gelistirilebilir (log konvekslik tanim gibi) ve burada Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler ispatlanabilir (Karacali N.,2010).

Konveks fonksiyonlarin sistematik baslangici, Johan Ludwig William
Valdemar Jensen’e (1859-1925) dayanmaktadir. Jensen’den once de ¢aligmalar
olmustur, bunlar arasinda Ch. Hermite, Hadamard, O. Holder ve O. Stolz vardir.
Ilerleyen yillarda Fejer (1880-1959) Hermite’in (1881-Mathesis) sonuglarmin
genellestirilmis halini sunmustur. 20. ylizy1l boyunca geometrik fonksiyonel
analizde, matematiksel ekonomide, konveks analizde ve lineer olmayan
optimizasyonda onemli arastirmalar yapilmistir. Ote yandan kanveksligin farkli
tirleri de tanimlanmistir. Bunlardan bazilari, Godunova-Levin tipli fonksiyonlar
(Mitrinovi¢ D.S.,1993), r-konveks fonksiyonlar (Gill P.M.,1997), P-fonksiyonlar
(Pearce C.E.M ve Pubinow,1999), P-konveks fonksiyonlar (Zhang K.S. ve Wan
S.,2007), Harmonik konveks fonksiyonlar (Iscan I.,2014) seklindedir.



Son yillarda Hermite-Hadamard tipi esitsizlikler ve integral esitsizliklerine ilgi
artmistir. S.S. Dragomir, B.G. Pachpatte, G. Zabandan gibi arastirmacilarin bu alanda
yapilmis caligmalar1 mevcuttur. B.G. Pachpatte (Pachpatte, B.G.,2003) elemanter
islemler kullanarak konveks fonksiyonlar i¢in esitsizlikler vermistir. M. Tung¢ (Tung,
M.,2012) makalesinde, Pachpatte’nin sonuglarina benzer esitsizlikler vermistir. S.S.
Dragomir (Dragomir, S.S.,2011), konveks fonksiyonlar i¢in var olan bir esitsizligin
operator konveks fonksiyonlar i¢in de saglandigi gostermistir. G. Zabandan
(Zabandan, G.,2019), Dragomir’in konveks fonksiyonlar i¢in kullandig1 esitsizligin
bir genellemesini yapmistir. Son yillarda Iscan tarafindan (Iscan 1.,2014) harmonik
konveks fonksiyon tanimi verilmistir ve bununla ilgili Hermite-Hadamard, Simpson,
Ostrowski gibi pek c¢ok yazar tarafindan integral esitsizlikleri calisilmistir. Daha
sonra Kadakal tarafindan (Kadakal H., 2018) ¢arpimsal P-fonksiyonlarinin tanimi
verilmistir. Bu tezde de Iscan ve Kadakal’in ¢alismalarindan yola cikarak yeni bir
fonksiyon sinifi olan ¢arpimsal harmonik P-fonksiyon tanimlanmistir. Fonksiyonlarin
bu smifi ile daha once elde edilen carpimsal P-fonksiyonlar sinifi arasindaki
iligkilerden bahsedilmistir. Bu fonksiyon sinifina ait fonksiyonlara &rnekler
verilmisti. Daha sonra Iscan tarafindan (iscan 1.,2014) verilen bir 6zdeslik
yardimiyla carpimsal harmonik P-fonksiyon sinifi i¢in bazi yeni Hermite-Hadamard

tipli esitsizlikler elde edilmistir.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1. On Bilgiler

Bu boliimde gerekli olan bazi temel kavramlar, tanimlar, teoremler ve esitsizliklere

yer verilmigtir.

Tanim 2.1.1. (Konveks Kiime): L bir lineer uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak

uzere;
B={zel:z=tx+(1—-t)y ,05t<1}cA.

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z€B ise z=ax+ (1—a)y
esitligindeki x ve y katsayilar i¢in @ + (1 — a) = 1 bagintis1 her zaman dogrudur.
Bu sebeple konveks kiime tanimindaki «, (1 — ) yerine a + f = 1 sartin1 saglayan
ve negatif olmayan «,f reel sayilarmi alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi ug
noktalar1 x ve y olan bir dogru par¢asidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime,
bos olmayan ve iki noktasini birlestiren dogru parcasini ihtiva eden kiimedir

(Bayraktar, M., 2000).

t .
T t y v //.
%1 ¢

Sekil 2.1. Konveks kiimeler Sekil 2.2. Konveks olmayan kiimeler




Tammm 2.1.2. (Konveks Fonksiyon): [ € R bir aralik ve f:I € R — Rbir
fonksiyon olsun. V x,y € I ve 8 € [0,1] i¢in

fOx+(1—-0)y) <0f(x) + (1 -6)f() (2.1)

esitsizligi saglaniyorsa f ye bir konveks fonksiyon denir.

Yukaridaki formiile es deger olarak her x, y, z € I i¢in asagidaki esitsizlik verebilir.

x f(x) 1
y f») 11=0
z f(z) 1

Eger esitsizlik (2.1) esitsizligi x # y ve 8 € (0,1) i¢in kesin ise bu durumda f

fonksiyonuna kesin konvekstir denir (Pecari¢, J.,1992). Yani,

fx+(1=0)y) <0f(x) + (1 -60)f(y)

ise fonksiyona kesin konvekstir denir.
Konveks fonksiyon diyebilmek icin bazi1 gereklilikler asagida siralanmistir.
l. f’nin [ araligi iizerinde konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart secilen

f)-=f (),
x—c

herhangi bir ¢ € I noktas1 ig¢in nin [ aralifinda artan bir fonksiyon

olmasidir.

2. f:(a,b) > R fonksiyonunun konveks olabilmesi i¢in gerek ve yeter sart her

¢,x € (a,b) i¢in,

X

FGO) - F(0) = j g(Ddt

c

olacak sekilde g: (a,b) — R artan fonksiyon olmasidir.



3. f tiirevlenebilir bir fonksiyon olmak iizere, f’nin konveks olmasi icin gerek ve
yeter sart f' fonksiyonunun artan olmasidir.

4. f",(a,b) araliginda mevcut olsun. Bu durumda f’nin konveks olmasi i¢in gerek
ve yeter sart f''(x) = 0 olmasidir.

5. f:(a,b) - R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her x, €

(a, b) i¢in f fonksiyonun en az bir destek dogruya sahip olmasidir. Yani

fG) = flxo) + A(x —x0)  Vx € (ab)

esitsizligini saglamasidir. Burada A, x,’a baghdir ve eger f' varsa o zaman

A= f'(xo) yada f'_(xo) # f' (xo) ise 1 € [ f'_(x0), [, (x0)] dir.

6. f:(a,b) » R fonksiyonunun konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart P,Q ve R

noktalar1 f fonksiyonunun grafigi iizerinde herhangi {i¢ nokta olmak iizere,

egimP(Q < egimPR < egimQR

esitsizliginin saglanmasidir (Pecari¢, J.,1992)

Teorem 2.1.1. (Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi): f : I > R konveks bir

fonksiyon olsun. Her a,b e ve a < b igin,

(a +b 2.2)

b
: b
2 )Sb_ajf(x)dxgw

esitsizligine Hermite-Hadamard esitsizligi denir. Eger bu esitsizlikte f fonksiyonu

konkav ise esitsizlik tersine doner (Hadamard, J.,1893) (Hermite, Ch. 1883).

Ispat: f fonksiyonu konveks oldugundan [a,b] arahiginda siirekli ve sinirhdir.

Bundan dolayt f, [a,b]’de integrallenebilir. Sag taraftaki esitsizligin ispati igin



konveksligin geometrik yorumunu kullanarak x = ta + (1 —t)b,t € [0,1] alalim.

Bu durumda

b 1
ﬁff(x)dx = ff(ta + (1 —-t)b)dt
1 1
<f(a) | tdt+ f(b) | (1 —1t)dt
Jrs 0]

_ f@ + f(b)
2

olup, esitsizligin sag tarafi elde edilir. Simdi sol tarafini ispatlayalim. Bunun i¢in

b
1
mf fx)dx

integralini
atb
b 2 b
—[rwar=p—|[ reoax+ [ fwa
— | f@dx =—| | f@dx+ | fex)dx
a a a+b
2

(b—a)

biciminde yazalim. Elde edilen birinci integralde x = a + : S Ve ikinci integralde

x=b-— t(bz—_a) degisken degistirmeleri yapilirsa, buradan;

a+b

fo(x)dx=b;af1f(a+—t(b2_a))dt
a 0

Ve

ff(X)dx=—b;aff(b—t(b2—_a))dt

a+b
2



b aflf t(b—a))dt
0

yazilabilir. Elde edilen integral toplaminda f’in konveksligini kullanirsak;

b

A Y | (L) L L
a 0

1
- [1eDa=r(2Y

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.
Hermite-Hadamard esitsizliginin agirlikli genellemesi olan Fejér esitsizligi asagidaki

gibidir. (Fejér, L.,1906).

Teorem 2.1.2. (Fejér esitsizligi): f : [a,b] > R konveks fonksiyon olsun. Bu
taktirde w:[a, b] = R negatif olmayan, integrallenebilir ve aTer’ye gore simetrik

olmak tuzere

f@+f) (*
|

a

w(x)dx. (2.3)

f@jb)fwastjjﬂmwumxg

Tanim 2.1.3. (Harmonik Konvekslik): I S R\{0} reel sayilarda bir aralik olmak
tizere f:1 — R fonksiyonu her x,y € I vet € [0,1] i¢in

Xy
=gy SO+ =05 24)

10



esitsizligini sagliyorsa f fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir. Eger
esitsizlikte “<” yerine “>” kullanilirsa, bu durumda f’ye harmonik konkav denir
(Iscan, 1.,2014).

Onerme 2.1.1. I € R\{0} gercek (reel) bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon olsun.
Bu taktirde

i) I € (0,00), f konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f fonksiyonu
harmonik konvekstir.

i1) I € (0,00), f harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
fonksiyonu konvekstir.

iii) I € (— o,0), f harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f
fonksiyonu konvekstir.

iv) I € (— ,0) , f konveks ve artmayan bir fonksiyon ise bu taktirde f* fonksiyonu

harmonik konvekstir.

Harmonik konveks fonksiyonlar i¢cin Hermite-Hadamard esitsizligi asagidaki gibidir.
Teorem 2.1.3. (Harmonik konveks Fonksiyonlarda H-H Esitsizligi): a,b € ]
Oyle ki a < b olmak tizere f:1 € R\{0} = R bir harmonik konveks fonksiyon
olsun. Eger f € L][a, b] ise bu taktirde, asagidaki esitsizlik saglanir:

b
( 2ab ) < bab j f(x) dx < M_ (2.5)

a+b —a x2 2

a

Ispat: f:1 > R harmonik konveks oldugundan dolay1 V x,y € I igin ve t = % icin

harmonik konveksligin f (L> <tf(y)+ (A —t)f(x) seklindeki taniminin

tx+(1-t)y
yardimiyla
f( 2xy ) SO+
x+y 2

olur. Eger bu esitsizlikte x = olarak alinirsa

a _ ab
ta+(1-t)b’ y= th+(1-t)a

11



ab ab
(2ab)<f(tb+(1 t)a)+f(ta+(1—t)>
a+b/ 2

yazilabilir. Daha sonra esitsizligin t degiskenine gore [0,1] araliginda integralini

alinirsa

1

f(az-cll-bb)sé ff(tb+(1—t)a dt+ Ojf ta+(1—t)>dt

0

.= v qe . . . .. ab b f(x)
elde edilir. Koseli parantezin i¢indeki her bir integral P fa o

dx ifadesine esit

oldugundan, esitsizligin sol tarafi ispatlanir.

f, 1 da harmonik konveks oldugundan; a < b olan Va, b € I ve Vt € [0,1] i¢in

ab
f (m) <tf(a)+ (1 —-0)f(b)

yazilir. Buradan t € [0,1] i¢in integral alinirsa
1

b
_ab f(u)
J ta+(1—t)b)d b-a)) du
ab f (x) f (a) + f(b)
dx <
(b — a) 2

olur.
Simdi f: (0, 0) = R fonksiyonu f(x) = 1 bi¢iminde tanimlansin. Boylece
her x,y € (0,00) ve t € [0,1] i¢in

1= f(Garamgy) = YO+ A -0 @ =1

olur. f fonksiyonu (0, o) araliginda harmonik konveks oldugundan,

2ab\ (f) f@)+fb) _
() - e

x=1
a+b b—a x2 ve 2

a

12



saglanir. Boylece ispat tamamlanir.

Onerme 2.1.2.: f:1 c (0,) — R verilen bir fonksiyon olsun ve g(x) = i, x>0
olsun.
f, I da harmonik konvekstir & fog™1, g(I) c (0, ) alt kiimesinde konvekstir.

Ispat: = u,v € g(I) ve t € [0,1] keyfi alinan noktalar olsun.
Gosterilmesi gereken :

(fog)(tu + (1 — ) < t(fog)w) + (1 — £)(fog) ()
1
9 =g == xelf

u,v € g(I) oldugunda 3a,b € I: u = %, v= %dir.

> (fog™)au+ (1 - 99) = (fog™) (£ + 552

B <tb + (alb— t)a> _; (g-l <tb + (alb— t)a))

ab
= f(m) <tf(a)+ 1 —-0)f(b)

=t(fog™ )W) + (1 = t)(fog~H(v)
olur.

"&" a,belvet € [0,1] keyfi alinsin.
=) < tf(a) + (1 — £)f (b) oldugudur.

th+(1-t)a

Gosterilmesi gereken: f (

a,bel = g(a) = 2 ve g(b) = % € g(I) ve fog™?, g(I)’da konveks oldugundan;
t € [0,1] keyfi sayisi igin

(fog™ (t7+ (1~ 0)3) < tfog™) (7) + (1 — ) (fog™) (5) dir.

13



= (o (2970 ) < (5 () w10 (5 ()

= f (o) < tF(@) + (1 - O (b)

th+(1-t)a
olur.

Uyan 2.1.1: Yukaridaki 6nermeyi kullanarak harmonik konveks fonksiyonlar i¢in
Hermite-Hadamard esitsizligini asagidaki gibi kolayca ispatlanabilir.

fil € (0,0) > R harmonik konveks bir fonskiyon ise g(x) = i, x > 0 olmak

lizere yukaridaki énermeye gore fog~!, g(I)’da konveks bir fonksiyondur. u > v
olan Vu,v € g(I) igin,

1 " -1 -1
(fog™) (u;rv) su_vf(fog—l)(x)dxs (fog )(u);r(fog ()

Qlr

u,ve€ g(olduguda,bel-u=g(a) ==, v=gb) = %dir.

1 1
[u>v :>—>—:>a<b]
a b

1
1 1 a 1 1
a’p 1 (fog™) () + (fog) (5
= (fog_l) a z b < T 1ff(g—1(x))dx < (Cl)z (b)
a’bl
1
2ab b b
(55 5 oo L0
5
_ 1 du = 1d Dy = du
u—g(x)_;, u——x—2 X = x——?
1
a b
ff(g‘l(x))dx= fg)d
% a
olur.
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F. Chen ve S. Wu tarafindan harmonik konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard-Fejér esitsizligi asagidaki gibi sunulmustur (Chen, F. and Wu S.,2014).
Teorem 2.1.4. (Harmonik Konveks Fonksiyonlarda Hermite-Hadamard-Fejér):
a,b €I ve a < b olmak tizere f: 1 € R\{0} — R bir harmonik konveks fonksiyon
olsun. Eger f € L[a, b] ve w: [a, b] € R\{0} = R negatif olmayan, integrallenebilir

b , o o g C
ve %’ye gore harmonik simetrik ise asagidaki esitsizlik saglanir:

(2.6)

f( 2ab )fbw(x) fb Ow(x) dx<f(a)+f(b)f”w(x) i
x2 - '

dx <
x 2 x2

a a

Onerme 2.1.3: a,b € R* olsun.

Harmonik ortalama: H = H(a, b) = %
Geometrik ortalama: G = G(a, b) = Vab

Aritmetik ortalama: A = A(a,b) = azﬂ olmak {izere H < G < A dur.

Onerme 2.1.4: a,b € R* ve t € [0,1] keyfi olsun .

Agirlikli (genellestirilmis) Harmonik Ortalama: H,_H;(a, b) = ab

th+(1-t)a
Agirlikhi Geometrik ortalama: G,-G.(a, b) = ath*~t
Agirlikli Aritmetik ortalama: A;_A.(a,b) = ta + (1 — t)b ise H; < G; < A, dir.

Ispat: (1) f: (0,0) = R, f(x) = —In x fonksiyonu (0, ©) da konvekstir (Ciinkii
f(x) = —Inx fonsiyonunun ikinci tiirevi pozitiftir).Yani Va,b € R* ve Vt € [0,1]
alinirsa,

fta+ (A —-t)b) <tf(a)+ (1 —-1t)f(b) (2.7)
—In(ta+ (1—=t)b) <tlna— (1 —¢t)Inb = —In(ath'™)
In4, > 1InG, > en4 > "G
Gy < Ag olur.
3 1

i
H; < G, < A,
I

2
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(2)igin; f:(0,0) » R, f(x) = i konveks olup V(a, b) € [0, ) ve Vt € [0,1] i¢in
(2.7)‘den

1 _1<t+1—t_tb+(1—t)a_1
ta+(1—t)b A, "a b ab "~ H,
= H; < A,

(3) i¢in; kabul edelim ki 3(a, b) € R* ve 3t € [0,1] i¢in yle ki H; > G, olsun.

= InH; > InG,
= In(ab) — In(th + (1 — t)a) > In(atb™t) =tlna+ (1 —t)Inb
= —In(th+ (1 —t)a) >tlna+ (1 —t)Inb—1Inab
=—1-t)lna—tlnb
= —In(al"th")
= —In(4;_;) > —InG_;

= A;_; < Gy_; olur ki bu ¢eliskidir. O halde varsayim yapilmistir. Yani Va, b € R™*
ve Vt € [0,1] i¢in H; < G, dir.
Sonug olarak H; < G, < A, ispatlanmis olur.

Onerme 2.1.5: f:(0,0) = R, verilen bir fonksiyon olsun.
1) f azalmayan ve konveks ise f harmonik konvekstir.
i1) f artmayan ve harmonik konveks ise f konvekstir.

Ispat: Bilindigi iizere; Va, b € I ve Vt € [0,1] igin

ab

ZmSAtSta-l-(l—t)b

H,

dir.
1) f azalmayan bir fonksiyon ise yukaridaki esitsizlikten

fH) < f(A) =fta+ (1 -0)b) <tf(a) + (1 -0)f(b)

olur.

i1) f artmayan bir fonksiyon ise yukaridaki esitsizlikten

f(A) < f(Hy) < tf(a) + (1 = t)f (b)

olur.
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Tanim 2.1.4. (P-fonksiyonu): f:/ € R — R negatif olmayan fonksiyon olsun. Eger
tim x,y € [ ve t € [0,1] igin

flx+ (A =0)y) < f(x) + f(). (2.8)

esitsizligi saglanirsa f fonksiyonunun P-fonksiyonu oldugu sdylenir.

Bir [ arali1 lizerinde taniml1 olan tiim_P-fonksiyonlarinin kiimesini P (/) dizisi
ile ifade elde edilir. P(I) tiim negatif olmayan ve yar1 konveks fonksiyonlari
icermektedir.

(Dragomir SS and Pearce C.E.M.,2000) de, P-fonksiyonlar smifi igin
Hadamard tipli asagidaki esitsizlik ispatlanmistir.

Teorem 2.1.5. f € P(I), a,b € ’yia < b de f € L[a, b] olsun. Bu taktirde

(a+b

b
2
! ) <— aff(x)dx < 2[f(@) + F(b)]

esitsizlikleri saglanir. Her iki esitsizlikte miimkiin olanin en iyisidir.

Ispat: x =ta+ (1 —t)b,y=(1—t)a+thvel= 1/2 alinirsa (2.8) den

f(a;rb) < flat+ (1 —6)b) + f((1 —t)a + th)

elde edilir. Buradan t ye gore integral alinirsa

f (a ; b) = fol (flat+ @ —0)b) + F((1 - )a + tb) ) dt = bZTa f “feods

bulunur. Béylece ilk esitsizlik ispatlanmus olur. ikinci esitsizligin ispati, x = a ve
y = b ile (2.8) kullanilarak ve [0,1] lizerinden t ‘ye gore integral alinarak integral
kolayca goriiliir.

Tanim 2.1.5: (iscan i. ve ark., 2014) f:1 c (0,) — R de bir fonksiyon olsun. Eger
tim x,y € [ ve t € [0,1] i¢in

Xy
f(m) < f)+ fQ).
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esitsizligi saglaniyor ise f’ye I’da harmonik P-fonksiyonu denir ve fonksiyonlarin bu
smift HP(I) ile gosterilir.

Onerme 2.1.5. (Iscan 1. ve ark., 2014) f:1 c (0,) - R’ye azalmayan bir P-
fonksiyonu ise bu durumda f € HP(I) olur.

Onerme 2.1.6. (I. iscan ve ark.,2014) f:1 c (0,00) - R’ye olsun. Eger f € HP(I)
azalmayan bir fonksiyon ise f, I’da P-fonksiyonudur.

Harmonik P-fonksiyonlar1 i¢in Hermite-Hadamard’in esitsizlikleri asagidaki
gibi verilir.

Teorem 2.1.6: (i. iscan ve ark.,2014) f:1 c (0,00) - R’yi bir fonksiyon,a < b ,
a,b €l ve f € L[a,b] olsun. Eger f [a,b]’de bir harmonik P-fonksiyonu ise
asagidaki esitsizlik saglanir:

2ab 2ab (P
(aib)sbfaj filzl)duSZ[f(aHf(b)]. (2.9)

2.2. CARPIMSAL P-FONKSIYONLARIN TANIMI VE BAZI OZELLIiKLERI

Bu boliimde, H. Kadakal tarafindan 2018’de (Kadakal H.,2018) tanimlanan
carpimsal P- fonksiyonlarinin bazi cebirsel 6zelliklerini verecegiz.

Tanmim 2.2.1: [ # @, R de bir aralik ve f: 1 — [0, o) bir fonksiyon olsun. Her
x,y €lvet € [0,1] igin

flx+ 1 =y) < FOf ).
esitsizligi saglanir ise f’ye [ lizerinde bir ¢arpimsal P-fonksiyonu denir.

Uyan 2.2.1. Carpimsal P-fonksiyonlarinin deger kiimesi 1’den biiyiik veya esittir.

Ispat: Her x,y €I igin Tanim 2.2.1°de t = 1 aliirsa, her x,y € I garpimsal P-
fonksiyonlarmin deger kiimesi 1’den biiyiik veya esittir.

fG) < ffy) = fON-fO]<0.

Burada, f(x) = 0 oldugunda f(y) =1 elde edilir. Benzer sekilde Tanim 2.2.1°de
t = 0 alinirsa her x,y € I i¢in
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fO sfOfW=fMN-fH] =<0

f(y) = 0 oldugunda f(x) = 1 elde edilir. Bylece ispat tamamlanur.

Ornek 2.2.1. f:1 - [1,0),f(x) = x fonksiyonu, ¢arpimsal P-fonksiyonudur.
Gergekten x <y olan herx,y €l vet €[0,1] icin tx+(1—-t)y<y<xy,
oldugundan f(x) = x’in ¢arpimsal bir P-fonksiyonu oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 2.2.2. Her x,y € R ve her t € [0,1] kapal1 aralig1 igin f:R = [1,00),
f(x) = |x| +1 fonksiyonu, ¢arpimsal P-fonksiyonudur. Gergektende

ftax+ (A -ty)=ltx+ (1 —-t)y|+1

<tlx|+ A -0yl +1

=tlx| + (A -]yl +t+1—-t

=t(1+[xD+ @A -DA +|yD

<t(@+xDA+1yD+ Q=@+ |yDA + [x])

=1+ IxDA +yD

=ff ()
dir.
Uyari1 2.2.2. f:] — [1, o) bir fonksiyonu verilsin. Eger f konveks bir fonksiyon ise
aynt zamanda f carpimsal bir P-fonksiyonudur. Her x,y € I, t € [0,1] i¢in f(tx +

A-y) <tf)+A-t)f) < f(x)f(y) oldugundan, [1, ) araligi her
konveks fonksiyon ¢arpimsal olarak P-fonksiyonudur.

2.3. Baz1 Esitsizlikler

Tamm 2.3.1 (integraller icin Hélder Esitsizligi): p > 1 ve % +3 = 1 olsun. f ve

g, [a,b] araliginda tanimhi reel fonksiyonlar ve |f|P ve |g|?, [a, b] araliginda
integrallenebilir fonksiyon ise

Yo /b Ya

b b
[r@gwar<( [irwwar ) | [lgwieax

esitsizligi gecerli olur.

Tamim 2.3.2. (Power Mean Esitsizligi): ¢ > 1 olsun, f ve g, [a,b] araliginda
tanimli reel fonksiyonlar ve |f| ve |g|9, [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyon
ise
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1 1
1-5 /q

b b b
[ir@getax<{ [irtax | | [ir@llgeolds

esitsizligi gecerlidir.
Ispat:p > 1 ve % + i = 1 ise Holder esitsizligine gore;
b
[1r@gex
a

b
= [ircor [irel Yalg ] dx

Yo /b Yq

b
< ﬁﬂnux jVQmmwwm

elde edilir. Son esitsizlikte % =1- i yazilirsa ¢ = 1 i¢in de bu esitsizlik saglanir ve

bdylece istenilen esitsizlik elde edilmis olur.
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BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM

Bu boliimde ¢alismamiza yon verecek olan H. Kadakal tarafindan 2018’de (Kadakal
H.,2018) tanimlanan carpimsal P-fonksiyonlar1 i¢in elde edilen bazi sonuglar
verilmistir.

3.1. CARPIMSAL P-FONKSIYONLAR

Teorem 3.1.1. f,g:1 — [1,0) olsun. f ve g carpimsal P-fonksiyon ise fg de
carpimsal P-fonksiyondur.

Ispat. x,y € Ivet € [0,1] olsun. Bu durumda

FPltx+ A -1t)y) = f(tx + (1 = )y)g(tx + (1 = t)y)
< [FOfMIlgx)g»)]
=[fgIf gl
= [(f OIF ]

olur. Boylece ispat tamamlanur.

Teorem 3.1.2. f,g: I — [1, ) olsun. f ¢arpimsal P-fonksiyon ve azalan g konveks
fonksiyon ise fog carpimsal P-fonksiyondur.

Ispat. x,y €1 vet € [0,1] olsun. Bu durumda,

(fog)(tx + (1 — 0)y) = f(g(tx + (1 — D))
<fltgx)+ 1 -g®»))
< f(g®))f(g(»)
= (fog)(x)(fog)(y)

olur. Boylece ispat tamamlanur.
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3.2. CARPIMSAL P-FONKSIYONLAR iCiN HERMITE-HADAMARD TiPLI
ESITSIZLIKLERI

Asagida (Kadakal H., 2018), H. Kadakal tarafindan ¢arpimsal P-fonksiyon i¢in
asagidaki Hermite-Hadamard tipi esitsizliklerini verilmistir.

Lemma 3.2.1. f:I' > R, I’ de tiirevlenebilir bir fonksiyon a,b € I, a < b ve f' €
L[a, b] ise asagida 6zdeslik saglanir. (Dragomir S.S. ve Agarwal R.P.,1998).

b
fl@+fb) 1
2 _b—aff(x

a

b—a 2
)dx = Tf(l —20)|f'(ta+ (1 —¢t)b)|dt. (3.1)
0

Teorem 3.2.1. f:I — [1,00) fonksiyonu, bir ¢arpimsal P-fonksiyon olsun. f €
Lla, b] ise, asagidaki esitsizlikler saglanir:

b
b 1
) £(457) s 5= [ Feof(a+ b= 0)dx < [F@F B

b
b
01 (57) < r@r &y [ F@ax < [fF@F G

Uyan 3.2.1. Yukaridaki teorem (i) ve (ii) asagidaki gibi yazilabilir.

f(a-zi_b)Sbiajabf(x)f(a+b—x)dx

b
< f@f )5 [ foodx < [F@F B

Ispat. A, =ta+ (1 —t)b olsun. f carpimsal P-fonksiyonu oldugundan hert €
[0,1] i¢in

b Ar+ A
f (a ; ) =f (%) < A+ A=) < F(@F (D (A < [f(@f ()2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizliklerde t’ye gore (0,1) lizerinden integral alinirsa
istenilen sonug elde edilir.

Teorem 3.2.2. f:1 > Rde I’ iizerinde tiirevlenebilir bir fonksiyon, |f’| ¢arpimsal P-
fonksiyon, a,b € I, a < b ve f' € L|a, b] olsun. Bu takdirde
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f@+fB) 1 P (b —a)lf @IIf b))l
2 _b—a,[;f(x)dx‘g 4

esitsizlik gecerlidir.

Ispat. Lemma 3.2.1 ve |f’| nin carpimsal P-fonksiyon oldugu kullanilarak

f@)+f(b)
2

b 1
- . aff(x)dx _ |b%“](1 —20)If'(ta + (1 — O)b)|dt

b- !
< Tafolll — 2t|If'(ta + (1 — t)b)|dt

b—a , X
<2 2IF@IF®) [ 11 - 2elde

0
_ - a)lf' @lIf'®)
4

yazilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.3. f:1 > R, I’ de tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun p € R, p > 1 igin

_r
|f'|p-t fonksiyonu ¢arpimsal P-fonksiyon ise a,b € I, a < b ve f' € L[a, b] olmak
lizere asagidaki esitsizlik saglanir:

1

f@+fb) 1 af 1o
_ ST(m> F@IF G (32)

2 b—a

be(x)dx

. P
Ispat. Lemma 3.2.1, Holder esitsizligi, tliggen esitsizligi ve |f'|p-* fonksiyonunun
carpimsal P-fonksiyon oldugu kullanilirsa

b 1
b 1 b—
f(@) erf( ) ! an<x>dx < Taj(l —20)|f'(ta + (1 — O)b)|dt
a 0

1/p

1/q

1 1
b_
sTa JIl—ZtIPdt Jlf’(ta+(1—t)b)|th
0 0

l/q

b—a (p%)l/p f|f’(ta ++(1—t)b)|dt
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1/q

1 1
b— 1 \/?
“(55) (i@ @

0

b—a; 1 \/
- 6) r@ire

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 3.2.4. f:1 > R,I de tiirevlenebilir bir fonksiyon, ¢ €R, q¢ > 1, |f'|?
carpimsal P-fonksiyon ise, a,b €I, a < b ve f' € L[a,b] olmak lizere asagidaki
esitsizlik saglanir:

b 1 (b
f(a);rf( )_b—af £ dx

Ispat. Lemma 3.2.1, Power Mean esitsizligi ve |f’|9’nun carpimsal P-fonksiyon
oldugu kullanilirsa,

b—a
< ——IF @IIF®L. (33)

b 1
b 1 b —
ROZTD [ pooa <25 11 = 2tlif e+ (1 - opla
a 0

1_1/q l/q

1 1
b—a
ST f|1—2t|dt fll—ZtIIf’(ta+ (1—-1t)b)|9dt
0 0

1 1
1- /q 1 /q

b 1
- Jll_Ztldt Jll—2t||f’(a)|q|f’(b)|th
0 0

<
2

1-Yq /4 Yq
b—a

1
-2 f|1—2t|dt f|1—2t|dt F'@IIf' ()]
0 0

b—a ,
= —— IF @IIf'®)|

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. CARPIMSAL HARMONIK P-FONKSiYONLARIN TANIMI VE BAZI
OZELLIKLERI

Bu boliimde oncelikle yeni bir tanim olan carpimsal Harmonik P-fonksiyon
tanimi verilir ve daha sonra fonksiyonlarin bu sinifinin bazi cebirsel 6zellikler verilir.

Tammm 4.1.1. 1 # @, R \ {0} da bir aralik olsun. Eger tiim x,y € I ve t € [0,1] igin

Xy
f (m) <ff) (4.1)

esitsizligi saglanirsa f:1 — [0,00) fonksiyonuna g¢arpimsal harmonik P-fonksiyon
denir.
[ araliginda tim c¢arpimsal harmonik P-fonksiyonlarinin sinifimi MHP(I) ile

gosterilir.

Uyan 4.1.1. f € MHP(I) ise, f’nin deger kiimesi [1, c0) araligindir. Gergekten (4.1)
esitsizliginde t = 1 alinirsa;

fOSff)=fIM1-fO)]<0
olur.

Her x €1 i¢in f(x) = 0 oldugu i¢in her y €1 i¢in f(y) = 1’1 elde edilir. Aym
sekilde (4.1) esitsizliginde t = 0 alinirsa

fON=sfOf=FfOMN-f)]<0
olup f(y) = 0 oldugundan, her x € I i¢in f(x) = 1 olur. Béylece ispat tamamlanir.

Ornek 4.1.1. f:[1,0) - [1,0) ve f(x) = x fonksiyonlar1 bir carpimsal harmonik
P-fonksiyondur. Gergekten x < y olmak tizere x,y € [1, ) igin
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Xy _ xy _
f(t)'+(1—t)x) B ty+(1_t)xSnyy—f(x)f(y)

oldugundan f’nin ¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu kolayca goriiliir.

Ornek 4.1.2. i) f:(0,0) — (1,2) ve f(x) = e* carpimlar bir ¢arpimsal harmonik
P-fonksiyondur. x < y ve her x,y € (0, ) i¢in

Xy

esitsizligi goriiliir.
ii) f:(—=9,0) = (1,0) ve f(x) =e™* fonksiyonlar1 bir ¢arpimsal harmonik P-
fonksiyondur.

Ornek 4.1.3. f:[e,©) > [1,00) ve f(x)=Inx fonksiyonlar1 bir c¢arpimsal
harmonik P-fonksiyondur. x < y ve her x,y € (0, ) i¢in

Xy d Xy B X
f(ty+ (1- t)x) r ln(ty+ (1- t)x) % lny+ln<ty+ (1- t)x)
<Iny<Inylx=f(x)f(y)

olup P-nin ¢arpimsal harmonik P-fonksiyonu oldugu goriiliir.

Onerme 4.1.1. f:1 SR\ {0} > [1,) bir fonksiyon ve g: {%,x € I} - I’ya
g(x) =1/, olsun. g=1(I) = {i,x el } aralig1 tizerinde f carpimsal harmonik
P-fonksiyon olmasi i¢in gerek ve yeterli sart g~ 1(I) = {i,x €l } aralig1 lizerinde

fog’nin carpimsal P-fonksiyon olmasidir.

Ispat. f,I araligi iizerinde garpimsal harmonik P-fonksiyon olsun. x,y € g~1(I)

araligi keyfi alinsin bu takdirde x = 1/u vey = 1/17 u, v € I noktalart mevcuttur. O
halde;

uv

(fog)(tx + (1= 0)y) = f (i) < FAOF () = (Fog) (X)(Fog)(y)
oldugundan gerek ve yeteri kosulun bir tarafi ispatlanmis olur.

Tersine sayet fog, g~1(I) aralig iizerinde garpimsal P-fonksiyon ise f’ nin [
aralif1 lizerinde ¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu benzer yontemlerle kolayca
goriliir.
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Onerme 4.1.2. ] € R\ {0} bir aralik ve f:1 — [1,) de f bir fonksiyon olsun. Bu
takdirde;

i.) f harmonik konveks ise ayn1 zamanda f harmonik ¢arpimsal P-fonksiyondur.

ii.) I € (0,), f carpimsal harmonik P-fonksiyon ve artmayan ise, f harmonik
carpimsal P-fonksiyondur.

iii.) 1 <€ (0,), f harmonik P-fonksiyon ve artmayan ise, f ¢arpimsal P-
fonksiyondur.

iv.) I € (—,0), f carpimsal P-fonksiyon ve azalmayan ise, f carpimsal harmonik
P-fonksiyondur.

v.) I € (—,0), f carpimsal harmonik P-fonksiyon ve azalmayan ise, f bir
carpimsal harmonik P-fonksiyondur.

Ispat. i.) f,I da harmonik konveks fonksiyon, her x,y € I ve her t € [0,1] arali1
i¢in,

Xy
f (m) <tf()+ 1A -Df) < FEOf W)

oldugundan, f ayni zamanda ¢arpimsal P-fonksiyondur.
ii.) Herx,y € I € (0,) ve hert € [0,1] aralig1 i¢in,

Xy

STa oSt (1-2t)y (4.2)

esitsizligi saglandigindan ve f azalmayan ve ¢arpimsal P-fonksiyon oldugundan;

Xy
f (m) Stf)+A-0f) < f)fQ)

esitsizligi elde edilir ve bodylece f’nin ¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu
gortlir.

iii.) (4.2) esitsizligi ve f’nin de artmayan ve harmonik carpimsal P-fonksiyon
oldugu goz 6niine alinirsa, her x,y € I € (0,) ve t € [0,1] i¢in

Xy

m) < ff®)

fec+ -0y < f(

esitsizliginden f’nin ¢arpimsal P-fonksiyon oldugu goriiliir.

iv.)Her x,y € (—,0) vet € [0,1] igin,
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xy
— 2>t 1—-t
ty+ (1 —-t)x — x4 ( )y

esitsizligi yardimiyla f’nin azalmayan ve c¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu
g0z Oniine alinirsa asagidaki esitsizlik elde edilir.

Xy

m) < fOf ). (4.3)

fex+a-on <

Buda f’nin carpimsal P-fonksiyon oldugunu gosterir. Bdylece ispat tamamlanir.
v.) (4.3) esitsizligi, f’nin azalmayan ve harmonik ¢arpimsal P-fonksiyon oldugu goz
oOntine alinirsa, her x,y € [ € (—0,0)ve t € [0,1] igin

xy
F(Grtmes) S Fex+ -0y < FIF )

yazilir ve boylece f’nin ¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu kolayca goriiliir.

Teorem 4.1.1. f,g: 1 € R\ {0} - [1, ) olsun. Eger f ve g ¢arpimsal harmonik P-
fonksiyon ise, fg’de ayn1 zamanda ¢arpimsal harmonik P-fonksiyondur.

Ispat. Her x,y € I ve t € [0,1] igin,

xy xy Xy
(f9) (ty F(1- t)x) - f(ty F(1- t)x)g (ty ¥ (- t)x)
[f ) fMIg(x)g ()]
[f () g (OIf g ()]
= [(FIf9 )]

IA

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 4.1.2. f,g:1 € R\ {0} = [1, ) olsun. Eger f carpimsal P-fonksiyon ve
azalmayan, g harmonik konveks fonksiyon ise fog c¢arpimsal harmonik P-
fonksiyondur.

Ispat. Her x,y € I ve t € [0,1] igin,

xy B xy
(fog) (ty +(1- t)x) =/ <g (ty +(1- t)x))
< f(tg(x) + (1 =) g()

< f(g))f(g(»)
= (fog)(x)(fog)(y)

esitsizliginden ispat kolayca goriiliir.
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4.2. CARPIMSAL HARMONIK P-FONKSIYONLAR ICIN HERMITE-
HADAMARD ESIiTSIiZLiGi

Bu boliimde carpimsal harmonik P-fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli
bazi esitsizlikler verilecektir.

Teorem 4.2.1. f,g:1 € R\ {0} - [1,2) f carpimsal harmonik P-fonksiyon, a,b €
Ivea <b, f € Lla,b] olmak iizere,

b
2ab b 1y bty
A e e N OO

i)f(a+b x?

a

i f (7)< fa )f(b)—ff

x <[f(@f )]

esitsizlikleri saglanir.

Ispat. i) f carpimsal harmonik bir P-fonksiyon oldugundan,

i (azibb) =f 2 [m i (1 — t)b] [tb + (1 - t)a]

[ta +(1- t)b] [tb +(1- t)a]
b b
Sf(ta+ (al—t)b)f(tb+(al—t)a>

yazilir. t’ye gore [0,1] araliginda integral alinir ve x = p— (1 o degisken degisikligi
yapilirsa
Zab f(X)f( b —xTTH
4.4
Hew) =3 - ax ()

olur. Ayn1 zamanda basit bir hesaplama ile

1 ab
o]f ta + (1 — t)b)f (tb +(1- t)a) dt <[f(@)f(D)]* (45)

oldugu g6z Oniine alinirsa ispat tamamlanmis olur.

ii) Benzer sekilde f bir ¢carpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu i¢in
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39 = =) ra=s) = @O (=)

esitsizligi yazilir. [0,1] tizerinden t ye gore integral alinir ve x = degisken

ab
th+(1-t)a
degisimi yapilirsa,

( zabb) < f@f )5

a—+

a
1

f tb+(1 ))tﬁf(a)f(b)

0
elde edilir. Boylece;

b
2ab (x) 5
F(555) < r@fw) j = [L2ax <t

olup ispat tamamlanur.

Uyan 4.2.1. Yukarnidaki (i) ve (ii) teoremleri birlestirilirse asagidaki esitsizlik
yazilabilir:

<2ab f(x)f( [a*+ b7t —x71]™)

a+b x2 dx

< flof (b) <[f@f®]* (4.6)

Uyan 4.2.2. Teorem 3.2.1 ve Onerme 4.1.1’in yardimiyla Teorem 4.2.1’in ispati ayni
zamanda agagidaki gibi verilebilir:

f,g9:1 € R\ {0} - [1,0) bir ¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu i¢in, fog,
a<bilea,be€l icin [1/ b 1/ a] araliginda bir carpimsal P-fonksiyondur. Boylece,
Teorem 3.2.1°deki i) ve ii) deki esitsizlikler asagidaki gibi elde edilir.

Vet l) 1
i) (fog) bl < (fog)w)(fog)(Ya+ b —u)du
2 1/b 1/a 1,
1 17\
<|(Fop)(Ma) (o) (1)) -
Y s
if) (f09)< b) < (fog) (Vo) Fon) V) 77— = 1 T | (o @wdu
ay
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2
< [(rog) (Vo) ro(1/,)]"-
(Iscan 1.,2014)’da, Iscan tarafindan verilen asagidaki Lemma asagidaki gibidir.

Lemma 4.2.1: f:1 S R\ {0} > R, I° de tiirevlenebilir bir fonksiyon ve a,b € I,
a < b olsun. f' € L[a, b] olmak tizere

F@+fB)  ab [fG)
— dx

2 b—a) x?
a

ab(b —a) g 1-2t ) ab
- 2 Oj (th+ (1 - t)a)zf (tb +(1-— t)a)

olur.

Ispat. I* ile asagidaki ifadeyi gosterelim

,_ab(b-a) (* 1-2t ) ab
= 2 jo (th + (1 — t)a)? f (tb +(1- t)a) ds.

Buradaki integralde kismi integrasyon metodu kullanilirsa

’*=2tz_1f<tb+(alb— t)a)l‘}_ff(ﬁwt

ab dx = —ab(b-a)
th+(1-t)a’ T (th+(1-t)a)?

—x2(p—
yazilir ve x = =$dt degisken doniistimii

yapilirsa

I =

f@+f®) ab (°f(x)
2 _b—afa x? ax

elde edilir.

Teorem 4.2.2: f:1 € (0,0) — [1,00) carpimsal harmonik fonksiyon, a,b € I, a< b
olsun. f € L[a, b] olmak {izere
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b
2ab 2ab (In f(u)
<
f(a+b)_exp b—af u? du

a

< [f(af (D] (4.7)
dir.
Ispat, Teorem 4.2.1 ve Uyar1 4.2.2 yardimlartyla kolayca gériilebilir.

Teorem 4.2.3: f:1 c (0,0) -» R I° iginde tiirevlenebilir bir fonksiyon, a,b € I,
a< b ve f'€Lla,b] olsun. Eger q > 1 igin |f'|? fonksiyonu [a,b] lizerinde
carpimsal harmonik P-fonksiyonu ise

f@+f®) _ ab (1)
— X

2 b—a) x2

_ab( =l @IIF B[ 1
- 2 ab

2 (a + b)?
. ln< — )] (4.8)

esitsizIgi saglanir.

Ispat: Lemma 4.2.1 ve power mean integral esitsizligi kullanilarak

f@+f®)  ab [ f) .
- x

2 b—al) x?
a

1
< ab(bz_ K Oj ‘(tb +1(I Ett)a)z |f ’ <ﬁ)| “

1 1‘% 1
ab(b—a) 1-2t 1-2t
= 2 (! |(tb + (1 —t)a)? dt) <Of |(tb + (1 —t)a)?

yazilir.

1
. q q
(i o)

Burada, |f'|?’nun [a, b] tlzerinde g¢arpimsal harmonik P-fonksiyon oldugu
kullanilirsa
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F@+fB)__ab [f@)
2 b—a) x?
_ b~ @)l @IIf'®) f M
- 2 ) (tb + (1 —t)a)?

dt

elde edilir. Dolayisiyla

1-—2t 4 1 2 | (a + b)?
) @+ (- 0ay? t_E_(b—a)2n< 4ab )

oldugu g6z oniine alinirsa istenilen sonug elde edilir.

Teorem 4.2.4: f:1 c (0,0) —» R’ye I° i¢inde tiirevlenebilir bir fonksiyon , a, b € I,
a< b ve f' € L[a,b] olsun. ¢ > 1 ve %+% =1 i¢in |f'|?’nun [a, b]'de ¢arpimsal

harmonik P-fonksiyon ise

1

bp+1 _l ap+1 )
Lp(a,b) = ((p DG a))
f@+f(b)  ab [fQ) .
— X

2 b—a)] x2
a

b(b = a)lf' @IIf' )l 1
_ ab a)I];(a)IIf( )I(p+1>”L:%q(a,b)

(4.9)

esitsizligi saglanir.
Burada Ly, (a, b) logaritmik ortalamadir.

Ispat: Lemma 4.2.1, Holder esitsizligi ve |f'|9’nun [a, b]'de carpimsal harmonik P-
fonksiyon oldugu kullanilirsa
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fl@+fb) ab f(x)

2 b—a) x2
a

ab(b —a
¥ f|1—2t|pdt 1

Q-

q
dt | 1

1 ) 1-2¢
Of (th+ (1 —t)a)2a f ((tb +(1- t)a))

QR

dt

L SO @I B 1 T
- 2 p+1 ) (th + (1 — t)a)?4

elde edilir. Buradan

p-2a+1 _ 5-2q+1
dt =
Of (th+ (1 —t)a)*4 (=2qg+1)(b—a)

oldugu kullanilarak ispat tamamlanir.

4.3. OZEL ORTALAMALAR ICIN BAZI UYGULAMALAR

a < b ile negatif olmayan iki a, b sayisinin asagidaki 6zel ortalamalarini ele alalim.
1- Aritmetik Ortalama: A = A(a, b) = 2
2- Geometrik Ortalama: G = G(a,b) := +Vab

3- Harmonik Ortalama: H = H(a, b) := Ziz
4- Logaritmik Ortalama: L. = L(a,b) = - i 1ana

1

)’.p e R\ {-10}

bp+ _ap+1

5- P-Logaritmik Ortalama: Ly_Ly(a,b) := (m

1

. b Ta
6- Identik Ortalama: I = I(a, b) := é(b_)b

at

Bu ortalamalar, sayisal yaklasimlar ve diger alanlarda sik sik kullanilir. Diger
yandan, H < G < L <[ < A literatiirde basit iliskiler olarak bilinir.

L, nin mononotik sekilde p € R’de arttigit ve Lo =1 ve L_; = L’y ifade ettigi de
bilinir.
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Onerme 4.3.1: 1 < a < b olsun. Bu taktirde

AT'<HL'<GAEL'<G?
esitsizligi gecerlidir.

Ispat: (4.6) esitsizliginde f: (1,0) = R, f(x) = x fonksiyonu kullamlarak istenilen
sonu¢ elde edilir.

Onerme 4.3.2: 1 < a < b ve g > 1 olsun. Bu taktirde esitsizlik asagidaki gibidir.

_ 2(1+1/q) 4 A
141/, 1141/, _ n271/9-1 (g+1)(b—a)G 2 _]
[ a,p+e) - 6215 < 2q R R el

Ispat (4.8) esitsizliginde f:(1,00) » R, f(x) = q%x”l/ 4 fonksiyonu kullanilarak

1
istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.3.3: 0 < a < b ve ¢ > 1 olsun. Bu durumda

1
(@ + (b — a)G*1+1/D) ( 1 \»p

|A (a“l/q,b”l/q) _ Gle/q—l < i 1) L:%q(a, b)
p

1/q-1| — zq
olur.

ispat: (4.9) esitsizliginde f:(1,0) > R, f(x) = f(x)=#x1+1/q fonksiyonu

kullanilarak istenilen sonug elde edilir.

Onerme 4.3.4: 0 < a < b olsun. Bu durumda H.L < 2G? < 2AL esitsizligi elde
edilir.

Ispat: (4.7) esitsizliginde f:(0,0) - R, f(x) = e* fonksiyonu kullanilarak
istenilen sonug elde edilir.
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BOLUM 5 TARTISMA VE SONUC

Bu tez calismasinin arastirma bulgular boliimiinde carpimsal harmonik P-
fonksiyon olarak adlandirilan yeni bir fonksiyon simnifi tanimlanmis, bu fonksiyon
smifina bazi1 drnekler verilmis ve ozellikleri incelenmistir. Daha sonra ¢arpimsal
harmonik P-fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard esitsizligi elde edilip, daha dnce
literatiirde mevcut olan bir 6zdeslik yardimi ile ¢arpimsal harmonik P-fonksiyonlar
icin baz1 yeni Hermite Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Son olarakta elde
edilen bu yeni esitsizliklerde baz1 6zel ¢arpimsal harmonik fonksiyonlar kullanilarak
0zel ortalamalar i¢in baz1 uygulamalar verilmistir.

Boylece literatiire yeni bir fonksiyon smifi ve yeni Hermite-Hadamard tipli
esitsizlikler kazandirilmistir, fonksiyonlarin bu smifi igin yeni sonuglar elde
edilmistir. Ayrica fonksiyonlarin bu sinifi i¢in Midpoint, Yamuksal (trapozoid),
Simpson, Ostrowsk tipli esitsizlikler elde edilebilecegi gibi kesirli integraller
yardimiyla da yeni esitsizlikler ilgili arastirmacilar tarafindan elde edilebilir. Bu

anlamda da bu alanda ¢alisan arastirmacilar i¢in yeni bir kaynak olusturmaktadir.

36



KAYNAKLAR

Szarski,J. (1965). Differentiall Inequalities. Instytut Matematyczny Polskieej

Akademi, Warszawa.
Mitrinovi¢, D.S., (1970). Analytic Inequalities. Springer-Verlag, Berlin.
Mitrinovi¢, D.S., Pecari¢, J.E. and Fink, A.M., (1991). Inequalities Involving

Functions and Their Integrals and Derivatives. Kluwer Academic Publishers,

587,Dordrecht/Boston/London.

Mitrinovic, D. S., Pecaric, J., & Fink, A.M. (1993). Classical and new inequalities in
analysis (Vol. 61). Springer Science & Business Media. Dordrecht/Boston/London.

Gill, PM., Pearce, C.E.M. and Pecaric, J.E., (1997). Hadamard’s Inequalities for

rconvex Functions, Journal Mathematical Analysis and Applications, 215, 461-470.
Pearce, C.E.M. and Rubinov, A.M., (1999). P-functions, quasiconvex functions and
Hadamard-type inequalities, Journal of Mathematical Analysis and Applications,

240, 92-104.

Zhang, K.S., Wan, S., (2007). P-convex functions and their properties, Pure Applied.
Math. 23 (1) ,130-133.

Iscan, 1., (2014). Hermite-Hadamard type inequalities for harmonically convex

funtions, Hacettepe Journal of Mathematics and Statistics, 43 (6), 935-942,

Bayraktar, M., (2000). Fonksiyonel Analiz, Gazi Kitabevi, Ankara.

37



Pecari¢, J., Proschan, F. and Tong, (1992) Y.L. Convex Functions, Partial Orderings

and Statistical Applications. Academic Press, Inc., Boston,
Iscan, 1., Numan S. And Bakar K., (2014). Hermite-Hadamard and Simpson type
inequalities for differentiable harmonically P-functions, British Journal of

Mathematics and Computer Science, 4(14),1908-1920,,.

Hadamard, J., (1893). Etude sur les proprietes des fonctions entieres et en paticular d’

une fonction consideree par Riemann, J.math. Pures Appl., 171-215.

Hermite, Ch. Sur deux limites d’ une integrale, Mathesis, 3, 82-83,1883.

Chen, F. and Wu S., (2014). Fejér and Hermite-Hadamard type inequalities for

harmonically convex funtions, Jurnal of Applied Mathematics, 1-6,.

Zhang, K.S., Wan, S., (2007). P-convex functions and their properties, Pure
Application Mathematical, 23 (1) ,130-133.

S., Wu, B. R. Alj, I.A. Baloch, A.U. Haq, (2017). Inequalities related to symmetrized

harmonic convex functions,1711.08051.

Pachpatte, B.G., (2003). On some inequalities for convex functions, Research Repeat

Collection, 6(E),

Tung, M., (2012). On some new inequalities for convex functions, Turkish Journalat

Mathematics, 36, 245-251,

Zabandan, G., (2019). A new refinement of the Hermite-Hadamard inequality for

convex functions,Journal of Inequalities in Pure and Applied Mathematics, 1(2), 1-7,

38



Niculescu, C. P., (2003). Convexity according to means, Mathematical Inequalites

and Applications 6 (4), 571-579.

Mumcu. I. Uyumlu Kesistli ve Kutagampola Kesirli Integraller Iceren Esitsizlikler,

Ordu Universitesi, Doktora Tezi, 2019.

Dragomir, S. S., Pearce, C. E. M., (2000). Selected topics on Hermite-Hadamard type
inequalities and applications. RGMIA Monographs. Available:

http://rgmia.vu.edu.au/monographs/hermite hadamard.html.

Dragomir, S. S., Fitzpatrick, S., (1999). The Hadamards inequality for s-convex

functions in the second sense. Demonstratio Mathematica. 32 (4), 687—696
Dragomir SS, Agarwal RP., (1998). Two inequalities for differentiable mappings and
applications to special means of real numbers and to trapezoidal formula. Appl.

Math. Lett, 11: 91-95.

Kadakal H., (2018). Multiplicatively P-function and some new inequalities, New
Trends in Mathematical Sciences, 6(4), 111-118.

39



OZGECMIS

Volkan OLUCAK 1988 yilinda Zonguldak’ta dogdu. Ilk, orta ve lise egitimini
Zonguldak’ta tamamladi. 2006 yilinda Zonguldak Ferner YDA Lisesi’nden mezun
oldu. 2011 yilinda basladigi Giresun Universitesi Matematik Boliimii'nii 2015
yilinda bitirdi. 2015 yilinda Giresun Universitesi Pedagojik Formasyon Egitimini iki
donemde basarryla tamamladi. 2017 yilinda Giresun Universitesi Matematik
Anabilim Dalinda yiiksek lisans egitimine basladi. Halen Giresun Universitesi
Egitim Fakiiltesi ilkdgretim Matematik Ogretmenligi béliimiinde lisans 6grencisi
olarak devam etmektedir.

40



	İsimsiz-4
	Volkan-Tez-İmdat-son
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