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OZET

CARPIMSAL HARMONIK s-KONVEKS FONKSIYONLAR iCiN
HERMITE-HADAMARD TiPLi INTEGRAL ESIiTSIZLIKLERI

Ayca URUS

Yiksek Lisans Tezi

Kirklareli Universitesi

Fen Bilimleri Enstitiisii
Danisman: Dog. Dr. Serap OZCAN

Haziran 2023, 46 sayfa

Calismamiz bes boliimden olusmaktadir.

Girig boliimiinde esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlarin tarihsel siiregleri ve
literatiir caligmalarina yer verilmistir.

Genel bilgiler kisminda sonraki béliimler i¢in gerekli olan bazi tanim, teorem, esitsizlik
ve ortalamalara yer verilmis olup ayrica c¢alismanin temelini olusturan Hermite-
Hadamard esitsizliginin, baz1 konveks fonksiyon tiirleri i¢in ifade ve ispatlarina yer
verilmistir.

Calismamiza fikir veren kisim materyal ve yontem boliimiidiir. Bu boliimde ¢arpimsal
hesaplama ve c¢arpimsal integral kavramlar1 tamitilmistir. Ayrica, ¢arpimsal konveks
fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli integral esitsizlikleri verilmistir.

Dérdiincii bolimde ilk olarak carpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizligi verilmis ve iki carpimsal harmonik s-konveks fonksiyonun
carpimi ve boliimii i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde edilmistir. Daha sonra
harmonik konveks ve c¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlarin ¢arpim ve
boliimleri i¢in carpimsal integral temelli yeni esitsizlikler elde edilmistir. Ayrica
carpimsal harmonik s-konveks fonksiyon sinifi icin belirli iist siirlar elde edilmistir.
Verilen 6rnekler ile ¢alismamiz desteklenmis ve elde edilen degerler ile bu 6rneklere ait
sekillere yer verilmistir.

Son olarak besinci boliimde c¢aligmanin degerlendirmesi yapilarak sonuglara yer
verilmistir.

Anahtar Kelimeler: Konveks fonksiyon, harmonik konveks fonksiyon, carpimsal

harmonik s-konveks fonksiyon, Hermite-Hadamard esitsizligi, integral esitsizlikleri.
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ABSTRACT

INTEGRAL INEQUALITIES OF HERMITE-HADAMARD TYPE FOR
MULTIPLICATIVELY HARMONIC s-CONVEX FUNCTIONS

Ayca URUS

MSc Thesis

Kirklareli University
Graduate School of Natural and Applied Sciences
Supervisor: Serap OZCAN
June 2023, 46 pages

Our study consists of five sections.

The introduction section provides information on inequality theory and the historical
process and literature studies of convex functions.

The general information section includes some definitions, theorems, inequalities, and
means necessary for the following sections, and also includes the expressions and
proofs of the Hermite-Hadamard inequality, which forms the basis of the study, for
certain types of convex functions.

The section that inspired our study is the materials and methods section. In this section,
the concepts of multiplicative calculus and multiplicative integral are introduced, and
Hermite-Hadamard type integral inequalities are given for multiplicative convex
functions.

In the fourth section, first, the Hermite-Hadamard inequality is given for
multiplicatively harmonic s-convex functions, and Hermite-Hadamard type inequalities
are obtained for the product and quotient of two multiplicatively harmonic s-convex
functions. Then, new integral-based inequalities are obtained for the product and
quotient of harmonic convex and multiplicatively harmonic s-convex functions. In
addition, certain upper limits are obtained for the class of multiplicatively harmonic
s-convex functions. The study is supported by examples, and the obtained values and
figures of these examples are given.

Finally, in the fifth section, the evaluation of the study is made, and the results are
presented.

Keywords: Convex function, harmonic convex function, multiplicative harmonic s-

convex function, Hermite-Hadamard inequality, integral inequalities.
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Bu caligmada kullanilmig simgeler ve kisaltmalar, agiklamalar1 ile birlikte asagida

sunulmustur.

Simgeler Aciklamalar

A° A nin i¢i

R Reel sayilar kiimesi

A Reel sayilar kiimesinde herhangi bir aralik
v Her

C Alt kiime

c Alt kiime veya esit

In Dogal logaritmik fonksiyon
< Kigiiktiir

> Biiyiiktiir

< Kiigtik veya esittir

= Biiyiik veya esittir
A(ry,13) Aritmetik ortalama
G(rq,13) Geometrik ortalama
H(rq,13) Harmonik ortalama
L(rqy,ry) Logaritmik ortalama
I(rq,13) Identrik ortalama
L,(rqy,132) p-logaritmik ortalama






1. GIRIS

Matematikte esitsizlik kavrami son derece dnemli bir yere sahiptir ve bu kavram iki
degerin birbirine gore durumlarini ifade etmektedir. Esitsizlik kavramini bulan kisinin
kim olugu bilinmemekle birlikte Leonhard Euler tarafindan 18. Yiizyilda kullanildigi

diistiniilmektedir.

Esitsizlik deyince ilk akla gelen kavramlar olan kiiciiktiir (<) ve biiyiiktiir (>) isaretlerini
ise ilk kez Ingiliz matematik¢i olan Thomas Harriot 1631 yilinda, “Artis Analyticae
Praxis ad Aequations Algebraicas Resolvendas” adli eserinde kullanmistir.

Matematigin pek ¢ok dalinda 6nemli bir yere sahip olan esitsizlik teorisinin temelleri K.
F. Gauss, A. L. Cauchy, P. L. Chebyshev gibi iinlii matematikg¢iler tarafindan atilmistir.
Esitsizlik alaninda verilen ilk yapit 1934’te Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan
yazilan “Inequalities” adli kitaptir. Bu yapitin ardindan E. F. Beckenbach ve R.
Belmann [1] “Inequalities” adli kitabi yazmustir. Esitsizliklerle ilgili yapilan diger
calismalarin bir kismi; “Differential Inequalities” [2], “Analitic Inequalities” [3],
“Inequalities Involving Functions and Their Derivatives” [4], “Classical and New

Inequalities in Analysis” [5] dir.

Matematik bilimi icin esitsizlik kavrami 19. yiizyilldan beri gelismekle birlikte son
yillarda bu gelisim hiz kazanmis ve bir¢cok arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Bunun
ardindan esitsizlik konulu c¢aligmalarin matematigin bir¢ok farkli alanlardaki
uygulamasina katkis1 artmistir. Bunlardan bazilari;; Hadamard, Ostrowski, Griiss,
Chebyshev, Yamuk, Jensen, Hardy, Opial tipli esitsizliklerdir. Bu esitsizlik tipleri

matematigin pek ¢ok farkli alaninda kullanilmaktadir.

Konvekslik kavrammin tarihi, M.O. Arsimed’in iinlii 7 degerini hesaplamasina kadar
uzansa da matematikte yer almast 19. yiizyili bulmustur. Konvekslik kavrami ilk defa
1883’te Charles Hermite tarafindan ortaya atilmigtir [6]. 1881 yilinda Mathesis 3 (1883,
s.82) dergisine gonderigi mektupta Hermite konvekslik kavramindan ilk kez su sekilde

bahsetmistir:



“Belirli bir integralin iki sinirtyla ilgili olarak x = a’dan x = b’ye kadar ayni yonde

degisen 7(x) fonksiyonunu ele alalim:

Eger t(x) fonksiyonunun egrisi x eksenine gore konveks ise,

(ry — )7 (52) < [P r()dx < (r, — 1) (1.1)

Eger t(x) fonksiyonunun egrisi x eksenine gore konkav ise,

(rz — )T (22) > [P r()dx > (r — 1) I (1.2)

seklindedir.”

Hermite’in ardindan Hadamard’in ¢alisgmasinda konvekslige rastlanmustir [7]. Fakat
konveks fonksiyonlarla ilgili sistematik c¢alismalar 1905-1906 yillarinda J.L.W.V.
Jensen tarafindan baslamistir. Bunun ardindan konveks fonksiyonlarla ilgili kapsaml
calismalar A.W. Roberts ve D.E. Varberg tarafindan yapilmis “Convex Functions” adli
eserde yaymnlanmistir [8]. 20. yiizy1ll boyunca teorik ve uygulamali matematikte
konvekslik kavramiyla ilgili yogun arastirmalar yapilmistir. Konvekslik kavrami
esitsizlik kullanilarak ifade edildiginden dolay1 konvekslik ve esitsizlik arasinda son
derece 6nemli bir iliski oldugunu séylemek miimkiindiir. Bu sebepten dolay1 konveks
fonksiyonlar teorisinde esitsizlik kavrami son derece Onemli bir yere sahiptir.
Matematigin bir¢cok alaninda konvekslik kavramindan yararlanilir. Bunlardan bazilari;
geometri, analiz, lincer cebir, sayilar teorisi, oyun teorisi, topolojidir. — Giinliik
hayatimizda da konvekslik kavramini sanat, saglik, ekonomi, endiistri gibi bir¢ok alanda

kullaniriz.

Niculescu, konveksligin bu kadar yaygin kullanim alaninin olmasini iki temel nedene
baglamistir. Bunlardan ilki ‘‘maksimum degerin, smir noktasinda elde edilmesi’’
seklindeyken, ikincisi “Her yerel minimum noktanin aslinda mutlak minimum nokta
olmasi ve buna ek olarak her konveks fonksiyonun en az bir minimum noktaya sahip

olmasi1” seklindedir [9].

Konvekslik ile ilgili esitsizlik deyince akla gelenlerin basinda olup gilinlimiizde de

iizerinde ¢ok fazla ¢alisilan esitsizlik,

T(r1+r2> <1 f:fr(x)dx < T(ﬁ)-;f(rz) (1.3)

2 - T—T1



seklindeki Hermite—Hadamard esitsizligidir. Bu esitsizlik belirli kosullar altinda
konvekslik tanimi ile denk olmaktadir [10]. Bu sebeple son zamanlarda Hermite-
Hadamard esitsizligine ilgi artmistir. Bu alanda g¢aligsmalar yapan aragtirmacilardan
bazilari, S. S. Dragomir, B. G. Pachpatte, G. Zabandan, C. E. M. Pearce, J. E. Pecaric,
L. E. Persson, M. A. Noor, M. A. Ali, M. Alomari, M. Darus, U. S. Kirmaci, M. E.
Ozdemir, M. Z. Sarikaya, i. Iscan, E. Set, A. O. Akdemir, S. Ozcan, M. A. Latif, S.
Varosanec, B. Meftah, H.Budak, S. Fitzpatrick, H. Hudzik, L. Maligranda olarak

yazilabilir.






2. GENEL BILGILER

Bu béliimde, sonraki boliimler i¢in gerekli olan bazi tanim, teorem ve esitsizliklere yer

verilecektir.

2.1. On Bilgiler

Tamm 2.1.1. T:A € R — R fonksiyonu x, € A ve € > 0 seklinde verilmek iizere eger
|x —xo]l <6 iken her x € 4 igin |t(x) — T(x,)| < € olacak bigimde & > 0 sayisi
oldugu takdirde §, x, noktasinda siireklidir denir [11].

Tamm 2.1.2. T, A araliginda tanimli bir fonksiyon ve 1,7, € A olmak iizere,
I r, > 17 oldugunda 7(r,) > t(r;) oluyorsa T fonksiyonu A iizerinde artandir,

ii. r, >1; oldugunda t(r,) < t(r;)oluyorsa t fonksiyonu A iizerinde

azalandir,

iii. r, > 1y oldugunda t(ry) = t(ry) oluyorsa t fonksiyonu A fizerinde

azalmayandr,

iv. r, > 1y oldugunda 7(ry) < t(r;) oluyorsa t fonksiyonu A fizerinde

artmayandir [12].

Tamum 2.1.3. S bir lineer uzay A € S ve ry, 1, € A olmak sart1 ile ¥ t € [0,1] igin,
try + (1 —t)r, € S oluyorsa S kiimesine konveks kiime denir. Yani diger bir deyisle
bir kiimenin rastgele iki noktasini birlestiren dogru pargasi yine o kiimeye aitse bu

kiimeye konveks kiime denir [10].

Sekil 2.1. Konveks kiime Sekil 2.2. Konveks olmayan kiime



Tamm 2.1.4. A € R bir aralik ve 7: A — R bir fonksiyon olmak {izere her ry,1, € A ve

t € [0,1] icin,
T(tT1 + (1 - t)rz) S t T(Tl) + (1 - t) T(rz) (21)
kosulunu saglayan t fonksiyonuna konveks fonksiyon denir [11].

Eger (2.1) esitsizliginde “ < ” yerine “ >  alinirsa, T fonksiyonuna konkav fonksiyon

denir.

B pem————
a - -

Sekil 2.3. Konveks fonksiyon

Sekil 2.4. Konkav fonksiyon

Asagida konveks fonksiyonlarin bazi 6zellikleri verilmistir [13]:

i. 7, kapali aralikta tanimli konveks bir fonksiyon ise T sinirhdir.

ii. 1:A4 - R konveks fonksiyon ise 7, A" (4 nin i¢gi) nde siireklidir.



iii. j=123..kicin7;: A € R — R konveks fonksiyonlarn bir ailesi olsun. Bu
takdirde a; = 0 icin
k
T(u) = z a7 (w)
j=1

fonksiyonu da konvekstir.

iv. y:R —= R azalmayan konveks fonksiyon ve 6:R — R konveks fonksiyon

olsun. T: R = R, 7(u) = (yo8)(u) bileske fonksiyonu da konvekstir.

Tanim 2.1.5. A € R bir aralik ve 7: A = R bir fonksiyon olmak {izere her ry, 7, € 4,

t € [0,1] ve s € (0,1] olmak {izere,
t(try + (1 =)y < t5t(r) + (1 —t)°t(ry) (2.2)

kosulunu saglayan t fonksiyonuna s-konveks fonksiyon denir [14].
Sonug 2.1.1. s = 1 i¢in (2.2) esitsizligi, (2.1) esitsizligine dontistir.

Tamm 2.1.6. A € R\{0} bir aralik olmak {izere 7: A — R fonksiyonu herr;,r, € A ve

t € [0,1] igin,

(=2 ) < tr(ry) + (1 - 6)7(r) (2.3)

tT1+(1—t)7'2
esitsizligini saglayan 7 fonksiyonuna harmonik konveks fonksiyon denir [15].

Eger (2.3) esitsizliginde “ < ” yerine “ > * alinirsa, T fonksiyonuna harmonik konkav

fonksiyon denir.

Ornek 2.1.1. 1:(0,0) > R, 7(x) = x fonksiyonu harmonik konveks fonksiyon,

y:(—,0) - R, y(x) = x fonksiyonu harmonik konkav fonksiyondur [15].
Onerme 2.1.1. 7: A € R\{0} - R seklinde bir fonksiyon olmak iizere,

i. A € (0,0), T konveks ve azalmayan bir fonksiyon olmasi kosuluyla 7

fonksiyonu harmonik konvekstir.



ii. A <€ (0,00), 7 harmonik konveks ve artmayan bir fonksiyon olmasi

kosuluyla t fonksiyonu konvekstir.

iii. A C (—,0), 7 harmonik konveks ve azalmayan bir fonksiyon olmasi

kosuluyla t fonksiyonu konvekstir.

V. A C (—,0), T konveks ve artmayan bir fonksiyon olmasi kosuluyla 7

fonksiyonu konvekstir [15].

Tamm 2.1.7. A € R\{0} bir aralik ve : A — R bir fonksiyon olmak iizere her ry,r, €
A, t € [0,1] ve s € (0,1] olmak iizere,

(=22 ) < (1 - 6)°1(ry) + £52(r) (2.4)

tri+(1-t)1ry
esitsizligini saglayan T fonksiyonuna harmonik s-konveks fonksiyon denir [16].
Sonug 2.1.2. s = 1 i¢in (2.4) esitsizligi, (2.3) esitsizligine dontistir.
Tanim 2.1.8. t: A € R — R bir fonksiyon olmak tizere her ry,1, € Ave t € [0,1] igin,
tr, + (1= 0)r) < i)t t(rp) D (2.5)

kosulunu saglayan t fonksiyonuna log-konveks ya da garpimsal konveks fonksiyon
denir [17].

Tamm 2.1.9. : A € R\{0} - R bir fonksiyon olmak tizere her r;,r, € Ave t € [0,1]

i¢in,

T(—22—) < ()t () D (2.6)
( )

tT1+(1—t)T2

kosulunu saglayan t fonksiyonuna harmonik log-konveks (carpimsal harmonik

konveks) fonksiyon denir [18].

Tanmm 2.1.10. A € R\{0} bir aralik ve 7: A — R bir fonksiyon olmak lizere her ry, 1, €
A, t €[0,1] ve s € (0,1] olmak tizere,

(2 ) < (2() Y (2 () (2.7)

tr1+(1—t)r2



kosulunu saglayan t fonksiyonuna harmonik log s-konveks (¢arpimsal harmonik s-

konveks) fonksiyon denir [19].
Sonug¢ 2.1.3. s = 1 igin (2.7) esitsizligi, (2.6) esitsizligine dondisiir.

2.2. Baz1 Ozel Ortalamalar

Burada ry, 1, gibi iki pozitif gergel say1 i¢in bazi 6zel ortalamalar verilecektir [20].

(1) Aritmetik ortalama:

A=A(r,r,) = 222 (2.8)
(2) Geometrik ortalama:

G = G(r,1m) =\, (2.9
(3) Harmonik ortalama:

H=H(r,m) = ilTrz (2.10)
(4) Logaritmik ortalama:

rn, nM=n
L=L(r,m) = { Lk S (2.11)
Inry—inrg

(5) Identrik ortalama:

T, TW=T1y7,1,>0

[ =1(r,1p) = " % "
(T2 Y s > 0 o

e\r

(6) p-logaritmik ortalama:

ry, TM=7r7T
1
Lp = Lp (Tl, Tz) = (T2p+1 _ 1"1p+1)5 . (2.13)
D)’ 1T T2

Bu ortalamalar arasindaki baginti literatiirde asagidaki gibi yer alir:

HS G LS I< A



2.3. Konveks Fonksiyonlar I¢cin Hermite-Hadamard integral Esitsizligi

Teorem 2.3.1. A, R de bir aralik ve 7, A tizerinde tanimli bir konveks fonksiyon 7y, 7, €
A ve r; <r, ise agagidaki esitsizlik saglanir [6,7,13] :

() < [P 1 ()dx < D, (2.14)

2 To—T1

Ispat. © fonksiyonu konveks oldugundan [r;,7,] arahiginda siirekli ve smirlidir.

Dolayisi ile T fonksiyonu verilen [ry, r,] araliginda integrallenebilirdir.

(2.14) esitsizliginin sag tarafinin ispat1 i¢in x = tr; + (1 —t)r, , t € [0,1] olsun. Bu
takdirde

2 1

f‘r(x)dx = f‘r(x)dx

T1 0

1

,—n
1

= f T(try + (1 —t)ry) dt
0

1 1
< 1( rl)f tdt + T(?"Z)f (1-1t)dt
0 0

_ () + (1)
S —

elde edilir. Boylece (2.14) esitsizliginin sag tarafi elde edilmis olur.

(2.14) esitsizliginin sol tarafin1 ispatlamak igin,

T2
d
—— f T(x)dx
&1
integrali
T1+72
T2 1 2 T2
—— fr(x)dx = — f T (x)dx + f T (x)dx
1 o) rtr,

10



t(rz

seklinde yazilarak elde edilen ilk integralde x =1y, +;r1) degisken degistirme

t(’é

islemi ve ikinci integralde x =1, — ) degisken degistirme islemi yapildig

takdirde, sirasiyla

r1+1
2 1
j— t j—
j T (x)dx =MJT<T1 +M)dt
2 2
71 0
Ve

2

j T(x)dx=—@fr<rz—w>dt

r+r 1

Ty — T1)j _t( - r1)) A

bulunur. Elde edilen integral toplaminda t fonksiyonunun konveksligi kullanilirsa,

2

1 f  (O)dx = f t(rz 2— 7”1)) (Tz B t(rzz— 7”1)) dt

r, —

71

1
j‘ 1 _ (r1+r2>
T t=rt 5
0

sonucuna ulagilir. Boylece ispat tamamlanir.

2.4. s-Konveks Fonksiyonlar I¢in Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi

Teorem 2.4.1. A, R de bir aralik ve 7, A ilizerinde taniml1 bir konveks fonksiyon 7,7, €
A, r, <r,ves € (0,1] olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir [21].

_ + 1 (r)+t(ry)
2717 (12) < [T ()dx < HE, (2.15)

2 s+1

Ispat. s-konveks fonksiyonun t(tr; + (1 —t)ry) < t51(ry) + (1 — £)S1(1r3) tanim

yardimiyla, t € [0,1] araliginda integral alindig1 takdirde;
11



f t(try + (1 — Ory) < 7(ry) f todt +1(r) f (1 -1t)°dt = T(rgi—fm

(2.15) esitsizliginin sag tarafi elde edilmis olur.

(2.15) esitsizliginin sol tarafim kanitlamak i¢in x, y € A olmak iizere,

t (%) < ") esitsizliginde

x:=try+ (1 —-86)r, vey:=tr, + (1 — t)r; seklinde tanimlanirsa;

(r1 + rz) < i+ (A -t +t(tr,+(1—-0t)r))
T2 )= 25

elde edilir ve (2.15) esitsizliginin sol tarafi kanitlanmis olur .
Sonug¢ 2.4.1. s = 1 i¢in (2.15) esitsizligi, (2.14) esitsizligine doniisiir.

2.5. Harmonik Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Integral Esitsizligi

Teorem 2.5.1. 7:A € R\{0} = R harmonik konveks fonksiyon r;,7, € Ave r, <,

olmak iizere T € L[ ry, 1] ise asagidaki esitsizlik saglanir [15]:

T2
T(Zﬁrz) < nr .I- Lx)dx < T(r )+ T(Tz). (2.16)

r+ry/) T -1 x2 2

Ispat. T: A € R\{0} > R harmonik konveks fonksiyon oldugundan dolay1, her a,b €

Ave t =2 igin harmonik konveksligin © ( ) < tz(b) + (1 — )z(a)

ab
ta+(1-t)b

tanimi1 yardimu ile,

2ab 7(a) + 7(b)
' ( a+ b) = 2

seklinde olur.

172 _ 172
try+(1-t)ry ' try+(1-t) rg

Eger bu esitsizlikte a = alinirsa,

) + )
T(2r1r2)<T th+(1-0n) "\tn+td-0n
Tt 2

12



yazilir. Ardindan bu esitsizligin t degiskenine gore [0,1] araliginda integrali alindig1
takdirde,

1

211y 1]t Ty 7Ty
T( )S—j T( )dt+f T( )dt
Tl + rz 2 0 th + (1 - t) Tl 0 tT1 + (1 - t)rz

T2
olur. Kdseli parantezin i¢inde bulunan integraller ayr1 ayri rr f X )dx ifadesine
2—"r r

esit oldugundan dolay1 (2.12) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmis olur.

7: A € R\{0} = R harmonik konveks fonksiyon oldugundan dolay1, r; < r, olan her
1,72 € Aigin [0,1] araliginda integral alinirsa,
T2

jl r( Ty ) g = T2 T(u) ;
0 tT1 + (1 e t)rz TZ - Tl u2

T1

< () + 1(r2)
- 2

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmuis olur.

2.6. Harmonik log-Konveks Fonksiyonlar icin Hermite-Hadamard Integral
Esitsizligi
Teorem 2.6.1. 7: A - R harmonik log-konveks fonksiyon olsun. r; < r, kosulunu

saglayan her ry, 1, € A i¢in asagidaki esitsizlik saglanir [18]:

t(Z2) < exp |22 [ log () dx| < [ ((r)e(r). 2.17)

Ispat. T fonksiyonu pozitif tanimli ve harmonik log-konveks fonksiyon oldugundan,
harmonik log-konveks fonksiyonun taniminda t = % alindig1 takdirde,

T(Zab) < (z(a). T(b))Z yazilir.

a+b

13



™ _ ™
tT1+(1—t)T'2 ! tT'2+(1—t) 1

' (f::) = [{T ((1 — tr)1:12+ tr2>} {T (tr1 + gz- t)rz)}]

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizligin her iki tarafinin logaritmasi alindiginda,

Eger bu esitsizlikte a = alinirsa,

N[ =

o 2) <o =) o i)
°gt 41 -2 °gt (1 — t)T'1 + trz °gt tT'1 + (1 — t)rz

bulunur. Bu son esitsizligin t’ye gore [0,1] araliginda integrali alindig1 takdirde,

2m7y 1
log ‘L'( > <=
T1 472 2

fll ( LY )dt+jll ( ar )dt
0 °gt A=-0r, +try 0 °gt try + (1 —=t)ry

nr [ 7(x)
< frl log( 2 )dx

r,—n

esitsizligi elde edilir. Boylece

21T LT T2 T(x
logr( 12)S 1_2f log<g>dx

x2

olup, bu esitsizligin her iki tarafinin eksponansiyeli alindig takdirde,

2141 T T2 (x
T( 1 2) < expl L f log<(—2)>dxl
T'1 +T'2 T'Z —T'l 7'1 x

bulunur ve bdylece (2.17) esitsizliginin sol tarafi gosterilmis olur.

Simdi (2.17) esitsizliginin sag tarafin1 gosterelim. Harmonik log-konveks fonksiyon

tanimindan

Ty - t
' (trl +(1- t)r2> < ((r)) (2 (r2)

yazilir ve bu esitsizligin her iki tarafinin logaritmasi alinirsa,

14



nr
tri + (11—t

logr( ) < (1 —-1t)log (z(ry)) +tlog (z(1,))

elde edilir. t = % icin bu son esitsizlik asagidaki bigime doniistir.

r,—n x? - 2

T j“ log (T(X)) dy < 09 (@) + log (x(r2))

= log(1(r)T(1))z.

Elde edilen bu son esitsizligin her iki tarafinin eksponansiyeli alindiginda,

ex L7z frz lo (T(x)> dx
p rz _Tl Tl g xz

sonucuna ulasilir ki bu da (2.17) esitsizliginin sag tarafidir. Boylece ispat tamamlanmis

<V @r)T(r2))

olur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

Bu béliimde, carpimsal hesaplama konusuna kisaca deginilerek carpimsal integraller
tanitilacaktir. Ayrica, ¢arpimsal konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard tipli

integral esitsizliklerine yer verilecektir.
3.1. Carpimsal Hesaplama

1972 yilinda, Grossman ve Katz [22], toplama ve ¢ikarmayi ¢arpma ve bolme ile
degistiren yeni bir hesaplama bi¢imi olan ¢arpimsal hesaplamayi, diger bir deyisle non-

Newtonian hesaplamay1 tanimladilar.

Carpimsal hesaplama, tiim hesaplama problemlerini ele almasina ragmen, Newton ve
Leibnitz’in hesaplamasina kiyasla daha kisitli bir uygulama alanina sahiptir. Bunun
sebebi, sadece pozitif fonksiyonlar1 kapsiyor olmasidir. Bu nedenle, akla gelen ilk soru
“Daha genis kapsamli iyi gelistirilmis bir arag¢ zaten olusturulmusken kisith bir amag
icin yeni bir ara¢ gelistirmek mantikli midir?” sorusudur. Bu sorunun cevabi,
matematikcilerin diizlemdeki noktalar1 tanimlamak i¢in dik koordinat sistemi yerine
kutupsal koordinat sistemini kullanmalarinin nedeni ile benzerdir. Gergekten, bazi
durumlarda kutupsal koordinatlarin kullanimi daha uygundur. Ornegin, simetrik
sekillerin tanimlanmasi veya dairesel hareketlerin acisal hizinin hesaplanmasi gibi
durumlarda kutupsal koordinat sistemini kullanmak daha uygun olabilir. Benzer sekilde,
carpimsal hesaplamalarin kullanim alani smirh olsa da, bazi durumlarda geleneksel
hesaplama yontemlerinden daha uygun ve etkilidir. Ornegin, iistel fonksiyonlarla

ugrasmak i¢in daha kullanighdir.
3.2. Carpimsal Integral

Carpimsal hesaplamanin tam matematiksel agiklamasi [23]’te asagidaki sekilde
verilmistir.
Klasik integral olarak bilinen Riemann integrali f:f(r(x)) dx seklinde gosterilirken,

carpimsal integral f:lz(‘r(x))dx seklinde gosterilir. Bunun nedeni, T fonksiyonunun

17



[ry, 2] araligindaki Riemann integralinin terimlerinin toplaminin yerine, belirli

kuvvetlere yiikseltilmis terimlerin ¢arpiminin kullanilmasidir.
Riemann integrali ve ¢arpimsal integral arasindaki iliski asagida verilmistir [23].

Onerme 3.2.1. Eger t fonksiyonu [ry, ,] araliginda Riemann anlaminda integrallenebilir

ise, 0 halde 7 fonksiyonu [ry, ;] araliginda ¢arpimsal integrallenebilirdir ve
[0y = el T, (3.0

Carpimsal integral asagida verilen 6zelliklere sahiptir [23].

Teorem 3.2.1. t fonksiyonu pozitif ve [ry,r,] araliginda Riemann anlaminda

integrallenebilir olsun. Buna gore, t fonksiyonu [r;,7,] araliginda ¢arpimsal

integrallenebilirdir ve

i [P (@M = [P (@),
i [y = [ 2™,

rp (T(x)\%* y frrz(‘f(x))dx
fﬁz (_) >

y@/ ey

v. [2(r@)" = [ (@) @) n<esr,

V. ) = 1ve [P = ([@e)®)
. " 61 T :

3.3. Carpimsal Konveks Fonksiyonlar i¢in Hermite-Hadamard Tipli Integral
Esitsizlikleri

Teorem 3.3.1. 7: A — R carpimsal konveks fonksiyon olsun. r; < r, kosulunu saglayan

her r;, r, € A igin asagidaki esitsizlik saglanir [24]:

1

T (r1+r2) < (f:lz(r(x))dx)ﬁ < G(z(ry), t(1y)). (3.2)

2

Ispat. T garpimsal konveks bir fonksiyon oldugundan,

r A+ A-tr+try+try+(1 -0,
lnr( > )=ln T >
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— ln (T ((1—t)1"1+t1"2 + tT'1+(1—t)T'2)>

2 2

< In (T ((1—t);1+tr2)% T (tr1+(;—t)r2)% )
_ %ln (r ((1—t);1+tr2)> 4 %ln (r (tr1+(;—t)r2))

t € [0,1] araliginda integral alindig1 takdirde,

Int (Tl ; L2 > < %fi In (T <(1 _ t); * trz)) dt
0
+%f1 In (T ((tr1 v (21 — t)rz)> dt
0

1

rh,—n

_ jrzln (r(x))dx + jrlln (T(x))dxl

n—-n

N| =

= - i ']-rzln (r(x))dx +

72—

1 T2
" J;l In (T(x))dxl

T, —

1

n—-n

frz In (r(x))dx

elde edilir. Boylece

1 T
. (n + 7, ) < e(rz—r1 MTICEY) dx)

> <
1
"2 =Ty
= [ aen
T
bulunur. Dolayistyla
1
2T

COR I
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elde edilmis olur ve (3.2) esitsizliginin sol tarafi ispatlanmis olur.

Simdi, (3.2) esitsizliginin sag tarafini ispatlayalim.

1
T2 T2—T1

j (T(x))™ = (e(f:f In(7(x)) ax)ﬁ)

T
r

L (frlz In(z(x)) dx)

= er2—T

— o(lg m@erD+era-ri)ar)
1 1-t .
< o) artar)

— e(fol(l—t)lnr(r1)+tlnr(r2)dt)

=) T(T'l)T(TZ)
= G((t(ry), (1))

1
<(ln(‘r( 1) T(”z)ﬁ)
e

olur. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Ornek 3.3.1. 7(x) = e*’ carpimsal konveks fonksiyonu verilsin. Buna gore, r; = 1 ve

1, = 3 i¢in

+ 1+332
r(rl rz) = ¢(29) —s545082,

2
1 1
T2 T 3 2
d
f(f(x))dx = f(exz) "1 =76,1979,
1 1

G((t(ry),t(ry)) = 148,4132.
olup, (3.2) esitsizligi saglanir [24].

Sonu¢ 3.3.1. T Ve y, [ry,1,] aralig1 lizerinde pozitif tanimli ve ¢arpimsal konveks birer

fonksiyon olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir [24]:
20



1
2T

() (22) f ()% f (GO

< G((x(ry), T(12)). G(Y(H): V(rz))-

Sonu¢ 3.3.2. T ve y, [ry,1,] aralig1 lizerinde pozitif tanimli ve ¢arpimsal konveks birer

fonksiyon olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir [24]:

dx\ 2771 Tl
( f (x) _ G (@)
\ f (o)™ =G ()

Teorem 3.3.2. T Ve y, sirasiyla konveks ve ¢arpimsal konveks fonksiyonlar olmak tizere

asagidaki esitsizlik saglanir [24]:

1
— Sl <(T(Tz))T(T2))T(TZ)_T(Tl)
(xrp) "D

[r2 Gy N2 4 -
IRy () = G((yrDy(r) e (3.3)
1

Ispat. T ve v, sirastyla konveks ve ¢arpimsal konveks fonksiyonlar oldugundan,
1 1

(ff(r(xﬂdx)rz_rl 77 i) ax'\ 27T

Ty, . o Nv —————
[ )y QI In(y () dx

1
_ (efrrlz In(r(x))dx — frrlz In(y(x)) dx)Tz—T1

= plo M@+t (r=r1)))de — [ In(y(r)+t(ry=11)))dt

< oo+ttt [ i) (e)har)

(T(TZ))T(@ m
((r(m)“m)
G ((y(r),v(1r2)) e
21




elde edilir ve ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3.3.3. T ve y, sirasiyla ¢arpimsal konveks ve konveks fonksiyonlar olmak {izere

asagidaki esitsizlik saglanir [24]:

1

72 P——
[, @) \r2=m < G(wr)a(ry))e (3.4)
T2 () = D '
r1 <(y(r2))Y(T2))Y(Tz)—y(rl)
()’ Y

Ispat. T ve y, sirastyla ¢arpimsal konveks ve konveks fonksiyonlar oldugundan,

1 1
( f:lz (t(x))®* )rz—rl MG TP
Ty, <o =|\—F—"
[ )y QI Iy () ax

1
— (ef:lz In(t(x))dx — frrlz In(y(x)) dx)Tz—T1

= plo M@+ =T)AE = [§ In(y(r1+(ra=1)))dt

< o I(GE) ™ (x(ra)F)dt= [y n(y (o) +E(y (r2) =Y (ro))dt

1
(y(r)Y T2\Y(r2)-v(r1) 1
(y(rl))y(m)

In(G(t(ry),T(12))) — ln((
=e
G (t(r)), T(12)) .

(y (r))Y (v

elde edilir. Buna gore,

(f::(r(x))dx)ﬁ - G (t(r), (1)) .e
f:(y(x))dx - ((y(rz))m))m
(v (r)r()

sonucuna ulagilir ve bdylece ispat kanitlanmis olur.
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Teorem 3.3.4. T ve y, sirastyla konveks ve ¢carpimsal konveks fonksiyonlar olmak {izere

asagidaki esitsizlik saglanir [24]:

1
r2)\T(2)-7(ry)
o))" 2T
1 (%) G (y(r),y (1)

7y T2 Ta—T1 ()"
([ o)™ [Py )@ )* 7 < Al

(3.5)

e
Ispat. T ve y, sirastyla konveks ve ¢arpimsal konveks fonksiyonlar oldugundan,

1

T2 T2—T1

| Ge” f(y(x))dx

1

1
_ (ef:lz In(t(x)) dx +frr12 In(y(x)) dx)Tz—Tl

1
_ (e (Tz—Tl){fol ln(r(r1 +t(ry —rl)))dt+f:12 ln(y (r+t(r2 —rl)))dt})ﬁ

—e fol In(t(ri+t(r2 —7’1)))dt+f:12 In(y(r1+t(rz—rq1)))dt

< efol ln(T(ﬁ)+t(T(7’z)—T(7’1)))dt+f01 (v ) (y(r2)))at

1
T\ T
zn((%) ’ 1)—1+ln(G(v(r1),v(rz)))
=e

1
T(Tz) m
(M>( TG ) v ()

(1(ry))™D

e

elde edilir. Boylece

= (T(rz))T(T2)>m ()

=T 3 ((T(rl))r(rl)

e

T2 T2
[ @ [ aone
" "
sonucuna ulasilir ve ispat tamamlanmais olur.
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4. CARPIMSAL HARMONIK s-KONVEKS FONKSIYONLAR iCIN
HERMITE-HADAMARD TiPLi INTEGRAL ESITSIZLIKLERI

Bu bolimde ilk olarak c¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite-
Hadamard esitsizlikleri verilecektir. Daha sonra, carpimsal harmonik s-konveks
fonksiyonlarin ¢arpimi ve bolimii i¢in Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler elde
edilecektir. Ardindan, harmonik konveks ve carpimsal harmonik s-konveks
fonksiyonlarin ¢arpim ve boliimleri i¢in ¢arpimsal integral temelli yeni esitsizlikler elde
edilecektir. Son olarak, carpimsal harmonik s-konveks fonksiyon simifi igin yeni {ist

sinirlar belirlenecektir.

Teorem 4.1. t: A > R ve [ry, 1,] araliginda pozitif tanimhi ve ¢arpimsal harmonik s-

konveks fonksiyon olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanir:

T172

] < [ ) T < koo @

T1+72

(4.1) esitsizligi, ¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlar i¢in Hermite Hadamard

integral esitsizligi olarak adlandirilir.

Ispat. T fonksiyonu pozitif tanimli ve carpimsal harmonik s-konveks fonksiyon
oldugundan, c¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyon taniminda t =% alindig1

takdirde,

2ab .
T (a i b) < ((@).7(b))T

172 _ 172
tri+(1-t)ry ' tro+(1-t) rq

olur. Eger bu esitsizlikte a = alinirsa,

1
2ry 7y Ty Ty 2
() = ol ) )
7'1 + 1'2 th + (1 - t)T‘l tT‘l + (1 - t)rz

elde edilir. Buna gore,
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1
25

; (2r1r2 ) < ( e ) ( Ty )
") M v a—on/ e+ (- o
1 T2 I
BES (ln <T (tr2+(1—t)r1)> +in (T (tr1+(1—t)r2)>>'

Bu son esitsizligin [0,1] aralifinda t’ye gore integrali alindig: takdirde,

(e (50))
= % Uol n (T (trz +?1TZ— t)rl)) dt + fol n (T (tr1 +?1rz— t)r)) dt]

T2
bulunur. Koseli parantezin iginde bulunan integraller ayri ayri ELF J n(z()) dx

TR—T1 x2

ifadesine esit oldugundan,

( 2n 1, )
In T( )
ot

o, )frz in(z(x)) dx+l< 1Ty )frz In(t(x)) d

1
S J—
25\r, — 1y x? 25\r, — 1y x?

T

1 ( 1Ty )j‘rz ln(‘r(x))dx

~ st rp—n/t, x?
olur. O halde
s-1 7172
211, \1° 2 dx |27
G =) o
T+ "

elde edilir ve boylece ilk esitsizlik kanitlanmis olur.

Esitsizligin sag tarafi kanitlanacak olursa,

T2 T2

T2 odx |T2711 roln(t(x)) . =Ty
U (@)’ =<efr1 < "’)
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riry rain(t(x)
. €<_ I —dx)

rop—1r1-71 x2

e<f01 ln<f(ﬁ)>dt>
< oo (@)D (w(r)® )ar)

_ e(f()l ((1—t)slnr(r2)+tsln‘r(r1))dt)
Lesar
e<ln(T(T1)T(T2)) 0 >

[T(T1)T(Tz)]1/(s+1)

elde edilir ve dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.1. (4.1) esitsizliginde s = 1 alindig1 takdirde carpimsal harmonik konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

rirz

2 r 2 dXTrp=ry
T(ﬁ) < [frlz((‘r(x))l/x ) ] 2 < G(r(ry), t(ry). (4.2)
Ornek 4.1. Teorem 4.1de s = % alalm. 7: A - R,7(x) = e* fonksiyonunu
tanimlayalim. Buna gére t fonksiyonu [r;, ;] araliginda ¢arpimsal harmonik s-konveks
fonksiyondur. Dolayisiyla (4.1) esitsizligi saglanir.

1. Durum: r; =[0.5,1] ve r, = [1.5,3] olmasi durumunda Teorem 4.1’deki (4.1)

esitsizliginin grafigi asagidaki sekildedir:
B Sag

B Orta
W Sol

Sekil 4.1. Ornek 4.1°deki 1. durum igin grafik
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2. Durum: r, =1 ve r, =[3,4] olmasi durumunda Teorem 4.1’deki (4.1)
esitsizliginin grafigi asagidaki sekildedir:

— Sag
— Orta
— Sol

Sekil 4.2. Ornek 4.1°deki 2. durum i¢in grafik

Ornek 4.2. Teorem 4.1de s=1 alalm. 7:4 - R,7(x) = e* fonksiyonunu

tanimlayalim. Buna gore T fonksiyonu r, =1 ve r, = [2,2.5] i¢in [ry,7,] aralifinda

carpimsal harmonik konvekstir. Dolayisiyla (4.2) esitsizligi saglanir:

— Sag

— Sol

Sekil 4.3. Ornek 4.2’nin grafigi

Teorem 4.2. T ve y, [y, 2] araliginda tanimlanmis pozitif taniml ve ¢arpimsal harmonik

s-konveks fonksiyonlar olmak {izere asagidaki esitsizlik saglanmaktadir

r172

[T (T12rj—r12"2> 14 (rlzrj-rjﬂz [j; ((‘L'(x))l/x fr:z((y(x))l/xz)dxlrz -7
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< [t(r)t(ry).y (r)y () ]G+

(4.3)

Ispat. T ve y fonksiyonlar carpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlar oldugundan,

( 211, 21Ty
m () )
rn +n rn +n
2141 2141
=ln<r( 12)>+ln<y< 12))
rn t+n rn +n
1

il

*+in ()/ (tr2 +?1rz— t)r1> Y (tr1 + zllrz— t)rz))
215 (ln( (trz +?1TZ— t)r1>> prn <T (tﬁ +7£11r2— t)r2)>)
+% n ()/ (trz +?1rz— t)r1>) +in ()/ (tr1 +7;11r2— t)r)) '

[0,1] araliginda t ye gore yukaridaki esitsizligin integrali alindig: takdirde,
| ( ( 2nr, ) ( 2117, >>
nlrt Y
r +n r +n
( L ) dt +— fll ( Lo ) dt
- 25 trz + (1 - t)T‘l ZS 0 e tTl + (1 - t)rz

! fll i ) dt +— 11 ( i ) dt
2 0 n y tT‘2+(1—t)T‘1 ZS n y tT1+(1—t)T'2

L rzn_rzrl< frrzzn(f(x)) ) ( % )( f“ln(;gx)) >

1 1

29



e

1 47 2 In(y(x 7T
L 172 f ()’( ))dx +( 12)
25\, — 1y x? r,—n x?

T

() ([ ) () ([

T1 T

1

olur. O halde

i
2—rn

() ()] <[ e (]

1472 r+nr

elde edilir ve (4.3) esitsizliginin sol tarafi kanitlanmis olur.

Simdi, (4.3) esitsizliginin sag tarafini ispat edelim.

™

l] 2((T(x))1/x2)dxf 2((y(x))1/xz)dx r—11

T2

ral 7ol =Ty
_ (efrlz n(T(x))dx+f 2 n(zgx))dx>rz 1

x2 1

T l g l
(17 )

1 LELs 1T
3 e<fo l”<T(_trz+(113t)r1))d”’”(V(trz+(113t)r1)>dt>
< oo (@) @) )ae+ [y n((r () 0" (r(r1)** )at)

_ e( Jy (A= nz(r)+t5mt(ry))dt)+( [ (A-6)Siny () +t5Iny (1) ) dt)

1.5 1.s
(mﬁvﬂﬂmnkt“+m@waﬂwnbt“>
e

[(r)T(ry). (¥ (r)y () |/ 6+

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.2. (4.3) esitsizliginde s = 1 alindig1 takdirde ¢arpimsal konveks fonksiyonlar

icin asagidaki esitsizlik elde edilir:
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rir2

r(Z)y (22 < [ )™ [ (o)) ]

1+ 1 +13

< G(T(ﬁ);T(Tz))G(Y(r1);Y(7'2))- (4.4)

Teorem 4.3. T ve y [ry, 73] araliginda tanimlanmis pozitif tanimli ve ¢arpimsal harmonik

s-konveks fonksiyonlar olmak iizere asagidaki esitsizlik saglanmaktadir:

r17r2

r axqry, —r
T g
f:lz((y(x))l/xz)dx T y(r)y ()

25—1

<

2117
1:( 1 2)
1 +712

211712
r(s)
1172

(4.5)

Ispat. © ve y fonksiyonlar1 pozitif tanimli ve carpimsal harmonik s-konveks

fonksiyonlar oldugundan,

21my1y
l T(rl +T2) —l ( Zrlrz ) _l ( 27‘17'2 )
" 2nry \ | "\’ r t+r "\ r +r
(1)

rn t+n

1

25
< (1 ()t ()
trz+(1—t)7'1 tr1+(1—t)7'2

1

-
- (y <trz +r(11r E t)r1> Y (trl + r(llrz— WZ))

- %(ln (T <tr2 +r(11rz_ t)r1>> i <T (”1 + r(llrz_ t)r2)>>
3\ i) ) )

[0,1] araliginda t ye gore yukaridaki esitsizligin integrali alindig: takdirde,

211y )
T (r1 1y

y (2 )

In
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2i ,l;) ( (trz +1;11rz— t)r1>> dt +% fo n <T (tn +?1rz— t)r2)> dt
2i jo i (y tr2 +?1TZ— t)rl)) dt _% n (y (tr1 +r(11r2— t)r2)> a
L) <] 2ln(1’(x)) ) 7177 (frz ln(T(x)) >
25\, —r \J. ,—1 x2

1

nr rZ ln(y(x)) T f "2 ln(y(x))
28 T, —1 r -1 x?
r1r2 rZ ln(‘r(x)) 1 T "2 ln(y(x))
~ s 1 rz—r1 < ) 25~ 1( —r1)<Jr1 ox2 >

olur. O halde

271, 2 Ty 1/x2\%¥ rzl—ré
T(rl +r2) f (@ENV*)

2
2| Tl G

elde edilir ve (4.5) esitsizliginin sol tarafi kanitlanmis olur.
Simdi, (4.5) esitsizliginin sag tarafini ispat edelim.

T1 12

T2 )

SR YT pintsto,, gt
(e ™ <e 1 o >

T l T l
e i

1 ™7 ™"
_ e<fo l”<f<_trz+(113t)r1)>dt”"<”(trz+(113t)r1)>dt>
< oo (@)= @) )t = [y n((r (r2) A0 (r (1)) )t

_ e(fol (A=t (r)+t5nz(ry))dt) - (fy (A-0)° Iy (r)+t5Iny (1))t )
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1.5 1.
<ln(‘f(7’1)f(7’2))f0 cat_ ln(V(H)V(Tz))fO ’ dt)

_ [r(n)rm) Y+
- y(r)y(r)

elde edilir. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.3. (4.5) esitsizliginde s = 1 alindig1 takdirde ¢arpimsal harmonik konveks

fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

rir2

T r axry, —r
T(‘fl %}-7‘22) < f‘rlz((f(x))l/xz) 2 ! < G(T(T'l),T(T'z))
rGiss) (o)™ = G )

(4.6)

Teorem 4.4. t ve y,[ry,1,] araliginda tanimlanmis sirastyla pozitif tanimli harmonik
konveks ve carpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlar olmak {izere asagidaki

esitsizlik saglanmaktadir:

172 Tra)\ __ 1

d — (z(r2) -

[f:z((r(x))l/xz) x]rz 1 <—(T(r1))7(rl) T(r)—-1(ry)
1 <

N 2((V(x))1/xz)dx (r(rv ()

1

(4.7)

76+,

Ispat. T ve y fonksiyonlar1 sirasiyla pozitif tanimli harmonik konveks ve carpimsal

harmonik s-konveks fonksiyonlar oldugundan,

d 1T . ( ( )) :1_rr2
[ (G i I I = ]
- T = " mnew)
E(0renve) e
i
) [e<f:fm<;gx>>dx_f:3m<;;x>>dx>]rz—a

T1 12 /frzln(‘f(x))dx_frzm(V(x))dx>

— T 2 r 2
:erzr1\1 x 1 x

1 17" 1 T
e<f° ln(r(—m+(1lft)r2)>dt‘fo l"<y(tr2+(113‘t)r1)>dt>
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< oJo M)+t ~rrO)at= [y In((r () ™ (v () )at

7(r) T

1
zn<<T(T2)w2)>T(r2)_r(m)—1—zn(y(r1)y(rz))f3 ae

(T(rl))‘f(ﬁ)

(Yr)y ()™ e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.

Sonug 4.4. (4.7) esitsizliginde s = 1 alindig1 takdirde asagidaki esitsizlik elde edilir:

1T T\ 1
d — (T(TZ)) —
[f:z((r(x))l/XZ) x]rz p <(T(r1))r(r1 A

1
<

frrlz((y(x))l/xz)dx G(y(r)y(r2))e

(4.8)

Ornek 4.3. Teorem 4.4’de s=§ alalm. 7,7:A-> R,7(x) =x ve y(x)=e*

fonksiyonlarini tanimlayalim. Buna gore 7 ve y fonksiyonlar1 [ry, 7,] araliginda sirasiyla
harmonik konveks ve carpimsal harmonik s-konvekstir. Dolayisiyla (4.7) esitsizligi
saglanir.

1. Durum: r, =[1,2] ve r, =[2.5,6.5] olmasi durumunda (4.7) esitsizliginin

grafigi agsagidaki sekildedir:

Sekil 4.4. Ornek 4.3’deki 1. durum igin grafik
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2. Durum: r; =1 ve r, =[2,3] olmasi durumunda (4.7) esitsizliginin grafigi

asagidaki sekildedir:

— Sag

— Sol

0.20

0.10F

Sekil 4.5. Ornek 4.3’deki 2. durum igin grafik

Ornek 4.4. Teorem 44de s=1 alalm. 7,7:A->R1(x) =x ve y(x)=¢e*
fonksiyonlarini tanimlayalim. Buna gore 7 ve y fonksiyonlar1 r; = 1 ve r, = [2, 3] i¢in
[r1,7,] araliginda sirasiyla harmonik konveks ve ¢arpimsal harmonik konvekstir. Buna

gore (4.8) esitsizligi saglanir.

-:u_SC» \ — Saé
0.25¢ e Sol
0.20F

(o) (=) <
) v o
W
T 7 T

w
/
L
L
L

Sekil 4.6. Ornek 4.4’{in grafigi

Teorem 4.5. T ve y, [ry, 5] araliginda tanimlanmig sirasiyla pozitif tanimli garpimsal
harmonik s-konveks ve harmonik konveks fonksiyonlar olmak iizere agsagidaki esitsizlik

saglanmaktadir:
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rir2

r ax Y, —r
frlz((.[(x))qxz) o < (zr)T()) /e (4.9)
T dx - )\ __ 1 .
7o) (%) eIy
(rGrp) "

Ispat. T fonksiyonu garpimsal harmonik s-konveks ve y fonksiyonu harmonik konveks

oldugundan,
112 M
dx7, = r ln(‘r(x)) o
G P
T dx - ol
[ (Granye) 1

i

rzln(‘r(x))d rzln(y(x)) ry—T1
_ [e<fr1 i )]

1 ™ 1 ™
_ (Bl Jo ool (it )
< oo (@A @) )= fy tn(r(r)+e(r )y (e

1

ln(T(ﬁ)T(Tz))fOl tsdt—ln<<l’(7‘2)y(T2)>m>+ L

y(rl)y(rl)
=e

1/(s+1)

(T(T1)T( 2))

(ML)VEQ;) Y(Tz)i)/(ﬁ)
(Y(ﬁ))y "

elde edilir ve boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug¢ 4.5. (4.9) esitsizliginde s = 1 alindig1 takdirde asagidaki esitsizlik elde edilir:

T172
r ax\r, —r
frlz((‘[(x))l/xz) 27 < G(T(Tl),'[(rz))e (4 10)
. dx ) T . .
2 () (M) =T
()t

Teorem 4.6. t ve y,[ry, 2] araliginda tanimlanmis sirasiyla pozitif tanimli harmonik
konveks ve carpimsal harmonik s-konveks fonksiyonlar olmak iizere asagidaki

esitsizlik saglanmaktadir:
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)\ L~ s+
s et (G63) T o)
U (@) f (™) ] <

e

(4.11)

Ispat. T fonksiyonu harmonik konveks ve y fonksiyonu ¢arpimsal harmonik s-konveks
oldugundan,

T2

l] 2((T(x))1/x2)dxf 2((y(x))1/x2)dx ry—T1

172

ron(T(®) - (@) Tz
_ lefrl x l

x2 e 1 x2

™

((ITrzln(r(x))d frzln(y(x)) >)ﬁ
= e\

1 71T 1 T1T:
— e<f0 ln<T<tT1+(113t)Tz>>dt +f0 ln<y<trz+(113t)'r1)>dt>

< elo M)+ttt +[5 (2D (r(ra) " Jat

__ 1
ln<<r(rz)T(T2)>T(T2)_T(Tl))—1+ln(y(r1)y(rz))f01 eSdt
=e

(1))

)y 1 .
(%) 7(r2)—7(r7) (y(rl)y(rz))l/( 1)

e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

Sonug 4.6. (4.11) esitsizliginde s = 1 alindig1 takdirde asagidaki esitsizlik elde edilir:

1
(%)’“2)"@ Glrtr ()

[frrlz((r(x))l/xz)dx frrlz(()/(x))l/xz)dx]rz_rl < e

. (4.12)

e
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Ornek 4.5. Teorem 4.6’da s=% alalm. 7,y:A-> R t(x) =x ve y(x)=e*

fonksiyonlarii tanimlayalim. Buna gore 7 ve y fonksiyonlar1 [ry, ;] araliginda sirasiyla

harmonik konveks ve carpimsal harmonik s-konvekstir. Dolayisiyla (4.11) esitsizligi

saglanir.

1. Durum: r; =[1,1.75] ve r, =[2,6] olmasi durumunda (4.11) esitsizliginin
grafigi asagidaki sekildedir:

o)
= (1q

Sekil 4.7. Ornek 4.5°deki 1. durum igin grafik

2. Durum: r, =1 ve 7, =[2,3] olmasi durumunda (4.11) esitsizliginin grafigi
asagidaki sekildedir:

— Sag
— Sol

Sekil 4.8. Ornek 4.5°deki 2. durum igin grafik
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Ornek 4.6. Teorem 4.6’da s=1 olsun. 7,y:A->Rt(x)=x ve y(x)=e*
fonksiyonlarini tanimlayalim. Buna gére, T ve y fonksiyonlar1 r; = 1 ve r, = [2,4] igin
[ry, 2] araliginda sirasiyla harmonik konveks ve c¢arpimsal harmonik konvekstir.

Dolayisiyla (4.12) esitsizligi saglanir.

215 F Sag

-~

2 "l ""“‘-"-"" " _ S°l

-
15
10

Sekil 4.9. Ornek 4.6’ nin grafigi

Teorem 4.7. : A - R bir ¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyon olsun. r; <,

kosulunu saglayan her r;, 7, € A i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

rirz

(@) " < [ @) @)=, (4.13)

Ispat. T garprmsal harmonik s-konveks fonksiyon oldugundan,

1T T2

T2 ondx # rpln(t(x)) To—T1
oy = (5

LN szln(T(x))dx
= e\T27T1° "1 x?

1 1T
_ e<f0 ln<r(trz+(113t)r1)>dt>

< elo (@) @)D" )at

1
ngdmmfmmwﬂﬁm
0

=f«mnﬁum»WWﬁa
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Sonu¢ 4.7. (4.13) esitsizliginde s = 1 alindig takdirde ¢arpimsal harmonik konveks
fonksiyonlar i¢in asagidaki esitsizlik elde edilir:

rir2

[f::((T(x))l/xz)dx]rz_rl < L(T(H), T(Tz)) < A(T(ﬁ)ff(rz))' (4.14)

Ornek 4.7. Teorem 4.7°de s=1 alahm. 7:4 > R,7(x) = e* fonksiyonunu
tanimlayalim. Buna gore 7 fonksiyonu [ry,7,] araliginda ¢arpimsal harmonik

konvekstir. Dolayisiyla (4.14) esitsizligi saglanir.

1. Durum: r; = [1,1.5] ve r, = [2,2.5] olmasi durumunda (4.14) esitsizliginin

grafigi asagidaki sekildedir:

Sekil 4.10. Ornek 4.7°deki 1. durum igin grafik

2. Durum:r; = 1ver, =[2.5,3] olmasi durumunda (4.14) esitsizliginin grafigi:

— Sag
— Orta
— Sol

Sekil 4.11. Ornek 4.7°deki 2. durum igin grafik
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Teorem 4.8. 7,y: A = R iki ¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyon olsun. r; <,

kosulunu saglayan her r;, r, € A i¢in asagidaki esitsizlik saglanir.

™2 1

2 Sadx |27 1 s s
[ | (@wrayy’ ] <1 [ (@02 ey
T1 0

1 X s s
+5 [10G0-0 Gy ac
0

+2 [ @y ) @)y ) de. (4.15)

Ispat. T ve y fonksiyonlarinin ¢arpimsal harmonik s-konveksligini ve Va, b € R icin

1
ab Sz(a+b)2

esitsizligini kullanirsak,

T2

T 1\ X |rp—r1
[ j ((r(x)yoc))x_Z) ]

1 172 e
= el l“[f(trz+(1—t)r1)”(trz+(1—t)r1>]dt

1
= -[(-) [T (trz +?1rz— t)r1>y (th +1;11TZ— t)ﬁ)] a

1t 4Ty Ty 2
<3, [F( )+ )]
4 0 tT‘Z + (1 - t)Tl trz + (1 - t)T‘l

1 r? ) ) s y
<3 | [e@e" @) + )0 () de

1 1 s s 1 1 ) ]
= Z-I;) [(T(T'Z))Z(l—t) (T(rl))Zt ]dt + Z_];) [(y(rz))Z(l—t) ()’(T’l))Zt ]dt

1t s s
+§f [(T(TZ)V(Tz))(l_t) (z(r)y ()" ]dt
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sonucunu elde ederiz. Bdylece ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4.9. 7,y: A = R iki ¢arpimsal harmonik s-konveks fonksiyon olsun. r; <,

kosulunu saglayan her r;, r, € A i¢in asagidaki esitsizlik saglanir:

™

[ j 2((r(x)y(x))1/x2)"x]r2

(1-v°

- = pf [(T(T‘z))T(T(H))?l dt
0

(1-9°

+q fol l(Y(TZ))T(Y(Tl))%l dt. (4.16)

Ispat. T ve y fonksiyonlarinin carpimsal harmonik s-konveksligini ve Va, b € R igin

1 1

ab < pa? + qb4, p,q >0, ptq=1

esitsizligini kullanirsak,

™

l.[ 2((T(x)y(x))l/xz)dxlrz—rl

1 11 172
= el ln[r(trz+(1—t)7’1>y<t7’z+(1—t)7’1>]dt

1.
L) > ( 173 )]
<
- ,[; _T (trz +(1-t)ny Y trp,+(1—-t)ny dt

1 1

1 )
= ,[(-) p (T (tr2 +7;11rZ— t)r1>>p tq ()/ (trz +7;11rZ— t)r1>>q dt

: f p[EE:)E D @) P + Q[(V(rz))(l_t)s(V(rl))ts]al dt

1 a-r & ! -’ e
~» [ e crars o[ |own T e

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmais olur.
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5. SONUC VE ONERILER
Bu ¢alismada;

1. Carpimsal harmonik s-konveks fonksiyon siniflari i¢in Hermite-Hadamard
integral esitsizligi elde edilmistir.

2. Carpimsal harmonik s-konveks iki fonksiyon verildiginde, bunlarin ¢arpim ve
boliimleri i¢cin Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler verilmistir.

3. Biri harmonik konveks, digeri ¢arpimsal harmonik s-konveks olan iki fonksiyon
verildiginde, bunlarin ¢arpim ve boliimleri i¢in carpimsal integral temelli yeni
esitsizlikler insa edilmistir.

4. Carpimsal harmonik s-konveks fonksiyon sinifi i¢in bazi tst smirlar elde
edilmistir.

5. Elde edilen esitsizliklerin, bazi 6zel durumlar i¢in ¢arpimsal harmonik konveks

fonksiyon sinifina iliskin esitsizliklere indirgendigi gosterilmistir.

Bu calismadaki nihai hedefimiz; bu tez calismasinda elde edilen sonuglarin Konveks
Fonksiyonlar Teorisi’ne, Esitsizlik Teorisi’ne ve bunlarin kullanildig1 alanlara katkida

bulunabilmektir.

Konuyla ilgilenen arastirmacilar, oncelikle farkli tiirden konvekslik tanimlarini
inceleyerek teze konulmayan ve literatiirde heniiz bulunmayan daha birgok konvekslik
siifl icin carpimsal integral temelli yeni integral esitsizlikleri elde edebilirler. Farkl
tirdeki konveks fonksiyonlar1 kullanarak, 6zdeslikler yardimiyla Hermite-Hadamard,
Midpoint, Trapezoid, Simpson, Ostrowski tipli birgok yeni esitsizlik insa edebilirler. Bu
esitsizliklere 0Ozel ortalamalar uygulayarak, o©zel ortalamalar teorisine katki

saglayabilirler.
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