T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
FEN BILIMLERI ENSTITUSU

CARPIMSAL INTEGRAL DENKLEMLER ve CARPIMSAL INTEGRAL

DENKLEMLERIN CARPIMSAL DIFERANSIYEL
DENKLEMLER ile ILISKISI

YUKSEK LiSANS TEZIi

Hatice DURMAZ

MAYIS 2019
GUMUSHANE






T.C.
GUMUSHANE UNIVERSITESI
FEN BIiLIMLERI ENSTITUSU

MATEMATIK MUHENDISLiGi ANABILiM DALI

CARPIMSAL INTEGRAL DENKLEMLER ve CARPIMSAL INTEGRAL
DENKLEMLERIN CARPIMSAL DiFERANSIYEL
DENKLEMLER ile iILISKISI

YUKSEK LiSANS TEZi

Hatice DURMAZ

Giimiishane Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
“Matematik Miihendislig¢i Anabilim Dal”
Yiiksek Lisans Programinda Kabul Edilen Tezdir.

Tezin Enstitiiye Verildigi Tarih  :17.05.2019
Tezin So6zlii Savunma Tarihi :17.06.2019

MAY IS 2019



KABUL ve ONAY

Dr. Ogr. Uyesi Nihan GUNGOR damismanliginda Hatice DURMAZ tarafindan hazirlanan
“CARPIMSAL INTEGRAL DENKLEMLER VE CARPIMSAL INTEGRAL
DENKLEMLERIN CARPIMSAL DiFERANSIYEL DENKLEMLER iLE iLisKisi”
isimli bu caligma jiirimiz tarafindan Giimiishane Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Miihendisligi Anabilim Dali’nda Yiiksek Lisans Tezi olarak Oy Birligi ile
kabul edilmistir. |

Baskan RIS “@M ...........

Uye

Dog. Dr. Tiilay KESEMEN

Uye  (Danisman)

Dr. Ogr. Uyesi Nihan GUNGOR

ONAY

Bu tezZQ. /42019 tarihinde Enstitii Yénetim Kurulunca kabul edilmistir.

Prof. Dr. Fer;ajn ;1PAHI

Fen Bilimleri Enstitii Miidiiri



TEZ BEYANNAMESI

Giimiighane Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Matematik Miihendisligi Anabilim
Dali’'nda, tez yazim kurallarina uygun olarak hazirlamis oldugum “Carpmmsal Integral
Denklemler ve Carpimsal integral Denklemlerin Carpimsal Diferansiyel Denklemler ile
Iligkisi” isimli tez c¢alismasinda; biitiin bilgi ve belgeleri genel akademik kurallar
gercevesinde elde ettigimi, gorsel ve yazili biitiin bilgi ve sonuglari bilimsel ahlak
kurallarina uygun olarak hazirlayip sundugumu, baska kaynaklardan yararlandigim
bilgileri metin ve kaynaklarda eksiksiz olarak gosterdigimi, calisma siiresince bilimsel
arastirma ve etik kurallara uygun olarak davrandigimi ve aksi durumda her tiirlii yasal

sonucu kabul ettigimi beyan ederim. 17/05/2019

Hatice DURMAZ



OZET
YUKSEK LiSANS TEZI

CARPIMSAL INTEGRAL DENKLEMLER ve CARPIMSAL INTEGRAL
DENKLEMLERIN CARPIMSAL DIiFERANSIYEL
DENKLEMLER ile ILISKiSI

HATICE DURMAZ

Giimiishane Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii

Matematik Miihendisligi Anabilim Dali

Danisman: Dr. Ogr. Uyesi Nihan GUNGOR
2019,65 sayfa

Integral denklemler uygulamali matematik, matematiksel fizik ve miihendislikte
onemli bir yere sahiptir ve bir ¢ok uygulama alani vardir. integral denklemler, diferansiyel
denklemlerin ¢dziimiinde bir ¢6zliim aract olarak kullanildigindan, diferansiyel denklemler
ile arasinda yakin bir iligki vardir. Diferansiyel denklemlerin uygulama alanlarinin genis

olmasi integral denklemlerini 6nemli bir konuma getirmistir.

Bu tez g¢alismasinda ilk olarak carpimsal integral denklemler tanimlanmistir ve
carpimsal integral denklemlerinin ¢oziimleri irdelenmistir. ikinci kisimda, carpimsal

integral denklemlerin ¢arpimsal diferansiyel denklemler ile iliskisi incelenmistir. Bir



carpimsal integral denklemin ¢arpimsal diferansiyel denkleme doniistiirtildiigii ve degisken
veya sabit Ustlii bir carpimsal lineer diferansiyel denklemin carpimsal Volterra integral

denklemine doniistiiriildiigli ispatlanmis ve 6rneklendirmeler yapilmustir.

Anahtar Kelimeler: Carpimsal analiz, Carpimsal diferansiyel denklemler, Carpimsal
integral denklemler, Carpimsal Volterra integral denklemler
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Integral equations have an important role and many applications in applied
mathematics, mathematical physics and engineering. Since integral equations are used in
the solution of differential equations, there is a close relationship with the differential
equations. The wide range of applications of differential equations have brought integral
equations into an important position.

In main results of this thesis, firstly, the multiplicative integral equations are defined
and the solution of the multiplicative integral equations is studied. In the second part, the
relationship of the multiplicative integral equations with the multiplicative differential
equations is investigated. It is proved that a multiplicative integral equation is converted to
a multiplicative differential equation and multiplicative linear differential equation with

Vi



constant or variable exponetials is converted to a multiplicative Volterra integral equation
and also examples are made about them.

Keywords: Multiplicative calculus, Multiplicative differential equations, Multiplicative
integral equations, Multiplicative Volterra integral equations
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1. GENEL BiLGILER

1.1. Giris

Integral denklemler, uygulamali matematik, matematiksel fizik ve miihendislikte
bircok problemin ¢dziimii i¢in 18.ylizyildan bu yana basarili bir sekilde kullanilmaktadir.
Diferansiyel denklemlerle olan iliskisi ve diferansiyel denklemlerin uygulamada ¢ok
kullanilir olmasi nedeniyle, integral denklemler de miihendisligin ve diger alanlarin
problemlerine daha cok girmeye baslamis ve onemi gittikge artmustir. Integral
denklemlerin ¢ok genis bir arastirma sahasi oldugundan, integral denklemlerin tamamin
icine alacak bir teori kurulamamaktadir. Bu nedenle integral denklemler niteliklerine gore
ayr1 ayri incelenmektedirler. Bu ayri incelemeler goz oOniine alindiginda Volterra ve
Fredholm Integral Denklemleri olarak ikiye ayrilmaktadir. Yapilan calismalarda dzellikle
Volterra Integral Denklemleri én planda olup diferansiyel denklemler ile arasindaki
iliskiye yer verilmektedir. Baslangi¢c kosullar1 verilen, degisken veya sabit katsayili bir
diferansiyel denklem, Volterra tipindeki bir integral denkleme doniistiiriilebildigi gibi, bir
integral denklem de diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Dolayisiyla, bir integral
denklem baslangic kosullart i¢in saglanan diferansiyel denklemin bir sinir deger problemi
olarak da g6z Oniine alinabilir.

Diferansiyel ve integral denklemlerin temeli {inlii matematik¢iler Newton ve Leibniz
tarafindan 17. Yizyilda atilmistir. Giiniimiizde bu analiz, en ¢ok kullanilan matematiksel
teoridir. Toplama isleminin en temel islem oldugu diisiiniilerek, bu analiz toplamsal veya
klasik analiz olarak adlandirilmaktadir. Klasik analiz g6z 6niinde bulundurularak, temelini
farkli aritmetik islemlerin olusturdugu analizler gelistirilebilir. Bunun 6nemli
orneklerinden biri olarak 1887 yilinda iinlii bilimci Volterra tarafindan gelistirilen yeni
analiz gosterilebilir. Volterra tarafindan olusturulan bu yeni analiz, simultane diferansiyel
denklemlerin ¢oziimleri icin gelistirilmistir. Bu analizde ¢arpma islemi en temel islem
oldugundan, bu analize ¢arpimsal analiz denilmektedir.

Matematikte baz1 problemlerin bilinen klasik kavramlar ile aciklanmasi ve analitik
¢ozlimiiniin bulunmasi o kadar kolay degildir. Bu tiir problemlerin ¢6ziimii igin alternatif

olarak carpimsal tiirev ve ¢arpimsal integral iceren ¢arpimsal analiz gelistirilmistir.



Bu yeni analizin baz1 problemlere uygulama kolaylig1 getirdigi ve bazi durumlarda
ise klasik analizden daha etkin ve daha hizli sonuglar verdigi de goriilmiistiir.

Yapilan literatiir taramalarinda carpimsal analizde integral denklemler ile ilgili
herhangi bir calismaya rastlanmamis olup, yapilan arastirmalarin 1181 altinda klasik
analizde integral denklemler ile ilgili yapilan bazi1 ¢alismalarin ¢arpimsal analize
aktarilacag1 fikri ortaya c¢ikmistir. Bu tez calismasinda carpimsal analizdeki temel
kavramlar kullanilarak, integral denklemlerle ilgili temel tanimlar ve simiflandirmalar
carpimsal analize aktarilmistir. Carpimsal integral tamimi ve oOzellikleri kullanilarak
carpimsal integral denklemlerinin ¢oziimii incelenmistir. Ayrica, c¢arpimsal Volterra

integral denklemleri ile ¢arpimsal diferansiyel denklemler arasindaki iliski irdelenmistir.

1.2. Carpimsal Tiirev

Bu kisimda bir fonksiyonun yeni ¢esit bir tiirevi olan ve ¢arpimsal tlirev ad1 verilen
kavram tanitilacak ve garpimsal tiirev ifade edilirken * sembolii kullanilacaktir. Yani bir f
fonksiyonunun klasik tiirevi ifade edilirken f' sembolii, carpimsal tiirevi ifade edilirken de
f* sembolii kullanilacaktir.

Carpimsal tiirev tanimu ile klasik tiirev tanimi1 arasindaki iliskiyi yani benzerliklerini
ve farkliliklarini daha iyi kavramak adina oncelikle herhangi bir f fonksiyonunun x deki

klasik tiirevinin

fx+h) - fx)
h

f'(x) = lim (1.2.1)

seklinde ifade edildigi gozoniine alinsin.

Klasik tlirevin aksine, herhangi bir g fonksiyonunun carpimsal tiirevi orana

g(x+h)

dayalidir. Bu nedenle, f(x + h) — f(x) farki yerine P

orani ve h boliimii yerine h

ifadesinin ¢arpmaya gore tersi olan - kuvveti alinarak

[M " (1.2.2)

g(x)

yazilir.



Ozel olarak, g fonksiyonu klasik anlamda tiirevlenebilir ve (g(x) > 0,her x
icin) pozitif varsayilirsa h sifira yaklasirken (1.2.2) denklemindeki oranin limiti g
fonksiyonunun x’deki ¢arpimsal tiirevidir, yani

1
glx+h)|n

g'(x) = lim lW (1.2.3)

seklinde elde edilir. g fonksiyonu pozitif oldugu i¢in kdseli parantezin icide pozitiftir ve
(1.2.3) denklemindeki % kuvveti keyfi (sifir olmayan) pozitif h sayilari i¢in iyi tanimlidir.

Goriildiigii lizere aslinda g fonksiyonunun pozitif olmast gerekmemektedir, sadece *-
tirevi alinmasi istenilen x noktasinda g(x) # 0 olmalidir. Yinede, g fonksiyonunun
pozitif oldugu varsayimi, tartismayi1 daha basit hale getirir ve ¢arpimsal tiirevi alinmak
istenilen noktalar1 etkilemez. g fonksiyonunun klasik tiirevi hakkinda bilinenler

kullanilarak, (1.2.3)denklemindeki limit

1 1
+ ]k gx+h)\h
lim [M = lim em( gx) )
0| g(x) h—0

In(g(x+h))-Ing(x)
=lime h

g

_In(g(x+h))-Ing(x)
lim
= eh—>0 h

(1.2.4)

d
— eax' M9

= e(nog)' () J

seklinde hesaplanir. Burada Inog fonksiyonu logaritmik fonksiyon ile g fonksiyonunun
bileskesidir. Sonug¢ olarak herhangi bir g fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi (1.2.4)
denkleminde ifade edildigi gibi elde edilir (Stanley, 1999).

O halde yukaridaki agiklamalar g6z oniine alinarak ¢arpimsal tiirev tanimi asagidaki

gibi ifade edilebilir.



Tamim 1.2.1. (Carpimsal Tiirev)

f(x+h)
Fx)

olarak adlandirilir ve f*(x) semboli ile gosterilir. Yani

1
limy,_,, ( )h ifadesi tanimliysa f fonksiyonunun x degiskenine gore ¢arpimsal tiirevi

flx+ h))%

o552

seklinde ifade edilirr A € R agik kiimelerindeki biitin x degiskenleri igin f*(x)
fonksiyonu f*: A — R ile tanimlanir (Misirh ve Bashirov, 2006).

Ornek 1.2.1. f(x) = 5e?* fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevini hesaplaymiz.

Coziim: Carpimsal tiirev tanimi1 kullanilarak,

1

5 2(x+h)\ h
fr(x) = lim <e—>

Ser

1
SereZh h
= lim|————
h—0 SeZX

bulunur.
Ornek 1.2.2. f(x) = 3* fonksiyonunun garpimsal tiirevini hesaplaymniz.

Coziim: Carpimsal tiirev tanimi kullanilarak,

1
3x+h)\ &
o (5)



bi¢giminde bulunur.

Simdi klasik tiirev ve carpimsal tiirev arasindaki iligskiyi detayli agiklayacak olan
teoremler ifade edilecektir.

Teorem 1.2.1. Eger f fonksiyonu x noktasinda pozitif ve klasik anlamda

diferansiyellenebilir ise 0 zaman x noktasinda ¢arpimsal diferansiyellenebilirdir ve

d £
f*(x) = eﬁ(lnf(x)) =e f(x)]

dir (Stanley, 1999).

ispat: f fonksiyonu x noktasinda pozitif ve klasik anlamda diferansiyellenebilir olsun. Bu

durumda In o f fonksiyonu da klasik anlamda diferansiyellenebilirdir. Buradan e(mof)'(x)

ifadesi var oldugundan, (1.2.4) ifadesi geregince f fonksiyonu x noktasinda ¢arpimsal

JME))
diferansiyellenebilirdir. Ayrica (1.2.4) ifadesinden f*(x)=e[f<X> oldugu kolayca

goriiliir.
Ornek 1.2.3. f(x) = c.eS™* fonksiyonunun garpimsal tiirevini hesaplaymniz.

Coziim: Teorem 1.2.1°den

sinx)’

Fr(x) = plince

— e(ln c+in esm")’



— e(lnc)'+(lneSinx)’

— e(lnc)’.e(lnesmx),
. li

— eO_e(smx)

= @COSX

olur.

Ornek 1.2.4. f(x) = c. cos x fonksiyonunun garpimsal tiirevini hesaplaymiz.

Coziim: Teorem 1.2.1 kullanilirsa,

(c.cosx)’
f*(x) — e c.cosx

_sinx
= eo_ e cosx

1

etanx

elde edilir.

Ornek 1.2.4. f(x) = c.sin x fonksiyonunun carpimsal tiirevini hesaplaymiz.

Coziim: Teorem 1.2.1 kullanilarak,

(c.sinx)’
f*(x) = e csinx

CcOS X
= eO_ esinx

— ecotx
bulunur.

Teorem 1.2.2. Eger f fonksiyonu x noktasinda pozitif, c¢arpimsal anlamda
diferansiyellenebilir ve f*(x) # 0 ise f fonksiyonu x noktasinda klasik anlamda

diferansiyellenebilirdir ve

f') =f)Infr(x)



bigimindedir ( Stanley, 1999).
Ispat: f*(x) # 0 ve f carpimsal olarak diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda Teorem
1.2.1°den

F*(x) = enof)' @
yazilabilir. Burada esitligin iki tarafininda dogal logaritmas1 alinirsa
Inf*(x) = (Inof)'(x)

olarak elde edilir. Boylece

In(f*(x)) = n'(f (x))
_ ')

fx)

olup

f') = f)Inf"(x)

elde edilir.
Bir f fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi ile klasik tiirevi arasindaki iligskinin baska bir

gosterim yoluda asagidaki sema ile ifade edilebilir (Stanley, 1999):

f In Inf
d
i dx
; L

Sekil 1.1. Carpimsal ve Klasik Tiirev Iliskisi



Tamim 1.2.2. f* fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi varsa f fonksiyonunun 2. mertebeden
carpimsal tiirevi olarak adlandirilir ve f*™ sembolil ile gosterilir. Bu durumda f

fonksiyonunun 2. mertebeden klasik tiirevi varsa

£ (x) = enof Y@ = gnon)" @
olarak ifade edilir. Bu ifade de f"(x) var oldugundan (Inof)" (x) vardir.
Benzer sekilde bu yaklagim tekrarlanarak, f fonksiyonunun x noktasinda n.
mertebeden klasik tiirevi varsa n. mertebeden ¢arpimsal tiirevi
£ (x) = enoN™

seklinde tanimlanir (Giirefe, 2009; Ozyapic1, 2009).

Tammm 1.2.3. B € R* ve g: B » R* tamimli bir fonksiyon olsun. Her & > 1 sayis1 igin

|x
b

noktasinda ¢arpimsal olarak siireklidir denir.

< § iken |%| < & olacak sekilde bir § > 1 sayis1t mevcutsa g fonksiyonu b € B

Eger B kiimesi iizerinde biitiin noktalarda g fonksiyonu c¢arpimsal siirekli ise g

fonksiyonu B kiimesinde ¢arpimsal siireklidir denir (Giirefe, 2009; Ozyapici, 2009).

Ornek 1.2.6. g:RT - R*, g(x) = 2x> fonksiyonunun Vx, € R* igin carpimsal siirekli

oldugunu gosteriniz.

Coziim: Her £ > 1 sayis1 icin § = Ve almirsa

*

. xS "
< iken

Xo

<g¢

2x05

bagintis1 saglanir.



1.3. Carpimsal Tiirevin Ozellikleri
Onerme 1.3.1.
(1) Her x € (a,b) i¢in f(x) =c¢ > 0 sabit fonksiyonunun c¢arpimsal tiirevi 1 dir, yani
f*(x) = 1dir.
(2) Carpimsal tiirevi 1 olan fonksiyon sabittir, yani f*(x) =1 ise her x € (a, b) i¢in

f(x) = ¢ > 0 dir (Ozyapici, 2009).

Ispat:
(1) (a, b) araliginda f(x) = ¢ > 0 sabit fonksiyonu verilsin.

f*(x) - e(ln c)!

=1
sonucuna ulagilir.
(2) Her x € (a, b) igin f*(x) = 1 olsun. Bu durumda
F*(x) = eMoN'@ = 1
elde edilir. Buradan , f(x) = ¢ > 0 oldugu kolayca bulunabilir.
Onerme 1.3.2. Ustel bir fonksiyonun garpimsal tiirevi sabit sayiya esittir (Ozyapici, 2009).

Ispat: a > 0 iken f(x) = a* olsun. (1.2.3) ifadesi kullanilirsa

flx+ h)>%
f(x)

1
<a(x+h))ﬁ
= lim
h—0 a*

frx) = }lim<

-0




1
= lim(a™n
h_)o( )

=a
elde edilir.

Teorem 1.3.1. f ve g carpimsal tiirevlenebilen herhangi iki fonksiyon olsun. c¢ keyfi bir

sabit olmak iizere cf, fg,f + g,g , f9 fonksiyonlar1 da garpimsal tiirevlenebilirdir ve bu

fonksiyonlarin ¢carpimsal tlirevleri asagidaki gibidir:

D) fH)'()=f"()
@ (F9)@) =f"(x).g"(x)

_f® gx
B) (f +9)"(x) = f*(x)F@+9@), g* (x)fCI+9C)

@ (5 w=L2

g*(x)

(5) (f9)*(x) = f*(x)9D, f(x)9' @

(Ozyapici, 2009; Giirefe, 2009).
ispat:
(1) f carpimsal diferansiyellenebilen bir fonksiyon ayrica c bir sabit olsun. (cf)*(x)

fonksiyonu ele alinip Teorem 1.2.1 kullanilirsa,

(Cf)*(x) — e(lnocf)’(x)

— e(ln c+in f) (x)
=0 ')

= f"(x)
olarak bulunur.

(2) f ve g carpimsal diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. (fg)*(x) fonksiyonu ele

almip Teorem 1.2.1 kullanilirsa,

10



(F)"(x) = elnoro®
— e(lnof+lnog)’(x)
— e(lnof)’(x)+(lnog)’(x)

— om0 @) ,(inog) (x)

=f(x).g"(x)
elde edilir.

(3) f ve g carpimsal diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. (f + g)*(x) fonksiyonu

g0z Oniine alinip Teorem 1.2.1 kullanilarak,

(f + g)*(x) = enoF+a)'@)

(+9)'(x)
=e (ft9)

() +g' (%)
= e F)+gx)

f'x) g'(x)
= ef)+g(x) f(x)+g(x)

f(x) gx)
= f* (x)f)+g(x), g* (x)f )+g(x)

bulunur.

(4) f ve g carpimsal diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. (f—]) (x) fonksiyonu ele

alinsi. g(x) > 0 olarak kabul edilip Teorem 1.2.1 kullanilirsa,

(i)* (x) _ e(ln 0(5)) (x)
9
= (o) (x)-(tnog)' (x)

= enof)'(x) o—(tnog)' (x)

e(nof) ()

2 Unog) ()

11



_ 1)
g*(x)

olur.

(5) f ve g carpimsal diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. Teorem 1.2.1 kullanilarak,

(fg)*(x) — e((g.lnof)'(x))
= e(g'nof)+gnof)')(x)
= 9’ (nofH()+g()(nof) (x)

= 9’ @nof)(x) o gxX)(nof) (x)

= ()9 @) f*(x)9™)
bulunur.
Ornek 1.3.1. f(x) = cos x . sin x fonksiyonunun carpimsal tiirevini hesaplaymiz.
Coziim: Teorem 1.3.1’in (2). sikk1 kullanilirsa

f*(x) = (cosx.sinx)*

= (cosx)*(sinx)*
olur. Ornek 1.2.3 ve Ornek 1.2.4 kullanilarak,
f*(x) — e—tanxecotx
bulunur.

Onerme 1.3.3.

[ef(x)]* = [ ()] ™

12



bagintis1 gergeklesir (Ozyapici, 2009).
Ispat: Teorem 1.2.1°den

[ef(x)]* — o(n e

(/@)
ef(x)

= ef,(x)

olur. Boylece

"(x) fx)
[e/@]" = le(};(_xx))l

= [e(lnof)’(x)]f(x)

= [f* @@
bulunur.

Onerme 1.3.4. n € R ve f carpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon olmak iizere f

fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevinin n. Kuvveti

[F*eol™ = [f" (I
ifadesine esittir.
Ispat: n € R olmak iizere esitligin sag tarafi ele almip Teorem 1.2.1 kullanilirsa

Vaes)N
[fre]" =e /&

nfm100.f (x)
= e fn(x)
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olur. Burada Teorem 1.2.2 kullanilarak gecis yapilirsa

n.f @) n £*(x)
"Gl =e /&

— en.ln ()

= (" @)"

= [ I"
ifadesi elde edilir.

Onerme 1.3.5. ¢ herhangi bir pozitif sabit say1 olsun. Eger
1
(1) f(x) =cxise f*(x) = ex
k
(2) f(x) = cxFise f*(x) = ex

olur (Ozyapici, 2009).

Ispat:
(1) f(x) = cx ise Teorem 1.2.1 kullanilarak

f*(x) — e(lncx)’
— e(lnc+lnx)’

1
=1l.ex

= ex
bulunur.

(2) f(x) = cx* ise Teorem 1.2.1 kullanilarak
f*(x) — e(lncxk)l

—e (Inc+ln xk)l

!
=e (Inc+kiInx)
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elde edilir.

Onerme 1.3.6. f, g pozitif ve garpimsal anlamda diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun.
Eger

(1) f(x) = ce** ise f*(x) = e*

(2) f(x) = ce9Wise f*(x) = [g"(x)]9™

olur (Ozyapici, 2009).

Ispat:
(1) f(x) = ce* ise Teorem 1.2.1°den

£(x) = elinee™)
_ plinc+ine®)
— e(lnc+kx)’
= o) okx)'
=1.ek

olarak bulunur.

(2) f(x) = ce9™ ise Teorem 1.2.1°den,
f*(x) = eltnees™)

— e(lnc+ln(e9(")))’

_ e(lnc)'+(ln(eg(x))),

(e9®)’
— e(lnc),_e eg(x)

15



g’ (x).e9%)
=1le ed®

= 9’ ()
elde edilir. Buradan Teorem 1.2.2 kullanilarak

f*(x) = e9d¥)ing ()
— eln(g*(x))g(x)

= [g" ()19
olarak bulunur.

Onerme 1.3.7. ¢ bir sabit ve g carpimsal anlamda diferansiyellenebilen bir fonksiyon

olsun. Eger
1
(1) f(x) =clnxise f*(x) = exinx

(2) f(x) = c(Ing(x)) ise f*(x) = [g*(x)]m
olarak hesaplanir (Ozyapici, 2009).

Ispat:
(1) f(x) = clnx ise Teorem 1.2.1 kullanilirsa,

f*(x) — e(ln(c Inx))'

(Inx)’
!
= e(lnc) .e Inx

_1
= l.exlnx

_1
= exlnx

olarak bulunur.

(2) f(x) =c(ng(x)) ise Teorem 1.2.1 kullanilarak
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f*(x) — e[ln(c.lng(x))]’
_ e(lnc)’+(ln(lng(x)))’

(ting()’
= glin c)’. e In(g(x))

(463)
_ oln(g)

g'(x)
= g9 In(g(x))

elde edilir. Buradan Teorem 1.2.2 kullanilarak

g(x) In(g*(x))
f*(x) =e gx) ln(g(x))

In(g*(x))
= ¢ In(g()

1
= [eln(g*(x))](lng(x))
1
= [g*(x)](lng(x))
bulunur.
Onerme 1.3.8.h Kklasik anlamda diferansiyellenebilir ve g carpimsal anlamda
diferansiyellenebilir iki fonksiyon olsun. Eger f foksiyonu f(x) = (goh)(x) bi¢iminde

taniml1 ise ¢arpimsal tlirevi

£ = g7 (h@)]"

olur (Ozyapici, 2009).

Ispat:
f(x) = (goh)(x) olmak tizere Teorem 1.2.1 kullanilarak,
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f*(x) — e(lnof)’(x)

')
=e fx)

g'(h(x)).n' (x)
=e¢ (goh)x)

h'(x)

e g(h(x))

g’(h(x))]

= g (heo)]" ™

bulunur.

Asagida bazi fonksiyonlarin klasik anlamdaki tiirevleri ve ¢arpimsal tiirevleri tablo

halinde verilmistir (Stanley, 1999).

Tablo 1.1. Bilinen bazi fonksiyonlarin klasik ve ¢arpimsal tiirev kurallari

f(x) f'(x) (%)
1 C 0 1
2 ce* cke’x ek
3 cb* c[ln b]b* b
4 cx c e%
5 clnx 1 _1
C; exinx
6 cf(x) cf'(x) ()
7 ax+b a .
8 f(x).g(x) fO).g'x0) + f'(x) gx) ) g"(x)
o 1 ™ 1
f(x) (f(x))? fr(x)
10 cln(f(x)) f'(x) . _ 1x
30 [F* (o) [T oD
11 cx™ cnx—1 e%
12 csinx € cos x pcotx
13 €cosx —csinx o tanx
14 Cesinx CCOSX.eSinx eCosx

Onerme 1.39. Eger herhangi

bir f fonksiyonu x,

noktasinda  ¢arpimsal

diferansiyellenebilir ise f, x, noktasinda siireklidir (Ozyapici, 2009).
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Ispat: f fonksiyonu x, noktasinda carpimsal diferansiyellenebilir olsun. Bu durumda
Teorem 1.2.1°den f fonksiyonu x, noktasinda klasik olarak diferansiyellenebilirdir. Bir
noktada Klasik anlamda diferansiyellenebilen her fonksiyon o noktada siireklidir.

Dolayistyla f fonksiyonu x, noktasinda siireklidir.

Teorem 1.3.2. (Carpimsal Ortalama Deger Teoremi)
f fonksiyonu pozitif, (a,b) araliginda ¢arpimsal olarak diferansiyellenebilen ve [a,b]

araliginda carpimsal olarak siirekli bir fonksiyon ise

1
. f(b)p-a
C)=|——
fr(©) @
olacak sekilde ¢ € (a,b) saysi vardir (Giirefe, 2009; Ozyapici, 2009).

Tamm 1.3.1. (Carpimsal Kismi Tiirev)
Pozitif ve tek degiskenli bir f fonksiyonunun

[
ro=m[ e

seklinde tanimli carpimsal tiirevi ve klasik tlirevi arasinda
Fr(x) = et f) = o G

esitligi vardir. Buna dayanarak iki degiskenli bir f fonksiyonunun carpimsal kismi

tirevleri

5}

fx (x,y) = edx

9

ve f;(x; y) = eay ln(f(X.y))

n(f(xy))

seklinde tanimlanir (Bashirov, 2013).
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Teorem 1.3.3. (Carpimsal Zincir kurali)
f,y ve z’ye bagh siirekli carpimsal kismi tiirevleri mevcut olan bir fonksiyon olsun. Eger
her x € (a,b) igin f (y(x), Z(x)) tanimli olacak sekilde (a,b) araliginda y ve z

fonksiyonlar1 klasik anlamda tiirevlenebilir ise

d* , ”
f(yc(;)* 2(x)) _ £, 20) P £ (00, 20)

z' (x)

dir.

Ispat: f(y(x), z(x)) fonksiyonunun garpimsal tiirevi alinirken Teorem 1.2.1 kullanilirsa

d'f(y(x),z(x)) _ oo (n((r0.2()))
dx*

olur. Burada In (f (y(x),z(x))) fonksiyonunun klasik anlamda tiirevine ihtiyag

duyuldugundan klasik anlamda zincir kuralindan faydalanilacaktir. Boylece

:—xf(Y(x),Z(x)) = f,(y(x), 2(x)).y' () + f,(y (), 2(x)). 2 (x)
oldugundan

d £00,20).y' @) £, 2(0).2' (%)
_l , —
i (F0@.26) 0@z @ 2(0)

elde edilir. Bu esitlik kullanilarak,

. fy(¥(0),z(0)).y' () f(y(x),2(x)).2" (x)
d'f (y(), 2(0)) = fyz) o frE)z()
dx* '

12 0
_ ey (X)@ ln(f(y(x),z(x))). ez’(x)% ln(f(y(x),z(x)))

ges !

5 y z' (x)
_ eam(f(y(x),z(x))) .e%ln(f(y(x),z(x)))
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bulunur. Béylece carpimsal kismi tiirev tanim1 ve Onerme 1.3.4 kullanilarak,

d* (x),z(x) 2" ¥ o* z'(x)
fbg;zx):ayiﬂ?@ldﬂﬂ S [F @, 2()]

= £ (700, 20) P £ (v (), 2(0))°

"(x)

elde edilir.

1.4. Carpimsal Integral

Bu kisimda, oncelikle carpimsal ters tiirev kavramindan bahsedilecek ve klasik
integral kavramiyla olan iliskisi ifade edilecektir. Sonrasinda carpimsal integraller ile ilgili

gerekli 6zelliklere ve temel teoremlere yer verilecektir.
Tamm 1.4.1. Her x € (a,b) i¢in F*(x) = f(x) bi¢iminde ise F:(a,b) » R

fonksiyonuna, f: (a,b) - R fonksiyonunun bir ¢arpimsal ters tiirevidir denir. Bu kavram

i¢in
<[ e =re

notasyonu kullanilacaktir.

dx diferansiyelinin ¢arpim durumunda degil tstel durumda olmasma dikkat
edilmelidir. Klasik anlamda ters tiirevde daima bir sabitle toplam halinde oldugu gibi
carpimsal anlamda ters tiirevde de daima bir sabitle ¢arpim s6z konusudur.

Son olarak
e(lnoF)’(x) — f(x)

formiiliinden ¢arpimsal ters tiirev formiilii

. j [e/ )™ = of rExIax

21



biciminde ifade edilir. Bu ifade yalnizca iistel bigimde verilen bir fonksiyonun ters tiirevini
bulmak i¢in kullanilir. Verilen herhangi bir fonksiyonunun dogrudan ters tlirevini veren

formiil

* ff(x)dx — eflnf(x)dx

seklinde yazilabilir. Burada f fonksiyonu pozitif ve In f(x) fonksiyonu her yerde

tammmlhidir. Yani buradan bir f fonksiyonunun c¢arpimsal belirsiz integralinin
*ff(x)dx — eflnf(x)dx

seklinde hesaplandig goriiliir. (Stanley, 1999).
Ornek 1.4.1. f(x) = e3* fonksiyonunun carpimsal ters tiirevini bulunuz.

Coziim: Carpimsal ters tiirev tanimi kullanilarak gerekli islemler yapilirsa

% f[e3x]dx = el 3xdx

¢Oziimii elde edilir.

Ornek 1.4.2. * [[7]%* ¢arpimsal ters tiirevini hesaplaymiz.

Coziim:

% 1[7]dx = fIn7dx

— eln 7(x+c)

— ec.ln 7+x.In7
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cln 7 eln 7%

=C(C7*

elde edilir.

. . d
Ornek 1.4.3. = | [e‘smx] g carpimsal ters tiirevini hesaplayiniz.

Coziim:

N j[e—sinx]dx

olur.
Ornek 1.4.4.

Coziim:

¢ [tesmrge

bulunur.

— ef—sinxdx

— pCosx+c

— o€ pCOSX

— CeCOSX

* [[€05*]9* carpimsal ters tiirevini hesaplaymiz.

— pJ cosxdx

— esmx+c

— o€, esSinx

— Cesinx

Ornek 1.4.5. * [[e~ " *]4% carpimsal ters tiirevini hesaplaymiz.

Coziim:

% f[e—tanx]dx — g~ Jtanxdx
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_fsinx

=e¢ Jcosx

olur. Burada cosx = u,—sinx dx = du degisken degisimi yapilirsa

f_

U — elnu+c

= e€. eln(cos x)

= C(.cosx
sonucu elde edilir.
Asagida bazi fonksiyonlarin carpimsal ters tiirevleri tablo halinde verilmistir

(Stanley,1999).

Tablo 1.2. Bilinen bazi fonksiyonlarin ¢arpimsal ters tiirev kurallari

L *fld"zc

2 *fkdxzckx,k>0
3 kx?
*f [ek*]9% = ce™2 k>0
kn+1
4 f[ kx™ ]dx_ce 1’:+1

5 [ =

6 j cosx]dx — Cesmx
7 * J[e—sinx]dx = c.eC0s¥
8

* j[e‘ta“x]d" =c.cosx

Tanmm 1.4.2. Eger f, fonksiyonu [a, b] araliginda pozitif ve siirekli ise (a, b) araliginda

carpimsal integrallenebilirdir ve

b b
*j flO)¥ = eJa In(f(x))dx

a
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seklinde tanimlanir (Girefe, 2009).

Teorem 1.4.1. f ve g fonksiyonlar [a, b] araliginda ¢arpimsal integrallenebilir ve (a, b)

araliginda pozitif ve siirekli olsunlar. O zaman k € R,a < ¢ < b olmak iizere f¥, f g,Z

g

fonksiyonlar1 ¢arpimsal diferansiyellenebilirdir ve

@ * L% = (+ L(F)™)

@ * [2(f0g00) " == [L(F@)™ = [P (g(0))™

« [P (LX) dx_M
@ L GH) = Few®

@ * L) == [S(re)™ = [P(Fe)™

seklindedir (Giirefe, 2009; Ozyapici, 2009).

Ispat:
(1) [a, b] araliginda f fonksiyonu ¢arpimsal anlamda integrallenebilir olsun. Bu aralikta f

fonksiyonu pozitif ve siirekli oldugundan ¢arpimsal integral tanimindan her k € R i¢in

g (ot = ) Y

_ ola kin(r()ax

— ekf‘i7 In(f(x))dx

elde edilir. Buradan

b k
*f (f (x)k)dx = [ef;ln(f(x))dx]
k

b
-+ [re™
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olarak bulunur.

(2) [a,b] araliginda f ve g fonksiyonlari ¢arpimsal anlamda integrallenebilir olsun.

Buradan,

b
* f (F)g()™ = o Ja In(f(0).g(0))dx

yazilir. Boylece

* f(f(x)g(x))dx — ef;(lnf(x)+lng(x))dx

= ef; lnf(x)dx+fgiJ Ing(x)dx

_ eff lnf(x)dx. ef; Ing(x)dx

b b
= [(re)™ « [(g)”

olarak bulunur.

(3) [a,b] arahginda f ve g fonksiyonlar1 carpimsal anlamda integrallenebilir olsun.

Buradan

b
(B2 - et
J g(x)

= efa (In f(x)-In g(x))dx
e(f; lnf(x)dx—f; lng(x)dx)
= eff Inf(x)dx e—f: In g(x)dx

L)
(g0
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elde edilir.

(4) [a, b] araliginda f fonksiyonu garpimsal anlamda integrallenebilir olsun. Eger

a < ¢ < b araliginda bir ¢ sabiti alinirsa,
b

* f (FO0)™ = elatns@ax

a

_ e(f; Inf ()dx+ [ Inf (x)dx)

_ plimfeoax f7 nf(odx

=+ j (F))™ ]b (Fe)™

olarak bulunur.

Teorem 1.4.2. f fonksiyonu [a,b] kapali araliginda carpimsal tersi alinabilen bir

fonksiyon olsun. Bu kosullarda

@ * [2(F0) ™ = [+ A re0) ™
@ * [ (f@)" =1

olur (Giirefe, 2009; Ozyapic1, 2009).
Ispat:

(1) f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda ¢arpimsal tersi alinabilen bir fonksiyon olsun. Bu

durumda ¢arpimsal integral tanimi kullanilirsa

b
< [(reo)” = efamrea

— e—f;lnf(x)dx
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- [ bf (f@))‘“‘]l

bulunur.

(2) f fonksiyonu [a, b] kapali araliginda ¢arpimsal tersi alinabilen bir fonksiyon olsun. Bu

durumda ¢arpimsal integral tanimi1 kullanilirsa

* f(f(x))dx — ol Inf0dx
a

elde edilir.

Teorem 1.4.3. (Carpimsal Analizin Temel Teoremi )

f, [a, b] araliginda pozitif ve stirekli bir fonksiyon olsun. F fonksiyonu

F(x) =*jf(t)dt ,a<x<bh

olacak sekilde [a, b] araliginda tanimlanmis olsun. Bu durumda F, f fonksiyonunun
carpimsal ters tiirevlerinden biridir. Bunun yanisira, G(x), f fonksiyonunun [a,b]

araliginda herhangi bir ters tiirevi ise

b
. G)
[ reo® =g

bi¢iminde ifade edilir (Ozyapic1, 2009).

Teorem 1.4.4. (Carpimsal Kismi integral)
f ve g fonksiyonlari f:[a,b] » R*, g:[a,b] » R* olarak tanimlanmig garpimsal olarak
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diferansiyellenebilen iki fonksiyon olsun. Bu durumda f9 fonksiyonuda ¢arpimsal olarak

diferansiyellenebilirdir. Ayrica

b
, TN f(b)g(b) 1
af (7 G7™) fla@)9@ ff(f(x)g’u))d"

formunda ifade edilebilir (Ozyapic1, 2009).

Teorem 1.45. f,[a,b] araliginda ¢arpimsal diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve f*,

[a, b] araliginda ¢arpimsal integrallenebilir olsun. Bu taktirde f(a ) # 0 olmak iizere

F®)

b
* * dx =
af FO" =

olur.

Ispat: Carpimsal tiirev ve ¢arpimsal integral tanimlar1 kullanilarak,

? 2 £\
*Jf*(x)dx =*j<ef(x)>
a a
fbf’(x)
=e®f(x)

_ oInfb)-Inf(a)
£(b)
_ e“‘(f(a))

_f®)
f@

elde edilir.
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1.5. Carpimsal Diferansiyel Denklem

Bilim ve mihendislik alanlarinda kullanilan birgok matematiksel problemin
modellenmesinde diferansiyel denklemler kullanilir. Ancak bilimsel bazi problemler klasik
anlamdaki diferansiyel denklemler ile ifade edilemeyebilir. Bu durumun kolayca
¢oziilebilmesi icin ¢arpimsal diferansiyel denklemler kullanilmistir. Bu boliimde kisaca
carpimsal diferansiyel denklemler tanitilacaktir.
Tanim 1.5.1. Bir veya daha fazla bagimli degiskenin, bir veya daha fazla bagimsiz
degiskene gore carpimsal tiirevlerini igeren bir diferansiyel denkleme Carpimsal
Diferansiyel Denklem denir.
Tanim 1.5.2.
x'() = f(t,x(®))
formu birinci dereceden ¢arpimsal diferansiyel denklem olarak adlandirilir ve
x'(t) = x(©).In f(¢,x(2))

adi diferansiyel denklemine karsilik gelir. (Bashirov vd., 2011).

Tamm 1.5.3. F pozitif fonksiyonu i¢in n. mertebeden bir ¢carpimsal diferansiyel denklem

F (x, Y, 9", e, y D @ (x)) =1,(x,y) ERxR*

bi¢iminde tanimlanabilir. Burada F fonksiyonu, y bagimsiz degiskeninin n. mertebeye

kadar garpimsal tiirevlerini igerebilir (Giirefe, 2009; Ozyapici, 2009).

Ornek 15.1. Asagidaki denklemler carpimsal diferansiyel denklemlere &rnek olarak

verilebilir;
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Yy (x) =3.y(x)
y'i(x)=1
3
Yy () = (v (0)
Ornek 1.5.2. x bagimsiz degiskenine baglh

y(x) = ek

bi¢ciminde tanimli biitiin fonksiyonlar

formundaki ¢arpimsal diferansiyel denklemin ¢oziimidiir. y(x) = e*¢” fonksiyonunda k

ve c degerleri sabittir.

Tamim 1.5.4. (Carpimsal Lineer Diferansiyel Denklem)

f (x) pozitif tanimli bir fonksiyon olmak tizere

(y @)@ (=)ot ea@ (e, ya® = f(x)

(1.5.1)

formunda tanimlanan carpimsal diferansiyel denklemlere g¢arpimsal lineer diferansiyel

denklem denir.

Eger a,,(x) ustellerinin tiimii sabit ise (1.5.1) denklemi sabit iistlii carpimsal lineer

diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Aksi taktirde (1.5.1) denklemi degisken {istlii

carpimsal lineer diferansiyel denklem olarak adlandirilir. Eger f(x) =1 ise (1.5.1)

denklemi ¢arpimsal homojen lineer diferansiyel denklem, aksi halde ise carpimsal homojen

olmayan lineer diferansiyel denklem olarak adlandirilir (Yalgin ve Celik, 2018).
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2. YAPILAN CALISMALAR

2.1. Carpimsal Integral Denklemler

Integral denklemler, klasik anlamda bilinmeyen bir fonksiyonun bir veya birden
fazla integral isareti altinda bulundugu denklemlerdir. Bu boéliimde ilk olarak klasik
analizde yer alan integral denklemleri ile ilgili temel tanim ve siniflandirmalar ¢arpimsal
analize aktarilacak ve carpimsal integral denklemlerinin ¢6ziimleriyle ilgili

orneklendirmelere yer verilecektir.

Tammm 2.1.1. Bilinmeyen fonksiyonun c¢arpimsal integral isareti altinda bulundugu

denklemlere carpimsal integral denklem denir.

Tanmim 2.1.2. u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak {izere

b
u(x) = f(x).* ][u(t)]K(x,t)dt

formunda bir ¢arpimsal integral denklemde, u(x) bilinmeyen fonksiyonunun lineer olmasi

halinde ¢arpimsal integral denkleme ¢arpimsal lineer integral denklem denir.

Tanim 2.1.3.
b

uG) = FG [ fu(e) e

a

formundaki ¢arpimsal integral denkleme ¢arpimsal homojen olmayan integral denklem
denir. Ayrica f(x) = 1 olmast durumunda ise ¢arpimsal homojen integral denklem adini

alir.

Tamm 2.1.4. integral smirlarindan birinin x gibi bir degiskene bagli olmasi halinde

carpimsal integral denkleme Carpimsal Volterra Integral Denklemi denir.



u(x) bilinmeyen bir fonksiyon olmak tizere

X

u(x) = » f [u(e)] ket

a

seklindeki ifadeye Birinci Cesit Carpimsal Volterra Integral Denklemi denir.

f(x) ve K(x,t) bilinen fonksiyonlar , u(x) bilinmeyen fonksiyon olmak tizere

P

uG) = fC [ fu(e) e

a

seklindeki ifadeye Fkinci Cesit Carpimsal Volterra Integral Denklemi denir.

Ornek 2.1.1. u(x) = e**~* fonksiyonunun

u(x)—— f (w®)]’
0

seklinde verilen ¢arpimsal integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gosteriniz.

) dt
Coziim: Oncelikle * [ Ox [(u(t))z] integrali hesaplanmalidir.

] ()] j ety

_ ne<‘dt

efol 2t
X

— efo 2tdt

2%
2
= e 0

2
= eX
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Bulunan ¢arpimsal integralin sonucu ¢arpimsal integral denklemde yerine yazilirsa,

1
u(x) =e—x.ex

2
— pX°—Xx
=e

olur. Bu ise u(x) = ex'x ¢cozlimiiniin ¢arpimsal integral denklemi sagladigini gosterir.

Ornek 2.1.2. u(x) = e?* fonksiyonunun

x 174t
u(x) = e*.x f l(u(t))zl
0

seklinde verilen ¢arpimsal integral denkleminin ¢6ziimii oldugunu gdsteriniz.

1,dt
Coziim: Oncelikle * f [(u(t)) ] integrali hesaplanmalidir.

l(u(t))ll [(eZt)x]

2t
f Inexdt

x2t
fo Sat

Bulunan ¢arpimsal integralin sonucu ¢arpimsal integral denklemde yerine yazilirsa

u(x) = e*.e*

— er

olur. Bu ise u(x) = e?* ¢dziimiiniin denklemi sagladigini gosterir.
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2.2. Carpimsal Integral Denklemler ile Carpimsal Diferansiyel Denklemler
Arasindaki Tliski

Degisken veya sabit {istlii bir ¢carpimsal diferansiyel denklem, carpimsal Volterra
tipindeki bir integral denkleme dontistiiriilebildigi gibi bir ¢carpimsal integral denklemde
carpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriilebilir. Dolayisiyla bu kisimda carpimsal

integral denklemler ile carpimsal diferansiyel denklemler arasindaki iliski irdelenecektir.

2.2.1. Carpimsal Integral Denklemlerin Carpimsal Diferansiyel Denklemlere
Doniistiiriilmesi

Matematiksel problemlerde bazen ¢arpimsal integral denklemlerin ¢oziimiinii
bulmak zor olabilir. Bu sebeple carpimsal integral denklemleri ¢arpimsal diferansiyel
denklemlere dontistiirmeye ihtiya¢ duyulabilir. Bdyle durumlarda carpimsal integral
denklem carpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriiliirken, integral isareti altinda tiirev
alma islemlerinin kullanilmas1 gerekecektir. Dolayisiyla bu kisimda oncelikle Carpimsal
Leibniz Kural elde edilecektir. Bu kural asagida adim adim ilerlenerek ve ayrintili bir

bicimde aciklanarak ifade edilip ispatlanacaktir.

Teorem 2.2.1. f:[a, b] — R fonksiyonu siirekli olsun. x € [a, b] olmak tizere

F(x) =*] f(t)dt

seklinde tanimlanan F (x) fonksiyonu ¢arpimsal diferansiyellenebilir ise

F*(x) = f(x)
dir.

Ispat: Carpimsal integral tanim1 geregince

F(x) == jxf(t)dt — olan(f@®)at

a

35



yazilir. F (x) fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi

F'(x)
F*(x) = eFlx)

F'(x)

0 ifadesi hesaplanmalidir. Boylece F(x) = eflf in(f(®))dt

seklinde tanimli oldugundan,

esitliginden yararlanilarak klasik analizin temel teoreminden faydalanilarak

F'(x) f—x (X n(£ () dt]. ela mU@)ac
FG) oo in(r@)at

= In(f(x))

olup
F*(x) = e"U®) = f(x)
elde edilir.

Teorem 2.2.2. (Tek Degiskenli Fonksiyonlar icin Carpimsal Leibniz Kurah)
f:la,b] » R fonksiyonu siirekli ve u,v:[a,B] — [a,b] fonksiyonlar1 klasik anlamda

diferansiyellenebilir olsun . x € [a, B] olmak {izere

v(x)
F(x) == f f(t)dt

u(x)

fonksiyonu carpimsal diferansiyellenebilir ise

[f (v(x))]"'®
[f (u(x) )W

F*(x) =

olur.

Ispat: Carpimsal integral tanimi geregince
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v(x)

v(x)

u(x)
yazilir. F(x) fonksiyonunun ¢arpimsal tiirevi

F'(x)
F*(x) = eFlx)

f;’((;‘)) In f(t)dt

seklinde tanimli oldugundan, % ifadesi hesaplanmalidir. O halde F(x) = e

esitligi gz oniine alinir ve klasik Leibniz kurali kullanilirsa,

' e 23 im0yt
F'(x) _ E[fu(x) Inf(t) dt] el
FE ol I f®at

= In(f(w(x))).v'(x) — In(f (u(x))).u'(x)
= In(fw@)))" © = m(F @)™

_ [fee)®
= (n —u,(x)
f(u)
bulunur. Boylece
In f(v(x—))])I(X) ,
) =e V@) @) 2 F@E)P ©)

[f (u(x) )] ®
elde edilir.

Onerme 2.2.1. F fonksiyonu, F;(x,t), F/(x,t), F;(x,t) ,F;(x,t) carpimsal kismi

tiirevleri var ve siirekli olan bir fonksiyon olmak tiizere,
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bagintis1 saglanir.

a* . . C e
e F(x,t) ifadesi ele alinirsa ¢arpimsal kismi tiirev tanimindan,

Ispat: Oncelikle

*

0
F x’ t — emln F(x,t)
at* 0

yazilir. Ardindan bu ifadenin x’e gore carpimsal kismi tiirevi alinirsa,

0" 0" 0" ilnF(xt))
= — ] ’
6x*<6t*F (x, t)> ox (e ‘

d
g(ln emlnF(x,t)>
X

ifadesi elde edilir.

Teorem 2.2.3. (iki Degiskenli Fonksiyonlar icin Carpimsal Leibniz Kurah)
f(x,t) fonksiyonu siirekli, f;(x,t) fonksiyonu c¢arpimsal diferansiyellenebilir ve

a(x), b(x) fonksiyonlar1 klasik anlamda diferansiyellenebilir ise

b(x) b(x) bl(x)
d* . f(x,b(x)
x| j fEaO® | = f f % ( )a’(x)
a(x) a(x) f(x' a(x))
dir.
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a*

Ispat: f(x,t) = =—F(x,t) = F{(x,t) seklinde alinirsa,

ot*
b(x) b(x)
*f_ﬂm0“=*f F (x, )%
a(x) a(x)

yazilir. Buradan Teorem 1.4.5 kullanilarak

b(x)

* f flx )%
a(x)

_ F(x,b(x))
~ F(x,a(x))

bulunur. Boylece ¢arpimsal tiirev 6zelliginden

b(x) .
d**fmﬂ“—w(@mw_wﬂwm)
e a(x) , day F(x'a(x)) ddg:*F(x,a(x))

olur. Buradan ¢arpimsal zincir kurali kullanilirsa,

(x) e
a [, 7 Fx, £)at :F;(x'b(x))l-[Fz?(x)(x'b(x))]b()
a\ b Fe (x,a00) " [Fig (x, ato)] "

bulunur. Béylece Onerme 2.2.1 kullanilarak, (2.2.1)ifadesinden

b(x) b(x)

dx* at* x f(x,a(x))

a(x) a(x)

* % dt b’ (x)
[ ) | (L) o

a'(x)

x dat '
s a* [ 0" f(x,b(x))b )
= J Ere %F(x, t) . 2’ (x)
a(x) f(x’ a(x))
b(x) i} i} dt b’ (x)
=% f aa " (%F(x, t)) -f(x’b(x))al(x)
a(x) X f(x’ a(x))
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b(x) bl(x)

o . ac f(x,b(x))
=% f ax* (Ft (x, t)) . a'(x)
a(x) f(x'a(x))
b(x) "(x
= | rG e L)~
a(x) f(x' a(x))a “
elde edilir.
Ornek 2.2.1.
uG) = [ [
0

carpimsal integral denklemini ¢arpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriiniiz.

Coziim: Her iki tarafin carpimsal tiirevi alinirsa,

X

« [l

0

d* d*
dx* (u(x)) - dx*

yazilir. Esitligin sag tarafina ¢arpimsal Leibniz kurali uygulanirsa,

X

w(@) = [ |5 )]

U (u))”
" (u(0)%)Y

0
T Lt

. ] o3 nu(®) )] u(x)*
J 1

T dt
=*] eﬂ(x'mu(t))] u(x)*
s

X
—x j(elnu(t))dt u(x)*
0
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X

=% f u(®) . u(x)*

=u(x) ™. u(x)*
=1

bulunur. Boylece u*(x) = 1 ¢arpimsal diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek 2.2.2.

X

u@)=x*fmafvf
0

seklinde verilen ¢arpimsal integral denklemini c¢arpimsal diferansiyel denkleme

doniistiiriiniiz.
Coziim: Her iki tarafin carpimsal tlirevi alinirsa, ¢arpimsal tiirev 6zelliginden
X

*‘f[u(t>3]dt

0

) = o, &
dx*(u(x) ~dx* (x)'dx*

olur. Esitligin sag tarafina ¢arpimsal Leibniz kurali uygulanirsa,

ST “ w0
u*(x) = ex. *f<%[u(t)3]) @05
0

* dt

(o) ueo?

:eE_ *

O\X

X

1
= ex. *fldt.u(x)3

0

1 x

= ex. efo ln(l)dt_u(x)3
1

=ex.1l.u(x)3

1
= ex.u(x)3
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1
olur. Boylece u*(x) = ex.u(x)3 ¢arpimsal diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek 2.2.3.

X

u(x) = 220 f ([u(®)]2)

0

carpimsal integral denklemini ¢arpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriiniiz.

Coziim: Her iki tarafin carpimsal tiirevi alinirsa

4 d’ a [ o
dx*(u(x))=dx* (Zx).dx* *Oj([u(t)]z )d

yazilir. Esitligin sag tarafina carpimsal Leibniz kurali uygulanirsa

4 WP

" (u(0)20)

u(x) =

dr ;
) Oj [1]

1
= ex. 1. [u(x)]?*
= ¥[GO

1
= ex.u(x)"%*

1
olur. Boylece u*(x) = ex.u(x) 2% carpmmsal diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek 2.2.4.

X

u(x) = 220 f ()]

0

carpimsal integral denklemini ¢carpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriiniiz.

Coziim: Her iki tarafin ¢carpimsal tiirevi alinirsa
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_ dd;* fx [u(6)?]

0

yazilir. Esitligin sag tarafina ¢arpimsal Leibniz kurali uygulanirsa

X

2x 3)x’
u*(x) = ex?.x 0[[1]“.%
= ex. Lu(x)?
= ex.u(x)?
= ex.u(x)"

2
bulunur. Boylece u*(x) = ex. u(x) ™3 ¢arpimsal diferansiyel denklemi elde edilir.

Ornek 2.2.5.

X

u(x) = sinx .* j([u(t)]tant)dt

0

carpimsal integral denklemini ¢carpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriiniiz.

Coziim: Her iki tarafin carpimsal tlirevi alinirsa

d*

j (]

yazilir. Esitligin sag tarafina olan ¢carpimsal Leibniz kurali uygulanirsa

(u (x)tan x)x’

d*
u*(x) = (u(o)tan 0)0’

dx*

(sinx).* | [1]9¢.
/

CoS X
= esinx, 1, [u(x)]®@"*
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- ecotx' [u(x)]tanx

cotx

= et y(x)tanx

elde edilir. Buradan u*(x) = e, u(x)®"* carpimsal diferansiyel denklemi elde edilir.

2.2.2. Carpimsal Diferansiyel Denklemlerin Carpimsal Integral Denklemlere
Doniistiiriilmesi

Literatiirde yer alan ve matematiksel problemlerde kullanilan ¢arpimsal diferansiyel
denklemlerin ¢6ziimiinii bulmak bazen kolay olmayabilir. Bu nedenle ¢arpimsal
diferansiyel denklemleri ¢carpimsal integral denklemlere doniistiirme ihtiyact hissedilebilir.
Bu boliimde lineer ¢arpimsal diferansiyel denklemler carpimsal Volterra integral

denklemlerine donustiiriilecektir.

Oncelikle birinci mertebeden carpimsal lineer diferansiyel denklemin carpimsal

Volterra integral denklemine doniistiiriilmesinden bahsedilecektir.

dy
dx* - f(x:)’)
y(x0) = yo

carpimsal diferansiyel denklemi gdzoniine almsmn. ilk olarak her iki tarafin ¢arpimsal

integrali alinirsa
<[ @ = [ [reyo)”

yazilir. Buradan Teorem 1.4.5 geregince,

(x) * ¢
o

X
0

y() = y(xo) j [F(6y©)]"
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olur. Baslangi¢ sart1 yerine yazilirsa

x dt
y() =y, | [Fty(®)]

X0
bi¢giminde ¢arpimsal Volterra integral denklemi elde edilir.

n.mertebeden bir carpimsal diferansiyel denklemi carpimsal Volterra integral

denklemine doniistiirmek i¢in, n- katl integralin tek katli integrale indirgenmesine olanak
saglayacak formiile ihtiyag duyulmaktadir. Bu formiilii elde edebilmek i¢in oncelikle iki
katli integrali tek katli integrale doniistiiren formiil bulunarak daha sonra bu formiil n- katl

integrale genisletilecektir.

Onerme 2.2.2. Her x > a icin f(x) fonksiyonu siirekli ise
X S X

[ [raye =« [t e
a a a

dir.

Ispat: Eger

F@)=*ffuwt

olarak alinirsa Teorem 2.2.1°den

F*(s) = f(s)

bulunur. O halde istenilen esitligin hesaplanmasi i¢in
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X
I =x f F(s)% = ela nF@)ds (2.2.2)

a

carpimsal integralinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bunun ig¢in klasik anlamda kismi

integrasyon yontemi kullanilarak yani

F'(s)
InF(s) = u, F(5) ds = du
ds = dv, S=v

doniigiimleri yapilarak f; In F(s) ds integrali,

F(s)

a

flnF(s) ds =s.lnF(s)|§—fF’(S)ds

F'(s)
F(s) .sds

:x_lnF(x)—a.lnF(a)—f

_(F@F\_ [F)
‘l"<[F<a>]a> [ Feyesas

a

bulunur. Boylece (2.2.2) ifadesinden

sds

[FOOI¥\  (xF (s)
[ = e’”([F(a)]a)_ S oF

elde edilir. Teorem 1.2.2 geregince F'(s) = F(s). ln(F*(s)) oldugundan,

[F()]* . e—j: m(F*(s)).s ds
[F(a)]®

_ (* f;f—(t)dt)z e Jam(F () as
(x [T f %)
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X

A 1
pHa | —
" J.f( ) ol n(F*(9)" as

x X

= *J.f(t)dt S ! —ds
S l(F ()]

a

bulunur. Ayrica F*(s) = f(s) oldugu kullanilarak,

X

' f [(F)]" = f [GORE f [r)]”

a

yazilir. Boylece (2.2.3) ifadesinden

X

. f Flye -

THGON

NGO NN
THGON

[l

elde edilir.

Simdi, yukaridaki Onerme 2.2.2 genellestirilerek carpimsal

(2.2.3)

diferansiyel

denklemlerin ¢arpimsal integral denklemlere doniistiiriilmesi sirasinda kullanilacak olan

cok katli ¢arpimsal integralin tek kathi ¢capimsal integral olarak ifade edilmesini saglayan

onermeye yer verilecektik.

Onerme 2.2.3. n pozitif bir tamsay1 ve a bir sabit say1 olmak iizere, n katl1 bir ¢arpimsal

integral tek katli carpimsal integral olarak
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dt

x x (x—t)n-1
*f...(n) ...*fu(t)dt"'dt —*f (u(®)) -0 l (2.2.4)
a a
bagintisiyla ifade edilir.
Ispat: (2.2.4) esitliginin sag tarafi I, ile gosterilsin yani
X
I, =x J.[u(t)](x_t)n_ldt (2.2.5)
a

olsun. F(x,t) = [u(t)]* ~0™" alinarak carpimsal Leibniz kuralindan faydalanilirsa

gerekli diizenlemelerle

X

d*In _ * dt [F(xlx)]l
& = | R0 g
a
X o [ (x_x)n_l]l
= FE*
*f x(x; t) [ (x a)n 1]0
a
X
=% j Fx*(x, t)dt
a

olur. Carpimsal kismi tiirev tanimi kullanilarak gecis yapilirsa

N x dt
d*I, . f (e;—xlnF(x,t))
dx*

a

X [ (n—1).(c=)"2.Inu(®).Ju@®)]*-O" "
=% J e [u(t)]@-0"*
a

dt

X
— J (e(n—l).(x—t)"'z.lnu(t))dt
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X
2 dt
oo [ (entienoemr)
a

dt

=x f([u(t)](”‘l)-(x‘t)n_z)

bulunur. Béylece I,, ifadesinden ve ¢arpimsal integralin 6zelliginden faydalanilarak n > 1

icin
(n-1)

d*In A _pn-25at _
e B (1) i R Y (I L 226)

yazilir. Ozel olarak n = 1 igin (2.2.5) ifadesinden,

X

I (x) =+ f u(e)

a

olup
&L d [ .
e @) ) =uw 227)

a

bulunur.(2.2.6) ifadesinin ¢arpimsal tiirevi alinirsa, ¢arpimsal Leibniz kuralindan

x n-1
a*r, d* _o\dt
— (x—"
dx** dx* *f([u(t)] )
a
n—1
d* : dt
— (x_t)n—z
| [ ueneo)
a
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- 1
*

[[w()] &=

0

dt
A (V16) Sl l :
( ) [[u(a)] (x_a)n—z]

n-—1
*

dt
- ([u(t>]<x-f>"‘2)>

Il
*
Ree—

n-1

X
J (e
a

/ u(t)(x—t)"_z)’ \n—l
X —u(t)(x_t)n_z dt

= f e |

\ 2

J

dt n—-1

<ln u(t) -[(”—2)(x—t)”‘3].u(t) (x—t)n—2>
e

" u(t)(x_t)n—z

_ < fx 'e(ln((u(t))(n—z>(x—t)”-3))l
= (In-

Q\lk

dt n—-1
x n-1
(n-2)(x-t)n—37%
=(+ [ [w) ]
a
(n-1).(n-2)

jx [(w(@)™™" 3]

)(n 1).(n-2)
elde edilir. Tekrar ¢arpimsal tiirev alinirsa benzer sekilde

a®r,

—& = = (I, 3)(n—1)-(n—2)-(n—3)
d *

olur. Bu sekilde devam edilerek,
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d*m-Dj

den—lgl = (11)(n—1)! (228)

elde edilir. O halde (2.2.7) ifadesinden, n. mertebeden ¢arpimsal tiirev i¢in

= (0]

* * —1)!
™1, (d I\®Y
dx*m dx*

yazilir. n > 1 iken I,(a) = 1 oldugu goz 6niine alimirsa (2.2.8) ifadesinden, I,,(x) ve
I,(x) fonksiyonunun ilk (n —1) tiirevinin x = a i¢in saglandig1 sonucuna varilabilir.
Yukaridaki bagintilardan, geriye dogru hareket edilerek ¢arpimsal integral alma

islemleri yapilirsa (2.2.7) ifadesinden,

I (x) .
I;(a) B

olup

f WO, 1(a) = 1

a

X

I (x) =+ f u(e)

a
elde edilir. Ayrica x4 Ve x, birer parametre olmak lizere

X x X2

I(x) =*j I (x,)%%2 =*J*j w (e, xadxz

a a

yazilir. Benzer sekilde ¢carpimsal integral alma iglemlerine devam edilirse,

2 2

X

I3 (x) =+ j (G =« [ Bes | = f *f*fu(xl)dxlwxs

a
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(n—1)!

X Xn X3 X2
In(x) =1 * f*f Lk f *f u(xl)dxldxz...dxn
a a a a

bulunur. I, yerine (2.2.5) ifadesi yazilirsa

X x Xn X3 X2 (n—1)!
_s\n—1 dt
a a a a a
olup buradan,
1
x - -1 X Xn X3 X2
_+\n—1
*f[(u(t))(x t) ] :*f*f *f*f u(xl)dxldxz...dxn
a a a a a
yazilir. O halde x = x; = x, = -+ = x,, alinirsa, istenilen

(x—t)”_lldt

*Jx...(n) ...*fu(t)dt'"dt =>l<jcl(u(t))W

esitligi elde edilir.

Simdi n.mertebeden ¢arpimsal lineer diferansiyel denklemin carpimsal integral

denkleme nasil doniistiiriilecegi ifade edilecektir.

(x) a,(x)
d*m™ d*m=-1 a1 d*m-2) 2 d* an-1(x)
Y. Yy o (2 ( y) ()= = F(x) (2.2.9)
dx* "\ dx*(n-1) dx*n-2) dx*
carpimsal lineer diferansiyel denklemi gézoniine alinsin. Ayrica

y(0) = ¢, y"(0) = ¢1,y* ™ V(0) = ¢,4 (2.2.10)
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seklinde n tane baglangi¢ kosulu verilsin. Eger

d ™y

e = U

doniigiimii uygulanirsa, buradan

d*(")y_ d* (d*-Dy _
™~ dx \dpen ) =4

yazilir. Her iki tarafin ¢carpimsal integrali alinirsa,

X

F /gD
. y
jd <dx*(n 1)> =*fu(t)dt
0 0
X

y D) ,
y*(n—l)(o) - *fu(t)d
0

X

YED(x) = ¢, f w(O)®
0

carpimsal tiirev mertebesi bir mertebe diisiiriilmiis olur. Benzer sekilde

x dt

x d*(n 2 x
* y
fd <dx*(n 2)> *f Cn-1 *fu(t)dt
0 0 0
“(n—2) x X

yE ) _ f f f dtdt

— t

y*m=2)(0) ~ Cn-1 J ) u(t)

*(n—Z)(x) X x X
y— = efo Incp_qdt f* f u(t)dtdt
0 0

Cn—2

X

y*(n—z)(x) _ x x* tdt
Y () Of Of u()

Cn—2
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X X
YD) = e (eq)x [+ [ueyee
0 0

bulunur. Benzer sekilde islemlere devam edilirse

x x x x x
a 3)y dtdtd
fd* <dx*(" 3)) f [(cn_1)*. cn_s] f f fu(t) tdtdt
0 0 0 0 0
X X X
y*(n—3)(X) = Cp_3. (Cpn_2)™. (Cn—l) f f fu(t)dtdtdt
0 0 0
X x
y* — Cl. (Cz)x. (C3)x2 . (Cn_z)xn—3. (Cn—l)xn—z.* j-. 4 (n — 1)”* f u(t)dtdt
0 0
olur. Boylece
X x
y = Co. (Cl)x_ (Cz)xz _ (Cn_l)xn_l.* j L (n) Lk j u(t)dtdt
0 0

elde edilir. Yukarida bulunan ifadeler, (2.2.9) ifadesinde yer alan carpimsal lineer

diferansiyel denklemde yerine yazilirsa

x az(x)

a;(x) x x
u() (cn_l)“ﬂx).(* u(t)df) .(cn_z)azm.(cn_1JX-az<x>.<* ' u(t)d““)
| [l

0

an(x)
(Co)an(x)_(Cl)x.an(x)_(cz)xzan(x)_ e (Cp—y) xn Lan(x) ( J- .(n) ... fu(t)dt...dt> =fx)

x as (x)
u(x)_ (Co)an(x)_ (Cl)x.an(x)+an_1(x)_ L (Cn_l)x“_l.an(x)+<--+a1(x)_ <* f u(t)dt>
0
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an(x)

x x az(x) x x
.(*f*fu(t)‘“‘“) .(*f...(n) ok fu(t)‘“'"dt> = f(x) (2.2.11)

olarak bulunur. Burada gosterimi kolaylagtirmak adina

a, () + ay(x).x + -+ a,(x).x" 1 = f,_1(x)

a(x) + az(x).x + -+ an(x)-xn_z = fn—2(x)

Ap—1(x) + an(x).x = f1(x)
a,(x) = fo(x)

yazilarak

f(x)
(Co)fo(x)_ (Cl)f1(x) (Cn—1)fn‘1(x)

F(x) = (2.2.12)

seklinde alinirsa (2.2.11) esitliginin sag tarafi x’in bir fonksiyonu olmak tizere
x as (x) x x az(x) x x an(x)
u(x).(*fu(t)dt> .(*f*fu(t)dtdt> (*f ..(n) ...*fu(t)dt'“dt> = F(x)
0 0 0 0 0

biciminde diizenlenebilir. Goriildiigii tizere ¢ok katli ¢arpimsal integrallerle islem yapmaya

ihtiyag duyulmaktadir. Bunu kolaylastirmak adma Onerme 2.2.2” deki esitlik kullanilarak

x a, (x) x az(x) x an(x)
=",

(x). *fu(t)dt fu(t)x t]e *fu(t) (n-1)! = F(x)

0 0 0

x — dt

(x—t)n1

w(x)s f (u (t)[a1(x)+(x—t).az(x)+---+an(x).—(n_ - ]) — F(O

0

elde edilir. Eger ¢ekirdek fonksiyonu
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K(x,t) =a;(x) + (x —t).a(x) + -+ an(x).%

seklinde alinirsa,

X

u(x).* J. u(t)K@Dat = p(y)

0

formunda ikinci ¢esit carpimsal Volterra integral denklemi elde edilir. Boylece verilen n.

mertebeden ¢arpimsal diferansiyel denklem bir ¢arpimsal integral denkleme doniismiis

olur.
Ornek 2.2.6.
d*y

— Qo)
I [y ()]
y(0) = ¢

seklinde verilen birinci mertebeden g¢arpimsal lineer diferansiyel denklemi g¢arpimsal

integral denkleme doniistiiriiniiz.
Céziim: Oncelikle

d*y
dx* u(x)

dontlisiimii uygulansin. Bu ifade

d'y d’ )
= =— () =dy = u®

biciminde yazilir. Esitligin her iki tarafinin ¢arpimsal integrali alinirsa

X

) ] ity = [uor
0

0
olur. Teorem 1.4.5 kullanilarak,
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o o

bulunur. Boylece baglangi¢ sart1 yerine yazilirsa

X
y0) = o [ u(®®
0
elde edilir. Bulunan bu esitlik ve d;{

= u(x) donilisiimii ¢carpimsal diferansiyel denklemde

yerine yazilirsa

u(x) = [co.* u(t)dt]
/

uG) = o/ @x [u(e) )"
0

fx)

bulunur. ¢,”® = F(x) ve K(x,t) = f(x) olarak alinirsa verilen ¢arpimsal diferansiyel

denklemin,

X

u(x) = F(x).x f[u(t)]K(x,t)dt

0

seklinde bir Volterra integral denklemine dontistigii goriiliir.

Ornek 2.2.7.

&Y e ) =1
dx* y 24

seklinde verilen birinci mertebeden carpimsal lineer diferansiyel denklemi carpimsal
integral denkleme doniistiiriiniiz.

Coziim: Oncelikle
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d*y
dx* u(x)

dontisiimii uygulansin. Bu ifade

*

d*y _ d
dx*  dx*

(y) = d"y = u(x)

bi¢iminde yazilir. Esitligin her iki tarafinin ¢arpimsal integrali alinirsa

X X

*_[d*y =*fu(t)dt

0 0

olur. Teorem 1.4.5 kullanilarak,

y(x) A
—— =% | u(t)%
y(0) Of

bulunur. Boylece baslangi¢ sart1 yerine yazilirsa

X

yu>=1ﬁfuaﬂt

0

elde edilir. Bulunan bu esitlik ve % = u(x) donilisiimii carpimsal diferansiyel denklemde

yerine yazilirsa,

u@)=PfuaV1
0

X

uG) = [ [u®”

0

ex

]dt
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biciminde bir ¢arpimsal Volterra integral denklemine dontistiigii gortiliir.

Ornek 2.2.8.

d*zy(x) cosx
dx*z - )’(x)

y@ =1, y(0)=1

seklinde verilen birinci mertebeden carpimsal lineer diferansiyel denklemini ¢arpimsal

integral denklemine doniistiiriiniiz.

Coziim: Oncelikle

d*?
2w

doniisiimii uygulansin. Bu ifade

dx*? dx*

)=d'y @ =u
bi¢ciminde yazilir. Esitligin her iki tarafinin ¢carpimsal integrali alinirsa,
X

*!dwwm=*jw0“

0

olur. Teorem 1.4.5 kullanilarak,

v [
- —x u(t)dt
y*(0) Of

bulunur. Boylece y*(0) = 1 baslangi¢ sart1 yerine yazilirsa,
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X

y(x) = 1v f u(t)

0

seklinde bulunur. Esitligin her iki tarafinin tekrar ¢arpimsal integrali alinirsa,

0 0 0

olur. Teorem 1.4.5 kullanilarak,

i’% =*0f*0fu(t)dt

bulunur. Boylece y(0) = 1 baslangi¢ sart1 yerine yazilirsa,

y(x) = 1. fx* fu(t)dt
0 0

bulunur. Elde edilen bu esitligin sag tarafina Onerme 2.2.3 uygulanirsa

X

yo) = lu(t)%l

0
X

y(x) =+ f[u(t)(X—t)]dt

0

dt

olur. Bulunan bu esitlik ve Z;y = u(x) doniisiimii ¢arpimsal diferansiyel denkleminde

*

yerine yazilirsa,

cos X

u(x) = [* f[u(t)(x‘t)]dt
0
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u(x) —x f[u(t)cosx.(x—t)]dt

0

biciminde bir ¢arpimsal Volterra integral denklemi elde edilir.
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4. BULGULAR ve TARTISMA

Integral denklemler, bilinmeyen fonksiyonun bir veya birden fazla integral isareti
altinda bulundugu, matematiksel fizik ve uygulamali matematikteki birgok problemin
¢oziimiinde karsilasilan denklemlerdir. integral denklemler ¢ok genis bir arastirma
sahasina sahip oldugundan niteliklerine gore ayri ayrt incelenmislerdir. Diferansiyel
denklemler, bilinmeyen fonksiyonun degisik tiirevlerinden olusmaktadir. Diferansiyel
denklemler bir problemi tek basina tanimlamaya yeterli olmadigindan sinir sartlarinin da
eklenmesi gerekmektedir. Ancak, integral denklemlerde ilave sartlara gerek duymadan
problemlerin tam olarak tanimi verilebilmektedir. Bundan yola ¢ikarak integral
denklemler, diferansiyel denklemlerin ¢éziimiinde bir ¢éziim araci olarak kullanilmaktadir.
Bu nedenle diferansiyel denklemler ile integral denklemler arasinda yakin bir iliski vardir.
Integral denklemlerin, diferansiyel denklemler ile olan yakin iliskisi ve diferansiyel
denklemlerin miihendislikte ¢okg¢a kullanilmasi integral denklemleri énemli bir konuma
getirmistir.

Yapilan literatlir taramalarinda c¢arpimsal analizde integral denklemleri ile ilgili
herhangi bir ¢alismaya rastlanmamistir. Integral denklemlerin, diferansiyel denklemlerin
¢oziimiinde kullanilmasi ve literatiirde carpimsal diferansiyel denklemlerin tanimlanmis
olmasi, integral denklemlerin ¢arpimsal analize taginarak problem ¢oziimlerinde kolaylik
saglayacagi ve yeni bakis agis1 getirecegi fikrini ortaya g¢ikarmistir. Bu sebeple tez
calismasinda integral denklemlerle ilgili bazi ¢alismalarin ¢arpimsal analize aktarilmasi
amaclanmstir.

Oncelikle genel bilgilerde ¢arpimsal analizin en temel unsurlari olan ¢arpimsal tiirev
ve carpimsal integral konular1 ele alinarak gerekli tanimlar, teoremler ve konuyu daha iyi
kavrayabilmek icin baz1 6rneklere yer verilmistir. Bunun yanisira ¢alismanin asil kisminin
incelenebilmesi igin gerekli olan ¢arpimsal diferansiyel denklemlerden bahsedilmistir.

Bulgular kisminda, ilk olarak Krasnov, Kiselev ve Makeronko (1976), Aksoy
(1983), Tulga (2006), Ozkaya (2010) ve Koklii (2018) calismalarindan faydalanilarak
ithtiya¢ duyulan integral denklemi ile ilgili tanimlar ¢carpimsal analize aktarilmistir. Boylece
carpimsal integral denklemi tanimi olusturulmus, gerekli siniflandirilmalar yapilmis ve

carpimsal integral denklemlerin ¢ozlimleri incelenerek Orneklendirmeler yapilmistir.



Krasnov, Kiselev ve Makeronko (1976) ve Aksoy (1983) calismalarinda integral
denklemlerde kullanilan ispat teknikleri ile Stanley (1999), Bashirov, Misirli ve Giirefe
(2008), Bashirov, Misirli, Ozyapici ve Tandogdu (2011), Bashirov (2013) calismalarinda
yer alan carpimsal analizle ilgili temel kavramlar ve ispat tekniklerinden faydalanilarak
carpimsal integral denklemleri ve carpimsal diferansiyel denklemler arasindaki iliski
irdelenmistir. Boylece bir ¢arpimsal integral denklemin ¢arpimsal diferansiyel denkleme
dontstiiriilebildigi ve degisken veya sabit tistlii bir ¢arpimsal diferansiyel denklemin
carpimsal Volterra integral denklemine doniistiiriilebildigi ispatlanarak Orneklendirmeler

yapilmustir.
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5. SONUC ve ONERILER

Klasik analizde yer alan integral denklemler ile ilgili temel kavramlar ve gerekli
smiflandirmalar  ¢arpimsal  analize aktarilarak ¢arpimsal integral —denklemleri
tanimlanmistir. Carpimsal tiirev ve carpimsal integral ozellikleri kullanilarak, g¢arpimsal
integral denklemlerinin ¢ozlimleri irdelenerek drneklendirilmistir. Bir ¢arpimsal integral
denklemin carpimsal diferansiyel denkleme doniistiiriilebildigi ispatlanmis ve
orneklendirmeler yapilmistir. Degisken veya sabit iistlii bir ¢arpimsal lineer diferansiyel
denklemin c¢arpimsal Volterra integral denklemine donistiriilebildigi ispatlanmis ve
orneklendirmeler yapilmistir. Bu tez ¢alismasinda ¢arpimsal Volterra integral denklemleri
tizerinde durulmustur. Yapilacak caligmalarda integral denklemlerinin farkli cesitleri
carpimsal analize aktarilabilir. Bunun yani sira integral denklemleri ile ilgili diger ¢6ziim

teknikleri ¢arpimsal analize aktarilarak incelenebilir.
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