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ÖZET 

 

Bu tez çalışmasında çarpımsal analizin temel tanım ve teoremleri verilmiştir. 

Ayrıca çarpımsal dizi, sonlu çarpım ve çarpımsal seriler tanımlanmış ve bunlarla ilgili 

temel kurallar verilmiştir. Sonrasında çarpımsal kuvvet serileri ve çarpımsal Taylor 

serilerinden bahsedilmiştir. Tezin asıl konusu ise çarpımsal integral denklemler ve onların 

çarpımsal kuvvet serileri ile çözülmesidir. Birinci ve ikinci tipte çarpımsal integral 

denklemlerin tanımları verilmiştir. İkinci tipte olan farklı çarpımsal integral denklemlerin 

çözümleri, çarpımsal kuvvet serileri yöntemi kullanılarak araştırılmıştır. Yapılan bu 

çalışmalar örneklerle desteklenmiştir. 

 

Anahtar Kelimeler: Çarpımsal analiz, Çarpımsal integral denklemler, Çarpımsal 

kuvvet serileri yöntemi, İntegral denklemler 
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SUMMARY  

 

In this thesis, the basic definitions and theorems of multiplicative analysis are given. 

In addition, multiplicative sequences, finite product and multiplicative series are defined 

and basic rules about them are given. Afterwards, multiplicative power series and 

multiplicative Taylor series are mentioned. The main subject of this thesis is 

multiplicative integral equations and their solution with multiplicative power series. 

Definitions of multiplicative integral equations of the first and second types are given. 

The solutions of different multiplicative integral equations of the second type are 

investigated using the multiplicative power series method. These studies are supported 

by examples. 

 

Keywords: Multiplicative analysis, Multiplicative integral equations, 

Multiplicative power series method, Integral equations 
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SİMGELER VE KISALTMALAR DİZİNİ 

 

ℝ𝑒𝑥𝑝  : Üstel reel sayılar kümesi 

ℝ𝑒𝑥𝑝
+   : Üstel pozitif reel sayılar kümesi 

ℝ𝑒𝑥𝑝
−   : Üstel negatif reel sayılar kümesi 

⊕  : Üstel toplama işlemi 

⊖  : Üstel çıkarma işlemi 

⊙  : Üstel çarpma işlemi 

⊘  : Üstel bölme işlemi 

|𝑥|∗   : Çarpımsal mutlak değer 

lim
𝑥→𝑎

∗ 𝑓(𝑥)  : Çarpımsal limit 

𝑓∗(𝑥) : Çarpımsal türev 

∗ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥  : Çarpımsal integral 

(𝑎𝑛)𝑛∈ℕ  : Çarpımsal dizi (𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝) 

∏ 𝑎𝑛
𝑁
𝑛=0   : Sonlu çarpım (𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝) 

∏ 𝑎𝑛
∞
𝑛=0  : Çarpımsal seri (𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝) 

𝐾1(𝑥, 𝑡)  : Çarpımsal Volterra integralinin çekirdeği 

𝐾2(𝑥, 𝑡) : Çarpımsal Fredholm integralinin çekirdeği 

ÇVİD : Çarpımsal Volterra integral denklemi 

ÇFİD  : Çarpımsal Fredholm integral denklemi 

ÇVFİD : Çarpımsal Volterra-Fredholm integral denklemi 

 



 

 

 

1. GİRİŞ 

İntegral denklemler, 19. yüzyıldan itibaren uygulamalı matematik, matematiksel 

fizik gibi alanlarda pek çok problemin çözümünde kullanılmaktadır. Bir integral 

denklemi ilk defa Abel’in 1823 yılında bir mekanik problemde kullandığı bilinmektedir. 

Daha sonra mühendislik ve diğer temel bilim dallarında kullanılmaya başlanmış ve 

diferansiyel denklemlerin uygulamalarında önemli bir yer edinmiştir (Lovitt, 1950; 

Smithies, 1958; Krasnov vd., 1971). İntegral denklemler çok geniş bir araştırma alanına 

sahip olduğundan, tüm integral denklemleri kapsayan bir teori oluşturmak mümkün 

değildir. Bu nedenle integral denklemler özelliklerine göre ayrı ayrı incelenir. Bu 

incelemeler dikkate alındığında integral denklemler, Volterra ve Fredholm olmak üzere 

ikiye ayrılır. 19. yüzyılın sonunda Volterra ve 20. yüzyılın başında Fredholm, D. Hilbert, 

E. Schmidt genel bir integral denklem teorisinin geliştirilmesine katkıda bulunmuşlardır 

(Fredholm, 1903). 

Wilhelm Leibniz ve Newton, 17. yüzyılda klasik analizi tanımlamışlardır. Klasik 

analiz trigonometri, geometri ve cebir üzerine kurulmuş; limit, türev ve integral gibi 

konulardan oluşmaktadır. Bu konuların inşaasında toplama işlemi olduğundan klasik 

analize toplamsal analizde denilmektedir. Klasik analiz, bilgisayar, istatistik, tıp ve 

mühendislik alanlarında matematiksel modellemenin çokça kullanıldığı ve bunlara uygun 

çözüm yöntemlerinin geliştirildiği birçok alanda uygulamaya sahiptir. 

Matematikte bazı problemleri klasik analiz yardımıyla açıklamak ve bu problemler 

için analitik çözümler bulmak bazen mümkün olmayabilir. Bu nedenle, klasik analiz 

yardımıyla çözülemeyen bu tür problemlerin çözümü için alternatif analizler 

geliştirilmiştir. 1967’ den 1970’ e kadar olan dönemde Michael Grossman ve Robert Katz 

tarafından Newtonyen olmayan (Non-Newtonian) analizler geliştirilmiştir. Bu süre 

zarfında geometrik analiz, harmonik analiz, bigeometrik analiz, anageometrik analiz, 

biharmonik analiz, anaharmonik analiz, bikuadratik ve anakuadratik analiz olmak üzere 

çok sayıda yeni analizler tanımlamışlardır. Bu yeni analizleri klasik (newtonyen) 

analizden ayırt etmek için “Newtonyen olmayan” ismi kullanılmış ve bu analizler ile ilgili 

temel tanım ve teoremler verilmiştir (Grossman ve Katz, 1972). Newtonyen olmayan 

analizlerden biri olan geometrik analizi ilk önce Dick Stanley çalışmış ve geometrik 

analizin bazı avantajlarını ortaya çıkarmıştır (Stanley, 1999). Klasik (newtonyen) 

analizdeki toplama ve çıkarma işlemleri geometrik analizde sırasıyla çarpma ve bölme 

işlemlerine tekabül ettiğinden Stanley tarafından, geometrik analize çarpımsal analiz 
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(multiplicative calculus) denilmiştir. Daha sonra Duff Campbell, geometrik analiz ile 

ilgili olarak bazı yeni çalışmalar yapmıştır (Campbell, 1999). Bu analizin tarihi çok eski 

tarihlere dayanmasına rağmen bilim insanları tarafından uzun bir süre dikkat 

çekmemiştir. Ancak, Bashirov ve arkadaşları, Ocak 2008’de yaptıkları çalışmayla 

araştırmacıların dikkatini çarpımsal analiz üzerine çekmeyi başarmışlardır (Bashirov vd., 

2008). Son yıllarda yapılan çalışmaların çarpımsal analizin çeşitli bilim dallarındaki 

problemlerin çözümlerinde farklı bir bakış açısı getirdiği gözlemlenmiştir (Bashirov vd. 

2011; Filip vd., 2014; Córdova-Lepe, 2006; Córdova-Lepe, 2015; Rybaczuk ve Stopel, 

2000; Rybaczuk ve Cetera., 2001; Kasprzak vd., 2004; Aniszewska, 2007; Misirli ve 

Ozyapici, 2009; Misirli ve Gurefe, 2011; Florak ve Assen, 2012; Çakmak ve Başar, 2012; 

Kadak ve Özlük, 2014; Córdova-Lepe, 2015; Goktas vd., 2022; Göktaş vd., 2022; Gulsen 

vd., 2022) (Yalçın, 2016; Yalçın ve Çelik, 2018; Yalçın vd., 2016; Yalçın, 2019; Yalçın, 

2021; Yalçın ve Dedetürk, 2021; Yalçın ve Dedetürk, 2022).  

Türkmen ve Başar (2012), geometrik (çarpımsal) analizde dizi kümeleriyle ilgili 

bazı temel sonuçları elde ettiler. Çakmak ve Başar (2012), Newtonyen olmayan analize 

dayanan dizi uzaylarında bazı yeni sonuçlar buldular. Duyar ve Erdoğan (2016), 

Newtonyen olmayan reel sayı serilerini ve bunların yakınsaklık özelliklerini incelediler. 

Sağır ve Erdoğan (2020), Newtonyen olmayan kuvvet serilerini ve yakınsaklık testlerini 

verdiler. Diğer taraftan, 2019 yılında çarpımsal integral denklemlerden biri olan 

çarpımsal Volterra integral denkleminin çözümlerinin ardışık yaklaşımlar yöntemiyle 

verildiği görülmüştür (Durmaz ve Güngör, 2019). Başka bir çalışmada çarpımsal lineer 

diferansiyel denklemlerin çözümleri çarpımsal kuvvet serisi yöntemiyle incelenmiştir 

(Yalçın ve Dedetürk, 2022, basımda). Ayrıca, tezin çalışmasını oluşturan çarpımsal 

integral denklemlerin çarpımsal kuvvet serisi çözümleri verilmiştir (Bal, Yalçın ve 

Dedetürk, 2022). 

Bu tez çalışması beş bölümden oluşur. Birinci bölüm giriş bölümüdür. İkinci 

bölümde kuramsal bilgiler verilmiştir. Çarpımsal analizin temel tanım ve teoremlerinden 

bahsedilmiştir. Üçüncü bölümde çarpımsal diziler ve çarpımsal seriler verilmiştir. Ayrıca 

çarpımsal kuvvet serilerinden bahsedilmiştir. Dördüncü bölümde bu tezin temelini 

oluşturan bazı yeni kavramlar tanımlanmıştır. Çarpımsal integral denklemlerin tanımı 

verilip çarpımsal Fredholm integral denklemi, çarpımsal Volterra integral denklemi ve 

çarpımsal Volterra-Fredholm integral denklemlerin tanımı yapılmıştır. Ayrıca bu 

çarpımsal integral denklemlerin çözümleri çarpımsal kuvvet serileri ile verilmiştir. Daha 

sonra yapılan bu çalışmalar örneklerle desteklenmiştir. Beşinci bölüm sonuç bölümü olup 
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bu bölümde klasik analize alternatif olarak gösterilen ve birçok problemin çözümünü 

kolaylaştıran çarpımsal analizin bilime farklı bir bakış açısı getirdiği saptanmıştır. 

  



 

 

 

2. ÇARPIMSAL ANALİZ 

Tanım 2.1: Üstel sayı kümeleri aşağıdaki gibi tanımlanır: 

a) Üstel reel sayılar kümesi: 

 

ℝ𝑒𝑥𝑝 =  {𝑒𝑥|𝑥 ∈ ℝ}, 

 

b) Üstel pozitif reel sayılar kümesi: 

 

ℝ𝑒𝑥𝑝
+ =  {𝑒𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 > 0} = (1,∞), 

 

c) Üstel negatif reel sayılar kümesi:  

 

ℝ𝑒𝑥𝑝
− =  {𝑒𝑥|𝑥 ∈ ℝ, 𝑥 < 0} = (0,1), 

 

d) Üstel tam sayılar kümesi:  

 

ℤ𝑒𝑥𝑝 = {𝑒𝑥|𝑥 ∈ ℤ}. 

 

Tanım 2.2: Üstel toplama, üstel çıkarma, üstel çarpma ve üstel bölme işlemleri 

aşağıdaki gibi tanımlanır (Çakmak ve Başar, 2012) : ∀𝑢, 𝑣 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝 

a) Üstel toplama: 

 

𝑢 ⊕ 𝑣 = 𝑒ln(𝑢)+ln(𝑣) = 𝑢 ⋅ 𝑣, 

 

b) Üstel çıkarma: 

 

𝑢 ⊖ 𝑣 = 𝑒ln(𝑢)−ln(𝑣) =
𝑢

𝑣
, 

 

c) Üstel çarpma: 

 

𝑢 ⊙ 𝑣 = 𝑒ln(𝑢)⋅ln(𝑣) = 𝑢ln(𝑣), 
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d) Üstel bölme: 

 

𝑢 ⊘ 𝑣 =  𝑒
ln(𝑢)
ln(𝑣) = 𝑢

1
ln(𝑣), 𝑣 ≠ 1. 

 

Tanım 2.3: Reel sayılar kümesinden üstel reel sayılar kümesine tanımlı bir 𝑓:ℝ →

ℝ𝑒𝑥𝑝 fonksiyonuna çarpımsal fonksiyon denir.  

Tanım 2.4: |⋅|∗: ℝ𝑒𝑥𝑝 → ℝ𝑒𝑥𝑝
+ ∪ {1}   tanımlı  

 

|𝑥|∗ = exp(|ln(𝑥)|) 

 

fonksiyonuna çarpımsal mutlak değer fonksiyonu denir. 

Bu tanıma göre  

 

|𝑢|∗ = {
𝑢, 𝑢 ≥ 1,
1

𝑢
, 𝑢 < 1.

 

 

yazılabilir (Bashirov vd., 2008). 

Tanım 2.5: Eğer her 𝜀 > 1 için   0 < |𝑥 − 𝑥0| < 𝛿 iken |
𝑓(𝑥)

𝐿
|
∗
< 𝜀 kalacak şekilde 

𝛿 > 0 varsa 𝑓 çarpımsal fonksiyonunun  𝑥 → 𝑥0 ∈ ℝ noktasına yaklaşırken çarpımsal 

limiti 𝐿’dir denir ve   

 

∗ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝐿  

 

ile gösterilir (Bashirov vd., 2008). 

. 

Tanım 2.6: Eğer ∗ lim
𝑥→𝑥0

𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑥0) ise 𝑓 çarpımsal fonksiyonu 𝑥 = 𝑥0 ∈ ℝ 

noktasında çarpımsal süreklidir denir (Bashirov vd., 2008). 

Tanım 2.7: 𝑓:ℝ → ℝ𝑒𝑥𝑝 bir çarpımsal fonksiyon olsun. Eğer aşağıdaki limit var 

ise 𝑥0 ∈ ℝ noktasında 𝑓’nin çarpımsal türevi   

 

𝑓∗(𝑥) = exp {
𝑑

𝑑𝑥
(ln ∘ 𝑓)(𝑥)}  = 𝑒

𝑓′(𝑥)
𝑓(𝑥) . 
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olarak tanımlanır (Stanley, 1999). 

Gösterim 2.1: 𝑓(𝑥)’in çarpımsal türevi  

 

𝑓∗(𝑥) veya 
𝑑∗

𝑑𝑥
𝑓(𝑥)  

 

ile gösterilir.   

Önerme 2.1: 𝑓(𝑥)’in çarpımsal türevinin 𝑥 = 𝑎 daki değeri 

 

𝑓∗(𝑎) = lim
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑎)
]

1/(𝑥−𝑎)

 

 

eşittir.  

İspat:   

 

𝑓∗(𝑎) = 𝑒(ln∘𝑓)
′(𝑎) 

= exp {lim
𝑥→𝑎

[
(ln ∘ 𝑓)(𝑥) − (ln ∘ 𝑓)(𝑎)

𝑥 − 𝑎
]} 

= lim
𝑥→𝑎

{exp [
(ln ∘ 𝑓)(𝑥) − (ln ∘ 𝑓)(𝑎)

𝑥 − 𝑎
]} 

= lim
𝑥→𝑎

{exp [
ln(𝑓(𝑥)) − ln(𝑓(𝑎))

𝑥 − 𝑎
]} 

= lim
𝑥→𝑎

{exp [
ln (

𝑓(𝑥)
𝑓(𝑎)

)

𝑥 − 𝑎
]} 

= lim
𝑥→𝑎

{[𝑒
ln(

𝑓(𝑥)
𝑓(𝑎)

)
]

1/(𝑥−𝑎)

} 

= lim
𝑥→𝑎

[
𝑓(𝑥)

𝑓(𝑎)
]

1/(𝑥−𝑎)

 

∎ 

Teorem 2.1: 𝑓(𝑥), ℎ(𝑥) çarpımsal fonksiyonlar ve 𝑐1, 𝑐2 iki reel sayı olsun. 

Çarpımsal türev aşağıda verilen özelliklere sahiptir. 

a) Çarpımsal türev çarpımsal doğrusaldır:  

 

𝑑∗

𝑑𝑥
[(𝑓(𝑥))

𝑐1
⋅ (ℎ(𝑥))

𝑐2
] = (𝑓∗(𝑥))

𝑐1
⋅ (ℎ∗(𝑥))

𝑐2
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b) Sabit üstel sayıların çarpımsal türevi 1’e eşittir: ∀𝐶 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝 için  

 

𝑑∗

𝑑𝑥
(𝐶) = 1 

 

c) Bölümün çarpımsal türevi:  

 

𝑑∗

𝑑𝑥
[
𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
] =

𝑓∗(𝑥)

ℎ∗(𝑥)
 

 

d) 𝑎 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝, 0 ≠ 𝑛 ∈ ℝ için  

 

𝑑∗

𝑑𝑥
(𝑎𝑥

𝑛
) = 𝑎𝑛⋅𝑥

𝑛−1
. 

 

Önerme 2.2: 𝑓:ℝ → ℝ türetilebilir fonksiyonu için  

 

𝑑∗

𝑑𝑥
(𝑒𝑓(𝑥)) = 𝑒𝑓

′(𝑥) 

 

eşitliği geçerlidir.  

İspat: 

 

𝑑∗

𝑑𝑥
(𝑒𝑓(𝑥)) =

𝑑∗

𝑑𝑥
(exp ∘ 𝑓)(𝑥) 

= exp {
𝑑(ln ∘ exp ∘ 𝑓)

𝑑𝑥
(𝑥)} 

= exp {
𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥)} 

= 𝑒𝑓
′(𝑥). 

∎ 

Tanım 2.8: 𝑓(𝑥) bir çarpımsal fonksiyon olsun. Eğer   

 

𝐹∗(𝑥) = 𝑓(𝑥) 
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olacak şekilde bir 𝐹(𝑥) çarpımsal fonksiyonu varsa 𝐹’ye 𝑓’nin bir çarpımsal ters türevi 

denir (Bashirov vd., 2008). 

Teorem 2.2: Bir çarpımsal fonksiyonun iki ters türevinin oranı sabittir.  

İspat: 𝑓(𝑥) bir çarpımsal fonksiyon ve 𝐹(𝑥) ile 𝐻(𝑥) ise 𝑓’nin iki ters türevi olsun. 

Bu durumda   

 

𝐹∗(𝑥) = 𝑓(𝑥) ve 𝐻∗(𝑥) = 𝑓(𝑥)  

 

dir. Bu iki eşitlik taraf tarafa bölünürse   

 

𝐹∗(𝑥)

𝐻∗(𝑥)
= 1 

(
𝐹(𝑥)

𝐻(𝑥)
)

∗

= 1 

 

olduğu görülür. Bu ise bir 𝐶 > 0 sabiti için   

 

𝐹(𝑥)

𝐻(𝑥)
= 𝐶 

 

olması demektir.  

∎ 

Tanım 2.9: 𝐹(𝑥), 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonunun bir çarpımsal ters türevi olsun. 

Bu durumda 𝑓(𝑥)’in en genel ters türevine 𝑓(𝑥)’in çarpımsal belirsiz integrali denir ve 

 

∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶 ⋅ 𝐹(𝑥) 

 

ile gösterilir. Burada 𝐶 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝 bir üstel sabittir (Bashirov vd., 2008). 

Önerme 2.3: 𝑓(𝑥)’in çarpımsal belirsiz integrali   

 

∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒∫ (ln∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 

 

biçiminde de verilebilir. 
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İspat: 𝐹(𝑥), 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonunun bir çarpımsal ters türevi olsun 

 

𝐹∗(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

exp {
𝑑(ln ∘ 𝐹)

𝑑𝑥
(𝑥)} = 𝑓(𝑥) 

𝑑(ln ∘ 𝐹)

𝑑𝑥
(𝑥) = (ln ∘ 𝑓)(𝑥) 

∫
𝑑(ln ∘ 𝐹)

𝑑𝑥
(𝑥)𝑑𝑥 = ∫ (ln ∘ 𝑓)(𝑥) 𝑑𝑥 

(ln ∘ 𝐹)(𝑥) + 𝑐 = ∫ (ln ∘ 𝑓)(𝑥) 𝑑𝑥 

𝑒(ln∘𝐹)(𝑥)+𝑐 = 𝑒∫ (ln∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 

𝐶 ⋅ 𝐹(𝑥) = 𝑒∫ (ln∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥. 

 

Burada 𝑐 integral sabiti ve 𝐶 = 𝑒𝑐 eşit olan bir üstel sabittir. Diğer taraftan 

 

∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝐶 ⋅ 𝐹(𝑥) 

 

eşit olduğundan  

 

∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 = 𝑒∫ (ln∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥 

 

 

eşitliği elde edilir. 

∎ 

Teorem 2.3: 𝑓(𝑥), ℎ(𝑥) çarpımsal fonksiyonlar ve 𝑐1, 𝑐2 iki reel sayı olsun. 

Çarpımsal türev aşağıda verilen özelliklere sahiptir. 

a) Çarpımsal integral çarpımsal doğrusaldır:  

 

∗ ∫[(𝑓(𝑥))
𝑐1
⋅ (ℎ(𝑥))

𝑐2
]
𝑑𝑥
= (∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥)

𝑐1

⋅ (∗ ∫ℎ(𝑥)𝑑𝑥)
𝑐2

. 

 

b) 1’in çarpımsal integrali sabit üstel bir 𝐶 sayısıdır (Çarpımsal integral sabiti) 

 



10 

∗ ∫1𝑑𝑥 = 𝐶. 

 

c) Bölümün çarpımsal integrali:  

 

∗ ∫ [
𝑓(𝑥)

ℎ(𝑥)
]

𝑑𝑥

=
∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥

∗ ∫ ℎ(𝑥)𝑑𝑥
. 

 

d) 𝑎 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝, 0 ≠ 𝑛 ∈ ℝ için  

 

∗ ∫[𝑎(𝑥
𝑛)]

𝑑𝑥
= 𝐶 ⋅ 𝑎

(
𝑥𝑛+1

𝑛+1
)
. 

 

Burada 𝐶 bir çarpımsal integral sabitidir. 

Önerme 2.4: 𝑓:ℝ → ℝ integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda 

 

∗ ∫[𝑒𝑓(𝑥)]
𝑑𝑥
= 𝑒∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 

 

eşitliği geçerlidir.  

İspat:  

 

∗ ∫[𝑒𝑓(𝑥)]
𝑑𝑥
=∗ ∫[(exp ∘ 𝑓)(𝑥)]𝑑𝑥 

= 𝑒∫ (ln∘exp∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥  

= 𝑒∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥 . 

∎ 

Tanım 2.10: 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında çarpımsal sürekli olsun. 

Bu durumda  

 

∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

= 𝑒∫ (ln∘𝑓)(𝑥)𝑑𝑥
𝑏
𝑎  

 

biçiminde tanımlanan integrale 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonunun 𝑥 = 𝑎’dan 𝑥 = 𝑏’ye 

çarpımsal belirli integrali denir (Stanley, 1999). 

Teorem 2.4: (Çarpımsal analizin birinci temel teoremi) 
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𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında çarpımsal sürekli olsun. Ayrıca [𝑎, 𝑏] 

aralığındaki her 𝑥 için 

 

𝐹(𝑥) =∗ ∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

𝑎

 

 

olsun. Bu taktirde [𝑎, 𝑏] aralığında  

 

𝐹∗(𝑥) = 𝑓(𝑥) 

 

eşitliği geçerlidir (Özyapıcı, 2009). 

Teorem 2.5: (Çarpımsal analizin ikinci temel teoremi) 

𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonu [𝑎, 𝑏] aralığında çarpımsal sürekli ve ayrıca 𝐹(𝑥), 𝑓(𝑥) 

çarpımsal fonksiyonunun bir çarpımsal ters türevi olsun. Bu durumda    

 

∗ ∫𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎

=
𝐹(𝑏)

𝐹(𝑎)
 

 

eşitliği geçerlidir (Özyapıcı, 2009). 

 



 

 

 

3. ÇARPIMSAL DİZİLER VE ÇARPIMSAL SERİLER 

 

3.1. Çarpımsal Diziler 

Tanım 3.1: Elemanları ℝ𝑒𝑥𝑝’den seçilen bir diziye bir çarpımsal dizi denir. 

Çarpımsal dizi  

 

(𝑎𝑛)𝑛∈ℕ = {𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝|𝑛 ∈ ℕ} 

 

ile gösterilir. 

Tanım 3.2: Elemanları ℝ𝑒𝑥𝑝’den seçilen bir sonlu diziye bir sonlu çarpımsal dizi 

denir. Λ sonlu elemanlı bir indeks kümesi olmak üzere sonlu çarpımsal dizi 

 

(𝑎𝑛)𝑛∈Λ = {𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝|𝑛 ∈ Λ} 

 

biçiminde gösterilir. 

Tanım 3.3: Elemanlarının tamamı sabit olan bir çarpımsal diziye sabit terimli 

çarpımsal dizi denir. 

Tanım 3.4: Elemanları 𝑎𝑛: ℝ → ℝ𝑒𝑥𝑝, 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛(𝑥) fonksiyonlarından oluşan ve en 

az bir tanesi sabit fonksiyon olmayan bir çarpımsal diziye değişken terimli çarpımsal dizi 

denir ve (𝑎𝑛(𝑥))𝑛∈ℕ biçiminde gösterilir. 

Tanım 3.5: Elemanları ℝ𝑒𝑥𝑝’den seçilen çift indeksli bir diziye çift indeksli bir 

çarpımsal dizi denir ve   

 

(𝑎𝑛,𝑖)𝑛,𝑖∈ℕ = {𝑎𝑛,𝑖 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝|𝑛, 𝑖 ∈ ℕ} 

 

ile gösterilir. 

 

3.2. Sonlu Çarpım  

Tanım 3.6:  (𝑎𝑛)0≤𝑛≤𝑁 = {𝑎0, 𝑎1, … , 𝑎𝑁} sonlu bir çarpımsal dizi olsun. Bu 

durumda 
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∏𝑎𝑛 = 𝑎0 ⋅ 𝑎1 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑁

𝑁

𝑛=0

 

 

sonlu çarpımına verilen sonlu çarpımsal dizinin elemanlarının sonlu çarpımı denir. 

Sonlu çarpım sonlu elemanlı keyfi bir indeks kümesi için de verilebilir.  

Tanım 3.7:  Boş kümeden farklı sonlu elemanlı bir  

 

Λ = {𝑛 ∈ ℕ  |𝑛0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁; 𝑛0, 𝑁 ∈ ℕ} 

 

indeks kümesi için (𝑎𝑛)𝑛∈Λ bir sonlu çarpımsal dizi olsun. Bu durumda 

 

∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

= ∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

= 𝑎𝑛0 ⋅ 𝑎𝑛0+1 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑁−1 ⋅ 𝑎𝑁 

 

sonlu çarpımına Λ indeks kümesi üzerinde (𝑎𝑛)𝑛∈Λ sonlu çarpımsal dizisinin 

elemanlarının sonlu çarpımı denir. 

Önerme 3.1: 

a) Bir sonlu çarpımın logaritması bir sonlu toplamdır. 

 

ln (∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

) = ∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

. 

 

b) Bir sonlu toplam 𝑒 tabanında üste yükseltilirse bir sonlu çarpım elde edilir. 

 

exp (∑𝑎𝑛
𝑛∈Λ

) =∏exp(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

=∏𝑒(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

. 

 

Teorem 3.1: Çarpım operatörü çarpımsal doğrusaldır:   

 

∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

𝑛∈Λ

= (∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

)

𝑐

⋅ (∏𝑏𝑛
𝑛∈Λ

)

𝑑
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eşitliği geçerlidir. Burada (𝑎𝑛)𝑛∈Λ ve (𝑏𝑛)𝑛∈Λ iki sonlu çarpımsal dizi, Λ sonlu elemanlı 

bir indeks kümesi ve 𝑐, 𝑑 ∈ ℝ’dir. 

İspat: 

 

∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

𝑛∈Λ

= (exp ∘ ln) [∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

𝑛∈Λ

] 

= exp {ln∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

𝑛∈Λ

} 

= exp {∑ ln(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

𝑛∈Λ

} 

= exp {∑[𝑐 ⋅ ln(𝑎𝑛) + 𝑑 ⋅ ln(𝑏𝑛)]

𝑛∈Λ

} 

= exp {𝑐 ⋅ ∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

+ 𝑑 ⋅∑ ln(𝑏𝑛)

𝑛∈Λ

} 

= exp {𝑐 ⋅ ∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

} ⋅ exp {𝑑 ⋅∑ ln(𝑏𝑛)

𝑛∈Λ

} 

= (exp {∑ ln(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

})

𝑐

⋅ (exp {∑ ln(𝑏𝑛)

𝑛∈Λ

})

𝑑

 

= (∏exp ln(𝑎𝑛)

𝑛∈Λ

)

𝑐

⋅ (∏exp ln(𝑏𝑛)

𝑛∈Λ

)

𝑑

 

= (∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

)

𝑐

⋅ (∏𝑏𝑛
𝑛∈Λ

)

𝑑

 

∎ 

Önerme 3.2: 𝐴 = (𝑎𝑛)𝑛∈Λ ve 𝐵 = (𝑏𝑛)𝑛∈Λ’nin iki sonlu çarpımsal dizi olsun. 

Ayrıca  Λ’nın sonlu elemanlı bir indeks kümesi olduğunu varsayalım. Bu durumda 

aşağıdaki indeks değiştirme özellikleri geçerlidir.  

1) Λ, bir sonlu indeks kümesi ve 𝑓, Λ kümesinde tanımlı birebir ve örten fonksiyon 

olsun. Bu durumda   

 

∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

= ∏ 𝑎𝑓−1(𝑛)
𝑛∈𝑓(Λ)

 

 

eşitliği geçerlidir. 
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2) Gerekli olduğunda indeks kaydırma yapılabilir: ∀𝑧 ∈ ℤ  için  

 

∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

= ∏ 𝑎𝑛−𝑧

𝑁+𝑧

𝑛=𝑛0+𝑧

 

 

eşitliği vardır.  

3) Çarpımdaki elemanların tersten çarpımı sonucu değiştirmez: 

 

∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

= ∏ 𝑎(𝑁+𝑛0)−𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

 

 

4) Çarpımdaki elemanların tersten çarpımı sonucu değiştirmez: 

 

∏𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

=∏𝑎𝑁−𝑛

𝑁

𝑛=0

 

 

İspat: 

1) Λ = {𝑖𝑘|1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁} sonlu bir indeks kümesi ve 𝑓, Λ kümesinde tanımlı birebir 

ve örten fonksiyon olsun. 𝑓’nin görüntü kümesi  

 

𝐽 = 𝑓(Λ) = {𝑗𝑘 = 𝑓(𝑖𝑘)|1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁} 

 

biçimindedir. Buradan 𝑖𝑘 = 𝑓−1(𝑗𝑘), 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑁 olduğu görülür ve   

 

∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

= 𝑎𝑖1 ⋅ 𝑎𝑖2 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑖𝑁  

= 𝑎𝑓−1(𝑗1) ⋅ 𝑎𝑓−1(𝑗2) ⋅ … ⋅ 𝑎𝑓−1(𝑗𝑁) 

=∏𝑎𝑓−1(𝑛)
𝑛∈𝐽

 

∏𝑎𝑛
𝑛∈Λ

= ∏ 𝑎𝑓−1(𝑛)
𝑛∈𝑓(Λ)

 

 

elde edilir. 
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2) İkinci özellikte Λ = {𝑛 ∈ ℕ|𝑛0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁} ve 𝑓(𝑛) = 𝑛 + 𝑧 olarak alınırsa 

 

∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

= ∏ 𝑎𝑛−𝑧

𝑁+𝑧

𝑛=𝑛0+𝑧

 

 

elde edilir. 

3) İkinci özellikte Λ = {𝑛 ∈ ℕ|𝑛0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁} ve 𝑓(𝑛) = (𝑁 + 𝑛0) − 𝑛 olarak 

alınırsa 

 

𝑓(Λ) = {𝑁, 𝑁 − 1,… , 𝑛0 + 1, 𝑛0} = Λ ve 𝑓−1(𝑛) = (𝑁 + 𝑛0) − 𝑛 = 𝑓(𝑛) 

 

olur. Buradan   

 

∏ 𝑎𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

= ∏ 𝑎(𝑁+𝑛0)−𝑛

𝑁

𝑛=𝑛0

 

 

elde edilir. 

4) Dördüncü özellikte 𝑛0 = 0 alınırsa eşitlik elde edilir. 

Teorem 3.2: Çarpım operatörünün çarpımsal doğrusal olmasından dolayı 

elemanları 𝑎𝑖 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝 olan (𝑎𝑖)𝑖∈Λ sonlu çarpımsal dizisinin çarpımı ile elemanları 𝑏𝑗 ∈

ℝ olan (𝑏𝑗)𝑗∈𝐽 sonlu (klasik) dizisinin toplamı için aşağıdaki eşitlik geçerlidir. 

 

(∏𝑎𝑖
𝑖∈Λ

)

∑ 𝑏𝑗𝑗∈𝐽

=∏∏𝑎𝑖
𝑏𝑗

𝑗∈𝐽𝑖∈Λ

. 

 

İspat: 

𝐽 = {𝑗1, 𝑗2, … , 𝑗𝑚} olsun. Bu durumda  

 

 (∏𝑎𝑖
𝑖∈Λ

)

∑ 𝑏𝑗𝑗∈𝐽

= (∏𝑎𝑖
𝑖∈Λ

)

𝑏𝑗1+𝑏𝑗2+⋯+𝑏𝑗𝑚

 

= (∏𝑎𝑖
𝑖∈Λ

)

𝑏𝑗1

⋅ (∏𝑎𝑖
𝑖∈Λ

)

𝑏𝑗2

⋅ … ⋅ (∏𝑎𝑖
𝑖∈Λ

)

𝑏𝑗𝑚
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= (∏𝑎𝑖
𝑏𝑗1

𝑖∈Λ

) ⋅ (∏𝑎𝑖
𝑏𝑗2

𝑖∈Λ

) ⋅ … ⋅ (∏𝑎𝑖
𝑏𝑗𝑚

𝑖∈Λ

) 

=∏(𝑎𝑖
𝑏𝑗1 ⋅ 𝑎𝑖

𝑏𝑗2 ⋅ … ⋅ 𝑎𝑖
𝑏𝑗𝑚)

𝑖∈Λ

 

=∏∏𝑎𝑖
𝑏𝑗

𝑗∈𝐽𝑖∈Λ

 

∎ 

Teorem 3.3: 𝐼 = {(𝑛, 𝑖)|𝑖 + 𝑛 ≤ 𝑁; 𝑖, 𝑛 ≥ 0}  indeks kümesinde tanımlı  

 

∏ 𝑎𝑛,𝑖
(𝑛,𝑖)∈𝐼

=∏∏𝑎𝑛,𝑖

𝑁−𝑛

𝑖=0

𝑁

𝑛=0

 

 

çift indeksli sonlu çarpımı için aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

 

∏∏𝑎𝑛,𝑖

𝑁−𝑛

𝑖=0

𝑁

𝑛=0

=∏∏𝑎𝑛−𝑖,𝑖

𝑛

𝑖=0

.

𝑁

𝑛=0

 

 

İspat: 

 

∏∏𝑎𝑛,𝑖

𝑁−𝑛

𝑖=0

𝑁

𝑛=0

= ∏ 𝑎𝑛,𝑖
𝑖+𝑛≤𝑁
𝑖,𝑛≥0

 

=∏(∏𝑎𝑛,𝑖

𝑁−𝑖

𝑛=0

)

𝑁

𝑖=0

 

=∏(∏𝑎𝑛−𝑖,𝑖

𝑁

𝑛=𝑖

)

𝑁

𝑖=0

 

= ∏ 𝑎𝑛−𝑖,𝑖
0≤𝑖≤𝑛≤𝑁

 

=∏∏𝑎𝑛−𝑖,𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑁

𝑛=0

 

∎ 

Teorem 3.4: (𝑎𝑛(𝑥))𝑛∈Λ bir değişken terimli sonlu çarpımsal dizi olsun. Ayrıca 

 Λ’nın sonlu elemanlı bir indeks kümesi olduğunu varsayalım. 
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a) Bir sonlu çarpımın çarpımsal türevi terimlerin tek tek çarpımsal türevi alınarak 

hesaplanır:  

 

(∏𝑎𝑛(𝑥)

𝑛∈Λ

)

∗

=∏𝑎𝑛
∗ (𝑥)

𝑛∈Λ

 

 

b) Bir sonlu çarpımın çarpımsal integrali terimlerin tek tek çarpımsal integrali 

alınarak hesaplanır:   

 

∗ ∫(∏𝑎𝑛(𝑥)

𝑛∈Λ

)

𝑑𝑥

=∏(∗ ∫𝑎𝑛(𝑥)
𝑑𝑥)

𝑛∈Λ

 

 

İspat: 

a)  

 

(∏𝑎𝑛(𝑥)

𝑛∈Λ

)

∗

= exp(
𝑑

𝑑𝑥
ln(∏𝑎𝑛(𝑥)

𝑛∈Λ

)) 

= exp(
𝑑

𝑑𝑥
∑ ln(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛∈Λ

) 

= exp(∑
𝑑

𝑑𝑥
ln(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛∈Λ

) 

=∏exp(
𝑑

𝑑𝑥
ln(𝑎𝑛(𝑥)))

𝑛∈Λ

 

=∏𝑎𝑛
∗ (𝑥)

𝑛∈Λ

 

 

b)  

 

∗ ∫(∏𝑎𝑛(𝑥)

𝑛∈Λ

)

𝑑𝑥

= exp(∫ ln (∏𝑎𝑛(𝑥)

𝑛∈Λ

)𝑑𝑥) 

= exp (∫(∑ ln(𝑎𝑛(𝑥))

𝑛∈Λ

)𝑑𝑥) 
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= exp(∑(∫ ln(𝑎𝑛(𝑥))𝑑𝑥)

𝑛∈Λ

) 

=∏exp (∫ ln(𝑎𝑛(𝑥))𝑑𝑥)

𝑛∈Λ

 

=∏(∗ ∫𝑎𝑛(𝑥)
𝑑𝑥)

𝑛∈Λ

 

∎ 

3.3. Çarpımsal Seriler  

Tanım 3.8: (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ = {𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝|𝑛 ∈ ℕ} bir çarpımsal dizi olsun. Bu durumda 

 

∏𝑎𝑛

∞

𝑛=0

= ∗ lim
𝑁→∞

(∏𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

) 

 

sonsuz çarpımına eğer sağdaki çarpımsal limit var ise bir çarpımsal seri denir. Bu 

çarpımsal limit var ise klasik limit ile   

 

∗ lim
𝑁→∞

(∏𝑎𝑛

𝑁

𝑛=0

) = exp [ lim
𝑁→∞

(∑ ln(𝑎𝑛)

𝑁

𝑛=0

)]   

 

biçiminde hesaplanabilir. Çarpımsal limit yok ise çarpımsal seri tanımlı değildir denir. 

Teorem 3.5: (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ ve (𝑏𝑛)𝑛∈ℕ iki çarpımsal dizi olsun. Bu durumda aşağıdaki 

eşitlikteki çarpımsal seriler tanımlı ise ∀𝑐, 𝑑 ∈ ℝ  için  

 

∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

∞ 

𝑛=0

= (∏𝑎𝑛

∞ 

𝑛=0

)

𝑐

⋅ (∏𝑏𝑛

∞ 

𝑛=0

)

𝑑

 

 

eşitliği geçerlidir. 

İspat: Teorem 3.1’deki indeks kümesi 

 

Λ = {𝑛 ∈ ℕ | 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁} 

 

olarak alınırsa  

 



20 

∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

𝑁 

𝑛=0

= (∏𝑎𝑛

𝑁 

𝑛=0

)

𝑐

⋅ (∏𝑏𝑛

𝑁 

𝑛=0

)

𝑑

 

 

yazılabilir. Burada eşitliğin her iki tarafının 𝑁 → ∞ giderken limiti alınırsa 

 

∏(𝑎𝑛
𝑐 ⋅ 𝑏𝑛

𝑑)

∞ 

𝑛=0

= (∏𝑎𝑛

∞ 

𝑛=0

)

𝑐

⋅ (∏𝑏𝑛

∞ 

𝑛=0

)

𝑑

 

 

eşitliği elde edilir. 

∎ 

Teorem 3.6: Çarpım operatörünün çarpımsal doğrusal olmasından dolayı ∏ 𝑎𝑖
∞
𝑖=0  

çarpımsal serisi ile ∑ 𝑏𝑗
∞
𝑗=0  (klasik) serisi için aşağıdaki eşitlik geçerlidir: 

 

 (∏𝑎𝑖

∞

𝑖=0

)

∑ 𝑏𝑗
∞
𝑗=0

=∏∏𝑎𝑖
𝑏𝑗

∞ 

𝑗=0

∞

𝑖=0

. 

 

İspat: Teorem 3.2’deki indeks kümeleri 

 

Λ = {𝑖 ∈ ℕ | 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁}, 𝐽 = {𝑗 ∈ ℕ | 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑀} 

olarak alınırsa 

 

(∏𝑎𝑖

𝑁

𝑖=0

)

∑ 𝑏𝑗
𝑀
𝑗=0

=∏∏𝑎𝑖
𝑏𝑗

𝑀

𝑗=0

𝑁

𝑖=0

 

 

yazılabilir. Burada her iki tarafın 𝑁,𝑀 → ∞ giderken limiti alınırsa  

 

(∏𝑎𝑖

∞

𝑖=0

)

∑ 𝑏𝑗
∞
𝑗=0

=∏∏𝑎𝑖
𝑏𝑗

∞ 

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

 

elde edilir. 

∎ 
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Teorem 3.7: (𝑎𝑛,𝑖)𝑛,𝑖∈ℕ = {𝑎𝑛,𝑖 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝|𝑛, 𝑖 ∈ ℕ} çift indeksli bir çarpımsal dizi 

olsun. Eğer çarpımsal seriler tanımlı ise  

 

∏∏𝑎𝑛,𝑖

∞

𝑖=0

∞

𝑛=0

=∏∏𝑎𝑛−𝑖,𝑖

𝑛

𝑖=0

∞

𝑛=0

 

 

eşitliği geçerlidir. 

İspat: Teorem 3.3’deki eşitliğin her iki tarafının 𝑁 → ∞ giderken limiti alınırsa 

ispat biter.  

∎ 

Teorem 3.8: (𝑎𝑛(𝑥))𝑛∈Λ değişken terimli bir çarpımsal dizi olsun. Eğer çarpımsal 

seriler tanımlı ise aşağıdakiler geçerlidir. 

a) Bir çarpımsal serinin çarpımsal türevi terimlerin tek tek çarpımsal türevi alınarak 

hesaplanır:  

 

(∏𝑎𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

)

∗

=∏𝑎𝑛
∗ (𝑥)

∞

𝑛=0

 

 

b) Bir çarpımsal serinin çarpımsal integrali terimlerin tek tek çarpımsal integrali 

alınarak hesaplanır:   

 

∗ ∫(∏𝑎𝑛(𝑥)

∞

𝑛=0

)

𝑑𝑥

=∏(∗ ∫𝑎𝑛(𝑥)
𝑑𝑥)

∞

𝑛=0

 

 

İspat: Teorem 3.4’deki indeks kümesi Λ = {𝑛 ∈ ℕ | 0 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁} olarak seçilir ve 

(a) ve (b) şıklarındaki eşitliklerin her iki tarafının 𝑁 → ∞ giderken limiti alınırsa ispat 

biter. 

∎ 

3.4. Çarpımsal Kuvvet Serileri 

Tanım 3.9: (𝑎𝑛)𝑛∈ℕ  bir çarpımsal dizi ve 𝑥0 ∈  ℝ  sabit bir nokta olsun. Bu 

durumda terimleri 𝑎𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛
’ye eşit olan değişken terimli   
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∏𝑎𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

çarpımsal seriye bir çarpımsal kuvvet serisi denir (Yalçın, 2021).  

Tanım 3.10: 𝑥0 ∈  ℝ sabit bir nokta ve  

 

∏𝑎𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

,∏𝑏𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

 

 

çarpımsal iki seri olsun. Eğer ∀𝑛 ∈ ℕ için çarpımsal kuvvet serilerinin tabanları eşit: 

 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 

 

ise bu iki seri birbirine eşittir denir ve 

 

∏𝑎𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

=∏𝑏𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

. 

 

ile gösterilir. 

Teorem 3.9: Bir çarpımsal kuvvet serisinin çarpımsal türevi terimlerin tek tek 

çarpımsal türevi alınarak hesaplanır (Yalçın, 2021):   

 

(∏𝑎𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛
∞

𝑛=0

)

∗

=∏(𝑎𝑛+1)
(𝑛+1)(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

. 

 

Teorem 3.10: Bir çarpımsal kuvvet serisinin çarpımsal integrali terimlerin tek tek 

çarpımsal integrali alınarak aşağıdaki gibi hesaplanır:   

 

∗ ∫(∏𝑎𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛
∞

𝑛=0

)

𝑑𝑥

= 𝐶 ⋅∏(𝑎𝑛−1)
(𝑥−𝑥0)

𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

 

Burada 𝐶 çarpımsal integral sabitidir (Yalçın, 2021). 
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Tanım 3.11: 𝑓:ℝ → ℝ𝑒𝑥𝑝, 𝑥0 ∈ ℝ noktasında keyfi mertebeden türeve sahip bir 

çarpımsal fonksiyon olsun. Bu durumda 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonunun 𝑥0 noktası 

civarında çarpımsal Taylor serisi  

 

𝑇(𝑓(𝑥)) =∏(𝑓∗(𝑛)(𝑥0))
(𝑥−𝑥0)

𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 

biçiminde tanımlanır (Bashirov vd., 2008). 

Tanım 3.12: 𝑓: (𝑎, 𝑏) → ℝexp  bir çarpımsal fonksiyon, 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ  olsun. 

Eğer 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonuna 𝑥0’ ın en az bir 𝑁(𝑥0) ⊂ (𝑎, 𝑏) komşuluğundaki tüm 

noktalar için (𝑥 ∈  𝑁(𝑥0)) yakınsayan aşağıdaki gibi bir çarpımsal kuvvet serisi   

 

𝑓(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
(𝑥−𝑥0)

𝑛

∞

𝑛=0

, (𝑎𝑛 ∈ ℝ𝑒𝑥𝑝) 

 

varsa 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonuna 𝑥0 noktasında çarpımsal analitiktir denir (Yalçın, 

2021). 

Teorem 3.11: 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonu 𝑥0 noktasında çarpımsal analitik ise 𝑥0’ 

ın en az bir 𝑁(𝑥0) ⊂ (𝑎, 𝑏) komşuluğundaki tüm noktalar için çarpımsal Taylor serisi 

𝑇(𝑓(𝑥)), 𝑓(𝑥)’e yakınsar (Yalçın, 2021): 

 

𝑓(𝑥) =∏(𝑓∗(𝑛)(𝑥0))
(𝑥−𝑥0)

𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

 

Teorem 3.12: Eğer 𝑓:ℝ → ℝ, 𝑓 = 𝑓(𝑥) fonksiyonu (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ  aralığında analitik 

bir fonksiyon ise (exp ∘ 𝑓): ℝ → ℝ𝑒𝑥𝑝 çarpımsal fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında çarpımsal 

analitik bir fonksiyondur. 

İspat: 𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) noktasını keyfi olarak seçelim. 𝑓(𝑥), (𝑎, 𝑏) aralığında analitik 

olduğundan 𝑓(𝑥) fonksiyonuna 𝑥0’ ın en az bir 𝑁(𝑥0) ⊂ (𝑎, 𝑏) komşuluğundaki tüm 

noktalar için (𝑥 ∈  𝑁(𝑥0)) yakınsayan  
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𝑓(𝑥) = ∑𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

eşitliğindeki gibi bir kuvvet serisi vardır. Her iki taraf 𝑒 tabanında üste yükseltilirse  

 

(exp ∘ 𝑓)(𝑥) = exp [∑𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

] 

=∏exp[𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥0)
𝑛]

∞

𝑛=0

 

=∏𝑒𝑎𝑛(𝑥−𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑒𝑎𝑛)(𝑥−𝑥0)
𝑛

∞

𝑛=0

 

(exp ∘ 𝑓)(𝑥) =∏𝐴𝑛
(𝑥−𝑥0)

𝑛
∞

𝑛=0

 

 

eşit olduğu görülür. Burada 𝐴𝑛 = 𝑒𝑎𝑛’dir. Bu ise (exp ∘ 𝑓) çarpımsal fonksiyonunun 

𝑥0 ∈ (𝑎, 𝑏) noktasında çarpımsal analitik bir fonksiyon olması demektir. 𝑥0 noktası keyfi 

seçildiğinden (exp ∘ 𝑓) çarpımsal fonksiyonu (𝑎, 𝑏) aralığında çarpımsal analitiktir. 

∎ 

Örnek 3.1: 𝜑(𝑥) = 𝑒sin(𝑥) çarpımsal fonksiyonunun çarpımsal Taylor serisini 

bulalım. 

Çözüm: 

sin(𝑥) fonksiyonu analitik fonksiyon olduğundan 𝜑(𝑥) = 𝑒sin(𝑥) çarpımsal 

fonksiyonu da çarpımsal analitiktir. 

 

{
 
 

 
 
𝜑(𝑥) = 𝑒sin(𝑥)

𝜑∗(𝑥) = 𝑒cos(𝑥)

𝜑∗∗(𝑥) = 𝑒−sin(𝑥)

𝜑∗∗∗(𝑥) = 𝑒−cos(𝑥)

𝜑∗(4)(𝑥) = 𝑒sin(𝑥)

⇒

{
 
 

 
 
𝜑(0) = 1

𝜑∗(0) = 𝑒

𝜑∗∗(0) = 1

𝜑∗∗∗(0) = 𝑒−1

𝜑∗(4)(𝑥) = 1
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Bu şekilde 𝜑(𝑥)’in çarpımsal türevleri 

  

𝜑∗(𝑛)(𝑥) = 𝑒sin(𝑥+𝑛
𝜋
2
)   

𝜑∗(𝑛)(0) = {
1, 𝑛 çift ise

𝑒(−1)
𝑛−1
2 , 𝑛 tek ise

    

𝜑∗(2𝑛)(0) = 1, 𝜑∗(2𝑛+1)(0) = 𝑒(−1)
𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ 

 

olarak hesaplanır. Buradan verilen çarpımsal fonksiyonun çarpımsal Taylor serisi 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝜑∗(𝑛)(0))

𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑒sin(𝑥) =∏1
𝑥2𝑛

(2𝑛)!

𝑛∈ℕ

⋅∏[𝑒(−1)
𝑛
]
𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!

𝑛∈ℕ

 

𝑒sin(𝑥) =∏𝑒
(−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!

𝑛∈ℕ

 

 

olarak hesaplanır. 

Teorem 3.13: Eğer 𝑓:ℝ → ℝ𝑒𝑥𝑝, 𝑓 = 𝑓(𝑥) çarpımsal fonksiyonu (𝑎, 𝑏) ⊂ ℝ  

aralığında çarpımsal analitik bir fonksiyon ise (ln ∘ 𝑓): ℝ → ℝ fonksiyonu (𝑎, 𝑏) 

aralığında analitik bir fonksiyondur. 

İspat: Bir önceki teoremin ispatına benzer şekilde bu teorem ispatlanır. 

 



 

 

 

4. ÇARPIMSAL İNTEGRAL DENKLEMLER VE ÇARPIMSAL KUVVET 

SERİLERİ YÖNTEMİ 

Durmaz (2019), Güngör ve Durmaz (2020) çalışmalarında çarpımsal integral 

denklemin, 1. tipte ve 2. tipte çarpımsal Volterra integral denklemlerinin tanımlarını 

vermişlerdir. Ayrıca Durmaz (2019) çalışmasında çarpımsal lineer integral denklem, 

çarpımsal homojen olmayan integral denklem, çarpımsal homojen integral denklemin 

tanımlarını vermiştir. Burada çarpımsal Fredholm integral denklemi ve çarpımsal 

Volterra-Fredholm integral denklemleri de eklenerek çarpımsal integral denklemlerinin 

tanımları daha genel bir biçimde verilecektir.   

Tanım 4.1: 𝑓(𝑥) verilen bir çarpımsal fonksiyon ve 𝐾1(𝑥, 𝑡), 𝐾2(𝑥, 𝑡) verilen 

fonksiyonlar, 𝜑(𝑥) bilinmeyen bir çarpımsal fonksiyon ve 𝑏 verilen bir sayı olsun. 

Aşağıdaki denklemin verildiğini kabul edelim.  

 

(∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾1(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

)

𝑠1

⋅ (∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾2(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

)

𝑠2

= 𝑓(𝑥) 

 

a) Eğer 𝑠1 = 1, 𝑠2 = 0 ise verilen denkleme 1. tipte çarpımsal Volterra integral 

denklemi (ÇVİD) denir.  

b) Eğer 𝑠1 = 0, 𝑠2 = 1 ise verilen denkleme 1. tipte çarpımsal Fredholm integral 

denklemi (ÇFİD) denir.  

c) Eğer 𝑠1 = 1, 𝑠2 = 1 ise verilen denkleme 1. tipte çarpımsal Volterra-Fredholm 

integral denklemi (ÇVFİD) denir. 

d) 𝐾1(𝑥, 𝑡), 𝐾2(𝑥, 𝑡) fonksiyonlarına integral denklemin çekirdekleri denir. 

Tanım 4.2: 𝑓(𝑥) verilen bir çarpımsal fonksiyon ve 𝐾1(𝑥, 𝑡), 𝐾2(𝑥, 𝑡) verilen 

fonksiyonlar, 𝜑(𝑥) bilinmeyen bir çarpımsal fonksiyon ve 𝑏 verilen bir sayı olsun. 

Aşağıdaki denklemin verildiğini kabul edelim.  

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅ (∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾1(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

)

𝑠1

⋅ (∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾2(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

)

𝑠2

 

 

a) Eğer 𝑠1 = 1, 𝑠2 = 0 ise verilen denkleme 2. tipte çarpımsal Volterra integral 

denklemi  denir.  
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b) Eğer 𝑠1 = 0, 𝑠2 = 1 ise verilen denkleme 2. tipte çarpımsal Fredholm integral 

denklemi  denir.  

c) Eğer 𝑠1 = 1, 𝑠2 = 1 ise verilen denkleme 2. tipte çarpımsal Volterra-Fredholm 

integral denklemi denir. 

d) 𝐾1(𝑥, 𝑡), 𝐾2(𝑥, 𝑡) fonksiyonlarına integral denklemin çekirdekleri denir. 

Bu çalışmada verilen çarpımsal integral denklemlerdeki  𝜑(𝑥) bilinmeyen 

fonksiyonunu  

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

çarpımsal kuvvet serisi biçiminde bulmak için 𝑓(𝑥)’in çarpımsal Taylor serisi ve 𝐾1(𝑥, 𝑡),

𝐾2(𝑥, 𝑡) fonksiyonlarının toplamsal (klasik) Taylor serisi kullanılacaktır. 

 

4.1. Çarpımsal Fredholm İntegral Denklemleri (ÇFİD)  

 

4.1.1. Çekirdeği 1’e Eşit Olan ÇFİD’nin Çözümü 

Teorem 4.1: Çekirdeği 1’e eşit ve integralinin üst sınırı 𝑏 ∈ ℝ+\{1} olan  

 

𝜑(𝑥)  =  𝑓(𝑥) ∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

 

ÇFİD verilsin. Burada 𝑓(𝑥) bir çarpımsal analitik fonksiyon ve çarpımsal kuvvet serisi 

 

𝑓(𝑥) =∏(𝐶𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olsun. Bu durumda   

 

𝜑(𝑥)  =∏(𝐴𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0
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çarpımsal kuvvet serisi çözümü aşağıdaki formüllerle hesaplanan 𝐴𝑛, 𝑛 ≥  0 tabanlarına 

sahiptir. 

 

𝐴𝑛 = 𝐶𝑛, 𝑛 ≥  1 

𝐴0 = [𝐶0 ⋅∏(𝐶𝑘)
𝑏𝑘+1

(𝑘+1)
⁄

∞

𝑘=1

]

1
(1−𝑏)

 

 

İspat:  

𝑓(𝑥) çarpımsal analitik fonksiyon olduğundan ln(𝑓(𝑥)) bir analitik fonksiyondur. 

Yani ln(𝑓(𝑥)) fonksiyonu  

 

ln(𝑓(𝑥)) = ln (∏(𝐶𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

) 

=  ∑ ln((𝐶𝑛)
𝑥𝑛)

∞

𝑛=0

 

= ∑[ln(𝐶𝑛) ⋅ 𝑥
𝑛]

∞

𝑛=0

 

 

eşittir. Burada 𝑐𝑛 = ln(𝐶𝑛) tanımlarsak  

 

ln(𝑓(𝑥)) = ∑ 𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

eşitliği vardır. 𝜑(𝑥) çarpımsal fonksiyonu  

 

𝜑(𝑥)  =∏(𝐴𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

eşit olduğundan ln(𝜑(𝑥)) fonksiyonu   

 

ln(𝜑(𝑥)) = ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 



29 

eşit olur. Burada 𝑎𝑛 = ln(𝐴𝑛)’dir. Şimdi  

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

 

denkleminin her iki tarafının logaritması alınırsa 

 

ln(𝜑(𝑥)) = ln(𝑓(𝑥)) + ln [∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

] 

ln(𝜑(𝑥)) = ln(𝑓(𝑥)) + ln [exp∫ ln(𝜑(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑏

0

] 

ln(𝜑(𝑥)) = ln(𝑓(𝑥)) + ∫ ln(𝜑(𝑡)) 𝑑𝑡

𝑏

0

 

∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

=∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

+∫∑𝑎𝑘𝑡
𝑘

∞

𝑘=0

𝑑𝑡

𝑏

0

 

∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

=∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

+∑(∫𝑎𝑘𝑡
𝑘𝑑𝑡

𝑏

0

)

∞

𝑘=0

 

∑ 𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

=∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

+∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=0

 

𝑎0 + ∑𝑎𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=1

= [𝑐0 +∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=0

] +∑𝑐𝑛𝑥
𝑛

∞

𝑛=1

 

 

Buradan 

 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 , 𝑛 ≥  1 

 

ve 

 

𝑎0 = 𝑐0 +∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=0
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𝑎0 = 𝑐0 + 𝑏 ⋅ 𝑎0 +∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

 

(1 − 𝑏) ⋅ 𝑎0 = 𝑐0 +∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

 

 

yazılabilir. Böylelikle  

 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 , 𝑛 ≥  1 

𝑎0 =
1

1 − 𝑏
[𝑐0 +∑(

𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

] 

 

elde edilir. Eşitliklerin her iki tarafı 𝑒 tabanında üste yükseltilirse 

 

𝑒𝑎𝑛 = 𝑒𝑐𝑛 , 𝑛 ≥ 1  

𝐴𝑛 = 𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 1 

 

ve 

 

exp(𝑎0) = exp {
1

1 − 𝑏
[𝑐0 +∑(

𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

]} 

𝑒𝑎0 = {exp [𝑐0 +∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

]}

1
1−𝑏

 

𝑒𝑎0 = {𝑒𝑐0 ⋅ exp [∑(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

]}

1
1−𝑏

 

𝑒𝑎0 = [𝑒𝑐0 ⋅∏exp(
𝑏𝑘+1

𝑘 + 1
𝑎𝑘)

∞

𝑘=1

]

1
1−𝑏

 

𝑒𝑎0 = [𝑒𝑐0 ⋅∏(𝑒𝑎𝑘)
𝑏𝑘+1

𝑘+1
 

∞

𝑘=1

]

1
1−𝑏

 

𝐴0 = [𝐶0 ⋅∏(𝐴𝑘)
𝑏𝑘+1

𝑘+1
 

∞

𝑘=1

]

1
1−𝑏
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𝐴0 = [𝐶0 ⋅∏(𝐶𝑘)
𝑏𝑘+1

𝑘+1
 

∞

𝑘=1

]

1
1−𝑏

 

 

yazılır. Buradan denklemin çarpımsal kuvvet serisi çözümünün tabanları 

 

𝐴𝑛 = 𝐶𝑛, 𝑛 ≥  1 

𝐴0 = [𝐶0 ⋅∏(𝐶𝑘)
𝑏𝑘+1

(𝑘+1)
⁄

∞

𝑘=1

]

1
(1−𝑏)

 

 

olarak bulunmuş olur.  

∎ 

Örnek 4.1: Aşağıdaki ÇFİD verilsin.  

 

𝜑(𝑥) =  𝑒−1+sin(𝑥) ⋅∗ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝜋

2
0

  

 

Bu denklemi çarpımsal kuvvet serisi yöntemiyle çözelim. 

Çözüm: Bu denklem çekirdeği 1’e eşit olan bir ÇFİD’dir. Burada 𝑏 =
𝜋

2
’dir.  

Bilinmeyen fonksiyon 𝜑(𝑥)’in çarpımsal kuvvet serisi 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝐴𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olsun. 

𝑓(𝑥)’in çarpımsal kuvvet serisi  

 

𝑓(𝑥) =∏(𝐶𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olsun. Verilen 𝑓(𝑥) = 𝑒−1+sin(𝑥) fonksiyonunun çarpımsal Taylor serisi açılımı şu 

biçimdedir: 

 

𝑓(𝑥) = 𝑒−1+sin(𝑥) 
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𝑓(𝑥) = 𝑒−1 ⋅ 𝑒sin(𝑥) 

𝑓(𝑥) = e−1 ⋅∏𝑒
(−1)𝑛

𝑥2𝑛+1

(2𝑛+1)!

∞

𝑛=0

 

∏(𝐶𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑒−1 ⋅∏[exp(
(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)!
)]

𝑥2𝑛−1∞

𝑛=1

 

 

Buradan 

 

{
 
 

 
 𝐶0 = 𝑒−1,

𝐶2𝑛−1 = exp(
(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)!
) , 𝑛 ≥ 1

𝐶2𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 1,

 

 

bulunur. 𝐴𝑛 = 𝐶𝑛, 𝑛 ≥ 1 eşitliğinden  

 

{
𝐴2𝑛−1 = exp (

(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)!
) , 𝑛 ≥ 1

𝐴2𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 1,

 

 

elde edilir. Ayrıca teoremden  

 

𝐴0 = {𝐶0 ⋅∏(𝐶𝑘)
𝑏𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=1

}

1
(1−𝑏)

 

 

eşitliği kullanılırsa   

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅ ∏ (𝐶𝑘)
𝑏𝑘+1

𝑘+1

𝑘=2𝑛−1,
𝑛≥1

⋅ ∏ (𝐶𝑘)
𝑏𝑘+1

𝑘+1

𝑘=2𝑛,
𝑛≥1

}

1
(1−𝑏)

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅∏(𝐶2𝑛−1)

(
𝜋
2
)
2𝑛−1+1

(2𝑛−1+1)

∞

𝑛=1

⋅∏(𝐶2𝑛)
(
𝜋
2
)
2𝑛+1

2𝑛+1

∞

𝑛=1

}

1

(1−
𝜋
2
)
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𝐴0 =

{
 
 

 
 

𝑒−1 ⋅∏[exp(
(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)!
)]

(
𝜋
2
)
2𝑛

2𝑛
∞

𝑛=1

⋅∏(1)
(
𝜋
2
)
2𝑛+1

2𝑛+1

∞

𝑛=1

}
 
 

 
 

1

(1−
𝜋
2
)

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅∏[exp(
(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)!

(
𝜋
2)

2𝑛

(2𝑛)
)]

∞

𝑛=1

⋅∏(1)
(
𝜋
2
)
2𝑛+1

2𝑛+1

∞

𝑛=1

}

1

(1−
𝜋
2
)

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅ exp [∑(
(−1)𝑛−1

(2𝑛)!
(
𝜋

2
)
2𝑛

)

∞

𝑛=1

] ⋅ 1}

1

(1−
𝜋
2
)

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅ exp [−∑(
(−1)𝑛

(2𝑛)!
(
𝜋

2
)
2𝑛

)

∞

𝑛=1

]}

1

(1−
𝜋
2
)

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅ exp [1 −∑(
(−1)𝑛

(2𝑛)!
(
𝜋

2
)
2𝑛

)

∞

𝑛=0

]}

1

(1−
𝜋
2
)

 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅ exp [1 − cos (
𝜋

2
)]}

1

(1−
𝜋
2
) 

𝐴0 = {𝑒−1 ⋅ 𝑒1}

1

(1−
𝜋
2
) 

𝐴0 = 1 

 

bulunur. Bulunan bu değerler çözümde yazılarak 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝐴𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

  

𝜑(𝑥) = 𝐴0 ⋅∏(𝐴2𝑛−1)
𝑥2𝑛−1

∞

𝑛=1

⋅∏(𝐴2𝑛)
𝑥2𝑛

∞

𝑛=1

 

𝜑(𝑥) = 1 ⋅∏[exp(
(−1)𝑛−1

(2𝑛 − 1)!
)]

𝑥2𝑛−1∞

𝑛=1

⋅ 1 

𝜑(𝑥) = 𝑒sin(𝑥). 

 

çözümü elde edilir. 

∎ 

4.1.2. Çekirdeği Sadece x Değişkenine Bağlı Olan ÇFİD’nin Çözümü 

Aşağıda çekirdeği sadece 𝑥 değişkenine bağlı olan ÇFİD’nin çözümü verilecektir. 
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Teorem 4.2: Aşağıdaki çekirdeği sadece 𝑥 değişkenine bağlı olan ÇFİD’yi ele 

alalım. 

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥)𝑑𝑡
𝑏

0

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅ [∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

]

𝐾(𝑥)

 

 

Ayrıca verilen 𝑓(𝑥) çarpımsal analitik fonksiyonunun çarpımsal kuvvet serisi 𝑓(𝑥)  =

∏ (𝑐𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  ve verilen 𝐾(𝑥) analitik fonksiyonunun toplamsal kuvvet serisi 𝐾(𝑥) =

∑ 𝑘𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0  olsun. Burada 𝑏 > 0’dır. Bu durumda   

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

çarpımsal kuvvet serisi çözümü aşağıdaki formüllerle hesaplanan 𝑎𝑛, 𝑛 ≥  0 tabanlarına 

sahiptir. 

 

𝑎𝑛 =

[
 
 
 
 

(∏(𝑐𝑗)
(
𝑏𝑗+1

𝑗+1
)

∞

𝑗=0

)

1 [1−∑ 𝑘𝑗⋅
𝑏𝑗+1

𝑗+1
∞
𝑗=0 ]⁄

]
 
 
 
 
𝑘𝑛

⋅ 𝑐𝑛 

 

İspat: 

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥)𝑑𝑡
𝑏

0

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅ [∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

]

𝐾(𝑥)

 

 

Burada 𝐴 =∗ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0
 tanımlayalım. 
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𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅ 𝐴𝐾(𝑥) 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅ 𝐴𝐾(𝑥) 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅ 𝐴∑ 𝑘𝑛𝑥
𝑛∞

𝑛=0  

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝐴𝑘𝑛)𝑥
𝑛

∞

𝑛=0

 

 

ve 𝑏𝑛 = 𝐴𝑘𝑛 olarak tanımlayalım.   

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑏𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

𝑎𝑛 = (𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛) 

 

ve böylece 

 

𝜑(𝑡) =∏(𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
𝑡𝑛

∞

𝑛=0

 

 

bulunur. Şimdi 𝐴’nın değerini bulalım. 

 

𝐴 =∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

𝐴 =∗ ∫ [∏(𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
𝑡𝑛

∞

𝑛=0

]

𝑑𝑡𝑏

0

 

𝐴 =∏{∗∫[(𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
𝑡𝑛]

𝑑𝑡

𝑏

0

}

∞

𝑛=0

 

𝐴 =∏(𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡
𝑏
0

∞

𝑛=0
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𝐴 =∏(𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

 

𝐴 =∏(𝐴𝑘𝑛 ⋅ 𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

 

𝐴 =∏[((𝐴)
𝑘𝑛⋅

𝑏𝑛+1

(𝑛+1)) ⋅ ((𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1))]

∞

𝑛=0

 

𝐴 = [∏(𝐴)
𝑘𝑛⋅

𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

] ⋅ [∏(𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

] 

𝐴 = [(𝐴)
∑ 𝑘𝑛
∞
𝑛=0 ⋅

𝑏𝑛+1

(𝑛+1)] ⋅ [∏(𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

] 

 

𝐴’nın kuvvetlerini aynı tarafa alalım:  

 

(𝐴)
1−∑ 𝑘𝑛

∞
𝑛=0 ⋅

𝑏𝑛+1

(𝑛+1) =∏(𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

 

𝐴 = [∏(𝑐𝑛)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)

∞

𝑛=0

]

1

1−∑ 𝑘𝑛
∞
𝑛=0 ⋅

𝑏𝑛+1

(𝑛+1) 

 

Böylelikle 

 

𝑎𝑛 = 𝑏𝑛 ⋅ 𝑐𝑛 

𝑎𝑛 = 𝐴𝑘𝑛 ⋅ 𝑐𝑛 

𝑎𝑛 =

[
 
 
 
 

(∏(𝑐𝑗)
(
𝑏𝑗+1

𝑗+1
)

∞

𝑗=0

)

1 [1−∑ 𝑘𝑗⋅
𝑏𝑗+1

𝑗+1
∞
𝑗=0 ]⁄

]
 
 
 
 
𝑘𝑛

⋅ 𝑐𝑛 

 

elde edilir.  

∎ 

4.1.3. Çekirdeği Sadece t Değişkenine Bağlı Olan ÇFİD’nin Çözümü 

Teorem 4.3: Aşağıdaki çekirdeği sadece 𝑡  değişkenine bağlı olan ÇFİD’yi ele 

alalım. 
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𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

 

Burada verilen 𝑓(𝑥) çarpımsal analitik fonksiyonunun çarpımsal kuvvet serisi 𝑓(𝑥)  =

∏ (𝑐𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  ve verilen 𝐾(𝑥) analitik fonksiyonunun toplamsal kuvvet serisi 𝐾(𝑥) =

∑ 𝑘𝑗𝑡
𝑗∞

𝑗=0  olsun. Burada 𝑏 > 0’dır. Bu durumda denklemin 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

çarpımsal kuvvet serisi çözümü aşağıdaki formüllerle hesaplanan 𝑎𝑛, 𝑛 ≥  0 tabanlarına 

sahiptir. 

 

{
 
 

 
 

𝑎0 = [𝑐0 ⋅∏(𝑐𝑖)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=1

]

1

1−∑ (𝑘𝑗⋅
𝑏𝑗+1

𝑗+1
)∞

𝑗=0
,

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛, 𝑛 ≥ 1.

 

 

İspat:  

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∗ ∫ [(∏(𝑎𝑖)
𝑡𝑖

∞

𝑖=0

)

∑ 𝑘𝑗⋅𝑡
𝑗∞

𝑗=0

]

𝑑𝑡

𝑏

0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∗ ∫ [∏[(𝑎𝑖)
𝑡𝑖]

∑ 𝑘𝑗⋅𝑡
𝑗∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

]

𝑑𝑡
𝑏

0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∗ ∫ [∏(𝑎𝑖)
𝑡𝑖⋅∑ 𝑘𝑗⋅𝑡

𝑗∞
𝑗=0

∞

𝑖=0

]

𝑑𝑡
𝑏

0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑖)
∫ 𝑡𝑖⋅∑ 𝑘𝑗⋅𝑡

𝑗∞
𝑗=0 𝑑𝑡

𝑏
0

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑖)
∫ (∑ 𝑘𝑗⋅𝑡

𝑖+𝑗∞
𝑗=0 )𝑑𝑡

𝑏
0

∞

𝑖=0
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∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑖)
∑ (∫ 𝑘𝑗⋅𝑡

𝑖+𝑗𝑑𝑡
𝑏
0 )∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

 

 

ve 

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑖)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑡𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0
𝑡=0

𝑏
∞

𝑖=0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑖)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

𝑎0 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

= [𝑐0 ⋅ (∏(𝑎𝑖)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

)] ⋅∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

 

yazılabilir. Buradan   

 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛, 𝑛 ≥ 1 

 

ve 

 

𝑎0 = 𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑖)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=0

 

𝑎0 = 𝑐0 ⋅ (𝑎0)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑗+1

𝑗+1
)∞

𝑗=0
⋅∏(𝑎𝑖)

∑ (𝑘𝑗⋅
𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=1

 

(𝑎0)
1−∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑗+1

𝑗+1
)∞

𝑗=0
= [𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑖)

∑ (𝑘𝑗⋅
𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=1

] 

𝑎0 = [𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑖)
∑ (𝑘𝑗⋅

𝑏𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0

∞

𝑖=1

]

1

1−∑ (𝑘𝑗⋅
𝑏𝑗+1

𝑗+1
)∞

𝑗=0
 

 

elde edilir. 

∎ 

Örnek 4.2: Aşağıdaki ÇFİD verilsin. 
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𝜑(𝑥) =  𝑒𝑥−
𝑏2

2 ⋅∗ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0
, 𝑏 ∈ ℝ+\{1}.  

 

Bu denklemi çarpımsal kuvvet serisi yöntemiyle çözelim. 

Çözüm: Bu denklem çekirdeği 1’e eşit olan bir ÇFİD’dir. Bilinmeyen fonksiyon 

𝜑(𝑥)’in çarpımsal kuvvet serisi 𝜑(𝑥) = ∏ (𝑎𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  olsun. Verilen 𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥−
𝑏2

2  

fonksiyonunun çarpımsal Taylor serisi açılımı şu biçimdedir: 

 

𝑒𝑥−
𝑏2

2 = 𝑒−
𝑏2

2 ⋅ 𝑒𝑥 = 𝑒−
𝑏2

2 ⋅ 𝑒𝑥 ⋅ 1𝑥
2
⋅ … ⋅ 1𝑥

𝑛
⋅ … 

𝑒𝑥−
𝑏2

2 = (𝑒−
𝑏2

2 )

1

⋅ 𝑒𝑥 ⋅∏1𝑥
𝑛

∞

𝑛=2

 

 

Şimdi çözüm adımlarına bakalım. 

 

𝜑(𝑥) =  𝑒𝑥−
𝑏2

2 ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= (𝑒−
𝑏2

2 )

1

⋅ 𝑒𝑥 ⋅∏1𝑥
𝑛

∞

𝑛=2

⋅∗ ∫ [∏(𝑎𝑘)
𝑡𝑘

∞

𝑘=0

]

𝑑𝑡𝑏

0

 

 

İşlemleri devam ettirerek 

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= (𝑒−
𝑏2

2 )

1

⋅ 𝑒𝑥 ⋅∏∗∫ [(𝑎𝑘)
𝑡𝑘]

𝑑𝑡
𝑏

0

∞

𝑘=0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= (𝑒−
𝑏2

2 )

1

⋅ 𝑒𝑥 ⋅∏(𝑎𝑘)
[
𝑡𝑘+1

𝑘+1
]
𝑡=0

𝑏
∞

𝑘=0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= (𝑒−
𝑏2

2 )

1

⋅ 𝑒𝑥 ⋅∏(𝑎𝑘)
[
𝑏𝑘+1

𝑘+1
]

∞

𝑘=0

 

 

yazılabilir.  

 

𝑎0 ⋅ 𝑎1
𝑥 ⋅∏(𝑎𝑛)

𝑥𝑛
∞

𝑛=2

= {(𝑒−
𝑏2

2 ) ⋅∏(𝑎𝑘)
[
𝑏𝑘+1

𝑘+1
]

∞

𝑘=0

}

1

⋅ 𝑒𝑥 
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Böylece 𝑎1 = 𝑒,  𝑎𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 2 olduğu görülür. 𝑎0 ise 

 

𝑎0 = (𝑒
−
𝑏2

2 ) ⋅∏(𝑎𝑘)
[
𝑏𝑘+1

𝑘+1
]

∞

𝑘=0

 

𝑎0 = 𝑒
−
𝑏2

2 ⋅ (𝑎0)
𝑏 ⋅ (𝑎1)

𝑏2

2 ⋅ 1 

𝑎0 = 𝑒
−
𝑏2

2 ⋅ (𝑎0)
𝑏 ⋅ 𝑒

𝑏2

2  

(𝑎0)
1−𝑏 = 1 

𝑎0 = 1. 

 

olarak bulunur. Buradan  

 

𝑎0 = 1, 𝑎1 = 𝑒 

𝑎𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 2 

 

elde edilir. Böylelikle çözüm  

 

𝜑(𝑥) = 11 ⋅ 𝑒𝑥 ⋅∏1𝑥
𝑛

∞

𝑛=2

 

𝜑(𝑥) = 𝑒𝑥. 

 

olarak bulunur.  

 

4.2. Çarpımsal Volterra İntegral Denklemi (ÇVİD) 

Teorem 4.4: Aşağıdaki ÇVİD ele alalım.  

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

 

Burada verilen 𝑓(𝑥) çarpımsal analitik fonksiyonunun çarpımsal kuvvet serisi 𝑓(𝑥) =

∏ (𝑐𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  olsun. Ayrıca analitik bir fonksiyon olarak verilen 𝐾(𝑥, 𝑡) çekirdeğinin 

toplamsal kuvvet serisi 𝐾(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝑘𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑡𝑗)∞

𝑖,𝑗=0  olsun. Bu durumda denklemin  
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𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

çarpımsal kuvvet serisi çözümü aşağıdaki formüllerle hesaplanan 𝑎𝑛, 𝑛 ≥  0 tabanlarına 

sahiptir. 

 

{

𝑎0 = 𝑐0,

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅∏(𝑎𝑖)
∑  

𝑘𝑛−1−𝑖−𝑗,𝑗
𝑖+𝑗+1

𝑛−1−𝑖
𝑗=0

𝑛−1

𝑖=0

,   𝑛 ≥ 1.
 

 

İspat: 

 

𝜑(𝑥) =  𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∗ ∫ [∏(𝑎𝑛)
𝑡𝑛

∞

𝑛=0

]

∑ (𝑘𝑖,𝑗𝑥
𝑖𝑡𝑗)∞

𝑖,𝑗=0 𝑑𝑡
𝑥

0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∗ ∫ [∏(𝑎𝑛)
𝑡𝑛∑ (𝑘𝑖,𝑗𝑥

𝑖𝑡𝑗)∞
𝑖,𝑗=0

∞

𝑛=0

]

𝑑𝑡
𝑥

0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏[∗ ∫(𝑎𝑛)
𝑡𝑛∑ (𝑘𝑖,𝑗𝑥

𝑖𝑡𝑗)∞
𝑖,𝑗=0 𝑑𝑡

𝑥

0

]

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∫ [∑ (𝑘𝑖,𝑗⋅𝑥

𝑖⋅𝑡𝑛⋅𝑡𝑗)∞
𝑖,𝑗=0 ]𝑑𝑡

𝑥
0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ [𝑘𝑖,𝑗⋅𝑥

𝑖⋅(∫ 𝑡𝑛+𝑗𝑑𝑡
𝑥
0

)]∞
𝑖,𝑗=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ [𝑘𝑖,𝑗⋅𝑥

𝑖⋅(
𝑡𝑛+𝑗+1

𝑛+𝑗+1
)
𝑡=0

𝑥

]∞
𝑖,𝑗=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ (𝑘𝑖,𝑗⋅𝑥

𝑖⋅
𝑥𝑛+𝑗+1

𝑛+𝑗+1
)∞

𝑖,𝑗=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ (

𝑘𝑖,𝑗
𝑛+𝑗+1

⋅𝑥𝑛+𝑖+𝑗+1)∞
𝑖,𝑗=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ ∑ (

𝑘𝑖,𝑗
𝑛+𝑗+1

⋅𝑥𝑛+𝑖+𝑗+1)∞
𝑗=0

∞
𝑖=0

∞

𝑛=0
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yazılabilir. Teorem (3.7)’nin toplam sembolü için benzeri kullanılarak  

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ ∑ (

𝑘𝑖−𝑗,𝑗
𝑛+𝑗+1

⋅𝑥𝑛+𝑖+1)𝑖
𝑗=0

∞
𝑖=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑛)
∑ [(∑

𝑘𝑖−𝑗,𝑗
𝑛+𝑗+1

𝑖
𝑗=0 )⋅𝑥𝑛+𝑖+1]∞

𝑖=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏∏[(𝑎𝑛)
(∑

𝑘𝑖−𝑗,𝑗
𝑛+𝑗+1

𝑖
𝑗=0 )⋅𝑥𝑛+𝑖+1

]

∞

𝑖=0

∞

𝑛=0

. 

 

elde edilir. Burada  

 

𝑢(𝑛, 𝑖) =∑
𝑘𝑖−𝑗,𝑗

𝑛 + 𝑗 + 1

𝑖

𝑗=0

 

 

olarak tanımlarsak  

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏∏[(𝑎𝑛)
𝑢(𝑛,𝑖)⋅𝑥𝑛+𝑖+1]

∞

𝑖=0

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏[∏(𝑎𝑛−𝑖)
𝑢(𝑛−𝑖,𝑖)⋅𝑥𝑛+1

𝑛

𝑖=0

]

∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏[∏(𝑎𝑛−𝑖)
𝑢(𝑛−𝑖,𝑖)

𝑛

𝑖=0

]

𝑥𝑛+1∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏[∏(𝑎𝑖)
𝑢(𝑖,𝑛−𝑖)

𝑛

𝑖=0

]

𝑥𝑛+1∞

𝑛=0

 

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅∏[∏(𝑎𝑖)
𝑢(𝑖,𝑛−𝑖−1)

𝑛−1

𝑖=0

]

𝑥𝑛∞

𝑛=1

 

 

yazılabilir. Ayrıca 

 

𝑎0 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑐0 ⋅∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

⋅∏[∏(𝑎𝑖)
𝑢(𝑖,𝑛−𝑖−1)

𝑛−1

𝑖=0

]

𝑥𝑛∞

𝑛=1
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eşit olduğu görülür ve böylelikle  

 

𝑎0 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

= 𝑐0 ⋅∏[𝑐𝑛 ⋅∏(𝑎𝑖)
𝑢(𝑖,𝑛−𝑖−1)

𝑛−1

𝑖=0

]

𝑥𝑛∞

𝑛=1

 

 

elde edilir. Devamında tabanlar için  

 

𝑎0 = 𝑐0, 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅∏(𝑎𝑖)
𝑢(𝑖,𝑛−𝑖−1)

𝑛−1

𝑖=0

, 𝑛 ≥ 1 

 

eşitlikleri bulunur. 

 

𝑢(𝑖, 𝑛 − 𝑖 − 1) = ∑ (
𝑘𝑛−𝑖−1−𝑗,𝑗

𝑖 + 𝑗 + 1
)

𝑛−𝑖−1

𝑗=0

 

 

değeri 𝑎𝑛’de yerine yazılırsa 

 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅∏(𝑎𝑖)
(∑  

𝑘𝑛−𝑖−1−𝑗,𝑗
𝑖+𝑗+1

𝑛−𝑖−1
𝑗=0 )

𝑛−1

𝑖=0

, 𝑛 ≥ 1. 

 

formülü elde edilir. Böylelikle 𝜑(𝑥) = ∏ (𝑎𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  çözümünün 

tabanları aşağıdaki gibi bulunur. 

 

{

𝑎0 = 𝑐0,

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅∏(𝑎𝑖)
∑  

𝑘𝑛−1−𝑖−𝑗,𝑗
𝑖+𝑗+1

𝑛−1−𝑖
𝑗=0

𝑛−1

𝑖=0

,   𝑛 ≥ 1.       
 

   

∎ 

Örnek 4.3: Aşağıdaki ÇVİD 
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𝜑(𝑥) =  𝑒−𝑥
2−𝑥+3 ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

 

verilsin. Bu denklemi çarpımsal kuvvet serisi yöntemini (ÇKSY) kullanarak 

çözelim. 

 

Çözüm: Bilinmeyen fonksiyon 𝜑(𝑥)’in çarpımsal kuvvet serisi 𝜑(𝑥) =

∏  (𝑎𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  olsun. Şimdi denklemin iki tarafının kuvvet serisi açılımını 

yapalım. 

 

𝜑(𝑥) =  𝑒3 ⋅ (𝑒−1)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑒3 ⋅ (𝑒−1)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅∗ ∫ [∏(𝑎𝑛)

𝑡𝑛
∞

𝑛=0

]

𝑑𝑡𝑥

0

 

= 𝑒3 ⋅ (𝑒−1)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅∏∗∫[(𝑎𝑛)

𝑡𝑛]
𝑑𝑡

𝑥

0

∞

𝑛=0

 

= 𝑒3 ⋅ (𝑒−1)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅∏(𝑎𝑛)

𝑥𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

 

= 𝑒3 ⋅ (𝑒−1)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅∏(𝑎𝑛−1)

𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

 

 

yazılabilir. Buradan 

 

𝑎0 ⋅ 𝑎1
𝑥 ⋅ 𝑎2

𝑥2 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=3

= 𝑒3 ⋅ (𝑒−1)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅ 𝑎0

𝑥 ⋅ 𝑎1
𝑥2

2 ⋅∏(𝑎𝑛−1)
𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=3

 

𝑎0 ⋅ 𝑎1
𝑥 ⋅ 𝑎2

𝑥2 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=3

= 𝑒3 ⋅ (𝑒−1 ⋅ 𝑎0)
𝑥 ⋅ (𝑒−1 ⋅ 𝑎1

1
2⁄ )
𝑥2

⋅∏(𝑎𝑛−1)
𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=3

 

 

eşit olduğu görülür. ÇKS’nin tabanları için  

 

{
𝑎0 = 𝑒

3, 𝑎1 = 𝑒
−1 ⋅ 𝑎0,

𝑎2 = 𝑒
−1 ⋅ 𝑎1

1
2⁄ , 𝑎𝑛 = (𝑎𝑛−1)

1
𝑛⁄ ,   𝑛 ≥ 3
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yazılabilir. Böylelikle ÇKS’nin tabanları 

 

𝑎0 = 𝑒
3; 𝑎1 = 𝑒2; (𝑎𝑛) = 1, 𝑛 ≥ 2 

 

olduğu görülür. Verilen denklemin çözümü 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

𝜑(𝑥) = 𝑎0 ⋅ (𝑎1)
𝑥 ⋅∏1𝑥

𝑛

∞

𝑛=2

 

𝜑(𝑥) = 𝑒2𝑥+3. 

 

olarak bulunur.  

 

4.3. Çarpımsal Volterra-Fredholm İntegral Denklemi (ÇVFİD)  

 

4.3.1. Çekirdekleri K1(x,t)=K2(x,t)=1 olan ÇVFİD’nin Çözümü 

Teorem 4.5: Aşağıdaki ÇVFİD verilsin. 

 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

. 

 

Burada 𝑏 ∈ ℝ+\{ln 2}. Ayrıca verilen çarpımsal analitik 𝑓(𝑥) fonksiyonunun 

çarpımsal kuvvet serisi 

 

𝑓(𝑥) =∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

olsun. Bu durumda denklemin çarpımsal kuvvet serisi çözümü 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 



46 

 

aşağıda formülleri verilen 𝑎𝑛, 𝑛 ≥ 0 tabanlarına sahiptir. 

 

𝑎0 = {𝑐0 ⋅ (𝑐1)
𝑏2

2 ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2
}
 

 

1

(2−𝑒𝑏)

, 

𝑎1 = 𝑐1 ⋅ 𝑎0, 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅ (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

) ⋅ (𝑎0)
1
𝑛!, 𝑛 ≥ 2 

 

İspat: 𝜑(𝑥) ve 𝑓(𝑥) fonksiyonlarının çarpımsal kuvvet serileri sırasıyla  

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

, 

𝑓(𝑥) =∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 

biçiminde olsun. Teoremdeki denklemin her iki tarafının kuvvet serisi açılımını 

kullanalım. 

 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅ (∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

) ⋅ (∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

) 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

=∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

⋅ [∗ ∫(∏(𝑎𝑛)
𝑡𝑛

∞

𝑛=0

)

𝑑𝑡𝑥

0

] ⋅ [∗ ∫(∏(𝑎𝑛)
𝑡𝑛

∞

𝑛=0

)

𝑑𝑡𝑏

0

] 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= [∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

] ⋅∏[∗ ∫([𝑎𝑛]
𝑡𝑛)

𝑑𝑡

𝑥

0

]

∞

𝑛=0

⋅∏[∗ ∫([𝑎𝑛]
𝑡𝑛)

𝑑𝑡

𝑏

0

]

∞

𝑛=0

 

= [∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

] ⋅ [∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

] ⋅ [∏(𝑎𝑛)
𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

] 

= [∏(𝑐𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

] ⋅ [∏(𝑎𝑛−1)
𝑥𝑛

𝑛

∞

𝑛=1

] ⋅ [∏(𝑎𝑛)
𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

] 
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𝑎0 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

= {𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

} ⋅∏[𝑐𝑛 ⋅ (𝑎𝑛−1)
1
𝑛]
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

 

Böylelikle 

 

𝑎0 = 𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

ve 𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅ (𝑎𝑛−1)
1
𝑛, 𝑛 ≥ 1 

 

eşittir.  Buradan 

 

𝑎0 = 𝑐0 ⋅ (𝑎0)
𝑏 ⋅∏(𝑎𝑛)

𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=1

 

(𝑎0)
1−𝑏 = 𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑛)

𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=1

 

 

yazılabilir. Öncelikle 𝑎𝑛’i 𝑎0 cinsinden yazalım. 

 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅ (𝑎𝑛−1)
1
𝑛 

𝑎1 = 𝑐1 ⋅ 𝑎0 

𝑎2 = 𝑐2 ⋅ (𝑎1)
1
2 = 𝑐2 ⋅ (𝑐1 ⋅ 𝑎0)

1
2 

𝑎2 = 𝑐2 ⋅ (𝑐1)
1
2 ⋅ (𝑎0)

1
2 

𝑎3 = 𝑐3 ⋅ (𝑐2)
1
3 ⋅ (𝑐1)

1
2⋅3 ⋅ (𝑎0)

1
3! 

𝑎4 = 𝑐4 ⋅ (𝑐3)
1
4 ⋅ (𝑐2)

1
3⋅4 ⋅ (𝑐1)

1
2⋅3⋅4 ⋅ (𝑎0)

1
4! 

⋮ 

 

Bu devam ettirilerek 

 

𝑎1 = 𝑐1 ⋅ 𝑎0 

𝑎𝑛 = 𝑐𝑛 ⋅ (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

) ⋅ (𝑎0)
1
𝑛!, 𝑛 ≥ 2 

 

elde edilir. Şimdi 𝑎0’ı bulalım. 
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(𝑎0)
1−𝑏 = 𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑛)

𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=1

 

= (𝑐0 ⋅ (𝑎1)
𝑏2

2 ) ⋅∏(𝑎𝑛)
𝑏𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=2

 

= (𝑐0 ⋅ (𝑐1 ⋅ 𝑎0)
𝑏2

2 ) ⋅∏[𝑐𝑛 ⋅ (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

) ⋅ (𝑎0)
1
𝑛!]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

= [𝑐0 ⋅ (𝑐1)
𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 ⋅ (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

⋅ (𝑎0)
𝑏2

2

⋅∏[(𝑎0)
1
𝑛!]

𝑏𝑛+1

𝑛+1
∞

𝑛=2

 

= (𝑎0
𝑏2

2 ⋅∏(𝑎0)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)!

∞

𝑛=2

) ⋅ [𝑐0 ⋅ (𝑐1)
𝑏2

2 ]

⋅∏[𝑐𝑛 ⋅ (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

= ∏(𝑎0)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)!

∞

𝑛=1

⋅ [𝑐0 ⋅ (𝑐1)
𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

= ∏(𝑎0)
𝑏𝑛+1

(𝑛+1)!

∞

𝑛=1

⋅ [𝑐0 ⋅ (𝑐1)
𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

= (𝑎0)
∑

𝑏𝑛+1

(𝑛+1)!
∞
𝑛=1 ⋅ [𝑐0 ⋅ (𝑐1)

𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

= (𝑎0)
∑

𝑏𝑛

𝑛!
∞
𝑛=2 ⋅ [𝑐0 ⋅ (𝑐1)

𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

 

elde edilir. 𝑎0’lar aynı tarafa toplanır. 
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(𝑎0)
1−𝑏−∑

𝑏𝑛

𝑛!
∞
𝑛=2 = [𝑐0 ⋅ (𝑐1)

𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

(𝑎0)
1−𝑏−(𝑒𝑏−1−𝑏) = [𝑐0 ⋅ (𝑐1)

𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

𝑎0
2−𝑒𝑏 = [𝑐0 ⋅ (𝑐1)

𝑏2

2 ] ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2

 

 

ve son olarak 

 

𝑎0  =

{
 

 

𝑐0(𝑐1)
𝑏2

2 ⋅∏[𝑐𝑛 (∏(𝑐𝑘)
1

(𝑘+1)⋅(𝑘+2)⋅…⋅𝑛

𝑛−1

𝑘=1

)]

𝑏𝑛+1

𝑛+1∞

𝑛=2
}
 

 

1

(2−𝑒𝑏)

 

 

elde edilir. 

 

4.3.2. Çekirdekleri K1(x,t)=K(x,t), K2(x,t)=1 olan ÇVFİD’nin Çözümü  

Teorem 4.6: Aşağıdaki çarpımsal Volterra Fredholm integral denklemini ele 

alalım. 

 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

. 

 

Burada 𝑏 ∈ ℝ+ olarak alınacaktır. Aşağıdaki kabulleri yapalım. 

a) Verilen çarpımsal analitik 𝑓(𝑥) fonksiyonunun çarpımsal kuvvet serisi açılımı 

𝑓(𝑥) = ∏ (𝑐𝑖)
𝑥𝑖∞

𝑖=0  olsun. Analitik olan 𝐾(𝑥, 𝑡) çekirdek fonsiyonun kuvvet serisi açılımı  

𝐾(𝑥, 𝑡) = ∑ (𝑘𝑛,𝑗𝑥
𝑛𝑡𝑗)∞

𝑛,𝑗=0  olsun. 

b)  

𝑢(𝑖, 𝑛) = ∑ (
𝑘𝑛−𝑗,𝑗

𝑖+𝑗+1
)𝑛

𝑗=0   

 

olarak tanımlansın.  
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c) Elemanları aşağıda verilen 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)(𝑁+1)×(𝑁+1) ve 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗)(𝑁+1)×(𝑁+1) 

matrisleri tanımlansın. 0 ≤ 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑁 için  

 

𝑏𝑖𝑗 = {
𝑏𝑗+1

𝑗 + 1
, 𝑖 = 0,

0, 𝑖 ≠ 0,

       

𝑙𝑖𝑗 = {
0, 𝑖 ≤ 𝑗,

𝑢(𝑗, 𝑖 − 𝑗 − 1), 𝑖 > 𝑗.
 

 

d)  𝑉(𝑁+1)×(𝑁+1) matrisi 𝑉 = 𝐼 − 𝐵 − 𝐿 olarak tanımlansın. Burada 𝐼(𝑁+1)×(𝑁+1) 

birim matristir. 

e) 𝐶 vektörü  

 

𝐶 =

[
 
 
 
 
ln 𝑐0
⋮

ln 𝑐𝑖
⋮

ln 𝑐𝑁]
 
 
 
 

 

 

olarak tanımlansın. 

Bu kabuller altında eğer det(𝑉) ≠ 0 ise   

 

𝑎𝑖 = exp{(𝑉−1𝐶)𝑖} , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

 

olmak üzere  

 

𝜑̃(𝑥) =∏(𝑎𝑖)
𝑥𝑖

𝑁

𝑖=0

 

 

verilen denklemin 𝜑(𝑥) çözümünün 𝑁. dereceden bir yaklaşımıdır. 

 

İspat:  

Bilinmeyen fonksiyon 𝜑(𝑥)’in çarpımsal kuvvet serisi  

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑖)
𝑥𝑖

∞

𝑖=0

, 
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biçiminde olsun.  

𝜑(𝑥) fonksiyonunun 𝑁. dereceden bir yaklaşımı 𝜑̃(𝑥) aşağıdaki gibi verilsin.  

 

𝜑(𝑥) ≅ 𝜑̃(𝑥) = ∏ (𝑎𝑖)
𝑥𝑖𝑁

𝑖=0 .  

 

Verilen 𝑓(𝑥) fonksiyonunun 𝑁. dereceden yaklaşımı aşağıdadır.  

 

𝑓(𝑥) =∏(𝑐𝑖)
𝑥𝑖

∞

𝑖=0

 

𝑓(𝑥) ≅∏(𝑐𝑖)
𝑥𝑖 .

𝑁

𝑖=0

 

 

Verilen denklemdeki  

 

∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

 

çarpımsal integralinin bir yaklaşımını bulalım.   

 

∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

≅∗ ∫ 𝜑̃(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

 

=∗ ∫ [∏(𝑎𝑖)
𝑡𝑖

𝑁

𝑖=0

]

𝑏

0

𝑑𝑡

 

=∏∗∫ [(𝑎𝑖)
𝑡𝑖]

𝑑𝑡
𝑏

0

𝑁

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∫ 𝑡𝑖
𝑏
0

𝑑𝑡

𝑁

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
𝑏𝑖+1

𝑖+1

𝑁

𝑖=0
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∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

≅∏(𝑎𝑖)
𝑏𝑖+1

𝑖+1

𝑁

𝑖=0

. 

 

Şimdi denklemdeki Volterra çarpımsal integralinin 𝑁. dereceden bir yaklaşımını 

hesaplayalım. 

 

∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

=∗ ∫{∏(𝑎𝑖)
𝑡𝑖

∞

𝑖=0

}

∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥
𝑛𝑡𝑗]∞

𝑛,𝑗=0 𝑑𝑡𝑥

0

 

=∏{∗ ∫(𝑎𝑖)
𝑡𝑖∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥

𝑛𝑡𝑗]∞
𝑛,𝑗=0 𝑑𝑡

𝑥

0

}

∞

𝑖=0

 

=∏{∗ ∫(𝑎𝑖)
∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥

𝑛𝑡𝑖+𝑗]∞
𝑛,𝑗=0 𝑑𝑡

𝑥

0

}

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∫ ∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥

𝑛𝑡𝑖+𝑗]∞
𝑛,𝑗=0

𝑥
0 𝑑𝑡

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥

𝑛(∫ 𝑡𝑖+𝑗
𝑥
0 𝑑𝑡)]∞

𝑛,𝑗=0

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥

𝑛⋅(
𝑡𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)
𝑡=0

𝑥

]∞
𝑛,𝑗=0

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∑ [𝑘𝑛,𝑗⋅𝑥

𝑛⋅
𝑥𝑖+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
]∞

𝑛,𝑗=0

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∑ (𝑘𝑛,𝑗⋅

𝑥𝑖+𝑛+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑛,𝑗=0

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∑ ∑ (𝑘𝑛,𝑗⋅

𝑥𝑖+𝑛+𝑗+1

𝑖+𝑗+1
)∞

𝑗=0
∞
𝑛=0

∞

𝑖=0

 

=∏(𝑎𝑖)
∑ ∑ (𝑘𝑛−𝑗,𝑗⋅

𝑥𝑖+𝑛+1

𝑖+𝑗+1
)𝑛

𝑗=0
∞
𝑛=0

∞

𝑖=0

 

∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

=∏∏[(𝑎𝑖)
∑ (

𝑘𝑛−𝑗,𝑗
𝑖+𝑗+1

)𝑛
𝑗=0 ]

𝑥𝑖+𝑛+1∞

𝑛=0

∞

𝑖=0

 

 

Bu aşamada 
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𝑢(𝑖, 𝑛) =∑(
𝑘𝑛−𝑗,𝑗

𝑖 + 𝑗 + 1
)

𝑛

𝑗=0

 

 

olarak tanımlayalım.  

 

∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

=∏∏[𝑎𝑖
𝑢(𝑖,𝑛)]

𝑥𝑖+𝑛+1
∞

𝑛=0

 

∞

𝑖=0

 

=∏∏[𝑎𝑖−𝑛
𝑢(𝑖−𝑛,𝑛)]

𝑥𝑖+1
𝑖

𝑛=0

∞

𝑖=0

 

=∏∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑥𝑖
𝑖−1

𝑛=0

∞

𝑖=1

 

=∏(∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑖−1

𝑛=0

)

𝑥𝑖
∞

𝑖=1

 

∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

≅∏(∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑖−1

𝑛=0

)

𝑥𝑖
𝑁

𝑖=1

 

 

Şimdi bu yaklaşımları   

 

𝜑(𝑥) = 𝑓(𝑥) ⋅ [∗ ∫𝜑(𝑡)𝐾(𝑥,𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0

] ⋅ [∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

0

] 

 

çarpımsal integral denkleminde kullanalım. 

 

𝜑̃(𝑥) =∏(𝑐𝑖)
𝑥𝑖

𝑁

𝑖=0

⋅∏(∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑖−1

𝑛=0

)

𝑥𝑖
𝑁

𝑖=1

⋅∏(𝑎𝑖)
𝑏𝑖+1

𝑖+1

𝑁

𝑖=0

 

∏(𝑎𝑖)
𝑥𝑖

𝑁

𝑖=0

=∏(𝑐𝑖)
𝑥𝑖

𝑁

𝑖=0

⋅∏(∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑖−1

𝑛=0

)

𝑥𝑖
𝑁

𝑖=1

⋅∏(𝑎𝑖)
𝑏𝑖+1

𝑖+1

𝑁

𝑖=0

 

𝑎0 ⋅∏(𝑎𝑖)
𝑥𝑖

𝑁

𝑖=1

= [𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑖)
𝑏𝑖+1

𝑖+1

𝑁

𝑖=0

] ⋅∏(𝑐𝑖 ⋅∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑖−1

𝑛=0

)

𝑥𝑖
𝑁

𝑖=1
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Böylelikle 

 

𝑎0 = 𝑐0 ⋅∏(𝑎𝑖)
𝑏𝑖+1

𝑖+1

𝑁

𝑖=0

  

𝑎𝑖 = 𝑐𝑖 ⋅∏[𝑎𝑖−1−𝑛
𝑢(𝑖−1−𝑛,𝑛)]

𝑖−1

𝑛=0

, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁. 

 

olduğu görülür. İkinci denklemdeki çarpımda farklı bir indeks 𝑗 = 𝑖 − 1 − 𝑛 kullanılırsa  

 

𝑎𝑖 = 𝑐𝑖 ⋅∏[𝑎𝑗
𝑢(𝑗,𝑖−1−𝑗)],   

𝑖−1

𝑗=0

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁. 

 

yazılır. Denklemlerdeki bilinmeyenleri sol tarafa toplarsak 

 

{
  
 

  
 𝑎0

1−𝑏 ⋅∏(𝑎𝑗)
−𝑏𝑗+1

𝑗+1

𝑁

𝑗=1

= 𝑐0

(∏[𝑎𝑗
𝑢(𝑗,𝑖−1−𝑗)]

𝑖−1

𝑗=0

)

−1

⋅ 𝑎𝑖 = 𝑐𝑖, 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁.

 

 

denklem sistemi elde edilir. Her bir denklemin her iki tarafının logaritması alınarak 

 

{
 
 

 
 (1 − 𝑏) ln 𝑎0 −∑(

𝑏𝑗+1

𝑗 + 1
) ln 𝑎𝑗

𝑁

𝑗=1

= ln 𝑐0

−∑𝑢(𝑗, 𝑖 − 1 − 𝑗) ln 𝑎𝑗

𝑖−1

𝑗=0

+ ln𝑎𝑖 = ln 𝑐𝑖 , 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁

 

 

yazılır. Teoremde olduğu gibi 𝐼(𝑁+1)×(𝑁+1) birim matris ve elemanları sırasıyla   

 

𝑏𝑖𝑗 = {
𝑏𝑗+1

𝑗 + 1
, 𝑖 = 0,

0, 𝑖 ≠ 0,
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𝑙𝑖𝑗 = {
0, 𝑖 ≤ 𝑗,

𝑢(𝑗, 𝑖 − 1 − 𝑗), 𝑖 > 𝑗,
  

 

olan 𝐵 = (𝑏𝑖𝑗)(𝑁+1)×(𝑁+1) ve 𝐿 = (𝑙𝑖𝑗)(𝑁+1)×(𝑁+1) matrisleri için 𝑉 = 𝐼 − 𝐵 − 𝐿 

matrisini tanımlayalım. Bu durumda 

 

𝐴 =

[
 
 
 
 
ln 𝑎0
⋮

ln 𝑎𝑖
⋮

ln 𝑎𝑁]
 
 
 
 

, 𝐶 =

[
 
 
 
 
ln 𝑐0
⋮

ln 𝑐𝑖
⋮

ln 𝑐𝑁]
 
 
 
 

 

 

vektörleri için denklem sisteminin matris formu aşağıdaki gibi olur. 

 

𝑉𝐴 = 𝐶 

 

Bu matris denklemin çözümü det(𝑉) ≠ 0 ise 

 

𝐴 = 𝑉−1𝐶.  

 

Buradan 𝜑̃(𝑥) = ∏ (𝑎𝑖)
𝑥𝑖𝑁

𝑖=0  yaklaşık çarpımsal kuvvet serisi çözümünün tabanları 

 

ln 𝑎𝑖 = (𝑉
−1𝐶)𝑖, 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁   

 

eşitliğinden 

 

𝑎𝑖 = exp{(𝑉−1𝐶)𝑖} , 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑁 

 

olarak bulunur.  

Örnek 4.4: Aşağıdaki ÇVFİD ele alalım. 

 

𝜑(𝑥) = 𝑒−𝑥
2+2𝑥−

1
4 ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

⋅∗ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

1
2⁄

0

 

 

Bu denklemi ÇKSY kullanarak çözelim. 
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Çözüm. Bilinmeyen fonksiyon 𝜑(𝑥)’in çarpımsal kuvvet serisi 𝜑(𝑥) =

∏  (𝑎𝑛)
𝑥𝑛∞

𝑛=0  olsun. Verilen 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥
2+2𝑥−

1

4  fonksiyonunun çarpımsal Taylor serisi 

 

𝑒−𝑥
2+2𝑥−

1
4 = 𝑒

−1
4 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥

2
⋅∏1𝑥

𝑘

∞

𝑘=3

 

 

biçimindedir. İlk olarak denklemin iki tarafında bulunan fonksiyonlara karşılık gelen 

çarpımsal kuvvet serilerini yazalım. 

 

𝜑(𝑥) = 𝑒−𝑥
2+2𝑥−

1
4 ⋅∗ ∫𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0

⋅∗ ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡

1
2⁄

0

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥

2
⋅∗ ∫(∏(𝑎𝑛)

𝑡𝑛
∞

𝑛=0

)

𝑑𝑡𝑥

0

⋅∗ ∫(∏(𝑎𝑘)
𝑡𝑘

∞

𝑘=0

)

𝑑𝑡
1
2

0

 

= 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥

2
⋅∏∗∫[(𝑎𝑛)

𝑡𝑛]
𝑑𝑡

𝑥

0

∞

𝑛=0

⋅∏∗∫ [(𝑎𝑘)
𝑡𝑘]

𝑑𝑡

1
2

0

∞

𝑘=0

 

= 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥

2
⋅∏(𝑎𝑛)

∫ 𝑡𝑛𝑑𝑡
𝑥
0

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑘)
∫ 𝑡𝑘𝑑𝑡

1
2
0

∞

𝑘=0

 

= 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥

2
⋅∏(𝑎𝑛)

[
𝑡𝑛+1

𝑛+1
]
𝑡=0

𝑥∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑘)
[
𝑡𝑘+1

𝑘+1
]
𝑡=0

1
2⁄∞

𝑘=0

 

= 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥

2
⋅∏(𝑎𝑛)

𝑥𝑛+1

𝑛+1

∞

𝑛=0

⋅∏(𝑎𝑘)
(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=0

 

= [𝑒
−1
4 ⋅∏(𝑎𝑘)

(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=0

] ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅ (𝑒−1)𝑥
2
⋅∏[(𝑎𝑛−1)

1
𝑛]
𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= [𝑒
−1
4 ⋅∏(𝑎𝑘)

(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=0

] ⋅ (𝑒2 ⋅ 𝑎0)
𝑥 ⋅ (𝑒−1 ⋅ 𝑎1

1
2⁄ )
𝑥2

⋅∏[(𝑎𝑛−1)
1
𝑛]
𝑥𝑛

∞

𝑛=3

 

 

Böylelikle 
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𝑎0 = 𝑒
−1
4 ⋅∏(𝑎𝑘)

(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=0

 

𝑎1 = 𝑒
2 ⋅ 𝑎0 

𝑎2 = 𝑒
−1 ⋅ 𝑎1

1
2⁄  

𝑎2 = (𝑎0)
1
2⁄  

𝑎𝑛 = (𝑎𝑛−1)
1
𝑛⁄ , 𝑛 ≥ 3 

 

olduğu görülür. İkinci olarak 𝑎𝑛, 𝑛 ≥ 2 değerini 𝑎0 cinsinden yazalım. 

 

𝑎3 = (𝑎2)
1
3⁄ ⇒ 𝑎3 = (𝑎0

1
2⁄ )

1
3
⇒ 𝑎3 = (𝑎0)

1
3! 

𝑎4 = (𝑎3)
1
4⁄ ⇒ 𝑎4 = (𝑎0

1
3!⁄ )

1
4
⇒ 𝑎4 = (𝑎0)

1
4! 

⋮ 

𝑎𝑛 = (𝑎0)
1
𝑛!⁄ , 𝑛 ≥ 2. 

 

Sonrasında 𝑎0’ın değerini hesaplayalım. 

 

𝑎0 = 𝑒
−1
4 ⋅∏(𝑎𝑘)

(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=0

 

𝑎0 = 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑎0)

1
2 ⋅ (𝑎1)

(
1
2
)
2

2 ⋅∏(𝑎𝑘)
(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1

∞

𝑘=2

 

𝑎0 = 𝑒
−1
4 ⋅ (𝑎0)

1
2 ⋅ (𝑒2 ⋅ 𝑎0)

1
8 ⋅∏(𝑎0

1
𝑘!)

(
1
2
)
𝑘+1

𝑘+1
∞

𝑘=2

 

 

ve 

 

𝑎0 = (𝑎0)
5
8 ⋅∏(𝑎0)

(
1
2
)
𝑘+1

(𝑘+1)!

∞

𝑘=2
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𝑎0 = (𝑎0)
5
8 ⋅∏(𝑎0)

(
1
2
)
𝑘

(𝑘)!

∞

𝑘=3

 

𝑎0 = (𝑎0)
5
8 ⋅ (𝑎0)

∑
(
1
2
)
𝑘

(𝑘)!
∞
𝑘=3  

𝑎0 = (𝑎0)
5
8 ⋅ (𝑎0)

(
−13
8
+𝑒

1
2)

 

 

yazılır. Buradan 

 

𝑎0
(1−

5
8
+
13
8
 −𝑒

1
2⁄ ) = 1 

(𝑎0)
2−𝑒

1
2⁄ = 1 

𝑎0 = 1 

 

olarak elde edilir. Çarpımsal kuvvet serisi çözümünün tabanları aşağıdaki gibidir. 

 

𝑎𝑛 = {
𝑒2, 𝑛 = 1
1, 𝑛 ≠ 1

} 

 

Denklemin çözümü 

 

𝜑(𝑥) =∏(𝑎𝑛)
𝑥𝑛

∞

𝑛=0

= 11 ⋅ (𝑒2)𝑥 ⋅∏1𝑥
𝑛

∞

𝑛=2

 

𝜑(𝑥) = 𝑒2𝑥 . 

 

olarak bulunur. 



 

 

 

5. SONUÇ ve DEĞERLENDİRME 

Bu tez çalışmasında çarpımsal analizin temel tanım ve teoremleri verilmiştir. 

Ayrıca çarpımsal dizi, sonlu çarpım ve çarpımsal seriler tanımlanmış ve bunlarla ilgili 

temel kurallar verilmiştir. Sonrasında çarpımsal kuvvet serileri ve çarpımsal Taylor 

serilerinden bahsedilmiştir. Tezin asıl konusu ise çarpımsal integral denklemler ve onların 

kuvvet serileri ile çözülmesidir. Dördüncü bölümde, birinci ve ikinci tipte çarpımsal 

integral denklemler verilmiştir. Bu iki tip için Fredholm, Volterra ve Volterra-Fredholm 

çarpımsal integrallerini içeren çarpımsal integral denklemler tanımlanmıştır. Son olarak 

ikinci tipte çarpımsal integral denklemler için çözüm yöntemleri araştırılmış ve çarpımsal 

kuvvet serisi yöntemiyle çözümleri incelenmiştir. Tezin çalışmasını oluşturan çarpımsal 

integral denklemlerin çarpımsal kuvvet serisi çözümleri (Bal, Yalçın ve Dedetürk, 2022) 

makalesinde yayımlanmıştır. 
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