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OZET

Bu tez caligmasinda c¢arpimsal analizin temel tanim ve teoremleri verilmistir.
Ayrica carpimsal dizi, sonlu ¢arpim ve ¢arpimsal seriler tanimlanmis ve bunlarla ilgili
temel kurallar verilmistir. Sonrasinda carpimsal kuvvet serileri ve ¢arpimsal Taylor
serilerinden bahsedilmistir. Tezin asil konusu ise ¢arpimsal integral denklemler ve onlarin
carpimsal kuvvet serileri ile ¢oziilmesidir. Birinci ve ikinci tipte carpimsal integral
denklemlerin tanimlar1 verilmistir. ikinci tipte olan farkl1 carpimsal integral denklemlerin
¢Oziimleri, ¢arpimsal kuvvet serileri yontemi kullanilarak arastirilmigtir. Yapilan bu

calismalar 6rneklerle desteklenmistir.

Anahtar Kelimeler: Carpimsal analiz, Carpimsal integral denklemler, Carpimsal

kuvvet serileri yontemi, Integral denklemler
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SUMMARY

In this thesis, the basic definitions and theorems of multiplicative analysis are given.
In addition, multiplicative sequences, finite product and multiplicative series are defined
and basic rules about them are given. Afterwards, multiplicative power series and
multiplicative Taylor series are mentioned. The main subject of this thesis is
multiplicative integral equations and their solution with multiplicative power series.
Definitions of multiplicative integral equations of the first and second types are given.
The solutions of different multiplicative integral equations of the second type are
investigated using the multiplicative power series method. These studies are supported

by examples.

Keywords:  Multiplicative analysis, Multiplicative integral equations,

Multiplicative power series method, Integral equations
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SIMGELER VE KISALTMALAR DiZiNi

Rexp : Ustel reel sayilar kiimesi

Ry : Ustel pozitif reel sayilar kiimesi
Rexp : Ustel negatif reel sayilar kiimesi
a5 : Ustel toplama islemi

S : Ustel ¢ikarma islemi

©) : Ustel ¢arpma islemi

%) : Ustel bolme islemi

|x]. : Carpimsal mutlak deger

alci—l;?l *f(x) :Carpimsal limit

fr(x) : Carpimsal tiirev

* [ f(x)®* : Carpimsal integral

(@)neny  : Carpimsal dizi (a, € Reyp)

n=0qn . Sonlu carpim (a, € Reyyp)

[[h=0a, :Carpimsalseri(a, € Rgyy)

Ki(x,t) :Carpimsal Volterra integralinin ¢ekirdegi
K>(x,t) : Carpimsal Fredholm integralinin ¢ekirdegi
CVID . Carpimsal Volterra integral denklemi
CFID . Carpimsal Fredholm integral denklemi
CVFID : Carpimsal Volterra-Fredholm integral denklemi



1. GIRIS

Integral denklemler, 19. yiizyildan itibaren uygulamali matematik, matematiksel
fizik gibi alanlarda pek ¢ok problemin ¢oziimiinde kullanilmaktadir. Bir integral
denklemi ilk defa Abel’in 1823 yilinda bir mekanik problemde kullandig bilinmektedir.
Daha sonra miihendislik ve diger temel bilim dallarinda kullanilmaya baglanmis ve
diferansiyel denklemlerin uygulamalarinda 6nemli bir yer edinmistir (Lovitt, 1950;
Smithies, 1958; Krasnov vd., 1971). Integral denklemler ¢cok genis bir arastirma alanina
sahip oldugundan, tiim integral denklemleri kapsayan bir teori olusturmak miimkiin
degildir. Bu nedenle integral denklemler o6zelliklerine goére ayri ayri incelenir. Bu
incelemeler dikkate alindiginda integral denklemler, Volterra ve Fredholm olmak iizere
ikiye ayrilir. 19. yiizyilin sonunda Volterra ve 20. yiizyilin baginda Fredholm, D. Hilbert,
E. Schmidt genel bir integral denklem teorisinin gelistirilmesine katkida bulunmuslardir
(Fredholm, 1903).

Wilhelm Leibniz ve Newton, 17. yiizyilda klasik analizi tanimlamiglardir. Klasik
analiz trigonometri, geometri ve cebir {lizerine kurulmus; limit, tiirev ve integral gibi
konulardan olugmaktadir. Bu konularin insaasinda toplama islemi oldugundan klasik
analize toplamsal analizde denilmektedir. Klasik analiz, bilgisayar, istatistik, tip ve
miihendislik alanlarinda matematiksel modellemenin ¢ok¢a kullanildig: ve bunlara uygun
¢ozlim yontemlerinin gelistirildigi bircok alanda uygulamaya sahiptir.

Matematikte bazi problemleri klasik analiz yardimiyla agiklamak ve bu problemler
icin analitik ¢éziimler bulmak bazen miimkiin olmayabilir. Bu nedenle, klasik analiz
yardimiyla ¢oziilemeyen bu tiir problemlerin ¢6ziimii igin alternatif analizler
gelistirilmistir. 1967° den 1970’ e kadar olan donemde Michael Grossman ve Robert Katz
tarafindan Newtonyen olmayan (Non-Newtonian) analizler gelistirilmistir. Bu siire
zarfinda geometrik analiz, harmonik analiz, bigeometrik analiz, anageometrik analiz,
biharmonik analiz, anaharmonik analiz, bikuadratik ve anakuadratik analiz olmak iizere
cok sayida yeni analizler tanimlamislardir. Bu yeni analizleri klasik (newtonyen)
analizden ayirt etmek i¢in “Newtonyen olmayan” ismi kullanilmis ve bu analizler ile ilgili
temel tanim ve teoremler verilmistir (Grossman ve Katz, 1972). Newtonyen olmayan
analizlerden biri olan geometrik analizi ilk 6nce Dick Stanley calismis ve geometrik
analizin baz1 avantajlarini ortaya ¢ikarmistir (Stanley, 1999). Klasik (newtonyen)
analizdeki toplama ve ¢ikarma islemleri geometrik analizde sirasiyla ¢arpma ve bolme

islemlerine tekabiil ettiginden Stanley tarafindan, geometrik analize carpimsal analiz



(multiplicative calculus) denilmistir. Daha sonra Duff Campbell, geometrik analiz ile
ilgili olarak bazi yeni ¢aligmalar yapmistir (Campbell, 1999). Bu analizin tarihi ¢ok eski
tarihlere dayanmasina ragmen bilim insanlar1 tarafindan uzun bir siire dikkat
¢ekmemistir. Ancak, Bashirov ve arkadaslari, Ocak 2008’de yaptiklari galismayla
arastirmacilarin dikkatini ¢arpimsal analiz iizerine ¢ekmeyi basarmiglardir (Bashirov vd.,
2008). Son yillarda yapilan calismalarin ¢arpimsal analizin ¢esitli bilim dallarindaki
problemlerin ¢oziimlerinde farkli bir bakis agis1 getirdigi gozlemlenmistir (Bashirov vd.
2011; Filip vd., 2014; Cérdova-Lepe, 2006; Cérdova-Lepe, 2015; Rybaczuk ve Stopel,
2000; Rybaczuk ve Cetera., 2001; Kasprzak vd., 2004; Aniszewska, 2007; Misirli ve
Ozyapici, 2009; Misirli ve Gurefe, 2011; Florak ve Assen, 2012; Cakmak ve Basar, 2012;
Kadak ve Ozliik, 2014; Cérdova-Lepe, 2015; Goktas vd., 2022; Goktas vd., 2022; Gulsen
vd., 2022) (Yalg¢in, 2016; Yal¢in ve Celik, 2018; Yalgin vd., 2016; Yalgin, 2019; Yalgin,
2021; Yal¢in ve Dedetiirk, 2021; Yal¢in ve Dedetiirk, 2022).

Tiirkmen ve Basar (2012), geometrik (¢arpimsal) analizde dizi kiimeleriyle ilgili
bazi temel sonuglari elde ettiler. Cakmak ve Basar (2012), Newtonyen olmayan analize
dayanan dizi uzaylarinda bazi yeni sonuglar buldular. Duyar ve Erdogan (2016),
Newtonyen olmayan reel say1 serilerini ve bunlarin yakinsaklik 6zelliklerini incelediler.
Sagir ve Erdogan (2020), Newtonyen olmayan kuvvet serilerini ve yakinsaklik testlerini
verdiler. Diger taraftan, 2019 yilinda g¢arpimsal integral denklemlerden biri olan
carpimsal Volterra integral denkleminin ¢oziimlerinin ardisik yaklasimlar yontemiyle
verildigi goriilmiistiir (Durmaz ve Glingor, 2019). Baska bir ¢alismada ¢arpimsal lineer
diferansiyel denklemlerin ¢oziimleri ¢arpimsal kuvvet serisi yontemiyle incelenmistir
(Yalgin ve Dedetiirk, 2022, basimda). Ayrica, tezin ¢aligmasini olusturan ¢arpimsal
integral denklemlerin carpimsal kuvvet serisi ¢oziimleri verilmistir (Bal, Yal¢in ve
Dedetiirk, 2022).

Bu tez calismasi bes boliimden olusur. Birinci bdliim giris boliimiidiir. ikinci
boliimde kuramsal bilgiler verilmistir. Carpimsal analizin temel tanim ve teoremlerinden
bahsedilmistir. Ugiincii boliimde ¢arpimsal diziler ve garpimsal seriler verilmistir. Ayrica
carpimsal kuvvet serilerinden bahsedilmistir. Ddérdiincii boliimde bu tezin temelini
olusturan bazi yeni kavramlar tanimlanmistir. Carpimsal integral denklemlerin tanimi
verilip ¢carpimsal Fredholm integral denklemi, carpimsal Volterra integral denklemi ve
carpimsal Volterra-Fredholm integral denklemlerin tanimi yapilmistir. Ayrica bu
carpimsal integral denklemlerin ¢oziimleri ¢arpimsal kuvvet serileri ile verilmistir. Daha

sonra yapilan bu caligmalar 6rneklerle desteklenmistir. Besinci boliim sonug boliimii olup



bu boliimde klasik analize alternatif olarak gosterilen ve bir¢ok problemin ¢oziimiinii

kolaylastiran ¢arpimsal analizin bilime farkli bir bakis agis1 getirdigi saptanmustir.



2. CARPIMSAL ANALIZ
Tamm 2.1: Ustel say1 kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir:

a) Ustel reel sayilar kiimesi:

Rexp = {e*|x ER},

b) Ustel pozitif reel sayilar kiimesi:

Rixp = {e¥|x €R, x> 0} = (1,00),
¢) Ustel negatif reel sayilar kiimesi:

Rexp = {e*|x € R, x <0} =(0,1),
d) Ustel tam sayilar kiimesi:

Lexp = {e*|x € Z}.

Tamm 2.2: Ustel toplama, iistel ¢ikarma, iistel ¢arpma ve iistel bolme islemleri
asagidaki gibi tanimlanir (Cakmak ve Bagar, 2012) : Vi, v € Ry
a) Ustel toplama:

In(uw)+1In(v)

uPuv=e =u-v,

b) Ustel ¢ikarma:

In(w)-In(v) — E
v}

uBbuv=e

¢) Ustel carpma:

u @ v = eln(u)~1n(v) — uln(v),



d) Ustel bolme:

In(u) 1
uQ@uv = el =y, v#1

Tamim 2.3: Reel sayilar kiimesinden {istel reel sayilar kiimesine tanimli bir f: R —
R,xp fonksiyonuna garpimsal fonksiyon denir.

Tamm 2.4: |-|,: R.y, = RY,, U {1} tammh

|x[. = exp(|In(x)])

fonksiyonuna ¢arpimsal mutlak deger fonksiyonu denir.

Bu tanima gore

u, u=1,
ul, =41
[ul — u<l.
u

yazilabilir (Bashirov vd., 2008).

Tamim 2.5: Egerher ¢ > 1igin 0 < [x — x| < 6 iken < € kalacak sekilde

*

e
L

6 > 0 varsa f ¢arpimsal fonksiyonunun x — x, € R noktasina yaklasirken ¢arpimsal

limiti L’dir denir ve
* lim f(x) =1L
X—>Xg
ile gosterilir (Bashirov vd., 2008).

Tanmm 2.6: Eger * lim f(x) = f(x,) ise f c¢arpimsal fonksiyonu x = x, € R
X—Xg

noktasinda ¢arpimsal siireklidir denir (Bashirov vd., 2008).
Tamm 2.7: f:R - R,,,, bir carpimsal fonksiyon olsun. Eger asagidaki limit var

ise x, € R noktasinda f’nin ¢arpimsal tiirevi

d J©))
fr(x) = exp {a (Ino f)(x)} —ef),




olarak tanimlanir (Stanley, 1999).

Gosterim 2.1: f(x)’in ¢arpimsal tiirevi

£ () veya < f(x)

ile gosterilir.

Onerme 2.1: f(x)’in ¢arpimsal tiirevinin x = a daki degeri

T 11€2) B
f(a) = lim 10

esittir.

Ispat:

f*(a) = e(nef)'(a)
y { [(In o f)(x) — (ln°f)(a)]}
= exp

lim
x—a X —a

_ { (Ine f)(x) — (1n°f)(a)l}

i R x—a

L) B0
f()

Ly { (/&)

E=T) R o (g

F(x) 1/(x-a)
= lim ¢ Ie1n<f(a)>l

VoI A
v |fa)

]
Teorem 2.1: f(x),h(x) carpimsal fonksiyonlar ve cq,c, iki reel say1 olsun.
Carpimsal tiirev agsagida verilen 6zelliklere sahiptir.

a) Carpimsal tiirev ¢arpimsal dogrusaldir:

d* a c €1 C2
L 00" (b)) = ()" - ()

6




b) Sabit {istel sayilarin garpimsal tiirevi 1’e esittir: VC € Ry, igin

*

d
—(O=1

¢) Boliimiin ¢arpimsal tiirevi:

d*
dx

fG)]  fr(x)
h(x)|  h*(x)

d) a € Reyxp, 0 # n € Rigin

< @) mare

Onerme 2.2: ffR->R tiretilebilir fonksiyonu icin
d* /
a(ef(X)) —ef )
esitligi gegerlidir.
Ispat:

d* d’
E(ef( ) = - (@xpe)(x)

d(ln o °
=exp{ (In de;(p D (x)}

- ol rco)

_of'@

Tamim 2.8: f(x) bir carpimsal fonksiyon olsun. Eger

F*(x) = f(x)



olacak sekilde bir F(x) ¢arpimsal fonksiyonu varsa F’ye f’nin bir ¢arpimsal ters tiirevi
denir (Bashirov vd., 2008).

Teorem 2.2: Bir ¢arpimsal fonksiyonun iki ters tlirevinin oran1 sabittir.

Ispat: f(x) bir carpimsal fonksiyon ve F (x) ile H(x) ise fnin iki ters tiirevi olsun.

Bu durumda
F*(x) = f(x) ve H*(x) = f(x)
dir. Bu iki esitlik taraf tarafa boliiniirse

Fr(x)
H*(x)

F)\
(H(x)) X

oldugu goriiliir. Bu ise bir C > 0 sabiti i¢in

F(x) y
H(x)

olmas1 demektir.
|
Tamm 2.9: F(x), f(x) ¢arpimsal fonksiyonunun bir ¢arpimsal ters tiirevi olsun.

Bu durumda f(x)’in en genel ters tiirevine f(x)’in ¢arpimsal belirsiz integrali denir ve

[ reot = peo

ile gosterilir. Burada C € Ry, bir iistel sabittir (Bashirov vd., 2008).

Onerme 2.3: f(x)’in carpimsal belirsiz integrali
. j Fl0)E = ef men@ax

bigiminde de verilebilir.



Ispat: F(x), f(x) carpimsal fonksiyonunun bir carpimsal ters tiirevi olsun

F*(x) = f(x)
d(In
eXp{ ( )(X)}=f(X)
d(ln F)

ddnoF) vy = (no A
I d(lm”( yax = [ (ne 2 d

(IneF)(x) +c = f (Ine f)(x) dx
e(lnoF)(x)+c — ef(lnof)(x)dx

C - F(x) = eJ (neN)dx

Burada c integral sabiti ve C = e€ esit olan bir istel sabittir. Diger taraftan

[ reot = ¢ Fe
esit oldugundan

% ]f(x)dx — ef(lnof)(x)dx

esitligi elde edilir.
]
Teorem 2.3: f(x),h(x) carpimsal fonksiyonlar ve cq,c, iki reel say1 olsun.
Carpimsal tiirev asagida verilen 6zelliklere sahiptir.

a) Carpimsal integral ¢arpimsal dogrusaldir:

S ) 1" = (- [ rem) " (« [ roon)

b) 1’in garpimsal integrali sabit iistel bir C sayisidir (Carpimsal integral sabiti)



*fldsz.

¢) Boliimiin ¢arpimsal integrali:

”@ “ [
h(x) e fh(x)dx'

d) a € Reyp, 0 # n € Rigin

xn+1)

« [[a%M]™ =c- a( rrey)

Burada C bir carpimsal integral sabitidir.

Onerme 2.4: f:R - R integrallenebilir bir fonksiyon olsun. Bu durumda

) j [e/W]™ = el rGax

esitligi gegerlidir.
Ispat:

* f [ = f [(exp o f)(2)]*
= J (Incexpef)(x)dx
= f Flax
|

Tanmim 2.10: f(x) carpimsal fonksiyonu [a, b] araliginda ¢arpimsal siirekli olsun.

Bu durumda
b
* j f)%* = el o) @)dx
a

bigiminde tanimlanan integrale f(x) carpimsal fonksiyonunun x = a’dan x = b’ye
carpimsal belirli integrali denir (Stanley, 1999).

Teorem 2.4: (Carpimsal analizin birinci temel teoremi)

10



f (x) carpimsal fonksiyonu [a, b] araliginda ¢arpimsal siirekli olsun. Ayrica [a, b]

araligindaki her x igin

F(x) == f £

olsun. Bu taktirde [a, b] araliginda

F(x) = f(x)

esitligi gecerlidir (Ozyapici, 2009).
Teorem 2.5: (Carpimsal analizin ikinci temel teoremi)
f (x) garpimsal fonksiyonu [a, b] araliginda ¢arpimsal siirekli ve ayrica F (x), f (x)

carpimsal fonksiyonunun bir ¢arpimsal ters tiirevi olsun. Bu durumda

F(b)

b
[ reot =53

esitligi gegerlidir (Ozyapici, 2009).

11



3. CARPIMSAL DIiZILER VE CARPIMSAL SERILER

3.1. Carpimsal Diziler
Tammm 3.1: Elemanlari R,,,’den segilen bir diziye bir ¢arpimsal dizi denir.

Carpimsal dizi

(an)neN = {an € ]Rexpln € N}

ile gosterilir.
Tamm 3.2: Elemanlar1 R,,,,’den segilen bir sonlu diziye bir sonlu ¢arpimsal dizi

denir. A sonlu elemanli bir indeks kiimesi olmak {izere sonlu carpimsal dizi

(@n)nepr = {an € Rexpln € A}

bi¢ciminde gosterilir.

Tamim 3.3: Elemanlarinin tamami sabit olan bir ¢arpimsal diziye sabit terimli
carpimsal dizi denir.

Tamm 3.4: Elemanlari a,: R = Ry, a, = a,(x) fonksiyonlarindan olusan ve en
az bir tanesi sabit fonksiyon olmayan bir ¢arpimsal diziye degisken terimli garpimsal dizi
denir ve (a,,(x))qen bigiminde gosterilir.

Tamim 3.5: Elemanlar1 R, den segilen ¢ift indeksli bir diziye ¢ift indeksli bir

carpimsal dizi denir ve

(an,i)n,ieN = {an,i € Rexpln, i € N}
ile gosterilir.

3.2. Sonlu Carpim

Tanim 3.6: (a,)o<n<y = {ag, a4, ...,ay} sonlu bir carpimsal dizi olsun. Bu

durumda



N

| |an=a0'a1'...'a1\,

n=0

sonlu ¢arpimina verilen sonlu ¢arpimsal dizinin elemanlarinin sonlu ¢arpimi denir.
Sonlu ¢arpim sonlu elemanli keyfi bir indeks kiimesi i¢in de verilebilir.

Tanim 3.7: Bos kiimeden farkl sonlu elemanlt bir
A={n€eN |ny <n<N; nygN €N}

indeks kiimesi i¢in (a,)pep bir sonlu ¢arpimsal dizi olsun. Bu durumda

N
| Ian = | I An = An, " Ang+1 ° " An-1 " Ay
neA n=ng

sonlu c¢arpimina A indeks kiimesi tizerinde (a,)nep sonlu carpimsal dizisinin

elemanlarinin sonlu ¢arpimi denir.

Onerme 3.1:
a) Bir sonlu carpimin logaritmasi bir sonlu toplamdir.
In <1_[ an> = Z In(a,).

neA neA

b) Bir sonlu toplam e tabaninda iiste yiikseltilirse bir sonlu ¢arpim elde edilir.

exp <z an> = 1_[ exp(a,) = 1_[ elan)

neA neA neA

Teorem 3.1: Carpim operatorii ¢arpimsal dogrusaldir:

[ Jeanc %) = (l_[ an>c - (]_[ bn>d

neA neA neA
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esitligi gecerlidir. Burada (a,)nep V€ (by)nen iki sonlu ¢arpimsal dizi, A sonlu elemanli

bir indeks kiimesi ve ¢, d € R’dir.

Ispat:

H(anc -bp,*) = (exp o In) -n(anc . bnd)]

neA LneA

= exp {m r(anc - bnd)}

neA

neA

= exp 3 Z[c -In(a,)

neA

= exp {c . z In(a,)

neA

= exp {c . z In(a,)

neA

= | exp {Z ln(an)}

neA

= 1_[ exp ln(an)>c

neA

neA neA

= exp1 Z In(a,® - bnd)}

+d- ln(bn)]}

+d- Z ln(bn)}

neA

- eXp {d . z ln(bn)}

neA

B <exp {Z ln(bn)}>d

neA

d
. (1_[ exp ln(bn)>

neA

- (ITee) (I7)

Onerme 3.2: A = (a,)pep V€ B = (by)nea nin iki sonlu ¢arpimsal dizi olsun.

Ayrica A’nin sonlu elemanli bir indeks kiimesi oldugunu varsayalim. Bu durumda

asagidaki indeks degistirme 6zellikleri gecerlidir.

1) A, bir sonlu indeks kiimesi ve f, A kiimesinde tanimli birebir ve orten fonksiyon

olsun. Bu durumda

[ o= ]] 4

neA nef(n)

esitligi gegerlidir.

14



esitligi vardir.

%S

Ispat:

2) Gerekli  oldugunda  indeks kaydirma  yapilabilir Vz €Z  igin
N N+z

[Teo 1] oo

n=ny n=ng+z

3) Carpimdaki elemanlarin tersten carpimi sonucu degistirmez:
N N

1_[ an, = 1_[ A(N+ng)-n

n=ny n=ny

4) Carpimdaki elemanlarin tersten garpimi sonucu degistirmez:

1) A = {ix|1 < k < N} sonlu bir indeks kiimesi ve f, A kiimesinde taniml1 birebir

orten fonksiyon olsun.

J=fW) ={k=flI1<k <N}

f’nin goriintii kiimesi

bigimindedir. Buradan i, = f~1(j),1 < k < N oldugu gériiliir ve

| |an=ai1-ai2-...-aiN

neA
= Ar-13Gy) T Ar1(y) T Ay
= 1_[ A=t ()
nej
ﬂ an = af—l(n)
neA nef(n)

elde edilir.
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2) Ikinci 6zellikte A={n € N|ny <n <N} ve f(n) =n+z olarak almirsa

N N+z
| | a, = | | ap—z
n=ny n=ny +z

elde edilir.
3) ikinci ozellikte A={n € N|n, <n <N} ve f(n) = (N +n,) —n olarak

alinirsa
f(A)={N,N—1,..,ng+1,n}=A ve [fin)=W+ny)—n=f(n)

olur. Buradan

N N
1_[ an, = 1_[ A(N+ng)-n

n=ny n=ny

elde edilir.
4) Dordiincii 6zellikte ny = 0 alinirsa esitlik elde edilir.
Teorem 3.2: Carpim operatriiniin c¢arpimsal dogrusal olmasindan dolay:

elemanlar a; € Ry, 0lan (a;);ep sonlu ¢arpimsal dizisinin ¢arpimu ile elemanlar1 b; €

R olan (bj)jej sonlu (klasik) dizisinin toplami ic¢in asagidaki esitlik gecerlidir.

(=) " ~T1[e

€A €A jej

Ispat:

J = {j1,j2s - »jm} Olsun. Bu durumda

Il
-~
i
>

RS
~_—
S
:.
+
5
:.
+
i
=
3



= | |alb}'1 . | |aib]'z | |al Jjm
IEA IEA iEA
= —[(aibh albjz albjm)
IEA
— ] b;
T e
€A jejJ

Teorem 3.3: I = {(n,i)|]i + n < N;i,n >0} indeks kiimesinde taniml

cift indeksli sonlu carpimi icin asagidaki esitlik gegerlidir:

N N-n N n
| | ani = | | An—ii
n=0 =0 n=0 i=0
Ispat:
N N-n
| | Api Ani
n=0 i=0 i+nsN
i,n=0
N -1
= Ani
i=0 \n=0
N N
= Ap—ii
i=0 \n=i
= Ap—ii
0<isnsN
N n
= | | —[an—u
n=0 i=0

Teorem 3.4: (a, (x))nE 4, bir degisken terimli sonlu ¢arpimsal dizi olsun. Ayrica

A’nin sonlu elemanli bir indeks kiimesi oldugunu varsayalim.
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a) Bir sonlu ¢arpimin ¢arpimsal tiirevi terimlerin tek tek ¢arpimsal tiirevi alinarak

hesaplanir:
quﬁ=ﬂ@w
neA neA

b) Bir sonlu ¢arpimin ¢arpimsal integrali terimlerin tek tek carpimsal integrali

alinarak hesaplanir:

S ([Jo0) =] fono)

neA neA

Ispat:
a)
<1_[ an(x)>* = exp diln (1_[ a,(x) >
neA & neAa
d
= exp az In(a,(x))
neA
d
= exp Z aln(an(x))
neA
d
= 1_[ exp <a ln(an(x))>
neA
= [
neA
b)
dx
* an(x)) = exp ( ln( an(x)> dx)
(11 fo(l]
= exp ln(an(x))> dx)
{[»

18



exp (Z ( f ln(an(x))dx>>

neA

l_[ exp (f ln(an(x))dx>

neA

] feso)

neA

3.3. Carpimsal Seriler

Tamim 3.8: (a,)neny = {an € Rexp|n € N} bir arpimsal dizi olsun. Bu durumda
[e%) N

[T =g ([ o)

n=0 n=0

sonsuz ¢arpimina eger sagdaki carpimsal limit var ise bir ¢arpimsal seri denir. Bu

carpimsal limit var ise klasik limit ile
N N
([ o) = g (Yoo
n=0 n=0

bi¢ciminde hesaplanabilir. Carpimsal limit yok ise ¢carpimsal seri tanimli degildir denir.
Teorem 3.5: (a,)nen V€ (bp)ney iki ¢arpimsal dizi olsun. Bu durumda asagidaki

esitlikteki ¢carpimsal seriler tanimli ise V¢, d € R i¢in
(o) [els) Cc (o) d
[T 09~ ([ Jen) (T ]2
n=0 n

=0 n=0

esitligi gecerlidir.
Ispat: Teorem 3.1°deki indeks kiimesi

A={neN|0<n<N}

olarak alinirsa
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ﬁ(anc by = (ﬁ an>c : (ﬁ bn)d

n=0 n=0 n=0

yazilabilir. Burada esitligin her iki tarafinin N — oo giderken limiti alinirsa

d

ﬁ(anc by) = (ﬁ an>c : (ﬁ bn>

n=0 n=0 n=0

esitligi elde edilir.

Teorem 3.6: Carpim operatoriiniin garpimsal dogrusal olmasindan dolay1 [[;2, a;

carpimsal serisi ile Z;’;O b; (klasik) serisi i¢in asagidaki esitlik gegerlidir:

Ispat: Teorem 3.2°deki indeks kiimeleri

A={ieN|0<i<N}/J={jeN|0<j< M}

olarak alinirsa

yazilabilir. Burada her iki tarafin N, M — oo giderken limiti alinirsa

(o] Z;.;obj o o]
([Je) =TI

i=0

elde edilir.
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Teorem 3.7: (an,;) o = {an,i € Rexpln, i € N} cift indeksli bir ¢arpimsal dizi

n

olsun. Eger ¢arpimsal seriler tanimli ise

oo oo [o2] n
[ ] [an=] 1] [ar-s
n=0 i=0 n=0 i=0
esitligi gegerlidir.

Ispat: Teorem 3.3’deki esitligin her iki tarafinn N — oo giderken limiti alinirsa
ispat biter.
]
Teorem 3.8: (an (x))nE A degisken terimli bir garpimsal dizi olsun. Eger ¢arpimsal
seriler tanimli ise asagidakiler gecerlidir.

a) Bir ¢arpimsal serinin ¢arpimsal tiirevi terimlerin tek tek ¢arpimsal tiirevi alinarak

hesaplanir:
(]_[ an<x>> = e
n=0 n=0

b) Bir ¢arpimsal serinin ¢arpimsal integrali terimlerin tek tek carpimsal integrali

alinarak hesaplanir:

| (ﬁ an<x>>dx T (+ [ anr®)

n=0 n=0

Ispat: Teorem 3.4’deki indeks kiimesi A = {n € N | 0 < n < N} olarak secilir ve
(a) ve (b) siklarindaki esitliklerin her iki tarafinin N — oo giderken limiti alinirsa ispat

biter.
3.4. Carpimsal Kuvvet Serileri

Tammm 3.9: (a,)ney bir carpimsal dizi ve x, € R sabit bir nokta olsun. Bu

durumda terimleri a,, ®*=*0)">ye esit olan degisken terimli
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[0

n an (x_xO)n

n=0

carpimsal seriye bir ¢arpimsal kuvvet serisi denir (Yalgin, 2021).

Tamm 3.10: x, € R sabit bir nokta ve
1_[ an(x—xo)" , l_[ bn(X—xO)n

n=0 n=0

carpimsal iki seri olsun. Eger Vn € N i¢in ¢arpimsal kuvvet serilerinin tabanlar1 esit:
a, = b,

ise bu iki seri birbirine esittir denir ve

[o2] (09)

1_[ an(x—xo)n w 1_[ bn(x—xo)n .

n=0 n=0

ile gosterilir.
Teorem 3.9: Bir ¢arpimsal kuvvet serisinin ¢arpimsal tiirevi terimlerin tek tek

carpimsal tiirevi alinarak hesaplanir (Yalgin, 2021):

(o) =] Teamsorse-e
n=0

n=0

Teorem 3.10: Bir ¢arpimsal kuvvet serisinin ¢arpimsal integrali terimlerin tek tek

carpimsal integrali alinarak agagidaki gibi hesaplanir:

. f <ﬁ a;x-xo)“>

n=0

d

¥ = (x=x0)™
=C- n(an—l) n
n=1

Burada C ¢arpimsal integral sabitidir (Yalgin, 2021).
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Tamm 3.11: f: R - Ry, xo € R noktasinda keyfi mertebeden tiireve sahip bir

carpimsal fonksiyon olsun. Bu durumda f(x) carpimsal fonksiyonunun x, noktasi

civarinda carpimsal Taylor serisi

= (x=xg)"
(re0) = | [(Fr™ ) ™
n=0

bi¢iminde tanimlanir (Bashirov vd., 2008).

Tamm 3.12: f:(a,b) - Reyp bir ¢arpimsal fonksiyon, x, € (a,b) € R olsun.
Eger f(x) ¢arpimsal fonksiyonuna x,’ in en az bir N(x,) < (a, b) komsulugundaki tim

noktalar i¢in (x € N(x,)) yakinsayan asagidaki gibi bir ¢arpimsal kuvvet serisi

f(x) = H(an)(x—xo)", (an € Rexp)
n=0

varsa f(x) ¢arpimsal fonksiyonuna x, noktasinda ¢arpimsal analitiktir denir (Yalgin,
2021).

Teorem 3.11: f(x) carpimsal fonksiyonu x, noktasinda ¢arpimsal analitik ise x,’
m en az bir N(x,) < (a, b) komsulugundaki tiim noktalar i¢in ¢arpimsal Taylor serisi

T( f (x)), f(x)’e yakinsar (Yalgin, 2021):

(x=xg)"

HORS B (GRIEN I
n=0

Teorem 3.12: Eger f: R = R, f = f(x) fonksiyonu (a, b) c R araliginda analitik
bir fonksiyon ise (exp ° f): R = R,,,;, carpimsal fonksiyonu (a, b) araliginda ¢arpimsal
analitik bir fonksiyondur.

Ispat: x, € (a, b) noktasim keyfi olarak secelim. f(x), (a, b) araliginda analitik
oldugundan f(x) fonksiyonuna x,’ in en az bir N(x,) € (a, b) komsulugundaki tiim

noktalar i¢in (x € N(x,)) yakinsayan

23



[0

FO) = anx = xo)"

n=0

esitligindeki gibi bir kuvvet serisi vardir. Her iki taraf e tabaninda iiste ytikseltilirse

(exp e () = exp [z anCx - x0>n]
n=0
= | [explantx —x)"]
n=0
— T1 ean(x_xo)n
n=0
= _'(ean)(x—xo)n
n=0
(expo @) = | | ag™"

n=0

esit oldugu goriiliir. Burada A, = e“’dir. Bu ise (exp o f) ¢arpimsal fonksiyonunun
Xo € (a, b) noktasinda ¢arpimsal analitik bir fonksiyon olmasi demektir. x, noktasi keyfi

secildiginden (exp o f) ¢arpimsal fonksiyonu (a, b) araliginda ¢arpimsal analitiktir.

[
Ornek 3.1: ¢(x) = eS"® carpimsal fonksiyonunun ¢arpimsal Taylor serisini
bulalim.
Coziim:
sin(x) fonksiyonu analitik fonksiyon oldugundan ¢(x) = e5"®) carpimsal

fonksiyonu da ¢arpimsal analitiktir.

p(x) = esin® (0(0) =1

9" (x) = W e (0)=e

@ (x) = e~ 5@ = {97(0) =1
P (x) = e~os® | (0) =e7!
0*@ (x) = esSin® kcp*(‘” x) =1
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Bu sekilde ¢ (x)’in ¢carpimsal tiirevleri

go*(n)(x) — esin(x+ng)
1, n cift ise
(p*(n)(o) = { n-1

eV 2 ntekise

(p*(Zn) (0) =1, (p*(2n+1)(0) — e(—l)n’n eN

olarak hesaplanir. Buradan verilen ¢arpimsal fonksiyonun ¢arpimsal Taylor serisi

o0 xn
" nr
0 =] [(¢™@)"
n=0
x2n x2n+1
osin() — H 1@ . n[eenn]i@nﬂ)!
neN neN
n x2n+1
esin() — He(_l) n+1)!
neN

olarak hesaplanir.

Teorem 3.13: Eger f:R = R.yp, f = f(x) carpimsal fonksiyonu (a,b) € R
araliginda carpimsal analitik bir fonksiyon ise (Ino f): R = R fonksiyonu (a,b)
araliginda analitik bir fonksiyondur.

Ispat: Bir onceki teoremin ispatina benzer sekilde bu teorem ispatlanir.
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4. CARPIMSAL INTEGRAL DENKLEMLER VE CARPIMSAL KUVVET
SERILERI YONTEMI

Durmaz (2019), Giingdér ve Durmaz (2020) ¢alismalarinda ¢arpimsal integral
denklemin, 1. tipte ve 2. tipte garpimsal Volterra integral denklemlerinin tanimlarin
vermiglerdir. Ayrica Durmaz (2019) calismasinda ¢arpimsal lineer integral denklem,
carpimsal homojen olmayan integral denklem, ¢arpimsal homojen integral denklemin
tamimlarin1 vermistir. Burada c¢arpimsal Fredholm integral denklemi ve c¢arpimsal
Volterra-Fredholm integral denklemleri de eklenerek ¢arpimsal integral denklemlerinin
tanimlar1 daha genel bir bigimde verilecektir.

Tammm 4.1: f(x) verilen bir ¢arpimsal fonksiyon ve K;(x,t),K,(x,t) verilen
fonksiyonlar, ¢(x) bilinmeyen bir ¢arpimsal fonksiyon ve b verilen bir say1 olsun.
Asagidaki denklemin verildigini kabul edelim.

x 51 b S2

*.f(p(t)Kl(x't)dt . *.I-(p(t)Kz(x,t)dt =f(x)

0 0

a) Eger s; = 1,5, = 0 ise verilen denkleme 1. tipte carpimsal Volterra integral
denklemi (CVID) denir.

b) Eger s; = 0,s, = 1 ise verilen denkleme 1. tipte ¢arpimsal Fredholm integral
denklemi (CFID) denir.

c) Eger s; = 1,5, = 1 ise verilen denkleme 1. tipte ¢arpimsal Volterra-Fredholm
integral denklemi (CVFID) denir.

d) K;(x,t), K,(x, t) fonksiyonlarina integral denklemin ¢ekirdekleri denir.

Tammm 4.2: f(x) verilen bir ¢arpimsal fonksiyon ve K;(x,t),K,(x,t) verilen
fonksiyonlar, ¢(x) bilinmeyen bir ¢arpimsal fonksiyon ve b verilen bir say1 olsun.

Asagidaki denklemin verildigini kabul edelim.

X S1 b S2

px) = f(x)- *J(p(t)Kl(x,t)dt . *J(p(t)Kz(x,t)dt

0 0

a) Eger s; = 1,s, = 0 ise verilen denkleme 2. tipte ¢arpimsal Volterra integral

denklemi denir.



b) Eger s; = 0,s, = 1 ise verilen denkleme 2. tipte ¢arpimsal Fredholm integral
denklemi denir.

c) Eger s; = 1,s, = 1 ise verilen denkleme 2. tipte ¢arpimsal Volterra-Fredholm
integral denklemi denir.

d) K, (x,t), K,(x, t) fonksiyonlarina integral denklemin ¢ekirdekleri denir.

Bu calismada verilen c¢arpimsal integral denklemlerdeki ¢@(x) bilinmeyen

fonksiyonunu

00 = ﬁ(an)x”
n=0

carpimsal kuvvet serisi bigiminde bulmak i¢in f (x)’in ¢arpimsal Taylor serisi ve K; (x, t),

K, (x, t) fonksiyonlarinin toplamsal (klasik) Taylor serisi kullanilacaktir.

4.1. Carpimsal Fredholm Integral Denklemleri (CFiD)

4.1.1. Cekirdegi 1’e Esit Olan CFiD’nin Coziimii
Teorem 4.1: Cekirdegi 1’e esit ve integralinin iist simr1 b € RT\{1} olan

b
o) = f@)+ [ o)
0

CFID verilsin. Burada f (x) bir carpimsal analitik fonksiyon ve garpimsal kuvvet serisi

fe0 = ﬁ(w"
n=0

olsun. Bu durumda

o0 = ﬁ(An)x"
n=0
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carpimsal kuvvet serisi ¢oziimii agagidaki formiillerle hesaplanan A,,, n > 0 tabanlarina

sahiptir.

A,=C, n=>1

1

@ pk+1 (1-b)
Ag = [Co H(Ck) (k+1)
k=1

Ispat:
f(x) carpimsal analitik fonksiyon oldugundan In(f (x)) bir analitik fonksiyondur.
Yani In(f (x)) fonksiyonu

In(f(x)) = In (H(Cn)xn>
n=0

In((C)*")

Il
i

NgE

[ln(Cn) : xn]
0

S
Il

esittir. Burada c,, = In(C,,) tanimlarsak

In(f(x)) = Z Cpx™
n=0

esitligi vardir. ¢ (x) ¢arpimsal fonksiyonu

o0 = ﬁ(An)x"
n=0

esit oldugundan In(¢(x)) fonksiyonu
In(p@)) = ) ana”
n=0
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esit olur. Burada a,, = In(4,,)’dir. Simdi

b

000 = F(x) * f (D)

0
denkleminin her iki tarafinin logaritmasi alinirsa

T b
In(p(x)) =In(f(x)) + In | f p(H*
| 0
b

ln(go(x)) = ln(f(x)) +1In expj ln(go(t)) dt

0

b
ln(go(x)) = ln(f(x)) + f ln((p(t)) dt
0

b o
Cpx™ + f Z a,th dt
0

k=

(o] (o]

n=0 n=0

oo 0o 0 b

Z a,x™ = Z Cpx™ + Z faktkdt
n=0 n=0 k=0 \ o

[ee] (o]

n=0

o

Buradan
ap=c¢cp,n =1

ve

ag = Cg +

NgE

bk+1
<k + 1a")
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© bk+1
a0=c0+b-a0+;<k+1ak>

had bk+1
(1—b)-a0=co+;<k+1ak>

yazilabilir. Boylelikle

ap=c¢cp,n =1

® bk+1
Cot Z (k +1 a")
k=1

1
=170

elde edilir. Esitliklerin  her iki tarafi e tabaninda iste yiikseltilirse

en =en n>1

Ay=Cpn=>1

ve

1 ® bk+1
exp(ay) = exp 5| + Z <k n 1ak>
k=1
1
o pk+1 1-b
e = Jexp c0+z<k+ 1ak>
k=1 i
1
o pk+1 N1-b
eaO :«eCO .eXp Z<k+1ak)
k=1 |
1
[ d pk+1 1-b
e =lew| [ew (m“)
I k=1
1
[ ® pk+1 |1-b
eaO = eCO . n(eak)m
I k=1
1
*® k+1 |1-b
Ay = |Cp - H(Ak) k+1 ]
k=1
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yazilir. Buradan denklemin c¢arpimsal kuvvet serisi ¢Ozliimiiniin tabanlar

1

® pk+1 (1-b)
G- | ™ Terw

k=1

A0=

olarak bulunmus olur.

Ornek 4.1: Asagidaki CFID verilsin.
<p(x) — e—1+sin(x) % J'OE(p(t)dt
Bu denklemi ¢arpimsal kuvvet serisi yontemiyle ¢ozelim.

Coziim: Bu denklem cekirdegi 1’e esit olan bir CFID’dir. Burada b = g’dir.

Bilinmeyen fonksiyon @(x)’in carpimsal kuvvet serisi

¢@>=fjmuﬂ
n=0

olsun.

f (x)’in ¢arpimsal kuvvet serisi

ﬂ@=fﬁ@@ﬂ
n=0

olsun. Verilen f(x) = e~1*i"(®) fonksiyonunun carpimsal Taylor serisi acilimi su

bi¢imdedir:
f(x) —e —1+sin(x)
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f(x) —e -1, sm(x)

n x2n+1
f(x) —e 1. l—le(_l) 2n+1)!

l:l(c,ax"— - ﬂ[e ((g;i”l).)]

n=1

Buradan
fCO = e_l,
! (D
ICZn_l = exp m , N = 1
\Con =1,n =1,

bulunur. 4,, = C,,n = 1 esitliginden

(_1 n-1
AZn—l = exp <m> ,n = 1
Ay =1,n2=>1,

elde edilir. Ayrica teoremden

1
e bk+1}(1—b)

Ag = {Co : (C) e+t

k=1

esitligi kullanilirsa

(1-b)
bk+1 bk+1
Ay =qe "t 1_[ (Ci) k1 - 1_[ (Ci)*+T
k=2n-1, k=2n,
nz1 nx1
2n—-1+1 1
o n- o 2n+1 T
() @™ (-2)
Ay =qe " H(CZn—l)(Zn_1+1) 'H(CZn) 2n+1
n=1 n=1
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1
EZn

o e = g E
Bl

1

(
4
l
o ey P (-2)
A":{ - 1_[ P\ 2n- D! (2 ) 1_[(1) =

n=1

e DX
) - :1 2 (2 )‘}(1%)

Ay = {e‘l - exp 1 — Cos (n)]}@

Ay ={e7 1 el}(l_%)
AO =1

bulunur. Bulunan bu degerler ¢cozlimde yazilarak

p@) = H(An)x

P0x) = 4y r (Ao )™ H(Am)x“

n=1

[ —1)n-1 x2n1
px)=1- 1—[ exp (ﬁ)l -1

<p(x) — esin(x)_

¢Oziimii elde edilir.

4.1.2. Cekirdegi Sadece x Degiskenine Bagh Olan CFID’nin Coziimii
Asagida ¢ekirdegi sadece x degiskenine bagli olan CFID nin ¢dziimii verilecektir.
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Teorem 4.2: Asagidaki cekirdegi sadece x degiskenine bagli olan CFID’yi ele

alalim.

b

p(x) = f(x) -*f(p(t)K(x)dt
b K(x)

o) = f()- | f oD

0

Ayrica verilen f(x) ¢arpimsal analitik fonksiyonunun garpimsal kuvvet serisi f(x) =

1o (c)*" ve verilen K(x) analitik fonksiyonunun toplamsal kuvvet serisi K (x)

Y=o knx™ olsun. Burada b > 0’dir. Bu durumda

o)

0@ = | [@”

n=0

carpimsal kuvvet serisi ¢ozlimii asagidaki formiillerle hesaplanan a,,, n = 0 tabanlarina

sahiptir.

000 = f(x) -+ j (DKt
0
b K(x)

o) = 0 |+ f o)

0

Burada A =x |, Ob @ (£)? tammlayalim.
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@(x) = f(x) - AK®

ﬂ(%)x” = [(c)™" - AK™
n=0 n=0
= ‘_’(Cn)xn . A2%°=0 knx™
n=0
= [ ] [
n=(5 n=0

ve b, = A¥n olarak tammlayalim.

ﬁ(an)x” = ﬁ(cn)x" : ﬁ(bn)xn
n=0 n=0 n=0
ﬁ(an)x" = ﬁ(bn : Cn)xn

n=0 n=0

an, = (bn ) Cn)

ve boylece

0@ = [tbn- "
n=0

bulunur. Simdi A’nin degerini bulalim.

b

A =*jfp(t)‘“

0b I dt
i

b
A= * f[(bn ) Cn)tn]dt

n=0{ 0

A= |n- et

n=0
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. pn+l
A= (bn : cn)m
n=0
. pn+1
A= |(4*n.c,)n+D
n=0
= pnt pnt+i
= 1w 5) {er)
n= 0

A= -1_[(,4) n(?:;)] [n(c )&Tll)]

r Z X bn+1 bn+1
A — (A) n=0 n(n+1)l n(c )(Tl‘l’l)

A’nin kuvvetlerini ayni tarafa alalim:

b 2 K le+1 le+1
(A) n=0"n"y1) — —[(cn)(n+1)
n=0
1
[ pn+l —bn+1
A= n(cn)m] ~Zn=o kn o)
Ln=0
Boylelikle
n=by-cy

a, = Ak . c,

elde edilir.

4.1.3. Cekirdegi Sadece t Degiskenine Bagh Olan CFiD’nin Coziimii

Teorem 4.3: Asagidaki cekirdegi sadece t degiskenine bagli olan CFID’yi ele
alalim.
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b

0() = () [ g

0

Burada verilen f(x) carpimsal analitik fonksiyonunun garpimsal kuvvet serisi f(x) =
1%, (c,)*" ve verilen K(x) analitik fonksiyonunun toplamsal kuvvet serisi K(x) =

Y520 k;t/ olsun. Burada b > 0°dir. Bu durumda denklemin

00 = ﬁ(an>x”
n=0

carpimsal kuvvet serisi ¢oziimii asagidaki formiillerle hesaplanan a,, n = 0 tabanlarina

sahiptir.
( Yy 4
1) . piti+i - s
4 ag = [CO . n(ci)2j=°<kj'm)]I_ZF"("J"J'?) ’
| i=1
kan = Cny n=>1.
Ispat

b
0() = () [ gl
0

d = b| /= 2okt
n n i
[ o =] e ﬂa»t)
n=0 n=0 0 |\i=o
[ee] - o qdt
— o b|ly+— - i Zﬁokj't]
= | [ (a)"']
n=0 0 lizo
Is) %) dt
1 N PN
= ()™ -* (a;)" “i=0™
n=0 0 lizo
oo
~— b .
= ()™ H(ai)fo xRk ta
n=0 i=0
00} ©o
— b iy
= [(c)*" - H(ai)fo (2520 kjtt )at
n=0 i=0
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Tear = T Teenr T TranEtolilsecsiar)
Q(“") l}cn) L_O[(al)f j

ve

[oe) 00 Z tl+]+1>

TT ] j=o\ Ki't57+1
@) =] [ ﬂ(a> I

A A A

n=0 n=0

= = 50 b‘+1+1>
()" = —[<cn)x" 1_[( )\

A A A

n=0 n=0

‘2' 2 bl+]+1 [oe]

ap J (an)xn = 1_[( l) = 0 B l+}+1 y H(Cn)xn
n=1 n=1

yazilabilir. Buradan

a, = Cp, n=1

ve
2 bl+]+1>
j=o{ Kij i+j+1
ag = Cop - | |( i)
b]+1 [ee] o0 bi+j+1
E}?'i()(kj-.— YR ki
_ = j+1 J=0\"J i+j+1
ap = ¢o - (ap) : | |(ai)
i=1
bJ'+1> r g piti+1\7
1-3% (k— TT ho i
J=0\"J j+1 ) _ Jj=0 ]l+]+1
(aop) =1Co - (a;)
| i=1 i
. r
r oo piti+1\7 pi+1
SN (L) sy i
— i+j+1 j=o\"J"j+1
Qo = [Co - (a;
| i=1 i
elde edilir.

Ornek 4.2: Asagidaki CFID verilsin.
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2

P00 = T« [P ()%, b € RM\{1),

Bu denklemi ¢carpimsal kuvvet serisi yontemiyle ¢ozelim.

Coziim: Bu denklem cekirdegi 1’e esit olan bir CFID’dir. Bilinmeyen fonksiyon
b2

@(x)’in c¢arpimsal kuvvet serisi @(x) = ]_[;'f;o(an)xn olsun. Verilen f(x) =e* 2z

fonksiyonunun ¢arpimsal Taylor serisi agilimi su bigimdedir:

2 2 2
PO i b bt 2 X
e 2 =e 2-e*=e 2-e7-1 o1
1 (o]
2 2
X b— —b— x xM
e” 2 =|e 2] -e"- 1
n=2
Simdi ¢6ziim adimlarina bakalim.
b
bZ
— X dt
o) = T [ ®)
0

8

T (22
Q(a,a —(e 2>

Q)
x
—_
X
3
*
o .
L re——
s
~
Q
=
—
o~
=
[ —————
QU
o~

Islemleri devam ettirerek

Ll 2\1 o b
(@)™ = (e_%> et *“(a )tk]dt
n - k
n=0 k=0 0
2 b2 1 i tk+1 b
(an)*" = ("’_T) ce* | [ (@t e
2 p2\ 1 2 pk+1
(a)*" = (e_T) e* - | (@l
A A A A
n=0 k=0
yazilabilir.
oo bz oo bk+1 1
n —_
a-af - | [an™" = <e z ) | [@ot=E - ex
n=2 k=0



Boylece a; = e, a, = 1, n = 2 oldugu goriilir. a, ise

b2\ T
ap = (e )-Q(a,a

b2
ag=e 2 -(ap)?-(a)z -1

bk+1
k+1

_b? p?

ap=e"2-(ay)’-e2
(ao)l_b =1
a, =1

olarak bulunur. Buradan

a,=1a,=¢€

a,=1n=2

elde edilir. Boylelikle ¢6ziim

px)=1"-¢e*- nlxn
n=2

p(x) = e*.
olarak bulunur.

4.2. Carpimsal Volterra Integral Denklemi (CViD)
Teorem 4.4: Asagidaki CVID ele alalim.

X

p(x) = f(x)* J @ (t)K@Dadt

0

Burada verilen f(x) ¢arpimsal analitik fonksiyonunun ¢arpimsal kuvvet serisi f(x) =
1%, (c,)*" olsun. Ayrica analitik bir fonksiyon olarak verilen K(x,t) ¢ekirdeginin

toplamsal kuvvet serisi K (x,t) = Z‘i’f’j=0(ki,jxitf) olsun. Bu durumda denklemin
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p(x) = ﬁ(an)xn

carpimsal kuvvet serisi ¢oziimii asagidaki formiillerle hesaplanan a,, n = 0 tabanlarina

sahiptir.

aO = CO;

anlnll.]]

an:Cn-ﬂ(a) i+j+1 , nZl.

Ispat:

p(x) = f(x)* ] @ (t)K@Dadt
0

= . x [+ Zz?:o(ki,jxitj)dt
n n -
ﬂ(a”)x =] [ *j (an)’ ]
n=0 n=0 0 ln=o
_ [ dt
T n X | y~—r tnzoo (k . lt])
= (Cn)x -k (an) i j=o\lijX
n=0 0 la=o
© %) x
- Jeo [ | <>2<>]
n=0 n=ol 3
oo o
=1 e -] Jean o Eimoliartene]ar
R oned
@ %)
=2 o S
T e T Jeanielior G nviac)
R X
NLai —_ [ i <t”+1+1> ]
— (Cn)xn . (an) i,j=0|"ij n+j+1 im0
n=0 n=0
1 X g (A
= (Cn)xn . (an) Lj=o\ %L X ¥l
n=0 n=0
T1 n T ] o (—ki:j .xn+i+j+1)
= (cn)x . (an) Lj=o\n+j+1
n=0 n=0
TT1 n T O g0 ( kij xn+i+j+1)
= (cn)™ - (a,)~=0o=e n+1+1
n=0 n=0
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yazilabilir. Teorem (3.7) nin toplam sembolii i¢in benzeri kullanilarak

d el
[ [ =] [
n=0 n=0
il
= (Cn)xn
n=0
= (Cn)xn
n=0

elde edilir. Burada

i
ki ..
u(n,i) = Zn +l]]i 1

]_

olarak tanimlarsak

(o]
[ @ =
n=0 A A

yazilabilir. Ayrica

T T kl —LJ . n+i+1
i= 02 o( X )
(an) J=0\n+j+1
n=0
(o]
T y® k'-J] L
( ) i=0 J 0n+j+1
an

lJJ

l(a ) Z] =O0n+j+1

) n+i+1

i=

-T (a )u(n’i).xn+i+1:|
n

=0
n_

u(n—i,i)-xn+1
(ap_)vodr ]
=0
o xH1

(@ u D

xn+1

'(ai)u(i,n—i)

'(ai)u(i,n—i—l)

) 0 © rn-1 X
o[ Ja =0 [ o™ [ [[ Jeares=]
n=1 n=1 n=1Li=0



esit oldugu goriiliir ve boylelikle

0 © n-1 x™
. | | X" — . | | . | | Au(in—i-1)
ao (a)* = ¢ [Cn (a) ]
n=1 n=1 i=0

elde edilir. Devaminda tabanlar igin

ao = Co,

n—-1
n=Cn" | |(ai)u(i,n—i—1) ’ n=1
i=0

esitlikleri bulunur.
n—i-1
ke i1 .
u(in—i—1) = Z elnle
: i+j+1

Jj=0

degeri a,,’de yerine yazilirsa

n l 1 Bn—i-1- ]J)
=Cn- | |(al) i+j+1 ) n=>1.

formili  elde  edili.  Boylelikle  @(x) = [12(a,)*"

tabanlar1 asagidaki gibi bulunur.

ag = Cy,

anl nll}]

Ornek 4.3: Asagidaki CVID
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X

<p(x) — e—xz—x+3 '*f(P(t)dt

0

verilsin. Bu denklemi ¢arpimsal kuvvet serisi yontemini (CKSY) kullanarak

¢ozelim.

Coziim: Bilinmeyen fonksiyon ¢(x)’in c¢arpimsal kuvvet serisi ¢@(x) =
| (an)xn olsun. Simdi denklemin iki tarafinin kuvvet serisi ag¢ilimimi

yapalim.

X

p(x) = €3 (eH*- (e H* ‘*f<ﬂ(t)°“

ﬁ(an)x” =e3 (e™)¥ - (eTH¥ - f
n=0 0

3. (em1)* - (e~1)*? n j[( )c" .

Il
®

I
@

e e | @

3. (e~ )*. (e—1)x2 ] '(an_l)W

I
®

yazilabilir. Buradan

esit oldugu goriiliir. CKS’nin tabanlar1 i¢in

{ao =e3, a, =e 1-a,,

_ 1 1
a,=e 1 a, /2 a, = (a,_) 7/ n=3
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yazilabilir. Boylelikle CKS’nin tabanlari
a,=¢e3%a,=¢e%(a,)=1n=>2

oldugu goriiliir. Verilen denklemin ¢éziimii

00 = ﬁ(an>x”
n=0

00 = a5 (a)*-| |1
n=2

¢(x) = p2xt3
olarak bulunur.

4.3. Carpimsal Volterra-Fredholm integral Denklemi (CVFID)

4.3.1. Cekirdekleri Ki(x,t)=K2(x,t)=1 olan CVFID’nin Cé6ziimii
Teorem 4.5: Asagidaki CVFID verilsin.

X b

o) = f(x) -+ j P(D) - j o(D)4.

0 0

Burada b € R*\{In2}. Ayrica verilen c¢arpimsal analitik f(x) fonksiyonunun

carpimsal kuvvet serisi

fG) = ﬁ(c,ox"
n=0

olsun. Bu durumda denklemin carpimsal kuvvet serisi ¢6ziimil

00 = ﬁ(anv"
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asagida formiilleri verilen a,,, n > 0 tabanlarina sahiptir.

1
bn+1\ (Z—Eb)

b2 ® n-1 1 n+1
aO = {CO . (Cl)T . 1_[ [Cn (n(ck)(k+l)'(k+2)'...‘n)] } ,
n=2 k=1 )
ap = €1 Qo
n-—1 1 )
a, =Cp* H(Ck)(k+1)'(k+2)""'” ~(ap)n, n>?2
k=1

Ispat: ¢ (x) ve f(x) fonksiyonlarinin carpimsal kuvvet serileri sirastyla

o) = ﬁ(any",
n=0

£ = ﬁ(c,ax"
n=0

biciminde olsun. Teoremdeki denklemin her iki tarafinin kuvvet serisi ag¢ilimini

kullanalim.
X b
0@ = f@)- |« [ 0@« |-+ [ o
o) ) %) O X o) 0 dt b e dt
[ @ =] e || (]_[mn)t") 1] (]_[mn)f")
n=0 n=0 o \n=0 o \n=0
%) - 0 B o) X o) b
[Joor = |[Jeo | L] [toay] T]|- [t
n=0 [ n=0 I n=0l p n=o0| @
- 2 X1 d pn+1
= L(cn)xn (a )n+1] . [ (a )n+1]
n=0 Ln=0 n=0
= [ e (an_ﬂ] - [ﬂmnﬁ:f ]
n=0 n=1 n=0
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o [ Jlan” - {co T (an>%l Tl @]

=0 n=1

Boylelikle
® le+1 1
ag = Cp - H(an) n+l ve a, = ¢, (a_)n, nx>1
n=0
esittir. Buradan
® bn+1
ap = ¢o - (ag)?- (ap)n+t
n=1
® bn+1
(@)™ =c¢o- n(an) n+l1
n=1

1 1
a =c;-(a;)2 =c, - (cy-ay)2

1 1
a, = ¢ - (c1)2 - (ay)2

1 1 1
az =c3 - (c3)3 - (c1)23 - (ay)3!

1 1 1 1
ay = ¢4 (c3)% - (2)34 - (c1)234 - (ap)¥

Bu devam ettirilerek

a = C1- aO
n-1 1 1

a, =c¢cp - l_l(ck)(k+1)-(k+2)~...~n . (ao)ﬁ’ n>=?2
k=1

elde edilir. Simdi a,’1 bulalim.
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pntl
(@)™ =c (a,)n+1
n=1
b? pnti
=1 ¢ (al)if) (an)71+1

bn+1

b2 — L
= aOT'l_[(ao)(THl)!
n=2

elde edilir. a,’lar ayni tarafa toplanir.

n-1

)1

[

k=1

w0 P )2
= (ao) n=l(p+1)! . [CO . (C1)7

48

bn+1

(T 1 1T
Cp - <| | (ck)m> _ (ao)m]
AR

pnti

1 n+1 )2
(ck)m>] (e

b2

co-(c1)2

bn+1
- 1 1 n+1
(e
n=2 k=1
bn+1
- T 1 n+1
' 1_[ [Cn < (Ck)m>]
n=2 k=1
bn+1
- = 1 n+1
ﬂ [CTL (ﬂ(ck)(k-l'l) (k+2) Tl)]
n=2 k=1
bn+1



bn+1

1-b—2°° E [ ﬁ_ -2' [ :n;l, ; n+1
(ap) n=2nl = |cy-(c1)2 |- Ch () D +2) o
B - ‘T;=J2~ ‘]E:‘i
bn+1
[ 1T = [ /=t HL
1-b—(eP~1-b) 21171 TT (—k+1)~(13+2)~ T
(ao) =|co- (c)Z |- Cn ()
B - ;’;=th ‘]E:Jf
bTL+1
[ p21 2 [ /el 1 1+1
b Z - -
aoz_e =|co-(cp)Z |- 1—[ Ch (ﬂ(ck)(k+1)-(k+2)-._,-n>
- - n=21L k=1 |
ve son olarak
1
bn+1 (Z_eb)

( 5 ) n-1 1
Ao = {(O(Q)% ) B [Cn (B(%)mﬂ

elde edilir.

4.3.2. Cekirdekleri Ki(x,t)=K(x,t), K2(x,t)=1 olan CVFIiD’nin Céziimii
Teorem 4.6: Asagidaki ¢arpimsal Volterra Fredholm integral denklemini ele

alalim.

x b

o) = f(x) = f (D)KEDt f oD,

0 0

Burada b € R* olarak alinacaktir. Asagidaki kabulleri yapalim.
a) Verilen carpimsal analitik f(x) fonksiyonunun ¢arpimsal kuvvet serisi agilimi
flx) = H{";O(ci)xi olsun. Analitik olan K (x, t) ¢ekirdek fonsiyonun kuvvet serisi agtlimi

K(x,t) = ;szo(kn,jxntj) olsun.

b)
k e
. n n-jj
u(i,n) =YY"
(i,n) Jj=0 (i+j+1)
olarak tanimlansin.
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¢) Elemanlar1 asagida verilen B = (bl-j)

matrisleri tanimlansin. 0 < i,j < N igin

bj+1
) .=0)
bijj =14j+1 '
0, i#0,
I _{ 0, i<y,
U u@,i—-j—-1), i>].

(N+1)X(N+1)

ve

L= (lif)(zv+1)x(1v+1)

d) Vin+1)xv+1) Matrisi V =1 — B — L olarak tanimlansmn. Burada I(yi1)xv+1)

birim matristir.

e) C vektorii
[ln Co]
| ]

C=|Ing|
Ln CNJ

olarak tanimlansin.

Bu kabuller altinda eger det(V) # 0 ise
a; =exp{(V71C);},0<i<N

olmak tzere

§(x) = ﬁ(ai)xi
i=0

verilen denklemin ¢ (x) ¢6ziimiiniin N. dereceden bir yaklasimidir.

Ispat:

Bilinmeyen fonksiyon ¢(x)’in ¢arpimsal kuvvet serisi

p(x) = ﬁ(ai)xi
i=0



biciminde olsun.

¢ (x) fonksiyonunun N. dereceden bir yaklasimi @(x) asagidaki gibi verilsin.

px) = ¢x) = Iiv=o(ai)xi-

Verilen f(x) fonksiyonunun N. dereceden yaklasimi asagidadir.

f@) = ﬁ(caxi
i=0

N
fo =] e
i=0

Verilen denklemdeki
b
* ] p(H)%
0

carpimsal integralinin bir yaklasimini bulalim.

b b

[ = [ g

E

-l ~

|2 Il
OL

{ >
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bi+1

b N
<[ =] [
0 i=0

Simdi denklemdeki Volterra c¢arpimsal integralinin N. dereceden bir yaklasimini

hesaplayalim.

P

X , o0
*.f(p(t)K(X,t)dt :*f _[(ai)ti
0 ‘f=0

Z,"szo[kn_j-x"tf]dt

0
X

—LIT f ()t Trjmolbnxdlac

=0\

X

-] [ f (ap)Erejmolien <"t at |
0

= r(Cli)fticE:fj=0[krl,f"xntl')'j]dt

— A r(ai)z;.gj=0[kn.j'xn(f:ti+jdt)]

L

o [ L [t x
[ 21’1,j=0 kn.]"x ! i+j+1 o

= “(ai)

i=0

i+j+1

r

K jx™

g
(a)™°

L

...
Il
)

E

200 < xi+n+j+1>
f ol Ky T
— nj=0\"J  i+j+1
= (a;)

L

...
I
)

s

o woo xiAn+j+1
S0 20| knj “TrrT

= L(ai)

i=0

s

0 n xi+n+1
_T 1., \Zn=0 2;=o<kn—j,j'm>
= (a;)

i=0

X o) o) i+n+1

*j(p(t)K(x,t)dt _ | rl_[[(ai) 7=0(%)r

0 l=0 n=0

Bu agsamada

52



N n-j,j
=3 ()

olarak tanimlayalim.

] — T—r . i1
*f(p(t)l{(x,t)dt — [aiu(l,n)]
0 i=0 n=0
ot .
— [a B u(i—nn)]lerl
i=0 n=0
Jo i1
= [ai— _nu(l—l—n,n)]x
i=1 n=0
00 i—1 x!
— 1_[ [al_ u(i—1 nn)]
i=1 \n=0
x N [i-1 x!
](p(t)K(x,t)dt ~ 1_[ [ai—l u(i 1—n,n)]
0 i=1 \n=0
Simdi bu yaklasimlari
X b
p(x) = f(x)-|* (P(t)K(x't)dt]' *ffp(t)dt
0 0
carpimsal integral denkleminde kullanalim.
N i N [i-1 | * N i1
o0 = Jeo TT(TTeoro)) [T
i=0 i=1 \n=0 i=0
N i N i N [i-1 | * N i1
ﬂ(ai)x = —[(Ci)x 1_[ n[ai—1—nu(l_1_n’n)] 'H(ai)H'—l
i=0 i=0 i=1 \n=0 =0
N i - N ] N i-1 | x
a0 | @ = o [ Jar™ |- ] [{ e+ ] [lai-scn@m]
i=1 i i=0 i=1 n=0
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Boylelikle

i=0

i—-1
a; = ¢ | |[ai—1—nu(i_1_n’n)], 1<i<N.
n=0

oldugu goriiliir. Ikinci denklemdeki carpimda farkli bir indeks j = i — 1 — n kullanilirsa

i—-1
a;, = ¢+ n[aju(j’i_l_j)], 1 <i<N.
j=0

yazilir. Denklemlerdeki bilinmeyenleri sol tarafa toplarsak
( L) _pit1
a(l)—b . ﬂ(aj) 1 = ¢,
j=1
\ /i1 -1
[aju(j'i_l_j)] -a; = ¢, 1<i<N.
L\ j=0

denklem sistemi elde edilir. Her bir denklemin her iki tarafinin logaritmasi alinarak

( N bj+1
(1—b)1na0—z<j+1
j=1
i-1
—Zu(j,i—l—j)lnaj+lnal- =In¢,1<i<N
\ =0

>lnaj =Inc,

yazilir. Teoremde oldugu gibi Iy 1)x(y+1) birim matris ve elemanlar: sirasiyla

bj+1
, 1=0,
bij=4j+1 '
0, i+0,
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l _{ 0, i<j,
U u@G,i—-1=)), i>],

olan B = (bij)(N+1)><(N+1) ve L= (lij)(N+1)><(N+1)

matrisini tanimlayalim. Bu durumda

Ina, In ¢
A= [lnai],C = anil

In .a N ln'cN
vektorleri i¢in denklem sisteminin matris formu asagidaki gibi olur.
VA=C
Bu matris denklemin ¢6ziimii det(V) # 0 ise
A=V~1cC.
Buradan ¢ (x) = ’i\'zo(ai)xi yaklasik ¢arpimsal kuvvet serisi ¢éziimiiniin tabanlari
Inag; = (V°10),;, 0<i<N
esitliginden
a; =exp{(V710);},0<i <N

olarak bulunur.
Ornek 4.4: Asagidaki CVFID ele alalim.

x 1/2
¢(x) — e—x2+2x—%_*f(p(t)dt *f (p(t)dt
0 0

Bu denklemi CKSY kullanarak ¢6zelim.
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Coziim. Bilinmeyen fonksiyon ¢@(x)’in ¢arpimsal kuvvet serisi

p(x) =

n . - 1 . . .
[lr=o (ay)* olsun. Verilen f(x) = e X203 fonksiyonunun ¢arpimsal Taylor serisi

co

1 -1 I l
e—x2+2x—z — eT . (eZ)x X (e_l)xz . 1xk

k=3

bi¢imindedir. Ilk olarak denklemin iki tarafinda bulunan fonksiyonlara karsilik gelen

carpimsal kuvvet serilerini yazalim.

p(x)

[ @

n=0

ﬁ(an)x"
n=0

Boylelikle

. 1,
e—x +2x— 1 ¢(t)dt o (p(t)dt
Jeer]
) X oo dt % oo
e (€)% - (e7)¥ j <ﬂ(an)t"> " J <]_[(ak)f")
0 n=0 0 k=0
e7 @ 7 [ |- [la™ ] ] j @]
n=0 o k=0 o
ey ey T ke | Jaofee
e e e | a l:l ay
. o th pk+1]'/2
e (e (e | |(an Nl ]_[(ak) &)
n=0
o ) 2 12 (1)k+1
e - () (e | A<an)n+1 ﬂ(ak) 2
n=0
Nl I 175"
e[ Jaaw |- @ e | [|@nnr]
k=0 n=1
-1 = f _ 1/ \*
e | J@o w2 a7 (et -0, )
k=0
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oo @)

a, = (ap)'/2

an = (an—l)l/n» nz3

oldugu goriiliir. ikinci olarak a,,, n > 2 degerini a, cinsinden yazalim.

W=

asz = (a2)1/3 =az = (a01/2) =az = (ao)%

ay = (a3)1/4 =04 = (a01/3!) = a4 = (ao)%

ENIES

an = (a'O)l/n!l n= 2.

Sonrasinda a,’1n degerini hesaplayalim.

ve
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© Q)
ao = (ap)s - | [(a) @7
k=3

— (a3 ]
ag = (a)? - (ap)

ap = (ao)g : (ao)( 8

yazilir. Buradan

5 13 1
ao(l——+?—e /2) — 1
(ag)*® fa - 1
a, =1

olarak elde edilir. Carpimsal kuvvet serisi ¢dzlimiiniin tabanlar1 asagidaki gibidir.

a :{ezl n=1}
" 1, n#1

Denklemin ¢6ziimii

n=0 n=2

p(x) = e,

olarak bulunur.
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5. SONUC ve DEGERLENDIRME

Bu tez caligmasinda c¢arpimsal analizin temel tanim ve teoremleri verilmistir.
Ayrica carpimsal dizi, sonlu ¢arpim ve ¢arpimsal seriler tanimlanmis ve bunlarla ilgili
temel kurallar verilmistir. Sonrasinda c¢arpimsal kuvvet serileri ve ¢arpimsal Taylor
serilerinden bahsedilmistir. Tezin asil konusu ise ¢carpimsal integral denklemler ve onlarin
kuvvet serileri ile ¢oziilmesidir. Dordiincii boliimde, birinci ve ikinci tipte ¢arpimsal
integral denklemler verilmistir. Bu iki tip i¢in Fredholm, Volterra ve Volterra-Fredholm
carpimsal integrallerini igeren ¢arpimsal integral denklemler tanimlanmistir. Son olarak
ikinci tipte ¢carpimsal integral denklemler i¢in ¢oziim yontemleri arastirilmis ve carpimsal
kuvvet serisi yontemiyle ¢oztimleri incelenmistir. Tezin ¢aligmasini olusturan ¢arpimsal
integral denklemlerin ¢arpimsal kuvvet serisi ¢éztimleri (Bal, Yal¢in ve Dedetiirk, 2022)

makalesinde yayimlanmustir.
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