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SIMGELER VE KISALTMALAR LIiSTESI

L[a, b]

: [a, b] Araliginda Integrallenebilen

Fonksiyonlarin Kiimesi

: f Fonksiyonunun Birinci Mertebeden Tiirevi
: Gamma Fonksiyonu
: Her

I nin igi

: Reel Sayilar Kiimesi

: R’ de herhangi bir aralik

: B Fonksiyonu
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OZET

Bu tez calismasinda yeni bir ¢arpimsal fonksiyon ¢esiti olan carpimsal (p, P)
fonksiyon tanim1 ve onunla ilgili teoremler ve sonuglar verildi. Tezin ilk boliimiinde,
konveks fonksiyonlar ve esitsizliklerin tarihi gelisimi ve literatiir taramasi verildi.
Ikinci boliimde ¢alismamiz icin gerekli olan tanimlar ve teoremler verildi. Ugiincii
boliimde, tezin bulgular kismina fikir veren lemmalar ve teoremler verildi. Dordiincii
bolimde ise Carpimsal (p, P) fonksiyonlarla ilgili lemmalar, teoremler ve sonuglar

verildi.

Anahtar Kelimeler: Konveks Fonksiyonlar, Carpimsal (p, P) fonksiyon, Hermite-
Hadamard integral Esitsizligi, Ostrowski Esitsizligi,



MULTIPLICATIVELY (p, P)-FUNCTION AND RELATED
INTEGRAL INEQUALITIES

SUMMARY

In this thesis, a new product type of multiplicatively (p, P) function definition, and
related theorems and results are given. In the first part of the thesis, the historical
development of convex functions and inequalities and literature reviews are given. In
the second part, the definitions and theorems necessary for our study are dedicated. In
the third chapter, lemmas, and theorems giving an idea to the findings part of the thesis
have existed. In the fourth chapter, lemmas, theorems, and results related to product
(p, P) functions are obtained.

Key Words: Convex Functions, Multicatively (p, P) functions, Hermite-Hadamard
Type Inequality, Ostrowski Type Inequality
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BOLUM 1. GIRIS

Matematik pozitif bilimlerin gelismesinde 6nemli etkendir. Diger bilimlerin de
matematigin bugiine gelmesinde katkilar1 olmustur. Matematik, genel mantigin
uygulama alani ve zekanin bu yolda islemesi gorevini {istlenir. Ayrica mekanik, fizik,
astronomi bilimlerinin de temelini teskil eder. Bunun disinda sosyal bilimler, tip,
jeoloji gibi alanlarda da matematige ihtiya¢ vardir. Cevremizde gordiigiimiiz binalar,
araclar, yollar matematik ve miithendisligin tasarimlaridir.

Soyut bir ilim olan matematigin pratik hayatimizdaki dokunuslarini konveks
fonksiyonlarla da gorebiliriz. Konvekslik giinliik hayatta da karsimiza
cikabilmektedir. Ornegin, dik pozisyonda ayakta durdugumuzda, ayaklarimizin
kapladigr konveks alanin iginde, agirlilk merkezimizin dik iz diisiimii boyunca
dengemizi koruyabilmekteyiz.

Ayrica konvekslik giinlik hayatta baska bir¢ok alanda da yer alir. Bu alanlar
mithendislik, ekonomi, endiistri, fizik, tip, sanat, is alanlari, veri analizi, bankacilik
seklinde siralanabilir. Biyologlar ¢okgenlerin konvekslik 6l¢timlerini kullanarak
yaprak smiflandirmas1 yapmaktadir [1]. Is yerlerinde, konser salonlarinda daha kaliteli
ses iletimleri i¢in yapilan akustik tasarimlarda konvekslikten yararlanilmaktadir [2].
Konveks fonksiyonlarin bircok uygulamasi, uygulamali matematik, matematiksel
analiz, olasilik teorisi ve matematigin diger alanlarinda dogrudan veya dolayli olarak
yer almaktadir.

Konvekslik tarihi Archimedes’ in ¢gemberin i¢ine ¢izdigi ve etrafina diizgiin ¢cokgenler
yardimiyla m’nin degerini hesaplamasina dayanir. Archimedes’ in konveks bir seklin
cevre uzunlugunun onun gevresiyle diger bir konveks seklin uzunlugunun daha kiigtik
oldugunu fark etmistir.

Bundan sonra konvekslik matematik diinyasinda, matematik ve geometri konular
arasinda onemli bir yer edinmistir. Konvekslik, lineer cebir, topoloji, esitsizlik teorisi
ve klasik ekstremum problemleri gibi ¢esitli konularda 6nemli rol oynamaktadir.

Konvekslik literatiirde Charles Hermit’in 1881 yilinda buldugu bir sonucun,1883
yilinda Mathesis adinda bir dergide yayinlamasiyla yerini almistir.

Bu sonug su sekildedir;

Sur dexus d’une integrale definie. Soit f(x) une fonction qui varie toujours dans le
meme sens de x = a; ax = b; On aura les relation

fla) +f(b)

b-af (S5 f Fdx < (b —a) =22

ou bien
b

b - a)f (azﬂ) > ff(x)dx > (b - a)w

a

1



Suivantque la courbe y = f(x) tourne sa convexite o usa concavite vers I’ axe des
abcisses.
En faisant dans ces formules f (x) = 1/(1+x),a = 0,b = x il vient
x? x?
T <log(1+x)<x 20+ 0

X —

Her ne kadar literatiirde konveks fonksiyonlarla ilgili sonuglara rastlanilsa da konveks
fonksiyonlarin ilk kez sistemli olarak 1905 ve 1906 yillarinda J.L.W.V. Jensen
tarafindan ¢alisildigi ve Jensen’ in bu calismalarindan sonra konveks fonksiyonlar
teorisinin hizlica gelisme gosterdigi kabul edilmektedir.

Konveksligin tanimi esitsizlikle ifade edildiginden Konveks Fonksiyonlar Teorisinde
esitsizliklerin 6nemli bir yeri vardir. Hardy, Littlewood, Polya, Hilbert, Markoff,
Beckenbach, Bellman, Mitrinovi¢, Pachpatte, Pecari¢ ve Fink gibi matematik¢iler
Konveks Fonksiyonlar ile Esitsizlikler Teorisi’ni bir arada inceleyerek ¢esitli kitaplar
yazmiglardir. Bu tiir esitsizlikleri konu alan ilk temel c¢alisma 1934’te Hardy,
Littlewood ve Pdlya tarafindan yazilan “Inequalities” adl1 kitaptir [3].

Bundan sonraki ¢alisma ise E.F. Beckenbach ve R. Bellman’ in 1961°de yazdiklar1 1934
ile 1960 yillar1 arasinda elde edilen yeni esitsizliklerin sonuglarini igeren ve yine
“Inequalities” adin1 alan kitaptir [4]. 1970 yilinda Mitrinovi¢’ in ilk iki kitapta bulunmayan
farkli konulara da yer verdigi “Analytic Inequalities” isimli kitab1 yaymlanir [5]. Sadece
konveks fonksiyonlar icin esitsizlikleri igeren ilk kaynak 1987 yilinda Pecaric
tarafindan yazilan “Convex Function : Inequalities” isimli kitaptir. Konveks
fonksiyonlar ve ilgili esitsizlikleri i¢in literatiirde varolan diger kitaplar ve doktora
tezlerinden bazilar1 sunlardir:Bakiniz[5,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16,17].

Bunun disinda konveks fonksiyonlarin, esitsizlik teorisi ve konveks fonksiyonlarin
uygulamasmin bir sonucu olan bir¢ok esitsizlik ile baglantis1 vardir. Giiniimiizde
kullandigimiz birgok Onemli esitsizlik konveks fonksiyon uygulamalarinin bir
sonucudur. Ornek verecek olursak Holder ve Minkowski gibi genel esitsizlikler
konveks fonksiyonlar i¢in Jensen esitsizliginin bir sonucudur. Dolayisiyla konveks
fonksiyonlar esitsizlik teorisinde ¢ok énemli bir gorevi listlenmistir.

M. Giirbiiz’iin, “Farkli Tiirden Konveks Fonksiyonlarin Carpimi Uzerine integral
Esitsizlikleri ve Uygulamalar1” baslikli doktora tezinde farkli tiirden konveks
fonksiyonlar kullanilarak yeni tanimlamalar, 6rneklemeler yapilmis olup bu tiirden
konveks fonksiyonlar ve literatiirde bulunan bazi konveks fonksiyonlarin ¢arpimi
tizerine integral esitsizlikleri elde edilmistir [18].

Biz bu calismamizda c¢arpimsal fonksiyonlar ve ilgili integral esitsizliklerini
inceleyecegiz.



BOLUM 2. KAYNAK ARASTIRMASI

2.1.Konveks Fonksiyonlarla lgili Temel Tanim ve Ozellikler
Bu béliimde bu ¢alismada kullanilacak bazi tanim ve teoremler verilecektir.
Tanim2.1.1 (Lineer Uzay) : L bos olmayan bir kiime ve F' bir cisim olsun.
+:L XL - Lve -: F XL - L islemleri tanimlansin. Asagidaki sartlar saglaniyorsa L
ye F cismi tizerinde bir lineer uzay (vektor uzay1) denir.

A) L.+ islemine gore degismeli gruptur. Yani,

Gl.Vx,y € Licinx +y € L dir,
G2.Vx,y,z €ELicinx+ (y+2z) = (x+y)+z dir,
G3.Vx € Licinx + 0 = 0 + x olacak sekilde 8 € L vardir,
G4.V x € Licin x + (—x) = (—x) + x olacak sekilde — x € L vardir,
G5.Vx,y €ELicinx +y =y + x dir.
B) x,y € Lvea,f € F olmak iizere asagidaki sartlar saglanir.

L1. A, x € Ldir,
L2.A.(x+y) = a.x + a.ydir,
L3.(A+B).x = a.x + B.x dir,
L4. (AB).x = a(Bx) dir,
L5. 1. x = x dir (Burada 1, F'nin birim elemanidir).
F =R ise L'ye reel lineer uzay, F = Cise L’ye kompleks lineer uzay ad1 verilir[19].
Tanmim 2.1.2. (Lineer Doniisiim) : / bir cisim ve V' ve W, F cismi tizerinde iki lineer
uzay olsun.
u,v€Vvec € FolmakiizereT : V - W doniistimij,
@Tu+v) =T+ Tw)
(b)T(cu) = cT(u)

Sartlarini sagliyorsa T ye V tizerinde lineer doniisiim denir. Eger V=Wise T: V- W

lineer doniisiimiine bir lineer operator denir [19].

Tanim 2.1.3. (Konveks Kiime): L bir uzay A € L ve x,y € A keyfi olmak {izere;
B={z€elz=ax+(1—-a)y 0<a<1}cA

ise A kiimesine konveks kiime denir. Eger z € B ise z = ax + (1 — a)y esitligindeki

xve y’nin katsayilarii¢in a + (1 — a) = 1 bagmtisi her zaman dogrudur. Bu sebeple

konveks kiime tanimindaki a, (1 — a) yerine @ + f = 1 sartin1 saglayan ve negatif

olmayan «, 8 sayilarini alabiliriz. Geometrik olarak B kiimesi u¢ noktalar1 x ve y olan

bir dogru parcasidir. Bu durumda sezgisel olarak konveks kiime, bos olmayan ve

herhangi iki noktasini birlestiren dogru pargasini ihtiva eden kiimedir [20].



Sekil 2.1.1. Konveks(Dis Biikey) kiimeler

C

Sekil 2.1.2. Konveks olmayan kiimeler

Tanim 2.1.4. (Konveks Fonksiyon) : /, R de bir aralik ve f:I — R bir fonksiyon
olmak iizere her x,y€ I ve t € [0,1] icin,

fex+ A -0y) <tf)+ A -0f () (2.1)
sartin1 saglayan f fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte “ > ” olmasi
durumunda ise f fonksiyonuna konkav fonksiyon denir. Eger (2.1) esitsizligi t € (0,1)
icin kesin ise bu durumda f fonksiyonuna kesin konvekstir denir [21].

A ‘ 6§

» - -

Sekil 2.1.3. Konveks fonksiyon- Sekil 2.1.4. Konkav fonksiyon




BEEN B srmomamnosannsasammnn s AP ¥ (6.1(5))

t f(a)+(1-t) f(b)

f(ta+(1-t)b)

(a, f(@)
L e .

xV

a ta+(1-t)b b

Sekil 2.1.5. Konveks fonksiyonun geometrik yorumu

Geometrik olarak ta + (1 — )b noktasinda; f'nin egri iizerinde aldig1 deger (a, f(a))

ve (b, f(b)) noktalarim birlestiren dogru pargasimn iizerinde aldigi degerden her
zaman daha kiigiiktiir, yani bu iki noktay1 birlestiren dogru pargasi her zaman egrinin
[a, b] araliginda kalan kisminin iistiindedir.

Sekilden de goriildiigii gibi, eger f(a) < f(b) ise her t € [0,1] i¢in f(a) < tf(a) +
(1 -t)f(b) < f(b) dir. Konkav fonksiyon i¢in dogru pargasi f” nin grafiginin [a, b]
araliginda kalan kisminin altindadar.

Konveks fonksiyonun bazi 6zellikleri :

i. Kapali bir aralikta tanimli konveks fonksiyon sinirlidir.
ii. f:1 > R konveks fonksiyon ise /° de kalan herhangi bir [a, b] kapal1 araliginda

Lipschitz sartin1 saglar. Bu nedenle, f fonksiyonu [a, b] araliginda mutlak siirekli ve I°
stireklidir.

iii. f:1 > R konveks fonksiyon ise I° de f’ ve f| tiirevieri mevcut olup bu tiirevler
artandir.

iv. f:I — R fonksiyonu I ag¢ik araliginda konveks ise bu aralikta sayilabilir
bir E kiimesi hari¢ f* mevcut ve siireklidir.

v. g:R—> R azalmayan konveks fonksiyon ve h:R — R konveks
fonksiyon olsun. Bu durumda; f:R - R ,f(x) = (goh)(x) bileske

fonksiyonu da konvekstir.



vii FiR->R, j=123,..,k, k tane konveks fonksiyon olsun. Bu
durumda;

flx) = le ajfj(k), a; 20 =1,23,..,k)

fonksiyonu da konvekstir [9].

Teorem 2.1.1. f fonksiyonu [a, b] araliginda konveks ise
a) f, (a,b) araliginda stireklidir,

b) f, [a, b] araliginda sinirhidir [22].

Teorem 2.1.2. f fonksiyonunun / araliginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun bu aralik
tizerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ i¢in
f"(x) =0
olmasidir [23].
Tamm 2.1.5. (Artan ve Azalan Fonksiyonlar): 7, / araliginda tanimli bir fonksiyon
olsun. x; < x, olan Vx; < x, € [ igin
i. f(xy)> f(x;) ise ffonksiyonu / Gzerinde artandir,

i. f(xy) < f(xy)ise ffonksiyonu I Gzerinde azalandir,

iii. f(xy) = f(xy) ise f fonksiyonu I izerinde azalmayandir,

<

. f(x3) < f(x,) ise f fonksiyonu I izerinde artmayandir,

denir [24].
Tanim 2.1.6. (Beta Fonksiyonu): § Euler Beta fonksiyonu
1

pluy) = [ 071 - 9
0
sekilde tanimlanir. Bu integralde x,y > 0 i¢in yakinsaktir [9].

Beta fonksiyonu:

i pat+Ly) =SFy), %y € (0,0)
. 1

i. B,y = ”
1 . _ w t
i. pAy)=[tTTA-0dt = [ .
. rxrey)
iv. By = F?X+y3; , xy>0

v. By =By.x)

ozelliklerini saglar [25].

x—1

x,y >0

Tanim 2.1.7. (Hipergeometrik Fonksiyon): c > b > 0, |z| < 1 i¢in

JFi(a;b;c;z) =

1
1
——— [ P71 = )P (1 — zt) " %dt
B(b,c— b)of

seklinde tanimlanan fonksiyona hipergeometrik fonksiyon denir [26].



2.2. Bazi Onemli Esitsizlikler
Tamm 2.2.1.(Integraller icin Holder Esitsizligi): p > 1 ve %+ i =1 olsun. f ve g

[a,b] arahiginda tanimli reel fonksiyonlar ve |f|[P ve |g|P , [a,b] araliginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise;
1

b b p /b
j FGOgColdx < f FCOIP dx f 19CO1 dx
a a a

esitsizligi gecerlidir [13].

Sonu¢2.2.1. (Power Mean Esitsizligi): q > 1 olsun. f ve g [a, b] araliginda taniml reel
fonksiyonlar ve |f|ve |g|P , [a, b] araliginda integrallenebilir fonksiyonlar ise;

b b 1‘% b %
f F (g (0)ldx < f £ GOl dx f FOllg17 dx
esitsizligi gegerlidir. [13]. ) )

Tamm 2.2.2. (Hermite-Hadamard Esitsizligi): f/:/ S R — R fonksiyonu konveks ise
a < b kosulunu saglayan Va, b € I i¢gin

2

esitsizligi saglanir. Bu esitsizlige Hermite-Hadamard esitsizligi denir [27].
Tamm 2.2.3. (Ucgen Esitsizligi): Herhangi x,y reel sayilari igin

lx +y| < [x| + [yl
[l = Iyl| < lx =yl
llx] = Iyl < 1x + vl

ve timevarim metoduyla
|x1 +-t xnl < |x1| + et |xn|
esitsizlikleri gecerlidir [13].
Tamm 2.2.4. (Ucgen Esitsizliginin integral Versiyonu): f[a,b] araliginda taniml
stireki reel degerli fonksiyon olsun. Bu durumda

b b
[ reax| < [1rcolax
a a

esitsizligi gecerlidir [13].

Tanim 2.2.5.(Ostrowski Esitsizligi) f: | < R — R fonksiyonu /°de diferansiyellenebilir

vea,b €1°, a < b olsun. Eger |f'(x)| < M ise o halde asagidaki esitsizlik her x € [a, b]
icin



b
1 M [(x—a)?+ (b —x)?
00 -5 [ ra] < 5 |

saglanir.[28].

Tanimm 2.2.6.(Simpson Esitsizligi): f : [a, b] » R (a,b) iizerinde dort defa siirekli
diferansiyellenebilir fonksiyon ve || f (4)|| = SUDxe(am|f @) (x)| < o olsun. O halde
asagidaki esitsizlik

b
SR S@ o (“;b)] o [ f@dr] < s 110 - 0

elde edilir [29].

2.3. Baz1 Ozel Ortalamalar
a,b gibi iki pozitif reel say1 i¢in baz1 ortalamalar; [7,8]
i.Aritmetik ortalama :

a+b
A=A(ab) = 5
ii. Geometrik ortalama :
G =G(a,b) :=Vab
iii. Harmonik ortalama :
2ab
H=H(a,b) :=
(a,b) a+b
iv.Logaritmik ortalama :
a ,a=>b
L=1L(ab):={ b—a
(a,b) {— ,a#*b
Inb — lna
v.p-logaritmik ortalama:
a ,a=D>b
1
L, = Ly,(a,b) :={[ pP*1 —gqP*1 |p D
P+1D®B-a) '

ortalamalar1 vardir.
Ayrica, p € R olmak iizere L,,’nin monoton artan oldugu biliniyor. Ly = 1,L_; =L
ile gosterilir. Bu ortalamalar arasindaki iliski literatiirde
HSGLSL<ZI<A
seklinde yer almaktadir.
Son olarak x,y pozitif sayilarinin r-inci kuvvetlerinin genellestirilmis ortalamasi



Lr(X;J’) =1

bigiminde tanimlanir.

, T #0,x+y
, 7 =0,x#y
,r=—1Lx+#y
X =Yy



BOLUM 3. MATERYAL VE YONTEM
Teorem 3.1. f:] € R — [1,) ¢arpimsal P-fonksiyonu ve a,b € I ve a < b olsun.
f € L[a, b] igin

. a+b 1 b 2

D f(E) <V F@f(a+ b - x)dx < [f(@)f (b)]

2

i) f(2) < f@F) = [} F@)dx < [f(@)f (D)

esitsizlikleri saglanir [30].

Onerme 3.1. f:1 € R\{0} - [1, ) fonksiyonu ve g: {i,x € I} -1,g(x) = iolsun.
f fonksiyonunun ¢arpimsal harmonik P fonksiyonu olmasi igin gerek ve yeter sart f o
g fonksiyonunun g~1(I) = {%, x €l } araliginda ¢arpimsal  P-fonksiyonu
olmasidir[31].

Teorem 3.2. . f:1 < (0,00) - R bir fonksiyon, f € L[a,b] ve a,b €1, a<b
olsun. Eger f,[a, b]araliginda harmonik p-fonksiyonu

2ab 2ab (P
(aib)ﬁbfaf fi?duszv(anfb)]

esitsizligi saglanir [32].

Onerme 3.2.

i.  f:1<(0,0) - [1, ) bir fonksiyon olsun. f, carpimsal harmonik P-
fonksiyonudur ancak ve ancak In f fonksiyonuda harmonik P- fonksiyondur. Bu
nedenle f:1 € (0,00) — [1, o) ¢arpimsal harmonik P-fonksiyonu, logaritmik
harmonik P- fonksiyonu olarak adlandirilir.

ii. f:1< (0,00) — [1,00) harmonik P- fonksiyon ise

xy
f (m) <FE+ ) S fFEfB)

esitsizliginden f fonksiyonu da ¢arpimsal harmonik p-fonksiyonudur[31].
Lemma 3.1. f: I c R\{0} — R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir fonksiyon,

a,b €1 icina < bve f € L[a, b] oldugunda

2 b—a)l, x?

b
fl@)+f() ab jf(x)dx

_ab(b—a) (! 1—2t , ab
) fo(tb+(1—t)a)2f(tb+(1—t)a)dt

esitligi saglanir[33].
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Teorem 3.3. f:1 € R\{0} = [1, ) ¢arpimsal harmonik p-fonksiyonu ve a,b € I
icin a < b olsun. Eger f € L[a, b] ise

i) f(%) < ab_ bf(x)f([a—1+b—1_x—1]— )dx B [f(a)f(b)]z

i) f(53) < F@FB) = [ LR dx < [f@f (D))

a+b a x2

~ b-a x2

esitsizlikler saglanir [31].
ispat:
i) f fonksiyonu garplmsal harmonik P-fonksiyonu oldugundan

/ (azibb) - : [ta - t)b] [tb + (1 - t)a]

[ta + (alb— t)b] + [tb + (alb— t)a]
ab ab
=/ (ta +(1-— t)b)f (tb +(1-— t)a) GD

esitsizligi elde edilir.

ab
ta+(1-t)b

Yukarida elde edilen esitsizligin [0,1] araliginda integrali alinip, x =
degisken degigimi yaplldlglnda
f( Zab j fOf(at+b 1 =x"1™h

a+ b x2 dx.

Bununla beraber basit matematiksel hesaplamalarla

1 ab ab 5
fo f (ta +(1- t)b)f (tb +(1- t)a) dt < [f(f B (32)
esitsizligi elde edilir Béylece (3.1) ve (3.2) den
2ab PO f(la™t+ b7t —x7171)
/ (a +b x?
esitsizligini elde ederlz
ii) Benzer olarak, f fonksiyonu ¢arpimsal harmonik P-fonksiyonu oldugundan

f (azibb) <f (ta + (alb— t)b)f (tb + (alb— t)a)

< F@f®f (Gra=p)

elde edilir. Son ifadenin [0,1] araliginda integrali alinip, x =

dx < [f(a)f(D)]?

” +(1 o8 degisken
degisimi yapildiginda

(22 < rrm ;2 [ 1D
f a+b flay xz

a
elde edilir. Bununla beraber

Jolf (ﬁ) dt < f(a)f (b),

oldugundan

2ab b (P
/() oo [ D

a

< [f@f®)]?
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esitsizligini elde ederiz. Boylelikle ispat tamamlanir.
Onerme 3.3. [3 1] Yukaridaki teoremin (i) ve (i1) maddelerinden

zab ' Ff (L + b7 =)
f<a+b x?
< F@r )= f R P

esitsizligi yazilabilir;

Onerme 3.4. Teorem 3.1. ve Onerme 3.1. den Teorem 3.3.%{in ispat1 asagidaki
gibi de verilebilir.

f:I € R\{0} - [1,00) fonksiyonu c¢arpimsal harmonik p-fonksiyonu

oldugundan, Teorem 3.1.’den a,b € [ ve a < b i¢in [1/b,1/a/ araliginda fog
fonksiyonu da ¢arpimsal harmonik p-fonksiyonu ise

) (fog) (—> < = [2(fog)W)(fog) (+b - u) du

b a a

< [ro9) (3) o0 (5

i (109) (£2) £ Goa) (2) Fog) (3) 2 EFom

< [ro9) (5) o0 (3

esitsizlikleri saglanir. Son esitsizlikte g(x) =§ aliirsa ve integralde u = i degisken

2

2

degisimi yapilirsa Teorem 3.3. ‘deki esitsizlikler elde edilebilir.
Teorem 3.2. ve Onerme 3.2.’den carpimsal harmonik P-fonksiyonu i¢in asagidaki
integral esitsizlikleri verilebilir[31].
Teorem 3.4. [31]. F:1 € (0,0) — [1, ®), ¢arpimsal harmonik P-fonksiyonu ve
a,b €1 i¢ina < b olsun. Eger f € L[a, b] ise asagidaki esitsizlik saglanir;
2ab 2ab (PInf(u
for) < exp {b - af W, } < [f@f ()P
Ispat: Esitsizliklerin ispat: Teorem 3.2. ve Onerme 3.2.’den kolayca gériilebilir.
Teorem 3.5. f:1 c (0,0) > R fonksiyonu [° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a,b € I i¢gina < b ve f' € L[a,b] . Eger |f'|? q =1 igin [a, b]
araliginda carpimsal harmonik P-fonksiyonu i¢in
f(a)+f(b) ab b f(x)
i
-ava x
ab(b —a)lf'@Ilf' ()l 2, (a+b)?
2 ab (b —a)? n 4ab

esitsizligi saglanir [31].

Ispat: Lemma 3.1. ve Power-Mean integral esitsizliginden;

12



fl@+fb) ab f(x) |

2 b—a x?
<ab(b 1—2t ,( ab >|dt
- f th+ (1 —-1t)a
1
ab(b — a) 1-—2t 73
< 5 dt

1
1 1-2t , ab 7 \a
% (fo (tb + (1 —t)a)? / (tb +(1- t)a>| dt)
|f'|? fonksiyonu [a, b] arahgmda carpimsal harmonik P-fonksiyonu oldugundan
fl@+fb) ab f(x)
2 b—a x?
ab(b—a)lf (@Ilf’ (b)|< 11— 2¢] dt)
2 (th+ (1 —t)a)?
esitsizligi elde edilir. Burada kolayca goriilebilir ki
o1 -2t 1 2 (a + b)?
N G (R P ChadmiPr A cyn v ”( 4ab )
esitligi saglanir.

Teorem 3.6. f:1 c (0,00) > R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a,b € I i¢in a < b ve f' € L[a,b] . Eger |f'|? q =1 igin [a, b]

araliginda c¢arpimsal harmonik P-fonksiyonu ve %+ ; =1 oldugunda;
f@+fb) ab f(x) ‘ ab(b—a)lf'(a)llf'(b)l( 1

2 " b-a x? 2 p+1
esitsizligi elde edilir[31].

1
po_
) L73,(a, b)

Ispat: Lemma 3.1. Holder esitsizligi ve |f’|? fonksiyonunun [a, b] araliginda
carpimsal harmonik p-fonksiyonu olmasindan;

1
f(@)+f(b) ab jf(@ ‘<M<J |1—2t|pdt>

2 b—a x?
1 a \g
% <f0 |f’ <tb + (alb— t)a)| dt>q

ab(b - DI @IF B 1 \o ([ 1 7
= 2 (p T ) x (fo @b+ (1 - Da)X dt)

esitsizligi elde edilir. Son ifadede basit matematiksel hesaplamalar yapildiginda

1
(th + (1 — t)a)?4

1 b—2q+1 _ a—2q+1

S rad- 0t T T Do

esitligi saglanir ve boylece ispat tamamlanur.
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Lemma 3.2. f:1° € R - R, % da differansiyellenebilir bir fonksiyon, a,b € I° ve
a < b olsun. Eger f' € L[a, b] ise

f@+f) 1 (°
5 —b_aLf(x)dx
b—a (!
= (1-28)f"(ta+ (1 —t)b)dt
0

esitsizligi saglanir [34].

Teorem 3.7. f:1 — [1,0) araliginda ¢arpimsal P-fonksiyonu olsun. f € L[a, b] i¢in

a+b

L F(50) <550 FOf(at b —0dx < [f(@f (B2

2
i f(52) < f@f )= [, f)dx < [f(a)f ()2

esitsizlikler gegerlidir[30].

Ispat: i) f fonksiyonu carpimsal P-fonksiyon oldugu i¢in asagidaki esitsizlik
yazilabilir.

a+b [ta+ (1 —t)b] + [tb + (1 — t)a]
f( 2 ):f< 2 )

<f(a+@—-0t)b)f(th+ (1 —1t)a)

Bu esitsizlik [0,1] de integrallenebildiginde ve x = ta + (1 — t)b degisken degisimi
yapildiginda

f(a:b) < bia'];bf(x)f(a+b—x)dx.

Buna ek olarak basit hesaplamayla

[ reas a-omyres+a - oad < F@ro)P?
0

b 1 (b
F) s f FOOf(a+b - x)dx < [f(@)f (b)]?

ii) Benzer sekilde f carpimsal P-fonksiyonu oldugundan asagidaki esitsizlik
yazilabilir.

f (%b) < f(ta+ 1= Ob)f(th + (1 —Da)
< f@fb)f(b+ (1 -1t)a)
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Bu esitsizlik [0,1] de integrallenebildiginde ve x = ta + (1 — t)b degisken degisimi
yapildiginda

F(55) = rrerz— [ Feod

1 b
— [ reax < f@r ),

b b
F(537) = F@rm— [ f@ax < (f@f B

Onerme 3.5. Teorem 3.7 nin (i ) ve (ii ) sartlarindan;

f(a;b>SbiaLbf(x)f(a+b—x)dx

1 b
< F@FB)5— | fIdx < [F@F B

esitsizlikleri saglanir[30].

Teorem 3.8. f:1 - R,[°da diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve | f | carpimsal P-

fonksiyonu olsun. Varsayalim ki a,b € Iicina < bve f € L[a,b] olsun. Bu
durumda

b 1 b
f(a);rf( )_b—a,f F()dx

esitsizligi saglanir[30].

(b = a)lf' @IIf (bl
4

<

Ispat: Lemma 3.2.°den

f@+f® 1 °
5 —b_aLf(x)dx
b—a (?
=—— (1 =2t)|f'(ta+ (1 —t)bldt
0

| f | carpimsal P-fonksiyonu oldugundan

‘f(a) +F®)
2

1 b
b—a_f f(x)dx

15



b—a (! ,
_ Tjo (1= 20)|f'(ta + (1 — O)b)|dt

b—a (!
STJ |1 — 2t||f'(ta + (1 — t)b)|dt
0

(b = a)lf'(@If"(b)]
4

b—a 1
=TI @IIF @) [ 1 2elde =

oldugundan ispat tamamlanir.

Teorem 3.9. f:1 - R,I° ‘da diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. PE R ve p >

b
1 oldugunu varsayalim. Bu durumda | f '|7”‘1 carpimsal P-fonksiyonu olsun. a, b €
Iicin f € L[a, b] ise

f@+f®) 1
2 b—a

<t (p%)” F @ ®)

j bf (x)dx

esitsizligi saglanir. Burada g = ﬁ dir esitsizlikleri saglanir[30].

Ispat: a, b € I olsun. Holder integral esitsizligi ve Lemma 3.2.’den

f@+f®) 1
2 b—a

f bf (x)dx

b—a (!
STf |1 —2t||f'(ta+ (1 — t)b)|dt
0

1 1

e aepa) ([ - ob)de)
<222 ([ -z ([ i+ @ - ovieae)

1

_b . ¢ (p%)% <f01|f'(ta +(1- t)b)lth>a

b—a; 1 yo[ (! ) , @
<) ([ r@rreea)

b—a
2

1
(=) IF @i
p+1 Falls '
esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
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Teorem 3.10. f:I - R,[°°de diferansiyellenebilir fonksiyon olsun. Varsayalim ki
q€ER, g>1igin|f'|? carpimsal P-fonksiyonu olsun. Farz edelim ki a,b €
licina < bve f' € L[a,b] ise

b 1 b
f(a);rf( )_b—af £ dx

esitsizligi saglanir esitsizlikleri saglanir[30].

b—a
<— |f"(@)||f'(b)]

Ispat: .a,b € I° ve f carpimsal P-fonksiyonu olsun. Boylece Lemma 3.2. esitligi ve
Power Mean esitsizligi kullanilarak

b 1 (b
f(a)erf( )_b—af £ dx

b—a (!
sTf |1 —2t||f'(ta + (1 — t)b)|dt
0

1

b—a( ! 1_% - q
- — — U — q
< > (jo |1 2t|dt> (fo |1 —2¢t||f' (ta + (1 —t)b)| dt)

1

b—a/ (! 1_% 1 q
— ! q ! q
< > <.I; |1—2t|dt> (fo [1=2¢t||f" (@) f'(b)| dt)

1

b—a 1 1_% 1 q ’ ’
=T<j0|1—2t|dt> (foll—ZtIdt> I (@Ilf' (b))l

b—a
= ——IF @IIf'®)]

esitsizligi elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.
Lemma 3.3.f:1 c (0,00) > R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir fonksiyon,
a,b €l igina < bvep € R\{0}. f' € L[a, b] oldugunda

b
p f(u)d 1

fG) = o —qp | yip % T p(b? — aP)
1 t
e of (txP + (1 — t)aP)t-1\P f(lex? + (1 = aP"\P)de

1
(b7 =7y f (tx? + (1 _tt)bp)1-1\p f'(lex? + (1 = t)bp]l\p)dt} (3:3)
0

ifadesi elde edilir[35].
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Ispat:

1
1 t

o (xp — aP)Z — - f’([txp + (1 _ t)ap]l\p)dt

p(b? ap){ of (txP + (1 — t)aP)1-1\p

1
t 14
bf (txP + (1 — t)ap)l—l\pf ([
1

—(b" — xp)zf

I (tx? + (1 —ppP) Y

txP + (1 — 0)aP]*\P)dt

t

f ([t + = op’]'") dt}

1

! 1

= m |:(.X'p — ap) j tdf ([txp + (1 _ t)ap]p>
0

+ (b? — xP) fl tdf ([txp + (1 - t)bp]%)‘

~ P i ) [(xp —aP) {tf <[txp + (1 - t)ap]%)
3 i

1
— bf f <[txp +(1— t)aP]p) dt} |
+ﬁ [(bp — xP) {tf <[txp + (1 - t)bp]5>

1

b
—ff<[tx” + (1 - t)lﬂ’]%) dt} = f(x) — p fw du

p_ 1-p
0 (b aP)a u

esitligi saglanir.

Lemma34.0 <a <x,p € R\{0}, A > 0,u = 0,7 = 1 oldugunda;

dt = C (x’ Al l’ll T’) =

_n ap

(txp + (1 — t)ap)n P Aa,p(x: A: W, 77),p >0
1

f tA(1—t)H {Tb,p(x, ALuwn),p<0

0

dt:S (x,/lhu'n):
n b,p
(tx? + (1 —t)bP)" P Upp (X, A, 1), p > 0

1
f tA(1 - t)# {Ba,p (x, 4, 1,m),p <0
0

burada
ﬁ(/1+1nu+1) T’ X p
Ba,p(X;}\; Pvn) = P 2F1 (T’ —E,A'l' 1,A+’u + 2, 1-— (E) ))
B(I’l+1r7\+1) T] a\ P
Aaple ) = = oF (n =+ L+ 21— (3) )
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_B(u+1,7\+1) n b\P
Top (A M) = == zFln—E,u+1,x+u+z,1—(;),

BA+1,u+1)
pnp-n

Ub,p (X, )\1 I»l; n) =

n X\ P
2F1(T]—E,}\+ LA+ u+2,1—(E) )

elde edilir[35].
Ispat.(i).p > 0 igin bakildiginda;

f tA(1—t)H i = 1 f th(1 —t)?

N S dt
o (txP + (1 —t)ar)' P . 1—t(1—(%) )] T
_Blu+1,2+1) 1 . | 0
e 2F1(7]—5,u+1,/1+u+2,1—(;) )
ve
__da-or 1 [ -
t —t ¢ ¢
f n_ﬂ dt = bnp—nf U—ﬂ dt
o (&x? + (1 —t)bP)" P 5 [1 . (1 B (%)p)] v
BA+1p+1) o b
pnp—n 2F1<T]_5,7\+1;}\+u+2;1_(g)>
esitlikleri saglanir.
(ii) p < 0 igin bakildiginda;
! 1
f n—1 ae= ar=n .f Pl dt
O S (el
A+1,u+1 p
ve
g 2(1 ) 1 : k(1 )A
t —t ¢ ¢
f - — = xnp_nf ——t
o (txP+ (1 —¢t)bP)" P 0[1_1:(1_(2) )} L
B(u+1,A+1) 0 P
- x"p—1 2l n—g,u+1;x+u+2;1_(;)

Lemma 3.3. ve Lemma 3.4.  kullanarak p-konveks fonksiyonlar i¢in yeni

Ostrowski tipli esitsizlikler elde edebiliriz.

Teorem 3.11. f:I c (0,0) >R fonksiyonu [° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a,b € I° igin a < b, p € R\{0}ve f’ € L[a,b] . Eger |f'|? q = 1 i¢in
[a, b] araliginda p- konveks ise her x € [a, b] igin;

b
P f(u)d _ 1

—aP ) ul-p U= p(b? — aP)
a

F -5
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1-2 1
X {(xp —aP)?C, " (x,1,0,1)[Cap (x, 2,0, DIf ()7 + Cqp(x, L,LDIf'(@)]9]

1-1 1
+(BP = xP)%S, (%, 1,0,1)[Sp (x, 2,0,DIf COI + S (x, 1,1,1)|f'(b)|q]q}

esitsizligi elde edilir[35].

Ispat: Lemma3.3., Power mean integral esitsizligi ve |f'|%, [a, b] araliginda p-
konveks olmasindan

b
p f) 1
fe) = b? —aP | ul-p du) < p(b? — aP)

(P - ary?

1
t

£ <[txp +(1— t)ap]%> dt

1
o (tx? + (1 —t)ap)' P
1

t
+(b? — xp)2

dt

1
0 (txP+(1—DbP) P

1__
~ p(b? —aP) 1

o (txP + (1 —t)ar)'?

f <[txp +(1— t)bp]%>

1
1 q q
x f ‘ | (e v a- t)a”)l_%) dt
o (tx? + (1 —t)ar)'?
(b by2 1 1_%
- X t
+ dt
p(b? —ar) of (tx? + (1 — t)bP)l_%
) 1
q
x f ‘ _|f <(txp +(1— t)bp)l_%> dt

o (tx? + (1 —t)bP)' P

(xP — aP)? . t 1_%
- prman o'f (67 + (1 - D)7 )
@I+ -l @r
0 (txP 4+ (1 — t)ap)l_%
P —x2)2 [ [ ¢ o
D | 1 dt

o (txP + (1 —t)bP)' P
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FEIF 1T+t = DIf (b)lq

0 (txP + (1 — t)bP) P

Teorem 3.12. f:] c (0,0) > R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a,b € I° i¢in a < b, p € R\{0}ve f' € L[a,b] . Eger |f'|? g =1 icin
[a, b] araliginda p-konveks ise Vx € [a, b] i¢in;

b
p f(u)d - 1

b? —aP | ul-p w= p(b? — aP)
a

f(x) =

1
1__
{(xp — ab)2¢, 7(x,0,0,1)

X [Caplrq+1, 0 DI N+ Cop(x, g, LD (a)lq]"
+(b? — xp)zs "(x 0,0,1)
[Spp (g + LODIF ()7 + S, (x,q, 1,1)|f'(b)|"]%
esitsizligi elde edilir[35].

Ispat: Lemma 3.3., Lemma 3.4. Power mean integral esitsizligi ve |f'|9,[a, b]
araliginda p-konveks olmasmdan

14 f(u)
f(x)—bp_ap i du

a

1

1 t 1
< ———{ (xP — aP)? = |f" ([ex? + (1 = t)aP]p
p(b? —a?) bf (txP + (1 —t)ar) P ( )
1
+(b? — xp)zf ‘ ([txp + (1 —t)bP]p > dt
(tx? + (1 — t)bP)’ P
(xp _ary? 1 77
7dt
= 00— a) of(txum—t)av) P
1 1q q
X f tt - f’([txp + (1 —t)ap]5> dt
o (txP + (1 —t)ar)' ?
P —xP)2 [ [ 1 o
+ - dt
p(bP —aP) of (tx? + (1 = £)bP) "D
1
1 a \d
X f t <[txp + (1 —t)aP]p ) dt

(txP + (1 — t)bp) P
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1

(xP — aP)? . 1
< cdt
p(b? —ar) f(txp +(1=bar)' )

f PO+ 0 Ol

0 (txP + (1 — t)a?’) P
1
WP —xP)2 | | !
"o —ar) f

Q|

ftq“lf (x)l"+t"(1—t)|f @) .

0 (txP + (1 — t)bP) P

(tx? + (1 —)bP)’ P >

< ;{(xp — aP)ZC q(x 0,0,1)
~ p(b? —aP) 4

1

X [Ca,p(x;q + 110r1)|f,(x)|q + Ca,p(x; ql 1,1)|f'(a)|q]q
1-1 1
+(bP — xP)?S, 1(x,0,0,1)[Spp (x, g + LO,DIf ()7 + Sp, (x, g, LVIf' (b)1]4

bu sekilde ispat tamamlanir.

Teorem 3.13. f:1 c (0,0) > R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a,b € I° igcina < b ,r € R\{0} ve f' € L[a, b] . Eger |f'|? q =
1i¢in [a, b] araliginda p- konveks fonksiyonu ve % + é = 1 oldugunda;
() 1 1 \a .
p u q =
— P _ aP)2Cr
f(x) b ap f ip du| < o (bP — ap) (q n 2) {(X aP) Ca’p(x, 0,0,r)

1

<IF I+ @1

a

1

1 1
B = x2S, 00,1 || I + I Bl

esitsizligi elde edilir[35].
Ispat: Lemma 3.3., Lemma 3.4., Holder esitsizligi ve |f’'|? ¢ nun [a, b]
araliginda p-konveks olmasindan
1
p(bP —aP)
q
dt

( . P
frollstrel
o (xP+(1-— t)ap) P

\

b
p f(u)

f’ ( [txP + (1 —t)aP]p )

A
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1
q

f' < [txP + (1 — t)bp]%>

L L )
+(bP — xP)? (f ) (ftq dt) }
o (txP + (1 —t)bP)" p 0 )

1 1
<L () o e, 0000 x [+ —— I 1]
~ p(bP —aP)\q+2 XA Rap it B * q+1 a

QR

1 1
— 2 ! R
+(bP —xP)?S} [ (x,0,0,1) [lf x)|4 +q+ 1|f (b)lq] }
bu sekilde ispat tamamlanir.

Teorem 3.14 f:1 c (0,0) - R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen
bir fonksiyon, a,b € I° igina < b ,r € R\{0} ve f' € L[a, b] . Eger
If'1? q =1 igin [a, b] araliginda p-konveks fonksiyonu ve % + % =1

oldugunda;
P f(u)
o O P
1 4 , b ) . 1
< 0P =) <x”—a*’)zcg,,,(x,r,0,r)x['f N+ 1f @) lq

1
1 ")+ |f'(b)|1]a
A £ (x,r,O,r)[lf( )1+ If( )|l

P 2
esitsizligi elde edilir[35].
Ispat: Lemma3.3., Lemma3.4., Holder esitsizligi ve |f'|? nun [a, b]
araliginda p- konveks olmasindan

b
p f(u)d - 1

b? —aP | ul-p w= p(b? — aP)
a

> (xp_ap)2<f e >?<J.|f txp+(1—t)ap])
0

f(x) =

. )3
1 o T 1 1q %
+(b? — xP)2 f = dt f |f’ ([tx” +1- t)b”]5> dt

5 (tx? 4+ (1 —t)bP) P 5

1
! = ! q 1 qa1s
Sm{@“aﬂzcg,p(x,r,o,r)x['f I+ 1f @) ]q

[If’(x)lq n |f'<b)|q]3}
2

(tx? + (1 — t)ar)" P

1
+(b? — xp)zS;,p(x, 7,0,7)

bu sekilde ispat tamamlanmis olur.
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Teorem 3.15. f:1 c (0,0) > R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a,b € I° igina < b ,p € R\{0} ve f’ € L[a,b] . Eger |[f'|? ¢ =1
i¢in [a, b] araliginda p- konveks fonksiyonu ve % + 5 = 1 oldugunda

b
p fu) s

—abP ul_p
a

O

1
1 1 \r 1
< 7= (57) {(xp = aPY2[Cap s 10, @IFGOI9 + oy (5, 0,1, IF @]

1
+(BP = xP)2[Sp,p (%, 1,0, DIF GO + Sy (x, 0,1, ) ()]] %)
esitsizligi elde edilir[35].

Ispat: Lemma 3.3, Lemma 3.4, Holder esitsizligi ve |f'|9 nun[a, b] araliginda p-
konveks olmasindan
b
p f(w) 1
— < 0 4
f(X) b — qP | yl-p du| < p(bp — ap)

a

1/q
dt

1 1/r

x { (xP — aP)? ftrdt
0 0
yr ;4 1/q
IF/([tx? + (1 = t)bP]/2) |
(txP + (1 — t)bP)a-4/p dt

CIF ([ + (1 - Da?]7P)|°
(txP + (1 — t)ar)a-a/p

1

+(bP — xP)? ftrdt
0

S

1/q

1 1
< =y 1) (67 = P [Cap e LODIF @I+ Cop 0L I @]

! 4 1/
+(b” = xP)2[Sy,, (6, 1,0, I (D)7 + Sy (6, 0,1, I ()19] 7}
bu sekilde ispat tamamlanir.
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BOLUM 4. ARASTIRMA BULGULARI

Tamm 4.1. [ € (0, ) bir aralik olsun. Vx,y € I,t € [0,1] ve p € R\{0} i¢in f: ] —
R fonksiyonu

f@x? + (= 0y")7) < FFO) (4.1)

esitsizligini saglhiyorsa f fonksiyonuna ¢arpimsal p-konveks fonksiyon denir.
Bu sart1 saglayan fonksiyon smiflart MPP(I) ile gosterilecek ve I araligi lizerinde
carpimsal (p, P) fonksiyonlar1 sinifi olarak ifade edilecektir.
Onerme 4.1. f € MPP(I) ise f fonksiyonunun goriintiisii 1’ e esit veya 1’ den
biiytiktiir.
Ispat: (4.1) esitsizliginde t = 1 alinirsa

fO<ff)=FfOM1-fO]=<0
olur. Tanim geregi Vx € I i¢in f(x) = 0 oldugundan Vy € [ i¢in f(y) =1 olur.
Benzer sekilde t = 0 alinirsa

fO) <fOf) = fOI-f)]<0
olur. Tanim geregi Vy € I i¢in f(y) = 0 oldugundan Vx € [ igin f(x) > 1 olur.

Onerme 4.2.

i. f:1<(0,00) = [1,00)fonksiyon olsun. f ¢arpimsal (p, P) fonksiyondur gerek ve
yeter sart Inf (p, P) fonksiyondur. O halde f: I < (0,00) — [1, ) fonksiyonuna
log-(p, P) fonksiyon denir.

i. f:1Z(0,00)—[1,) (p,P)fonksiyon ise f carpimsal (p, P) fonksiyondur. Cuink,

1
F(ex + (1= 0yP)P) < F() + FO) < FEOF )
olur.
Ornek 4.1. f:1 € [1,0) — [1,0) fonksiyonu, f(x) = x seklinde tanimlansmn. f
fonksiyonu ¢arpimsal (p, P) fonksiyondur. Ciinkii p € R\{0} ve x,y € [1,00),x <y
icin
1 1
£ + (1= 0yP)P) = (x? + (1= Oy")P < y < xy = FFO)

olur.

Ornek 4.2. f:1 € (0,) — [1,00) fonksiyonu, f(x) = e* seklinde tanimlansm. f
fonksiyonu carpimsal (p, P) fonksiyondur. Ciinkii p € R\{0} ve x,y € (0,00),x <y
i¢in
1 1
F(@F + (= 0yn)P) = @00 <o < o = (0 )
olur.

Ornek 4.3. f:1 S [1,00) — [1,) fonksiyonu, f(x) = x? seklinde tanimlansimn. f
fonksiyonu ¢arpimsal (p, P) fonksiyondur. Ciinkii p = 1ve x,y € [1,00),x < y i¢in

f ((tx” + (1 - t)y”)%) =tx? + (1 -t)y? <yP <xPy? = f()f (y)
olur.
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Onerme 4.3. | € (0, ) bir aralik, p € R\{0} ve f: I - R olsun.
i. p < 1ve f ¢arpimsal P fonksiyon ve azalmayan fonksiyon ise f ¢arpimsal

(p, P) fonksiyondur.
i. p=1vef ¢arpimsal P fonksiyon ve artmayan fonksiyon ise f carpimsal (p,
P) fonksiyondur.

Ispat:
i. p<lign
1
(txP + (1 —t)yP)P <tx+ (1—1t)y

dir. f carpimsal P fonksiyon ve artmayan fonksiyon oldugundan

1
£ + (1= 0yP)P) < flex + (1= DY) < FRF )
olur.
i. p=1lign
(xP+ (1 - t)yp)% >tx+ (1—-1t)y

dir. f carpimsal P fonksiyon ve artmayan fonksiyon oldugundan
1
£+ - 0y?)?) < flex+ (1= 0) < FRFO)

olur.

Ornek 4.4. f: R - [1, ) ve p € R\{0} fonksiyonu,f(x) = |x|P + 1 i¢in ¢arpimsal
p- fonksiyonudur.

I. p>0 vex <ydurumlariigin bakildiginda;

f ((txp +(1- t)yp)l/p) =|tx? + (1= Oy?P| +1 < tlx|P + (1 = O)|y|P + 1

=tlx|P+ QA -0OylP+1—-t+t=t(xP+ D+ A -0)(lyIP+ 1)
elde edilir. Son esitsizlikte

x|P+1>1

lylP+1>1

oldugundan

£ ((ex? + @ —tyr) ')
< t(lxI? + DI + 1) + (L = Oyl + D(IxI? + 1)
= (1P + D(yPP + Dt +1-0) = FQF D)

esitligi elde edilir.
.  p <0 vex <ydurumlariigin bakildiginda;

f(@x? + (1= 0y?) ) = Jex? + (1= OyP| + 1< tlxf? + (1 - O)lylP +1
= tlxlP + (1= OlylP +1—t+t = t(xP + 1) + (1 = ) (IylP + 1)
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=2 t(Ix[P+ DAy + 1) + A = (yl” + D(Ix|P + 1)
=(xP+DAyP+DE+1-0) = fFOf )

p < 0 ve x <y oldugundan

Ix[P+1 % [yP+1

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.1.

f,g:1 - [1,) olsun. Eger f ve g ¢arpimsal p fonksiyonu ise fg fonsiyonu da
carpimsal p fonksiyonu olur.

Ispat. x,y € I ve t € [0,1] icin
1
(F9) (& + (1 = 0yy)P)

= f((ex+ (1= 0y") ) g ((ex? + (1 = )y?) )
< [ffWMIg)g®] = [f ) gIf ag)] = [(fg) I )]

Lemma 4.1. f: ] c (0,0) - R fonksiyonu I° de diferensiyallenebilen bir
fonksiyon, a, b € I i(;in a < bvep € R\{0}. f’ € L[a, b] oldugunda;

f@+f®)__p (£

2 bP — gP xlp
a

& <(tap +(1- t)bp)%>
d

t (4.2)

1
(ta? + (1 —t)bP)' P
esitligi saglanir.
Ispat: Oncelikle (4.2) esitsizligin sol tarafinda kismi integrasyon uygulandiginda
1

f(l —-2t) d (f(tap +(1- t)b”)%))
0

1
(- 42 f f(ta? + (1 = ObPIP) dt
2
f (1—2t)d(f(tap+(1—t)bp)p)>=—f(a) Fb) + ﬁf’?,

elde edilir. Son esitlikte gerekli diizenlemeler yapildiginda ve eslthgl
(— —) ile ¢arparsak

f (1-20f <(tap +(1- t)bp)%>l(tap (L b (@ — bP)de
0
Zp f ) .

xlp

= —f(@ — f(b) +

elde edilir. Boylece ispat tamamlamr.
Sonug 4.1.
p=1 i¢in konvekslik ve p = —1 harmonikligin saglandigini gorebiliriz.
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Teorem 4.2. f:] — [1,0) araliginda garpimsal P-fonksiyon, a,b € l,a <bvep €
R\{0} olsun. Eger f € L[a, b] ise

2 ~ bP — qP x1-p
0

) f((ap + bp)l/P> - p f(x)f(ap + bP — xp)

< [f@PP[f (0]

aP +pP 1/ a X
W F(E) ) s S g s p@PYBP G

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat:
a+b [ta + (1 —t)b] + [tb + (1 — t)a]
4 ( 2 ) =/ 2
<f(ta+@A—-0)b)f(th+ (1 —t)a)
denklemlerinden ve f fonksiyonunun ¢arpimsal P-fonksiyon olmasindan yola ¢ikarak
asagidaki esitsizlik yazilabilir

i ar+o7) '/p — taP+(1-t)bP+(1-t)aP +tbP Yo
I f ( 2 ) _f ( 2 )
< £((wP + (1= ObP) 2 ) £(((1 - 0P + tbp)l/p>
1
f((ap;bp> > f (e + =067 ) £ (- )a? + 7)) at

Bu esitsizlik [0,1] araliginda integrallendiginde ve (ta? + (1 — t)bP)» = x degisken
degisimi yapildiginda;
1

(ta? + (1 —t)bP)P = x = taP + (1 — t)b? = xP ve (aP? — bP)dt = pxP~dx
ifadesi elde edilir.

a? + bPy /P p 1f(x)f(ap+bp—xp)
f(( 2 ) )pr—ap_of x1-p

Buna ek olarak basit hesaplamalarla

ff (ca? + =0 £ (1 - D0 +e00) #) e
0
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< [ 1@ rr@roi = [F@PIFGIF
Son durumda

1/ _
[ ——
0

< [f@PIfB)]?

esitsizligi elde edilir.

2

i f ((“p+bp)1/p> < f((ta? + A= 0)p?) 70)) (((1 —t)aP + tbp)l/p)

< F()f(b)f (((1 — P + tbv)l/f’)

Her iki tarafin [0 1] arahgmda integralin1 alinirsa

f ((ap er b7 ) ff(a)f(b)f (((1 — )aP + th?) /p) dt

olur. Sag taraftakl integralde x = ((1 —t)aP + tbp) /p deglsken degisimi yapilirsa
fla)f(b)p f ™) .

bp — qP x1- p
a

F@F ) f (1 - 0a +eb?) ) ae =

. 0 ..
Ifadesi elde edilir. Ote yandan
1

F@F®) [ £((Q -0 +?) ) de < [F@F B
Oldugunda?n ispat tamalanir.

Teorem 4.3. f:1 € (0,0) » R, I°’ de diferansiyellenebilir, a,b € [,a <b ve f' €
Lla,b] olsun. q =1 i¢in |f'|? fonksiyonu [a,b] araliginda c¢arpimsal (p, P)
fonksiyonu,p > 0, ise

f@+f®)__p (@

2 bp — ap x1- p 4
(bp — aP)b'P|f’ (a)||f (bl 1 1 aP
o 3(1,2)2}?1(1 L 2(1—b—p>> (4.4)

esitsizligi elde edilir.

Ispat: (4.2) esitsizliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip Power-mean esitsizligi
uygulanirsa

f@+f®)__p (@

2 b? — aP xlp
a
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(1-20 it

f’ <(tap +(1- t)bp)%>

1
q
dt>

f’ <(talD +(1- t)bp)%)

bP —aP (!
<= .
P o (taP + (1 — t)bP)' P

bP — aP 1
<\l
2p 0
1 q 1
1-2t
x(f ( ) dt)
0

elde edilir. | f'|? fonksiyonu ¢apimsal (p, P) fonksiyon oldugundan
b
f(a) + f(b) p f(x)
dx

2 bpP —aP ) x1-P
a

(1-2¢t)

1_1
(ta? + (1 —t)bP) P

1
(taP + (1 — t)bP)' P

Ll

< (bP —aP)|f (@)|If"(b)] Jl (1-2¢) 4
0

2 _1
P (ta? + (1 — t)bP)' »

olur. Son esitsizlikte

fl (1-2¢t)
| dt
0 |(ta? + (1 — t)bP)' P

B fl/z (1 —2t)dt N fl (2t — 1)dt
1 1
O (ta? +(1—0bP)' P “YZ(tqr + (1-t)bP) P
_pl-p _1 4.0 1( @
b1-P F, <1 =133 (1 bp)>
olur. Boylece ispat tamamlanir.

Sonugc 4.2. (4.4) esitsizliginde p = 1 alinirsa [30]” da Teorem 7 elde edilir.

Teorem 4.4. f:1 € (0,0) - R, [°” de diferansiyellenebilir, a,b € [,a < b ve f' €
Lla, b] olsun. g > 1 igin %+ é = 1 sartina gore |f'|? fonksiyonu [a, b] araliginda
carpimsal (p, P) fonksiyonu, p > 0 ise

f@+f® b (£

2 T pp —qp | x1-p
b —anyb T a)llf ®)| 1 a
—a q "(a ! r a
< 2p ﬂ(l,Z) 2F1 (T —5,1; 3,5(1 —b—p>> (45)
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Ispat: (4.2) esitsizliginin her iki tarafinin mutlak degeri alinip Holder esitsizligi
uygulanirsa

F@+f®)__p  [f@)

2 T hP—ap ) X1 P
a

P_aP 1 1-2
Sb af ( t)
2p 0

dt

1

£ ((tap +(1- t)bp)%)
(taP + (1 —©bP)' P

1
=

dt

r

p_ 4P 1 _
< bP —a f (1-2t)
2p 0

(ta? + (1 — t)bv)l‘%

1 q 1/q
x([ dt)
0

elde edilir. |f'|? fonksiyonu ¢apimsal (p, P) fonksiyon oldugundan

f! ((tap +(1- t)bp)%)

F@+f®)__p  [f@)

2 pr—qp | x1-P
a

| =

r T

dt

. bP —a?)lf (@Ilf" )l fl (1-2¢t)
P o |(tar + (1 - )bP)" P

olur. Son esitsizlikte

S

1 11— 2t|
[ -
O (taP + (1 —t)bP) P

1/2 (1—2t)"dt 1 (2t — 1)"dt
- =
0 (taP+ (1 —t)bP) P “1/2(taP + (1 —t)bP) P

a-pr

b @ ,F, (r —g,l; 3:%(1 _Z_Z)>

elde edilir. Boylece ispat tamamlanir.

Sonug 4.3. (4.5) esitsizliginde p = 1 alinirsa [30]” da Teorem 6 elde edilir.

Teorem 4.5. f:1 € (0,00) - R, I"de differansiyellenebilir bir fonksiyon. a,b €
I",a < b,p€R/{0} ve f' €L[a,b] olsun. |f'|? fonksiyonu q =1 icin [a,b]
araliginda ¢arpimsal (p, P) oldugunda Vx € [a, b] i¢in

i. p>0ise
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b

p f(u) 1
f(x) — g f Tip du| < —p(bp —an)
(P — a?)2x P | (O (@) Lo, 9
PP —a) 812)1fs (151551 -5)
(b? — xP)2b2P|f' GO || (b)) Lo, X
i. p<O0ise
b

f(x) — g

p ff(u)d 1

ul-p uf= p(bp — ap)

(P = aP)?aPIf' ()lIf" (@)

1 xP

p(b? — aP) a?
(P — xP)2x1P| £ ()| |f' ()] LN

Ispat: (3.3) esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini alipp Power mean esitsizligi
uygulanirsa

b
p f(u)
f(x)—bp_apful_pdu
a
1
t
(xP — aP)? - £ ([exP + (1 — ©aP]/P)|de

< —
p(bP —aP) o (txP + (1 —t)ar) P

P —xP)* f (txP + (1 — HbP)L-1/p |£'([txP + (1 — ObP]V/P)| dt

1
[ —
~ p(bP —aP)
1 1-1/q
t
P _ 4P)2
{(X a ) j (txp + (1 _ t)ap)l—l/p
0
N 1/q
t , .
f (txP 4+ (1 — t)ap)1-1/p |f ([txP + (1 — t)ap]l/p)l dt
0
1-1/q

t

1
+(bP — Xp)z bl- (txP + (1 — t)bp)l—l/p
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1/q

‘ |£([txP + (1 — )bP]/P)|"dt

(txP + (1 — )bP)1-1/p
0

olur. . |f'|4 ¢arpimsal (p, P) fonksiyon oldugundan
1

< -
~ p(bP —aP)
1 1_% 1 %
(xP — aP)? ‘ - ‘ = If'(x)f'(a)|9dt
o (txP + (1 — t)ar) P o (txP + (1 —t)apr)' P
+
1 ¢ g 1 é\
@ =2 | : f S IFOFGIe | |
0 (txP + (1—t)bP)' P o (txP + (1 —t)bP) P )
P — aP)?|F' IIf (@) [ t N
p(bP = aP) o (txP + (1 — t)ap)l_%
(bp —xP)?|f OlIf’ (b)l t .
p(b? — aP) ;

o (txP + (1 —t)bP)' »

elde edilir. Son esitsizlikteki integraller hipergeometrik fonksiyon seklinde ifade edilerek
ispat tamamlanir.

Teorem 4.6. f:1 € (0,0) - R, 1" de differansiyellenebilir bir fonksiyon a,b €
I",a < b,p € R/{0} ve f' € L[a,b] olsun. Eger q > 1i¢in |f'|?, [a, b] araliginda
carpimsal (p, P) oldugunda % + % = 1 sart1 altinda

i. p>0ise
Ff@ !
p u
f(x)_bp—apful—z?du Sm
(x? — a?)2x P |f' GOl (@) r - %
p(bP — aP) (ﬁ(117+1) 2F1<T p L+ 2; 1_x_P>) 1
(bp — xP)Zbl—plfl(x)”fr(b)l - s
p(bP — aP) (ﬁ(r+1;1)2F1<T—ET+1 r+2; 1—b—p)>
ii. p < O0ise
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b
P (fa | 1

fO) == | a=p @ < =

(Xp —ap)le—prl(x)”f/(a)l - | | o7 %
p(b? — aP) (3(7‘+1,1) 2F1(7'_5,T+1,T+2,1—%))

(bp—xP)Zbl—plfl(x)”fr(b)l o | -
p(bP — aP) (:8(1'7""1) 2F1<T—5,1,T+2,1—x—p))

esitsizlikleri elde edilir.

Ispat: (3.3) esitliginin her iki tarafinin mutlak degerini alip Holder esitsizligi
uygulanirsa

b
p f@)
fO) =0 | i
1 2 t
<———{(xP — aP)? =|f"([exP + (1 — t)aP]¥/P)|dt
p(bP —aP) bf (tx? + (1 - t)ap)" P
1
07 =) [ ey ([ + (= oy )
1 0
< -
~ p(b? —aP)
1 1
1 trdt r 1 1.q
(P — aP)? f _ “f ([txp - t)ap]5> dt
o (txP+(1—t)ar) 7/ \p

q
dt

thdt

F
T

+(b? — xP)? J
0

elde edilir. |f'|? fonksiyonu ¢arpimsal (p, P) fonksiyon oldugundan

b
p fw du

a

f6) -5
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(? — a2 |f' DIf (@) f trdt
p(b? — aP) )

(txP + (1 - t)ap)r_%

1

r

L 7 =PI lIF ) f trdt }
p(b? —ar) J (txp + (1 —ObP) P J

olur. Son esitsizlikteki integralleri Hipergeometrik fonksiyon yardimiyla ifade edilirse
ispat tamamlanir.
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BOLUM 5. TARTISMA VE SONUCLAR

Son zamanlarda litaratiirde arastirmacilar farkli konveks siniflar1 i¢in Hermite
Hadamard tipli ve Simpson Tipli esitsizlikler {izerine ¢aligmalar yapmaktadir.
Bunlarin en énemlilerinden birisi de ¢carpimsal konvekslik ve ¢arpimsal harmonik
konveksliktir. Bizde bu calismada daha geneli olan ¢arpimsal (p, P) fonksiyonlar
siifini tanimladik ve bu fonksiyon sinifindan yararlanarak Hermite Hadamard tipli
esitsizlikler ve Simpson Tipli esitsizlikler ile ilgili teoremler ve sonuglar verdik. Elde
ettigimiz bu yeni konvekslik sinift Ostrowski tipli esitsizliklere uygulanabilir. Bunun
yanisira farkli konvekslik siiflari i¢in ifade edilen integral esitsizliklerine de
uygulanabilir ve yeni genel integral esitsizlikleri elde edilebilir. Bunlarin hepsi agik
birer problemlerdir.
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