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OZET

Gruplar lizerindeki ¢caprazlanmis modiillerin homotopi 2-tipten baglantili uzaylarin bir
cebirsel modeli oldugu iyi bilinen bir gercektir. Ayrica cat!-gruplar ve gruplarin
kategorisindeki i¢ kategoriler, diger bir ifadeyle 2-gruplar veya grup-grupoidler,
kategoriksel olarak gruplar lizerindeki ¢aprazlanmis modiillere denktirler. Yani bu
cebirsel yapilar da homotopi 2-tipten baglantili uzaylarm birer cebirsel modelidirler.
Gruplar lizerindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki ¢aprazlanmis objeler
birer gruplar iizerinde ¢aprazlanmis kare olarak, cat!-gruplarin kategorisindeki cat’-
objeler ise cat?-grup olarak adlandirilir. Gruplar iizerindeki caprazlanmis kareler ve
buna kategoriksel olarak denk olan cat?>-gruplar ise homotopi 3-tipten baglantili
uzaylarin bir cebirsel modelidirler.

Bu tez ¢alismasinda, homotopi 3-tipten baglantili uzaylarin yeni bir cebirsel modeli
olarak cat!-gruplarin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiil, yani ¢aprazlanmis cat!-
modiil, cebirsel yapisi1 karakterize edilip bazi 6zellikleri incelenmistir. Ayrica bu tiir
cebirsel yapilarin kategoriksel olarak gruplar lizerindeki ¢aprazlanmis karelere denk
olduklar1 gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: Caprazlanmis modiil, cat!-grup, caprazlanmis kare, cat?-grup.
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ABSTRACT

It is well known that crossed modules over groups are an algebraic model of homotopy
2-type connected spaces. Moreover, cat'-groups and internal categories in the category
of groups, i.e. 2-groups or group-groupoids, are categorically equivalent to crossed
modules over groups. So these algebraic structures are algebraic models of homotopy
2-type connected spaces. Crossed objects in the category of crossed modules over
groups are called crossed squares over groups, and cat*-objects in the category of cat!-
groups are called cat?-groups. Crossed squares over groups and the categorically
equivalent cat?-groups are an algebraic model of homotopy 3-type connected spaces.

In this thesis, as a new algebraic model of homotopy 3-type connected spaces, the
algebraic structure of the crossed module on the category of catl-groups, i.e. the
crossed cat'-module, is characterized and some of its properties are studied. It is also
shown that such algebraic structures are categorically equivalent to crossed squares
over groups.

Keywords: Crossed module, cat!-group, crossed square, cat>-group
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1. GIRIS

Caprazlanmis modiiller ilk kez 1946 yilinda Ingiliz matematik¢i John Henry
Constantine Whitehead tarafindan tanitildi ve Whitehead bu yapilar1 homotopi teorisi
ve cebirsel topoloji lizerine yaptigi caligmalarinda kullandi (Whitehead, 1946).
Whitehead caprazlanmis modiil kavramini, bir uzayin temel grubunu incelemek igin
bir arag¢ olarak tanitt1 ve bir uzaymn birinci homotopi grubunun, uzayla iligkili belirli
bir ¢aprazlanmis modiiliin otomorfizm grubu olarak elde edilebilecegini gosterdi
(Whitehead, 1948, 1949). Whitehead'in orijinal ¢aprazlanmis modiil tanimi, modern
tanimdan biraz farkliydi, ancak temel fikir ayniydi. Belirli aksiyomlar1 saglayan H
Uzerinde G nin bir grup etkimesiyle birlikte bir ¢ift grup (G, H) olarak ¢aprazlanmis
modiilii tanimladi. 1970'lerin sonlarinda Ronald Brown ve Christopher B. Spencer,
simdi daha yaygimn olarak kullanilan tanim olan g¢aprazlanmis modiil kavraminin
degistirilmis bir versiyonunu tanitt1 (Brown ve Spencer, 1976). Brown taniminda, bir
grup etkimesi yerine bir grup homomorfizmi fikrini kulland1 ve kavramin daha genel

bir versiyonu olan "grupoidler iizerinde ¢aprazlanmis modiil" kavramini ortaya koydu.

Caprazlanmis modiil kavrami, kavrami daha yiiksek boyutlara genellestiren ve
giiniimiizde cebirsel topoloji ve ilgili alanlarda kullanilan ¢aprazlanmis modiillerin
temel Ozelliklerinin ¢ogunu belirleyen Ronald Brown da dahil olmak iizere diger
matematikgiler tarafindan daha da gelistirildi ve kavram, cebirsel topoloji, homotopi
teorisi ve kategori teorisi dahil olmak tizere matematigin gesitli alanlarinda uygulandi
(Brown ve Higgins, 1978; Brown, 1984; Loday, 1982; Brown ve Loday, 1987a; Porter,
1987). Caprazlanmis modiiller ayrica uzaylarm homotopi gruplarini, liflerin
(fibrations) homotopi teorisini ve gruplarm gruplar tarafindan genislemelerinin
siniflandirilmasini incelemek i¢in kullanildi (Brown, 1987). Ayrica yiiksek boyutlu
cebir caligmalarinda ve topolojik kuantum alan teorilerinin gelistirilmesinde
kullanilmustir (Ellis, 1988; Yetter 1992, 1993). Caprazlanmis modiiller fizikte,
ozellikle ayar (gauge) teorilerinin incelenmesinde de kullanilmistir (Dijkgraaf ve
Witten, 1990). Genel olarak, caprazlanmis modiil kavrammin farkli cebirsel yapilar
arasindaki iligkileri anlamak i¢in yararli bir ara¢ oldugu kanitlanmis ve modern
matematikte aktif bir arastirma alani olmaya devam etmektedir (Higgins, 1956; Orzech
1792a, 1972b; Akiz vd., 2020).



Caprazlanmig modiiller gruplardan daha karmasik olan cebirsel yapilari tanimlamanin

bir yolunu saglarlar ve bir tiir simetri veya doniisiimiin s6z konusu oldugu durumlari

incelemek icin faydalidirlar. Caprazlanmig modiillerin 6nemli olmasmin temel

nedenlerinden bazilar1 sunlardir:

Cebirsel topoloji: Caprazlanmig modiiller, deformasyona gore siirekli
fonksiyonlar1 inceleyen ve cebirsel topolojinin bir dali olan homotopi teorisinde
onemli bir aractir. Caprazlanmis modiillerin homotopi teorisindeki ana
uygulamalarindan biri, gruplarin daha yiiksek boyutlu analoglar1 olan homotopi
2-tiplerinin incelenmesidir. Ozellikle gaprazlanmis modiiller, homotopi 2-tiplerini
smiflandirmak ve cebirsel yapilarint anlamak i¢in kullanilir.

Kategori teorisi: Caprazlanmis modiiller, matematiksel yapilarin 6zelliklerini ve
iliskilerini inceleyen matematigin bir dali olan kategori teorisinde de kullanilir.
Spesifik olarak, ¢aprazlanmig modiiller, bir kiime yerine bir kategoride bulunan
bir grubun genellestirilmesi olan kategorik grup kavrammi tanimlamak icin
kullanilir. Kategorik gruplarin  cebirsel topoloji, cebirsel geometri ve
matematiksel fizikte uygulamalar1 vardir.

Grup teorisi: Caprazlanmis modiillerin, gruplarin uzantilarin1 incelemek ve
gruplar1 izomorfizme kadar siniflandirmak i¢in kullanildiklar1 grup teorisinde de
uygulamalar1 vardir. Ozellikle, ¢aprazlanmis modiiller, degismeli uzantilardan
daha karmasik olan gruplarin degismeli olmayan uzantilarini tanimlamanin bir
yolunu saglar.

Matematiksel fizik: Caprazlanmis modiiller, temel parcaciklarin davranisini
tanimlayan bir fiziksel teoriler smifi olan ayar teorilerinin cebirsel yapisini
incelemek i¢in kullanildiklar1 teorik fizikte de kullanilir. Ozellikle ¢aprazlanmis
moduller, bir manifold Gzerindeki bir Lie grubunun grup etkimeleri ile ilgili olan
ayar teorilerinin simetrilerini tanimlamanin bir yolunu saglar. Bir grubun baska
bir grup iizerinde bazi ek yapiyr koruyacak sekilde hareket ettigi durumlar:
tanimlamak i¢in kullanilirlar. Bu, pargacik fizigindeki ayar gruplar1 ve
kristalografideki simetri gruplar1 gibi matematik ve fizikteki birgok 6nemli 6rnegi

icerir.

Genel olarak, caprazlanmis modiiller, cebirsel yapilar1 ve bunlarin matematigin diger

alanlartyla olan iliskilerini incelemek i¢in dnemli ve ¢ok yonlii bir aractir. Karmasik



yapilar1 ve simetrileri daha soyut ve kavramsal bir sekilde anlamamiza olanak tanir,

bu da yeni iggoriilere ve kesiflere yol agabilir.

Caprazlanmig modiiller, cebirsel yapilar1 grup seviyesinin otesinde genellestirmeyi
amaglayan daha biiyiik bir yliksek boyutlu cebir teorisinin pargasidir. Yiiksek boyutlu
cebirin temel fikri, yalnizca 6geleri ve islemleri degil, ayn1 zamanda bu &geler

arasindaki yiiksek boyutlu iligkileri de igeren cebirsel yapilar1 incelemektir.

Yiiksek boyutlu cebirin kalbinde, kategori kavramini genellestiren matematiksel bir
yap1 olan n —kategori kavrami vardir. 0 —kategori sadece bir kiimedir, 1 —kategori
bir kategoridir, 2 —kategori morfizmler arasindaki iligkileri igeren ekstra yapiya sahip
bir kategoridir. Yiiksek boyutlu cebirin temel kavrayislarindan biri, geleneksel olarak
kiimeler ve fonksiyonlar agisindan tanimlanan birgok cebirsel yapinin dogal olarak
n —kategorileri olarak yeniden yorumlanabilmesidir. Ornegin, bir grup tek bir nesneye
sahip bir 1 —kategori olarak diisiiniilebilir, burada morfizmler grup elemanlaridir ve
kompozisyon iglemi grup islemi ile verilir. Benzer sekilde, bir topolojik uzay, nesneleri
noktalar olan ve morfizmleri noktalar arasindaki egriler olan bir 1 —kategori olarak

diistiniilebilir.

Brown ve Spencer (1976) grupoidlerin, yani her morfizmin bir izomorfizm oldugu
kategorilerin, kategorisinde grup objeleri karakterize edip bu tip bir yapiyr grup-
grupoid olarak adlandrmuslardir. Ayrica grup-grupoidlerin kategorisi ile gruplar
iizerindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisinin dogal olarak denk olduklarmi
gostermislerdir. Bu denklik sayesinde ¢aprazlanmis modiiller i¢in tanimlanmis birgok
kavram grup-grupoidlerin kategorisinde yorumlanmistir (Brown ve Mucuk, 1994;
Mucuk vd., 2014; Mucuk ve Sahan, 2019, Sahan, 2019). Brown ve Spencer (1976)
tarafindan verilen denklik, ¢ok islemli gruplar olarak adlandirilan, cok daha genel
cebirsel kategoriler icin Porter (1987) tarafindan elde edilmistir. Bu denklik sonucunda
benzer yorumlama caligmalar1 ¢ok islemli gruplar i¢in de verilmistir (Akiz vd., 2013;

Mucuk ve Sahan, 2014; Akiz vd., 2020; Sahan ve Mucuk, 2020).

Caprazlanmig modiiller, yliksek boyutlu cebirde onemli bir aragtir ¢iinkii cebirsel
nesnelerin yiiksek boyutlu yapisini yakalamanin bir yolunu saglarlar. Spesifik olarak,

bir ¢aprazlanmig modl, tek bir nesneye sahip bir 2 —kategoridir; burada morfizmler,



grup homomorfizmleridir ve daha yiiksek boyutlu yapi, grubun kendi lizerindeki

etkimesi ile verilir.

Daha genel olarak, caprazlanmis kompleksler teorisi, ¢oklu grup etkimeleri ve daha
yiksek boyutlu iligkiler igeren daha yiiksek boyutlu cebirsel yapilari incelemek igin
bir c¢ergeve saglar. Caprazlanmis kompleksler, ¢aprazlanmis modiillerin dogal bir
genellemesidir ve karmasik bir sekilde etkilesime giren bir grup kulesi ve grup
etkimeleri olarak tanimlanir (Norrie, 1987, 1990; Brown ve Higgins, 1991; Mutlu ve
Porter, 2000).

Genel olarak, yiiksek boyutlu cebir teorisi ve bunun caprazlanmis modiiller ve
caprazlanmis kompleksler gibi cebirsel yapilara uygulamalari, matematiksel
nesnelerin cebirsel yapisini geleneksel yontemlerle miimkiin olandan daha derin bir

seviyede anlamak i¢in gii¢lii bir ¢erceve saglar.

Homotopi tipleri topoloji ve geometrinin en temel kisimlarindan biridir. Cebirsel
modeller de konu i¢inde 6nemli bir yer teskil etmektedir. 20. yiizyilin baslarinda
degismeli olmayan bir boyutlu m,(X,x) temel gruplarin; geometri, topoloji ve
analizdeki uygulamalari, n = 0 igin n boyutlu H,, (X) homoloji grubunun; integrasyon,
Green-Stokes teoremi ve kompleks degerli fonksiyonlar teorisindeki uygulamalar1 ve
baglantili bir uzay icin H; (X) = m; (X, x)4? esitligi biliniyordu. Son esitlikten de
goriilecegi gibi degismeli olmayan 1, (X, x) temel grubu incelenen X uzay: hakkinda
birinci homoloji grubu H, (X) den daha fazla bilgi igeriyordu ve bu nedenle “Temel
gruplarm yiiksek mertebeden degismeli olamayan versiyonlar1” nin tanimlanmasi
dogrultusunda 6nemli bir ihtiyag dogmustur. (X,x,) noktali topolojik uzay1 igin
T, (X, x9) = [(§™,1),(X,x,)] olup n =1 igin m,(X,x,) lizerinde bir grup yapisi
vardir ve n > 2 i¢in m, (X, x,) grubu degismelidir (Brown, 1984; Brown ve Mucuk,
1994).

CW-uzaylar1 ve aralarindaki stirekli doniisiimlerle birlikte olusturdugu kategorinin i >
n icin m;(X) = 0 sartim saglayan uzaylarm olusturdugu full alt kategorisindeki
objelere (uzaylara veya homotopilerine) n — tipler denir. Gp gruplarin kategorisini
belirtmek lzere m,: 1 — tipler — Gp temel grup fanktoru 1-tipler ve Gp kategorileri
arasinda bir denklik olusturur. B: Gp — 1 — tipler smiflandirma uzay1 fanktoru m,

fanktorunun dogal bir tersidir (Loday, 1982). Yani gruplar 1-tipler icin cebirsel bir
4



modellerdir. Bu noktada Whitehead tarafindan 2-boyutlu gruplar olarak da
adlandirilan g¢aprazlanmig modiil kavrami tanimlanmis ve ardindan Mac Lane ve
Whitehead (1950) tarafindan g¢aprazlanmigs modiillerin 2-tipler igin bir cebirsel model
oldugu gosterilmistir. Caprazlanmis modiiller ayrica cebirde normal altgruplarin,
modiillerin ve merkezsel genislemelerin bir genellemesidir. Ayrica son zamanlarda
caprazlanmis modiil kavrami diferensiyel geometri ve Galois teoride kullanilmaya
baglamigtir (Jurco, 2011; Martins ve Picken, 2011; Mackenzie, 1987). Yine yakin
zamanlarda Loday (1982) tarafindan 2-tipler i¢in cebirsel bir baska model olan cat?-
grup ve 3-tipler igin cebirsel bir model olarak c¢aprazlanmis kare kavramlari
tanimlanmistir (Conduché, 1984; Arvasi, 1997). Caprazlanmis kareler, ¢aprazlanmis

modiillerin kategorisindeki ¢aprazlanmis modiil objelerdir.

Son zamanlarda, Norrie'nin tezinden bu yana, caprazlanmis modullerin cebirsel
caligmasi anlaminda bir arastirma alani ortaya ¢ikti (Norrie, 1987). Norrie (1990),
caprazlanmis modiiller kategorisinin ve bunlar arasindaki transmodiiler morfizmlerin
bircok sonucunun caprazlanmis modiiller i¢in uygun esdegerlere sahip oldugunu
gosterdi. Loday (1982) ise caprazlanmis modiil smifinin cat!-gruplarinin smifina

karsilik geldigini gosterdi.

Bu tez calismasinda ise c¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki cat!-objeler
karakterize edilip bu cebirsel yapilarin kategorisinin ¢aprazlanmis karelerin
kategorisine denk oldugunun gosterilmesi amag¢lanmistir. Boylece 3-tipler icin bir
baska cebirsel model elde edilmis olacaktir. Ayrica, iyi bilinen bir sonug¢ olarak,
caprazlanmis kareler ile cat?-gruplar kategorik olarak denk oldugundan bu tezde elde
edilen cebirsel yapmin, yani ¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki cat!-objelerin de

cat?-gruplara kategorik olarak denk oldugu gosterilmis olacaktir.



2.

TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER

Bu bolimde tezin diger bolimde kullanilan temel tanim ve sonuglardan

bahsedilecektir.

Tanim 2.1. A en az bir elemani olan bir kiime ve *: A X A — A bir ikili islem olsun.

() Herx,y,z€ Aigin

X () = (e y) oz 21)

dir.
(i) Herx € Aigin

X*xe=e*xx=Xx (2.2)
olacak sekilde A kiimesinin bir tek e elemani vardir.
(iif) Her x € K igin
xxxt=xlxx=e (2.3)

olacak sekilde A kiimesinde bir tek x~* elemani vardir.

(iv) Herx,y € A i¢in
X*y=yx*xX (2.4)
dir.

Yukaridaki (i)-(iii) sartin1 saglayan (A,*) cebirsel yapisina bir grup denir. Bu sartlara

ek olarak (iv) sart1 da saglanirsa (A,*) yapisina bir abelyen (degismeli) grup denir.

Buradan itibaren tezin devaminda, verilen grup abelyen olmasa bile, grup islemi +

sembolii ile ve grubun birim eleman1 0 semboli ile gosterilecektir.

Tanim 2.2 A bir grup ve S € A olsun. Eger S kiimesi de ayn1 ikili islemle bir grup

oluyorsa S ye A nin bir alt grubu denir ve bu S < A ile gosterilir. Yani; S;,5, € A

olmak Uzere

ve

Sl-l-SZ:{Sl-l-Sz|51€51,52€SZ} (2.5)

—S;={-s1 151 €5} (2.6)

seklinde tanimlansin. Bu durumda



S<A © S+5cS 0€S ve —ScS 2.7)
dir.
Tamim 2.3 A bir grup ve S < A olsun. Eger hera € Aigina+S={a}+Sve S+

a =S+ {a} olmak lizere a + S =S + a oluyorsa S ye A nin bir normal alt grubu

(ideali) denir ve bu durum S = A ile gosterilir.
A bir grup ve N ise A min bir normal alt grubu olarak verilsin. Bu durumda

A/N ={a+N|a€A} (2.8)
boltm kimesi olmak tzere

A/NXA/N > A/N

(2.9)
(a;+N,a,+N) » (a;+N)+(a,+N)=(a;+a,)+N

seklinde tanmimlanan isleme goére bir grup yapisi olusturur ve bu grup A nin (N

tarafindan) boliim grubu olarak adlandirilir.

Tamim 2.4 A ve B birer grup ve f: A — B bir fonksiyon olsun. Eger her a;,a, € A
icin

fla; +ay) = f(ay) + f(ay) (2.10)
sart1 saglantyorsa f doniisiimiine bir grup homomorfizmi denir.

Ornek 25 Her r € R icin f(r) =7 seklinde tanimlanan f:(R,+) - (R,+)

doniistimii bir grup homomorfizmidir.

Eger bir f grup homomorfizmi birebir ise monomorfizm, érten ise epimorfizm ve hem
birebir hem de 6rten ise izomorfizm olarak adlandirilir. Bir A grubundan kendi Gizerine
tamimlanan izomorfizmlere otomorfizm denir ve A grubunun tim otomorfizmlerinin
kiimesi Aut(A) ile gosterilir. Ayrica Aut(A) kiimesi fonksiyonlarin bilinen bileske

islemi ile birlikte bir grup yapist olusturur. Bununla birlikte her a € A igin

v, A > A
(2.11)
x » YPx)=a+x—a

seklinde tanimlanan doniisiim A nm bir otomorfizmidir. Bu tir otomorfizmlere birer

ic otomorfizm denir ve A nin tiim i¢ otomorfizmlerin kiimesi Inn(A) ile gosterilir.



Tanmm 2.6 A ve B iki grup ve f: A = B bir grup homomorfizmi olarak verilsin. Bu
durumdaker f ={a € A| f(a) = 0, } kiimesi f homomorfizminin ¢ekirdegi olarak

adlandirilir.

Tanmim 2.7 A ve B birer grup olmak Uzere

BxA - A
(2.12)
(ba) » b-a
fonksiyonu asagidaki ii¢ sart1 sagliyorsa B grubu A grubu izerine etkir denir:
() Herb,b; e Bvea € Aigin
(b+by)-a=b-(b;-a) (2.13)
dir.
(i) Herbe Bvea,a; €A igin
b-(a+a))=b-a+b-a, (2.14)
dir.
(iii) Hera € A igin
Op-a=a (2.15)
dir.
Ornek 2.8 A bir grup ve N de A nin bir normal alt grubu olsun. Bu durumda
AXN - N
(2.16)
(aan) » a-n=a+n-—a
fonksiyonu bir grup etkimesidir. Gergekten
() Hera,a, € Aven € N icin
(a+a;)) n=@+a)+n—-(a+a,)
:a+a1+n_a1_a
=a+(a,+n—a)—a (2.17)

=a+(a,-n)—a
= a-(a; )
dir.

(i) Herae Aven,n,; € N igin



a-(n+n)=a+n+n,—a
=a+n—a+a+n —a
=(a+n—a)+(a+n,—a)

=a-n+a-n
dir.
(iif) Hern € N igin
0-n=0+n-0=n
dir.
Bu etkimeye 6zel olarak konjugasyon etkimesi denir.

Tamim 2.9 A ve B birer grup olsun. Bu durumda

BxA - A
(ba) » b-a=a

seklinde tanimlanan fonksiyon bir grup etkimesidir. Gercekten;
(1) Herb,b; € Bvea € A igin
(b+b)-a=a=b-(b;-a)

dir.
(i) Herb e Bvea,a; € A icin

b-(a+a;))=a+a,=b-a+b-a
dir.
(iii) Hera € A icin
Op-ra=a
dir.

Bu etkimeye 6zel olarak agikar etkime denir.

(2.18)

(2.19)

(2.20)

(2.21)

(2.22)

(2.23)



3. CAPRAZLANMIS CAT:-MODULLER

3.1 Gruplarin Kategorisinde Caprazlanmis Modiiller

Bu kisimda Porter (1987) tarafindan verilen bir cebirsel kategoride c¢aprazlanmis

modiillerin elde edilmesi yontemi hatirlatilacaktur.
3.1.1 Gruplarn kategorisinde genislemeler ve yari-direkt carpim
Tammm 3.1 G ve H iki grup olsun. Sekil 3.1°de verilen grup homormorfizmleri

dizisinde her bir homomorfizmin goriintust bir sonrakinin ¢ekirdegine esit ise bu dizi

gruplarin bir kisa tam dizisi olarak adlandirilir.

{0} —G—~E-2-H—{0}
Sekil 3.1. Grup homomorfizmlerinin bir dizisi.

Tanim 3.2 G ve H iki grup olsun. Sekil 3.2°de verilen grup homomorfizmleri dizisinde
{0} - G ve H - {0} sifir homomorfizmler, i: G — E bir monomorfizm, p: E - H bir
epimorfizm ve i(G) = ker p ise, yani bu dizi bir kisa tam dizi ise E ye H grubunun G

grubu ile bir genislemesi denir.

{0} G—~E-2-H {0}

Sekil 3.2. Grup homomorfizmlerinin bir dizisi.

Tamim 3.3 E grubu, H grubunun bir G grubu ile Sekil 3.3’teki gibi bir genislemesi
olsun. Eger ps = 1y olacak sekilde bir s: H — E grup homomorfizmi varsa E ye H

nin G ile bir ayrik (split) genislemesi denir.

{0} G—~E-*-H {0}

Sekil 3.3. Grup genislemesi.

Burada i: G = E bir monomorfizm oldugundan G grubunu E grubunun bir alt grubu,
hatta i(G) = ker p oldugundan bir normal alt grubu olarak diisiinebilir ve béylece her

g € G icin i(g) = g olarak alinabilir.
E grubu, H grubunun bir G grubu ile asagidaki gibi bir ayrik genislemesi olmak lzere

HXG -» G

(3.1)
(h,g) » h-g=s(h)+g—s(h)
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seklinde tanimlanan fonksiyon bir grup etkimesi belirtir. Ayrica G X H kiimesi ile E

kiimesinin elemanlar1 arasinda birebir bir esleme vardir (Sekil 3.4). Bu eslemeler ise

6 : GXH - E

(3.2)
(g.h) = 06(g,h)=g+s(h)
ve bunun tersi olan
' : E - GXH
(3.3)
e — 07(e) = (e—sple),ple))
fonksiyonlari ile verilir.
0 o1

(gh)— g +s(h)—> (g, h) (3.4)

Bu birebir eslesmeler yardimiyla, bu eslesmeler birer grup homomorfizmi

(izomorfizmi) olacak sekilde, G X H izerinde bir grup yapisi olusturulabilir. Yani;

6= (0((g.m) + (g1, 1)) = 67 (6((9, 1)) + 6((g1, 1))
= 07(g +s(h) + g, + s(hy)) (3.5)
=(g+s(h) +g,—s(h),h+ hy)
=(g+h-g,h+hy)
dir. Boylece

(GxH)x(GxH) -» GxH

(3.6)
((g, h), (g1, h1)) = (g,h)+(g,h)=(@+h-g,h+hy)

seklinde verilen ikili islemle G X H Uzerinde, E grubuna izomorf olan, bir grup yapisi
olusturulur. Bu G X H grubuna G ile H gruplarmin yari-direkt ¢arpimi denir ve bu grup
genelde G x H ile gosterilir. Bu grupta birim eleman (04, 04) elemani ve bir (g, h)

elemaninin tersi ise ((—h) - (—g), —h) dur.

G— s g
o—1|1|6

G X H

Sekil 3.4. Ayrik genislemenin kartezyen ¢arpima denkligi.
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Ornek 3.4 G ve H birer grup olsun. H nin G Uzerine asikar etkimesi verilsin. Bu

durumda her (g, h), (g1, h,) € G x H igin

(g.h) + (91; h1) = (g +h-g,h+ h1)

(3.7)
=(g+guh+hy)

olup G x H yari-direkt ¢arpim grubu aslinda G X H direkt ¢arpim grubu olur. Yani
direkt carpim grubu yari-direkt carpim grubunun bir 6zel halidir.

3.1.2 Caprazlanmis modiiller

E grubu, B grubunun bir A grubu ile bir ayrik genislemesi ve E; grubu, B; grubunun
bir A; grubu ile bir ayrik genislemesi olsun. Bu durumda f;: A = A4, fz: E = E; ve

fg: B = Bj birer grup homomorfizmi olmak tizere

() fei=iifa,
(i) fzp =p1fr Ve
(i) fgs = s1fp

ise, yani diger bir ifadeyle Sekil 3.5°te verilen diyagramlar degismeli ise (fy, fz, f5)

ticliisiine gruplarm kategorisinde bir ayrik genisleme doniisiimii denir.

cC )
{0} A— - F B {0}
fa fE e
{0} Ay —— B, —— B, {0}
S N

Sekil 3.5. Ayrik genisleme morfizmi diyagramiu.

Bir B grubunun bir A grubu iizerine bir grup etkimesi verilmigse bu etkimeden elde
edilen yari-direkt carpim grubunun B nin A ile bir ayrik genislemesi oldugunu
gormiistiik. Ayrica her A grubunun kendi Gzerine konjligasyon etkimesi ile de bir ayrik

genislemesi elde edilebilir.

Tanim 3.5 A ve B birergrupve B X A - A, (b,a) » b - a bir etkime ve a: A - B bir

grup homomorfizmi olsun. Bu durumda eger (1,14 X a,a@) ve (a,a X 1g,15)
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ticliileri swrasiyla A nin kendi iizerine konjligasyon etkimesi ile elde edilen ayrik
genigslemeden B nin A fizerine yukarida verilen etkimeden elde edilen ayrik
geniglemesine ve B nin A ilizerine yukarida verilen etkimeden elde edilen ayrik
genislemesinden B nin kendi {izerine konjiigasyon etkimesi ile elde edilen ayrik
genislemesine birer ayrik genisleme doniistimii ise (A4, B, a) Ugliisiine bir ¢aprazlanmis

modul denir (Porter, 1987).

{0} A AnA="=4—— {0}
1a laxa a

{0} AL ANB%B—>{O}
o axlpg 1p

{0} B——BxB==B——{0}

Sekil 3.6. Caprazlanmis modiil diyagrama.

Yukaridaki tanimda verilen (14,1, X @, a) ve (a,a X 15,15) doniisiimlerinin birer

ayrik genigleme doniigiimii olmasi i¢in

Iy Xxa : AxXA - AXB
(3.8)
(@a;) +» (aa(ay))
ve
axXxlg : AXB - BXB
(3.9)
(a,b) +~ (aa)b)
doniisiimlerinin birer grup homomorfizmi olmasi yeterlidir. Yani;
(14 X a)((a. a;) + (a,, a3)) = (1, x a)((a +a,-aza; + a3))
= (1, % a)((a +a,+a,—a;,a,+ a3))
(3.10)

=(a+a,+a; —ay,ala; +az))
=(a+a,+a; —ay,alay) + alas))
ile
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(14 X a)((a' a1)) + (14 % a)((az; a3)) = (a; a(%)) + (az' a(a3))

(3.11)
= (a + a(ay) - ay, alay) + a(a3))
birbirlerine esit olmalidir. Boylece her a4, a, € A igin;
ala,) -a, =a, +a, —ag (3.12)

olmalidir. Ayrica

(@ x 15)((a,b) + (ay,by)) = (@x 15)((a+ b -a,, b+ by))
= (ala+b-ay),b+b;) (3.13)
= (a(a) + a(b - ay),b + by)

ile

(a x 13)((61, b)) + (a 13)((a1, b1)) = (a(a),b) + (a(ay), by)
= (a(a) + b - alay),b + by) (3.14)
= (a(a)+ b+ ala;) —b,b+ by)

birbirlerine esit olmalidir. Boylece her a; € Ave b € B igin;
a(b-a;)=b+ala;)—b (3.15)

olmalidir. O halde ¢aprazlanmis modiil tanimini1 elemanlar cinsinden asagidaki gibi

yapabiliriz.
Onerme 3.6 A ve B birer grup ve a: A — B bir grup homomorfizmi olmak uizere

BxA - A

3.16
(b,a) +» b-a (3.18)

bir grup etkimesi olsun. Eger her a,a; € A ve b € B igin;

() a(b-a)=b+ ala)—b,

(i) a(a)-ay=a+a;,—a
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sartlar1 saglanmiyorsa (4, B, @) lgliisii gruplarin kategorisinde bir ¢aprazlanmis modiil

olur.
Ornek 3.7 Her G grubu iki farkl1 bigimde bir ¢aprazlanmis modiil olarak diisiiniilebilir.

(1) G nin herhangi bir N normal alt grubu igin G nin N (zerine konjligasyon
etkimesi ile birlikte inc: N — G i¢ine doniisiimii bir ¢aprazlanmig modiildiir.

(i)) G nin tim otomorfizmlerinin grubu Aut(G) nin G (zerine

Aut(G)xG - G

(3.17)
(f, x) = fox=f(x)

seklinde tanimli etkimesiyle birlikte ®: G — Aut(G) i¢ otomorfizm doniistiimii
bir caprazlanmig modiil belirtir.
Ornek 3.8 X bir topolojik grup olsun.

St,xe ={[a] | a:[0,1] - X siireklive a(0) =1} (3.18)

ve her [a] € St e icin d([a]) = a(1) olarak tanimlanmak iizere (St,x e, X, d) bir

caprazlanmis modiildiir.

(A,B,a) ve (A’, B',a") birer ¢aprazlanmis modiil, f;: A > A’ ve fz: B — B’ birer grup

homomorfizmi olsun. Eger

() fpa=a'fyve

(i) hera € Ave b € B i¢in;

falb - a) = fz(b) - fala) (3.19)

sartlar1 saglanirsa, yani diger bir ifadeyle Sekil 3.7°deki diyagramlar degismeli ise
(fa,fs): (A,B,a) » (A, B’, &) ikilisine (4, B,a) dan (A', B’, a') ya bir ¢aprazlanmis

moduiil morfizmi denir.
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BxA—A—%*-B
fBX.fAl/ fAl lfB
B’ x A’ - A’ B’

Dﬂ’

Sekil 3.7. Caprazlanmis modiil morfizmi diyagramu.

Tiim caprazlanmig modiiller ve bunlar arasinda yukarida tanimlandigi sekilde
caprazlanmis modiil morfizmleri bir kategori olusturur. Bu kategori ise XMod(Gp) ile

gosterilir.
Tamm 3.9 (4, B, a) ve (C, D, y) birer ¢aprazlanmis modiil olmak iizere

() C<AD<B,

(i) y=alcve
(iii) D nin C uzerine etkimesi, B nin A fizerine etkimesinden indirgenmis

etkimesidir;

sartlar1 saglaniyorsa (C,D,y) c¢aprazlanmis modiiline (A4, B,a) c¢aprazlanmig

modiiliiniin bir alt objesi ya da alt ¢aprazlanmis modiilii denir (Norrie, 1987).

Onerme 3.10 (fy, f3):(4,B,a) - (4',B',a’) bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi

olmak tizere bu ¢aprazlanmis modiil morfizminin goriintiisii olarak adlandirilan

Im(fy, fg) = (Imf;hlme;a'hmfA) (3.20)

bir ¢aprazlanmis modiil olup (A’, B’, a") ¢aprazlanmis modiiliiniin bir alt ¢aprazlanmis

modulidiir.

Tanim 3.11 (4, B, @) bir ¢aprazlanmis modiil ve (S,T,0) ise (4, B, a) nin bir alt

caprazlanmig modiilii olmak iizere

() T=2B,
(i) hers e Sveb € B igin

b-s€S (3.21)
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(iii) hert e Tvea € Aigin
t-a—a€SsS (3.22)

sartlar1 saglaniyorsa (S,T,0) ¢aprazlanmis modiiline (4, B,a) c¢aprazlanmis
modiiliiniin bir normal alt objesi ya da normal alt ¢aprazlanmis modiilii ya da kisaca

bir ideali denir (Norrie, 1987).

Onerme 3.12 (fy, f3): (4, B,a) —» (4',B',a’') bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi

olmak tizere bu ¢aprazlanmis modiil morfizminin ¢ekirdegi olarak adlandirilan

ker(f,, f5) = (ker f; , ker fy , alier 7, ) (3.23)
bir ¢aprazlanmis modiil olup (4, B, @) ¢aprazlanmis modiiliiniin bir idealidir.
3.2 Cat!-Gruplar

Tamm 3.13 G bir grup ve s, t: G — G birer grup homomorfizmi olmak iizere asagidaki

sartlar saglaniyorsa (G, s, t) Ucliistine bir cat!-grup denir (Loday, 1982).

() st=t,ts=sve
(i) [kers,kert] = {0}.

Burada (ii) sart1 su anlama gelmektedir: G nin ker s ve Ker t altgruplarinin elemanlari

degismelidir.
Onerme 3.14 (G, s, t) bir cat'-grup olmak tizere

() ss=s,
(i) tt =tve

(iii) Ims =Imt
dir.

Her tek elemanli {0} grubu s = 1, Ve t = 1o, endomorfizmleri ile beraber bir cat'-
grup olur. Bu cat-gruba sifir cat!-grup denir. Ayrica, daha genel olarak, her G grubu

icin (G, 14, 1) ucliisti de bir cat*-gruptur.
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Tanm 3.15 (G,s,t) ve (G',s’,t’) birer catl-grup olsun. Bir f:G — G’ grup
homomorfizmi i¢in asagidaki sartlar saglaniyorsa bu f doniisiimiine bir cat*-grup

morfizmi denir (Loday, 1982).

() fs=s'fve
(i) ft=t'f.

Yani f:G — G' bir cat’-grup morfizmidir ancak ve ancak asagidaki diyagram

degismelidir.

t,

Sekil 3.8. Cat’-grup morfizmi diyagramu.

f:(G,s,t) - (G',s’,t") bir catl-grup morfizmi olmak iizere eger f:G — G' grup
homomorfizmi bir monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) ise bu f:(G,s,t) —
(G',s',t") cat-grup morfizmi monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) olarak

adlandirilir.

Tim cat!-gruplar, yukarida tanimlandig1 sekilde catl-grup morfizmleri ile birlikte bir

kategori olusturur bu kategori Cat! — (Gp) ile gosterilir.

Gruplarm kategorisindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisi ile cat!-gruplarin
kategorisinin denk oldugunu Loday (1982) tarafindan gosterilmistir. Simdi bazi
detaylara ihtiyacimiz oldugundan bu denkligi hatirlatalim.

Teorem 3.16 Gruplarin kategorisindeki c¢aprazlanmis modiillerin kategorisi
XMod(Gp) ile cat'-gruplarin kategorisi Cat® — (Gp) dogal olarak denktir (Loday,
1982).

Ispat: Oncelikle bir F:XMod(Gp) — Cat! — (Gp) fanktoru tanimlayalim: Bir
(A, B, @) gaprazlanmis modiilii i¢in G = A % B,
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s . AXB —-> AXB

(3.24)
(a,b) +» s(a,b) =1(0,b)

ve

t . AXB - AXB

(3.25)
(a,b) +» t(a,b) =(0,a(a)+b)

olmak Uzere FO((A, B, a)) = (G, s, t) dir. Ayrica bir {f,, fz): (4,B,a) - (A’,B’,a’)

caprazlanmis modiil morfizmi i¢in F; ({f,, fz)) = fa X fp dir.

Simdi, tersine olarak, bir H: Cat! — (Gp) - XMod(Gp) fanktoru tanimlayalim: Bir
(G, s, t) cat*-grubu icin

Ims xkers — kers
(3.26)
(x,9) > x-g=x+g—x

bir grup etkimesidir ve bu etkime ile birlikte t|yers:kers — Ims doniisimii bir
¢aprazlanmis modiil yapisma sahiptir. Yani; Ho((G,s,t)) = (kers,Ims, tlgers)

olarak tamimlanir. Ayrica bir f: (G, s, t) - (G',s’,t") cat’-grup morfizmi icin
(flxers flims): (Rers,Ims, tlers) = (kers’, Ims’, t'|yers) (3.27)
bir ¢aprazlanmig modiil morfizmidir. Yani; H; (f) = (flxers, f lims) dir.

3.3 Cat!-Gruplarin Kategorisinde Caprazlanms Modiiller

Bu kisimda Porter (1987) tarafindan verilen teknige gore, tezin temel konusu olan,
cat’-gruplarm kategorisinde ¢aprazlanmis modiillerin karakterizasyonu verilecektir.
Yazim kolaylig1 acisindan tezin devaminda catl-gruplar A = (4,s,,t,), B =
(B, sg, tg), ... seklinde gosterilecektir.

3.3.1 Cat'-gruplarin kategorisinde genislemeler ve yari-direkt ¢arpim

A =(4,s4,ts), B=(B,sg tg) Ve €= (E,sg, tg) birer cat’-grup olmak iizere sifir
catl-grup 0 = ({O}, L0y, 1{0}) ile gosterilsin. i: A — £ bir catl-grup monomorfizmi,

p: €& = B bir cat'-grup epimorfizmi ve k: B — £ ise pk = 15 olacak sekilde bir cat!-
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grup monomorfizmi olsun. Bu durumda € = (E, sg, tz) cat'-grubuna B = (B, s, tg)

nin A = (4, s4, t,) tarafindan bir ayrik cat!-grup genislemesi denir.

Bu sekilde bir ayrik genislemeden B = (B, sg, tg) nin A = (A,s,,t,) Uzerine
asagidaki sekilde bir turetilmis etkimesi elde edilir.

BXA — A (328
(b,a) +» b-a=k(b)+a—k()
Bu etkime asagidaki 6zelliklere sahiptir:
(i) herb,b; € Bvea € Aigin
(b+by)-a=b- (b a), (3.29)
(i) herb€e Bvea,a, € Aigin
b-(a+a;))=b-a+b-ay, (3.30)
(iii) hera € A icin
0 -a = a, (3.31)
(iv) her b € B icin
b-0, =0, (3.32)
(v) her b € ker sg Ve a, € kert, icin
b-a, =a, (3.33)
(vi) her b; € kKerty ve a € ker s, icin
by -a=a. (3.34)

Burada dikkat edelim ki (iv) sart1 (ii) sartindan elde edilebilmektedir. Boylece cat’-

gruplarm kategorisinde etkime tanimi verebiliriz.
Tamm 3.17 A = (A,s4,t4) Ve B = (B, s, t) birer cat'-grup olmak tizere bir

BxA - A

3.35
(ba) » b-a (3.35)

fonksiyonu verilsin. Eger
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(1) herb,b; e Bvea € Aigin
(b+by)-a=b- (b a),
(i) herb€eBvea,a, € Aigin
b-(a+a))=b-a+b-ay,
(iif) her a € A igin
0g-a=a,
(iv) her b € ker sg Ve a, € Ker t, i¢in
b-a, =a,
(v) her b; € kertg ve a € ker sy, igin

b, -a=a,

(3.36)

(3.37)

(3.38)

(3.39)

(3.40)

sartlar1 saglaniyorsa bu fonksiyona B nin A Uizerine bir cat!-grup etkimesi denir.

Bir £ = (E, sg, tg) catl-grubu bir B = (B, s, tz) cat'-grubunun bir A = (4, s4,t,)

cat’-grubu tarafindan bir ayrik cat'-grup genislemesi ve bir &' = (E’, sy, tgr) cat’-

grubu bir B’ = (B’,sgr,tyr) cat’-grubunun bir A’ = (4, sy, ty) catl-grubu

tarafindan bir ayrik cat'-grup genislemesi olsun. Eger f4:A — A’, fzg:B — B' ve

fe: € = &' ayrik cat’-grup genislemesi yapisini olusturan doniisiimlerle uyumlu birer

cat’-grup morfizmi iseler bu durumda (fy, fe, fz) tcliisine bir ayrik cat’-grup

genislemesi morfizmi denir. Tiim ayrik cat!-grup genislemeleri ve bunlar arasindaki

ayrik catl-grup genislemesi morfizmleri bir kategori olusturur ve bu kategori

SpExt(Cat! — Gp) ile gosterilir.

Tanim 3.18 A = (4,s,4,t,) Ve B = (B, sg, t) birer cat’-grup olmak iizere B nin A

Uzerine bir

BXA - A
(b,a) ©» b-a

catl-grup etkimesi verilsin. Bu durumda A < B grubu
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SAszsAXSB . AXB - AXB

(3.42)
(a,b) = spup(a,b) = (SA(a)ﬁSB(b))

ve

tA)dB=tAXtB . AXB - AXB

(3.43)
(@bh) v tuyp(ab) = (ts(a) tz(b))

doniisiimleri ile birlikte bir cat’-grup yapisima sahiptir. Gergekten Syuptawg = taxp V€
taxpSaxp = Saxp oldugunu gormek kolaydir. Simdi [Ker s,.p,Kkert 5] = {(0,0)}
oldugunu da gorelim. (a, b) € kers,.g, yani a € kers,, b € kersg ve (a,,b,) €
kert,.5, Yani a, € kKerty, b; € Ker tg, olsun. Bu durumda etkime tanimimin (iv) ve

(v) sartlarindan

(a,b) + (ay, b)) =(a+b-ay,b+by)
=(a+ay,b+by)
= (a; +a,b; + b) (3.44)
=(ay+ by -a,by +b)
= (ay, by) + (a,b)

dir. Bu (A X B, syxp, taxg) Catl-grubuna A = (4,s4,t4) Ve B = (B,sg,tg) catl-
gruplarinin yari-direkt ¢arpimi denir ve A X B ile gosterilir. A % B yari-direkt ¢arpim

catl-grubu B nin A tarafindan bir ayrik cat!-grup genislemesi olur.

Ornek 3.19 A = (4,54 t4) bir catl-grup olmak iizere A nin kendi iizerine
konjiigasyon etkimesi aslinda A = (4,s,,t,) nin kendi Uzerine bir cat'-grup

etkimesidir. Gercekten a € ker s, ve a; € kert, olmak lzere

al'a=a1+a—a1
=a+a,—a (3.45)

=a

dir. Diger sartlarm saglandig1 kolaylikla goriilebilir. Bu etkime ile birlikte <4 nin
kendisi ile yari-direkt carpimi A x A elde edilir. A X A yari-direkt ¢arpim cat®-

grubu A nin kendisi tarafindan bir ayrik cat!-grup genislemesi olur.
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3.3.2 Caprazlanmus cat-modiiller

Tanmm 3.20 A = (4,s4,t4) Ve B = (B, s, tg) birer catl-grup olmak iizere B nin A

Uzerine bir

BXA - A

3.46
(ba) ©» b-a (3.40)

cat'-grup etkimesi verilsin. Ayrica bir a: A — B cat'-grup morfizmi bulunsun. Eger
(14,14 X a,a)ve (a,a X 15, 13) tgliileri sirasiyla A nin kendi lizerine konjiigasyon
etkimesi ile elde edilen ayrik cat!-grup genislemeden B nin A iizerine yukarida verilen
etkimeden elde edilen ayrik genislemesine ve B nin A lizerine yukarida verilen
etkimeden elde edilen ayrik genislemesinden B nin kendi (izerine konjugasyon
etkimesi ile elde edilen ayrik genislemesine birer ayrik genigsleme doniisiimii ise
(A, B, a) Uclisline bir cat'-gruplarin kategorisinde bir caprazlanmis modiil ya da

kisaca bir caprazlanmus cat*-modiil denir.

Yukaridaki tanimda belirtilen sartlar incelendiginde ¢aprazlanmis cat'-modiil tanimi1

elemanlar cinsinden de verilebilir.

Onerme 3.21 A = (4, s,4,t,) Ve B = (B, s, tg) birer cat!-grup ve a: A — B bir cat!-

grup morfizmi olmak Gzere

BXA —-» A

(3.47)
(b,a) ©» b-a
bir cat'-grup etkimesi olsun. Eger her a,a; € A ve b € B icin;

() atb-a)=b+ ala)—b,

(i) a(a)-ay=a+a, —a
sartlar1 saglaniyorsa (A, B, a) Uclustl bir caprazlanmis cat*-modiil olur.

Sonug 3.22 A = (A,s4,t4) ve B = (B, sg, tp) birer catl-grup ve a: A — B bir cat-

grup morfizmi olmak tzere
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BXA - A

3.48
(ba) ©» b-a (3.48)

bir cat!-grup etkimesi olsun. Eger bu etkime ile birlikte (4, B, a) gruplar lizerinde bir
caprazlanmis modiil yapisma sahip ise (A, B, @) iicliisii bir ¢aprazlanmis cat-modiil
olur. Diger bir ifadeyle bir ¢caprazlanmis cat'-modiil gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis

modiillerin kategorisinde bir cat'-obje olarak da diisiiniilebilir.

Ornek 3.23 G bir grup ve N de bunun bir normal altgrubu olsun. Bu durumda
(G,14,15) ve (N, 1y, 1) Uclilerinin birer cat!-grup olduklarmn: biliyoruz. Ayrica G
nin N iizerine konjiigasyon etkimesi aslinda bir cat'-grup etkimesi olur. Boylelikle
inc: N > G igine doniisiimii bir cat'-grup morfizmi olup ((N, 1y, 1), (G, 1¢, 1¢), inc)

bir ¢aprazlanmuis cat!-moduldir.

Tanmm 3.24 (A,B,a) ile (A',B’,a’) Ucluleri birer caprazlanmis cat’-modil ve

f:A— A'ile g: B — B’ birer grup homomorfizmi olsun. Eger

() fsa=saf. fta=taf,
(i) gsp = sp'g, gt = tp'g,
(iii) ga=a'f ve
(iv) hera e Aveb € B icin;

fb-a)=gb)-f(a) (3.49)

sartlar1 saglamyorsa (f, g) ikilisine (A, B,a) dan (A',B’,a’) ne bir ¢aprazlanmis

cat'-modul morfizmi denir.
(far fz): (A, B,a) - (A',B',a") (3.50)

Dikkat edelim ki burada (i) sart1 f: A — A’ doniisiimiiniin bir cat-grup morfizmi
oldugu, (ii) sart1 g: B - B’ doéniisiimiiniin bir cat!-grup morfizmi oldugu, (iii) ve (iv)

sartlar1 ise

(f,9):(A,B,a) > (A, B',a’) (3.51)
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doniigiimiiniin gruplar tizerinde bir ¢aprazlanmis modiil morfizmi oldugu anlamina

gelmektedir.

Objeleri tiim ¢aprazlanmis cat’-modiiller, morfizmleri ise tiim ¢aprazlanmis cat?-
modiil morfizmleri olan bir kategori olusturulabilir. Bu kategori XMod(Cat! — Gp)

ile gosterilir.
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4. KATEGORI DENKLIGI

4.1 Caprazlanms Kareler

Caprazlanmig kareler, cebir, topoloji ve kombinatorik dahil olmak iizere ¢esitli
alanlarda incelenen cebirsel bir kavramdir. Cebirde, gruplarin yapisin1 ve grup
genislemelerini incelemek i¢in c¢aprazlanmis kareler kullanilmigtir. Ayrica,
caprazlanmis modiiller ve ¢ift grupoidler gibi yeni cebirsel yapilar olusturmak icin de
caprazlanmis modiiller kullanilmistir. Topolojide, homotopi teorisini ve daha yiiksek
boyutlu cebirleri incelemek ve homotopi 3-tipleri i¢in yeni modeller olusturmak i¢in
caprazlanmis kareler kullanilmistir. Genel olarak, caprazlanmis kareler, c¢esitli
alanlarda uygulamalari olan ¢ok yonlii matematiksel objelerdir. Caprazlanmis kareler
iizerine daha fazla arastirma, cebir, topoloji ve kombinatorikte yeni anlayislara ve

uygulamalara yol agabilir.

Simdi oncelikle gaprazlanmis kare tanimmi Brown ve Loday (1987b) tarafindan

verildigi sekilde hatirlayalim.

Tammm 4.1 L, M, N ve P birer grup, A:L - M, A":L - N, u: M — P ve v:N — P birer
grup homomorfizmi ve P grubunun L, M ve N gruplar1 iizerine birer etkimesi

bulunsun. Bu etkimeler sayesinde M nin N ve L (zerine u tarafindan

m-n=ulm)-n

(4.1)
m-l=pu(m)-I
seklinde tanimli ve N nin M ve L izerinde v tarafindan
n-m=v(n) -m
(4.2)

n-l=v(n)-l

seklinde tanimli etkimeleri elde edilir. Ayrica P grubu kendi lzerine konjugasyon

etkimesi ile ele alinsin. Eger

h : MXN - L
(4.3)
(m,n) » h(mn)

fonksiyonu ile beraber X = (L, M, N, P) dortliisti asagidaki sartlar1 sagliyorsa bu X =
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(L, M, N, P) dortlistine gruplarin kategorisinde bir ¢aprazlanmis kare denir. Her [ € L,
m,m' € M,n,n' € Nvep € P igin

(i) Ave A’ doniisiimleri P —invaryanttir, yani, A(p- ) =p-A(Dvel(p-D=p-
A (D) dir. Ayrica (M, P, ), (N,P,v) ve (L, P,k = uAd = vA') birer ¢aprazlanmis
moduldr.

(i) Ah(m,n) =m+n-(—m), A’h(m,n) =m-n —n,

@iy hQAO,N) =l+n- (=), h(mMAD))=m- 1 -1,
(iv) h(m+m',n) =m-h(m',n) + h(m,n),
h(m,n+n") = h(m,n) + n- h(m,n") ve

(V) h(p-m,p-n)=p-h(mn).

L—2-M
)\’l H
N

T.P

Sekil 4.1. Caprazlanmis kare diyagramu.

X =(L,M,N,P)ve X' =(L',M',N’, P") birer ¢aprazlanmis kare ve f;, fu, fv V€ fp
birer grup homomorfizmi olsun. Eger bu f;, fu, fyv Ve fp grup homomorfizmleri tiim
etkimeler ve h:M X N = L ile h': M' X N' —» L' fonksiyonlar1 ile uyumlu ise f =
{fL, fu, fn, fr) dortlisiine X den X' ne tanimli1 bir ¢aprazlanmig kare morfizmi denir.
Gruplar tizerinde tanimlanan tiim ¢aprazlanmis kareler ile bunlar arasinda yukaridaki
gibi tamimlanan caprazlanmis kare morfizmleri bir kategori olusturur. Bu kategori

X%Mod ile gosterilir.

L L’ !
y PYA ’
N P /: P
’ v’
N e N

Sekil 4.2. Caprazlanmis kare morfizmi diyagramu.

Teorem 4.2 Cat'-gruplarin kategorisindeki caprazlanmis modiillerin kategorisi

XMod(Cat! — Gp) ile gruplar {izerindeki caprazlanms karelerin kategorisi
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X?Mod(Gp) dogal olarak denktir.

Ispat: Oncelikle bir 8: XMod(Cat! — Gp) » X?Mod(Gp) fanktoru tanimlayalim. 6
fanktoru objeler iizerinde sdyle tammmlansin: (A, B, a) Uclisi XMod(Cat! — Gp)
kategorisinde bir obje olsun. O halde L = ker sy, M = Kersg, N = Im s4, P = Im sp,
A= lgersy A = talkersy H = tglkersy: V = Alims, V& (M, n) = m-n —n olmak
Uzere 90((cﬂ, B, a)) =X =(L,M,N,P) bir caprazlannis karedir. Once h
fonksiyonunun iyi tanimli oldugunu gosterelim. m € M = kersgp ve n € N = Im s,

icin sg(m) = 0 ve s,(a) = n olacak sekilde bir a € A vardir. Boylece

SA(m - s4(a) — SA(a)) = SA(m : SA(a)) — s454(a)

= sg(m) - sps4(a) — sy54(a)

=0-s4(a) —s,(a) (4.4)
= s4(a) — s4(a)
=0

yani m-n—n € kers, = L dir. Simdi (i)-(v) sartlarmin saglandigmi gosterelim.
Gercekten, L € L, m € M, n € N ve p € P olmak Uzere P nin M Uzerine etkimesi ve

N nin L iizerine etkimesi sirasiyla

p-m=p+m—p

(4.5)
n-l=n+l—-n
seklinde tanimlidir. Simdi [l € L, m,m' € M, n,n' € N ve p € P olsun.
(i) Once A ve A’ déniisiimlerinin P —invaryant oldugunu gosterelim.
Ap-D=alp-D
=p+al—p
(4.6)
=p-al)
=p - A0

ve p € P = Im sy oldugundan p = sz(b) olacak sekilde bir b € B vardir. O
halde
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(-1 =ty(sp(b)- D
= tgsg(h) - ta (D)
= sp(b) - t4(1)
=p- A0

4.7)

dir. Boylece A ve A’ doniistimlerinin P —invaryant oldugunu gostermis olduk.
Simdi (M,P,u), (N,P,v) ve (L,P,kx = uld) iglilerinin birer ¢aprazlanmig
modiil oldugunu gosterelim. (M, P,u) TUgliisiiniin bir ¢aprazlanmis modiil
oldugunu zaten biliyoruz. Ayrica (N,P,v) = (s4,sg)(4,B,a) gorinti
caprazlanmis modiiliidir. O halde sadece (L,P,k = uA) uclisunin bir
caprazlanmis modiil oldugunu gdstermek yeterlidir.

(@) ! € Lvep € P olmak tizere

k-1 =u(lp-D)

= u(p - 2D) @)
=p+u(A)-p
=p+k()-—p
(b) [, 1" € L olmak Uzere
k(- U'=u(2) -1
=AU (4.9)

=140 —1

olup (L, P, k) da bir ¢aprazlanmis modiildiir.
(i) Simdi Ah(m,n) =m+n-(—m) ve A'h(mn)=m-n—n oldugunu

gosterelim.
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(i)

Ah(m,n) = A(m-n—n)
=a(m-n—n)
=m+an)—m—aln)
(4.10)
=m+a(n)- - (—m)
=m+v(n)- (-m)

=m+n-(—m)

ve n € N = Ims, oldugundan n = s,(a) olacak sekilde bir a € A vardir. O
halde

Ah(m,n) = A’(m -sy(a) — sA(a))
= ty(m - s,(a) — s,(a))
= tq(m - 54(@)) — ta(s4(@))
= tp(M) - t4(54(@)) — s4(@) (4.11)
= u(m) - sy(a) — sy(a)
=pu(m)-n—n

= m-n—n

dir.
Simdi h(A(D),n) =1l+n-(-) ve hmAD)=m-1—1 oldugunu

gosterelim.

hAD),n) =2 -n—n

=all)-n—n
(4.12)
=l+n—-1l—-n
=l+n-(=0)
ve
A(m A D))=m- 21— A1)
=tg(m) - t, (D) — t,(D (4.13)

=t,(m-1-1)

olupm-1—1€ N =Ims, oldugundanm - | — | = s,(a) olacak sekilde bir a €

A vardrr. Boylece
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h(m, (1)) =t,(m-1—1)
=1y (SA(a))

= s4(a)

=m-l—1

(4.14)

dir.
(iv) Simdi h(m+m',n) =m-h(m',n) + h(m,n) ve h(m,n+n'") = h(m,n) +

n - h(m,n") oldugunu gosterelim.

him+m',n)=(m+m')-n—n
=m-(m'-n)—n
=m-(m'-n)—-m-n+m-n—n (4.15)
=m-(m'"-n—n)+(m-n—n)

=m-h(m’,n) + h(m,n)

ve
himn+n)=m-(n+n)—(n+n')
=m-n+m-n"—n'+n
=m-n—n+n+(m-n"—n')+n (4.16)
= h(m,n) + (n+ h(m,n") + n)
= h(m,n) + n - h(m,n)
dir.

(v) Sonolarak h(p - m,p - n) = p - h(m,n) oldugunu gosterelim.

h(p-mp-n)=h(p+m-—p,p-n)
=@p+m-p)-p-n)—-p-n
=(+m-p+p)-n—p-n
=p-(m-n)—p-n

=p-(m-n—n)

(4.17)

=p-h(m,n)

dir.

31



Boylece X = (L,M,N,P) gergekten bir c¢aprazlanmis karedir. Simdi (A’,B’,a’)
liclist XMod(Cat® — Gp) kategorisinde herhangi bir obje, 8,((A',B",a’)) = X' =
(L,M',N',P") ve (f,g):(ABa) - (A,B,a’) ise XMod(Cat!— Gp)
kategorisinde herhangi bir morfizm olsun. O halde f, = flxers,: fu = 9lkersy: fv =

flImsA ve fP = gllmsB olmak tzere 01((](! g)) = (fLJfM:lefP) yani

(fu fu fn, fp): X = (L,M,N,P) - X' = (L',M',N', P') (4.18)

bir ¢aprazlanmis kare morfizmidir. 8 = (0,,0,) doniisiimiiniin bir fanktor oldugu
kolaylikla goriilebilir. Simdi bir : X?Mod(Gp) —» XMod(Cat! — Gp) fanktoru
tanimlayalim. i fanktoru objeler iizerinde s6yle tanimlansmn: X = (L, M, N, P) bir
caprazlanmis kare, L€ L, m e M,n € Nvep € Polmak lizere A=L>XN,B=Mx
P, s,(Ln)=(0,n), tu(,n)= (0,21 +n), sz(mp)=(0,p) tz(mp)=
(0,u(m) + p), @ = A x v ve B grubunun A grubu lzerine etkimesi

(m,p)-(Ln)=(m-(p-1D+h(m,p-n),p-n) (4.19)

olarak tanimlansin. O halde 1, (X) = (A, B, ) XMod(Cat! — Gp) kategorisinde bir
objedir. Gergekten A = (4, s,,t,) Ve B = (B, s, tg) nin birer cat'-grup ve (4, B, a)
nin bir ¢aprazlanmis modiil oldugunu biliyoruz. O halde sadece etkimenin bir cat’-

grup etkimesi oldugunu gostermemiz yeterlidir. (m,p) € B ve (I,n) € A olmak lizere

sa((m,p)-(L,n)) =sy,(m-(p- 1)+ h(m,p-n),p-n)
=(0,p-n)
=(0,p) - (O,n)
= sp(m,p) - s,(,n)

(4.20)

ve
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ta((m,p) - L,n)) = ta(m- (- D + h(m,p -n),p - 1)
=(0,2(m-(p-D+h(mp-m) +p-n)
=(0,2(m-(@-D)+AVh(mp-n)+p-n)
= (O,A’((,u(m)+p)-l)+m- (p-n)—p-n+p-n)
= (0.2((m) +p)- 1) + m-(p-n)) (4.21)
=0, (um) +p) - D + (ulm) +p) - n)
= (0, (wm) +p)- 'O +n))
=0,u(m) +p)- (0,27D +n)
= tg(m,p) - t,(L,n)

dir. Simdi X' = (L',M’,N’,P") lgclisi X*Mod(Gp) kategorisinde herhangi bir
caprazlanmis kare, HO(X’ =0, M’,N’,P’)) = (A',B',a') ve {fi, fu, [, fp): X —
X' ise bir ¢aprazlanmis kare morfizmi olsun. O halde f = f; X fy ve g = fu X fp
olmak uzere v, ({f1, fu, fn, fp)) = (f, g) yani

(f,9):(A,B,a) > (A", B',a’) (4.22)

XMod(Cat! — Gp) kategorisinde bir morfizmdir. ¥ = (1,,1,) doniisiimiiniin bir
fanktor oldugu kolaylikla gortilebilir. Simdi 7: 8 = 1,01 _xmoaq VE @: 0¥ = 1x2y04
dogal izomorfizmlerini tammmlayalm. XMod(Cat! — Gp) Kategorisindeki her
(A, B, @) obijesi icin

: kers, XxIms, - A
fa A A (4.23)
(a,x) - a+x
ve
: kersgy xIms, — B
fB B B (424)
(b,y) = b+y

olmak Uzere N 434 = (f,9) izomorfizmidir. Ayrica X*Mod(Gp) kategorisindeki
herhangi bir ¢aprazlanmis kare X = (L, M, N, P) igin
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fo=m : Lx{0} - L

.2
Lo v 1 (4.25)
ve
fu=m : Mx{0} -> M (4.26)
(m,0) » m
ve
fn=m : {0}xXN - N 4.27)
0n) w+» n
ve
fp=m, : {0}xP - P (4.28)

O,p) = p

olmak Uzere @y ={f.,fu,fn,fp) izomorfizmidir. Diger detaylar kolaylikla

goriilebilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

4.2 Cat®>-Gruplar

Tanim 4.2 G bir grup ve i € {1,2} olmak (zere s;, t;: G — G dort grup endomorfizmi

olmak lizere eger
(i) heri € {1,2}icin
Siti = i, tiS; = S;, (4.29)
(i) i # j olacak sekildeki her i,j € {1,2} icin
§iSj = SjSi, tit; = tity, sitj = t;s;, (4.30)
(iii) her i € {1,2} icin
[kers;,kert;] = {0} (4.31)

sartlar1 saglaniyorsa (G, sy, t;, S,, t,) beslisine bir cat?-grup denir (Loday, 1982).
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81

G—=G

t1
ta usz
G
Sekil 4.3. Cat>-grup diyagramu.

Acikca goriiliiyor ki bir (G, sy, tq, S, t,) cat?-grubu aslinda ayn1 G grubu (izerinde
birbirinden bagimsiz fakat bibiriyle uyumlu iki cat'-gruptan, (G, s;,t;) ve (G, s,,t5),
olusur.

(G, s1,t1,S2,t5) ve (G',s1,t1,s5,t5) birer cat?-grup olmak iizere eger bir f:G - G’

grup homomorfizmi

(i) herie{1,2}igin

fsi=sif, (4.32)
(i) heri € {1,2} icin

fti = tif (4.33)

sartlarin1 sagliyorsa ya da diger bir ifadeyle Sekil 4.4’teki diyagramlar degismeli ise
bu f doniisimiine cat?-gruplarin bir morfizmi denir. Diger bir deyisle f grup
homomorfizminin bir cat’-grup morfizmi olabilmesi icin gerek ve yeter sart
f:(G,s,t) = (G, s1,t;) ve f:(G,sy ty) = (G',s5,ty) doniisiimlerinin birer cat!-

grup morfizmi olmasidir.

s1

G

G\t

892 f
tu f\ \
G

G ——= G

t
ty || 52
f

GI’

|

Sekil 4.4. Cat?>-grup morfizm diyagramu.

Objeleri cat?-gruplar, morfizmleri ise yukarida tammlandigi sekilde cat?-grup
morfizmleri olan bir kategori olusturulabilir. Bu kategori ise Cat? — Gp sembolii ile

gosterilir.
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Asagidaki teorem 1988 yilinda Ellis (1988) tarafindan verilmistir.

Teorem 4.3 Cat?-gruplarin kategorisi Cat? — Gp ile gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis
karelerin kategorisi X2Mod(Gp) dogal olarak denktir (Ellis, 1988).

Bu denkliklerin ispatlarinda verilen fanktorlar birlikte goz Oniine alindiginda

XMod(Cat! — Gp) kategorisindeki bir (A, B, a) objesi icin

G = (kers, x Ims,) < (ker sz < Imsg) (4.34)
dersek
Sy G - G 435
((@,x),(b,y) = ((0,x),(0,) (43
ve
t, G - G
4.36
((@x),(b,y)) = ((0,t4(a) +x),(0,t5(b) +y)) (439
ve
Sy, G - G
4.37
((a,x),(b,y)) = ((0,0),(b,y)) (437
ve
t, G - G
(4.38)

(@0, ®.3) = ((0,0),(al@),a®)+ b))

olmak tizere (G, s, t;, S, t,) beslisi bir cat?>-grup olur. Tersine olarak (G, s, t1, S, t3)
bir cat>-grup ise A = ker s,, B =Ims,, @ = ty|4, 54 = S1|4, ta = t1la, Sp = 51| Ve
tg = t,|5 olmak Uizere A = (4,s4,t4) Ve B = (B, sg, tg) birer cat’-grup ve (4, B, a)
bir ¢aprazlannus modiildiir. Hatta (A, B, @) Ugclisii XMod(Cat! — Gp) kategorisinin

bir objesidir.

O halde yukaridaki verilmis olan sonuglar 1s181inda bizde asagidaki teoremi verebiliriz.
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Teorem 4.4 Catl-gruplarm kategorisindeki caprazlanmis modiillerin kategorisi

XMod(Cat! — Gp) ile cat>-gruplarin kategorisi Cat? — Gp dogal olarak denktir.

Ayrica Sahan ve Mohammed (2019) c¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢
kategorileri karakterize edip bu tip cebirsel yapilar ile caprazlanmig karelerin
kategoriksel olarak denk olduklarini gostermislerdir. Bu sonuca dayanarak agagidaki

teoremi elde ederiz.

Teorem 4.5 Catl-gruplarm kategorisindeki caprazlanmis modiillerin kategorisi
XMod(Cat! — Gp) ile ¢aprazlanmis modiillerin kategorisindeki i¢ kategorilerin
kategorisi Cat(XMod) dogal olarak denktir.

37



5. SONUCLAR VE ONERILER

Sonug olarak, caprazlanmis modiiller, farkli cebirsel yapilar arasindaki etkilesimi
incelemek ve anlamak i¢in giiclii bir ¢ergeve saglar. Bu yapilarin etkilesime girdigi
karmagik yollar1 yakalamamiza ve daha basit olanlardan daha karmasik nesneler
olusturmamiza izin verir. Ayrica, c¢aprazlanmis moduller, topoloji ve cebirsel
geometriden teorik fizik ve bilgisayar bilimine kadar ¢ok ¢esitli matematik alanlarinda

uygulama bulmustur.

Caprazlanmis modiillerin incelenmesi yoluyla, cebirsel yapilarin zengin ve birbirine
bagli diinyasina dair fikir edinebiliriz. Ister saf matematikle ister onun uygulamalariyla
ilgilenin, gaprazlanmis modiil teorisi biiyiileyici ve odiillendirici bir ¢alisma alani

sunar.

On yillar boyunca ¢esitli cebirsel yapilar tizerinde ¢aprazlanmis modiil yapisi insaa
edilmis ve ¢ok cesitli 6zellikleri incelenmistir. Bununla kalmayip bu cebirsel yapilar
iizerinde tanimlanan ¢aprazlanmis modiiller bir¢ok problemde anahtar obje olarak

kullanilmis ve 6nemli sonuglar elde edilmistir.

Bu tezde, Porter (1987) tarafindan verilen yontemler Kullanilarak, dncelikle cat!-
gruplarin kategorisindeki gaprazlanmis moduller tanimlanmis ve elemanlar, islemler
ve etkimeler yardimi ile karakterize edilmistir. Bu tip cebirsel yapilar ¢caprazlanmis
cat'-modiiller olarak adlandirilmis ve gesitli dzellikleri incelenerek ¢aprazlanmus cat!-
modiillerin kategorisi olusturulmustur. Bir caprazlanmis cat'-modiiliin aslinda gruplar

iizerindeki caprazlanmis modiillerin kategorisinde bir cat!-obje oldugu goriilmiistiir.

Son olarak, bu ¢alismanin asil amaci i¢inde, ¢aprazlanmis cat!-modiiller kategorisinin
gruplar tizerindeki ¢aprazlanmig karelerin kategorisi ile dogal olarak denk oldugu
ispatlanmis ve bdylece yeni olusturulan bu cebirsel yapmin, ¢aprazlanmis cat!-

modullerin, homotopi 3-tipleri i¢in yeni bir cebirsel model oldugu ortaya ¢ikarilmustir.

Daha once yapilmis ¢aligmalardan bilindigi lizere gruplar iizerindeki ¢aprazlanmis
karelerin kategorisi ile cat?-gruplarin kategorisi dogal olarak denktir. Bu denklik bu
calismada elde edilen sonug¢ ile birlestirildiginde c¢aprazlanmis cat!-modillerin

kategorisinin de cat?-gruplarmn kategorisine denk oldugu sonucuna varilir.
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Daha sonra yapilabilecek c¢alismalara 6rnek olarak, bu tezde tekrar edilen teknikler
kullanilarak, benzer sonuglar, yalnizca catl-gruplar i¢in degil, ayn1 zamanda daha
genel ve daha yiksek boyutlu cebirsel kategoriler igin de gosterilebilir. Ayrica grup
teorisinde bildigimiz; normallik, boliim, merkez, komiitator, vb. kavramlari, gruplar
iizerindeki caprazlanmis modiillerde elde edildigi gibi, caprazlanmis cat'-moduller

icin de elde edilebilir.
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