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ÖZET 

 

Gruplar üzerindeki çaprazlanmış modüllerin homotopi 2-tipten bağlantılı uzayların bir 

cebirsel modeli olduğu iyi bilinen bir gerçektir. Ayrıca cat1-gruplar ve grupların 

kategorisindeki iç kategoriler, diğer bir ifadeyle 2-gruplar veya grup-grupoidler, 

kategoriksel olarak gruplar üzerindeki çaprazlanmış modüllere denktirler. Yani bu 

cebirsel yapılar da homotopi 2-tipten bağlantılı uzayların birer cebirsel modelidirler. 

Gruplar üzerindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisindeki çaprazlanmış objeler 

birer gruplar üzerinde çaprazlanmış kare olarak, cat1-grupların kategorisindeki cat1-

objeler ise cat2-grup olarak adlandırılır. Gruplar üzerindeki çaprazlanmış kareler ve 

buna kategoriksel olarak denk olan cat2-gruplar ise homotopi 3-tipten bağlantılı 

uzayların bir cebirsel modelidirler.  

Bu tez çalışmasında, homotopi 3-tipten bağlantılı uzayların yeni bir cebirsel modeli 

olarak cat1-grupların kategorisindeki çaprazlanmış modül, yani çaprazlanmış cat1-

modül, cebirsel yapısı karakterize edilip bazı özellikleri incelenmiştir. Ayrıca bu tür 

cebirsel yapıların kategoriksel olarak gruplar üzerindeki çaprazlanmış karelere denk 

oldukları gösterilmiştir. 
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1. GİRİŞ 

Çaprazlanmış modüller ilk kez 1946 yılında İngiliz matematikçi John Henry 

Constantine Whitehead tarafından tanıtıldı ve Whitehead bu yapıları homotopi teorisi 

ve cebirsel topoloji üzerine yaptığı çalışmalarında kullandı (Whitehead, 1946). 

Whitehead çaprazlanmış modül kavramını, bir uzayın temel grubunu incelemek için 

bir araç olarak tanıttı ve bir uzayın birinci homotopi grubunun, uzayla ilişkili belirli 

bir çaprazlanmış modülün otomorfizm grubu olarak elde edilebileceğini gösterdi 

(Whitehead, 1948, 1949). Whitehead'in orijinal çaprazlanmış modül tanımı, modern 

tanımdan biraz farklıydı, ancak temel fikir aynıydı. Belirli aksiyomları sağlayan 𝐻 

üzerinde 𝐺 nin bir grup etkimesiyle birlikte bir çift grup (𝐺, 𝐻) olarak çaprazlanmış 

modülü tanımladı. 1970'lerin sonlarında Ronald Brown ve Christopher B. Spencer, 

şimdi daha yaygın olarak kullanılan tanım olan çaprazlanmış modül kavramının 

değiştirilmiş bir versiyonunu tanıttı (Brown ve Spencer, 1976). Brown tanımında, bir 

grup etkimesi yerine bir grup homomorfizmi fikrini kullandı ve kavramın daha genel 

bir versiyonu olan "grupoidler üzerinde çaprazlanmış modül" kavramını ortaya koydu.  

Çaprazlanmış modül kavramı, kavramı daha yüksek boyutlara genelleştiren ve 

günümüzde cebirsel topoloji ve ilgili alanlarda kullanılan çaprazlanmış modüllerin 

temel özelliklerinin çoğunu belirleyen Ronald Brown da dahil olmak üzere diğer 

matematikçiler tarafından daha da geliştirildi ve kavram, cebirsel topoloji, homotopi 

teorisi ve kategori teorisi dahil olmak üzere matematiğin çeşitli alanlarında uygulandı 

(Brown ve Higgins, 1978; Brown, 1984; Loday, 1982; Brown ve Loday, 1987a; Porter, 

1987). Çaprazlanmış modüller ayrıca uzayların homotopi gruplarını, liflerin 

(fibrations) homotopi teorisini ve grupların gruplar tarafından genişlemelerinin 

sınıflandırılmasını incelemek için kullanıldı (Brown, 1987). Ayrıca yüksek boyutlu 

cebir çalışmalarında ve topolojik kuantum alan teorilerinin geliştirilmesinde 

kullanılmıştır (Ellis, 1988; Yetter 1992, 1993). Çaprazlanmış modüller fizikte, 

özellikle ayar (gauge) teorilerinin incelenmesinde de kullanılmıştır (Dijkgraaf ve 

Witten, 1990). Genel olarak, çaprazlanmış modül kavramının farklı cebirsel yapılar 

arasındaki ilişkileri anlamak için yararlı bir araç olduğu kanıtlanmış ve modern 

matematikte aktif bir araştırma alanı olmaya devam etmektedir (Higgins, 1956; Orzech 

1792a, 1972b; Akız vd., 2020). 
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Çaprazlanmış modüller gruplardan daha karmaşık olan cebirsel yapıları tanımlamanın 

bir yolunu sağlarlar ve bir tür simetri veya dönüşümün söz konusu olduğu durumları 

incelemek için faydalıdırlar. Çaprazlanmış modüllerin önemli olmasının temel 

nedenlerinden bazıları şunlardır: 

• Cebirsel topoloji: Çaprazlanmış modüller, deformasyona göre sürekli 

fonksiyonları inceleyen ve cebirsel topolojinin bir dalı olan homotopi teorisinde 

önemli bir araçtır. Çaprazlanmış modüllerin homotopi teorisindeki ana 

uygulamalarından biri, grupların daha yüksek boyutlu analogları olan homotopi 

2-tiplerinin incelenmesidir. Özellikle çaprazlanmış modüller, homotopi 2-tiplerini 

sınıflandırmak ve cebirsel yapılarını anlamak için kullanılır. 

• Kategori teorisi: Çaprazlanmış modüller, matematiksel yapıların özelliklerini ve 

ilişkilerini inceleyen matematiğin bir dalı olan kategori teorisinde de kullanılır. 

Spesifik olarak, çaprazlanmış modüller, bir küme yerine bir kategoride bulunan 

bir grubun genelleştirilmesi olan kategorik grup kavramını tanımlamak için 

kullanılır. Kategorik grupların cebirsel topoloji, cebirsel geometri ve 

matematiksel fizikte uygulamaları vardır. 

• Grup teorisi: Çaprazlanmış modüllerin, grupların uzantılarını incelemek ve 

grupları izomorfizme kadar sınıflandırmak için kullanıldıkları grup teorisinde de 

uygulamaları vardır. Özellikle, çaprazlanmış modüller, değişmeli uzantılardan 

daha karmaşık olan grupların değişmeli olmayan uzantılarını tanımlamanın bir 

yolunu sağlar. 

• Matematiksel fizik: Çaprazlanmış modüller, temel parçacıkların davranışını 

tanımlayan bir fiziksel teoriler sınıfı olan ayar teorilerinin cebirsel yapısını 

incelemek için kullanıldıkları teorik fizikte de kullanılır. Özellikle çaprazlanmış 

modüller, bir manifold üzerindeki bir Lie grubunun grup etkimeleri ile ilgili olan 

ayar teorilerinin simetrilerini tanımlamanın bir yolunu sağlar. Bir grubun başka 

bir grup üzerinde bazı ek yapıyı koruyacak şekilde hareket ettiği durumları 

tanımlamak için kullanılırlar. Bu, parçacık fiziğindeki ayar grupları ve 

kristalografideki simetri grupları gibi matematik ve fizikteki birçok önemli örneği 

içerir. 

Genel olarak, çaprazlanmış modüller, cebirsel yapıları ve bunların matematiğin diğer 

alanlarıyla olan ilişkilerini incelemek için önemli ve çok yönlü bir araçtır. Karmaşık 
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yapıları ve simetrileri daha soyut ve kavramsal bir şekilde anlamamıza olanak tanır, 

bu da yeni içgörülere ve keşiflere yol açabilir. 

Çaprazlanmış modüller, cebirsel yapıları grup seviyesinin ötesinde genelleştirmeyi 

amaçlayan daha büyük bir yüksek boyutlu cebir teorisinin parçasıdır. Yüksek boyutlu 

cebirin temel fikri, yalnızca öğeleri ve işlemleri değil, aynı zamanda bu öğeler 

arasındaki yüksek boyutlu ilişkileri de içeren cebirsel yapıları incelemektir. 

Yüksek boyutlu cebirin kalbinde, kategori kavramını genelleştiren matematiksel bir 

yapı olan 𝑛 −kategori kavramı vardır. 0 −kategori sadece bir kümedir, 1 −kategori 

bir kategoridir, 2 −kategori morfizmler arasındaki ilişkileri içeren ekstra yapıya sahip 

bir kategoridir. Yüksek boyutlu cebirin temel kavrayışlarından biri, geleneksel olarak 

kümeler ve fonksiyonlar açısından tanımlanan birçok cebirsel yapının doğal olarak 

𝑛 −kategorileri olarak yeniden yorumlanabilmesidir. Örneğin, bir grup tek bir nesneye 

sahip bir 1 −kategori olarak düşünülebilir, burada morfizmler grup elemanlarıdır ve 

kompozisyon işlemi grup işlemi ile verilir. Benzer şekilde, bir topolojik uzay, nesneleri 

noktalar olan ve morfizmleri noktalar arasındaki eğriler olan bir 1 −kategori olarak 

düşünülebilir. 

Brown ve Spencer (1976) grupoidlerin, yani her morfizmin bir izomorfizm olduğu 

kategorilerin, kategorisinde grup objeleri karakterize edip bu tip bir yapıyı grup-

grupoid olarak adlandırmışlardır. Ayrıca grup-grupoidlerin kategorisi ile gruplar 

üzerindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisinin doğal olarak denk olduklarını 

göstermişlerdir. Bu denklik sayesinde çaprazlanmış modüller için tanımlanmış birçok 

kavram grup-grupoidlerin kategorisinde yorumlanmıştır (Brown ve Mucuk, 1994; 

Mucuk vd., 2014; Mucuk ve Şahan, 2019, Şahan, 2019). Brown ve Spencer (1976) 

tarafından verilen denklik, çok işlemli gruplar olarak adlandırılan, çok daha genel 

cebirsel kategoriler için Porter (1987) tarafından elde edilmiştir. Bu denklik sonucunda 

benzer yorumlama çalışmaları çok işlemli gruplar için de verilmiştir (Akız vd., 2013; 

Mucuk ve Şahan, 2014; Akız vd., 2020; Şahan ve Mucuk, 2020). 

Çaprazlanmış modüller, yüksek boyutlu cebirde önemli bir araçtır çünkü cebirsel 

nesnelerin yüksek boyutlu yapısını yakalamanın bir yolunu sağlarlar. Spesifik olarak, 

bir çaprazlanmış modül, tek bir nesneye sahip bir 2 −kategoridir; burada morfizmler, 
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grup homomorfizmleridir ve daha yüksek boyutlu yapı, grubun kendi üzerindeki 

etkimesi ile verilir. 

Daha genel olarak, çaprazlanmış kompleksler teorisi, çoklu grup etkimeleri ve daha 

yüksek boyutlu ilişkiler içeren daha yüksek boyutlu cebirsel yapıları incelemek için 

bir çerçeve sağlar. Çaprazlanmış kompleksler, çaprazlanmış modüllerin doğal bir 

genellemesidir ve karmaşık bir şekilde etkileşime giren bir grup kulesi ve grup 

etkimeleri olarak tanımlanır (Norrie, 1987, 1990; Brown ve Higgins, 1991; Mutlu ve 

Porter, 2000). 

Genel olarak, yüksek boyutlu cebir teorisi ve bunun çaprazlanmış modüller ve 

çaprazlanmış kompleksler gibi cebirsel yapılara uygulamaları, matematiksel 

nesnelerin cebirsel yapısını geleneksel yöntemlerle mümkün olandan daha derin bir 

seviyede anlamak için güçlü bir çerçeve sağlar. 

Homotopi tipleri topoloji ve geometrinin en temel kısımlarından biridir. Cebirsel 

modeller de konu içinde önemli bir yer teşkil etmektedir. 20. yüzyılın başlarında 

değişmeli olmayan bir boyutlu 𝜋1(𝑋, 𝑥) temel grupların; geometri, topoloji ve 

analizdeki uygulamaları, 𝑛 ≥ 0 için 𝑛 boyutlu 𝐻𝑛(𝑋) homoloji grubunun; integrasyon, 

Green-Stokes teoremi ve kompleks değerli fonksiyonlar teorisindeki uygulamaları ve 

bağlantılı bir uzay için 𝐻1(𝑋) = 𝜋1(𝑋, 𝑥)
𝐴𝑏 eşitliği biliniyordu. Son eşitlikten de 

görüleceği gibi değişmeli olmayan 𝜋1(𝑋, 𝑥) temel grubu incelenen 𝑋 uzayı hakkında 

birinci homoloji grubu 𝐻1(𝑋) den daha fazla bilgi içeriyordu ve bu nedenle “Temel 

grupların yüksek mertebeden değişmeli olamayan versiyonları” nın tanımlanması 

doğrultusunda önemli bir ihtiyaç doğmuştur. (𝑋, 𝑥0) noktalı topolojik uzayı için 

𝜋𝑛(𝑋, 𝑥0) = [(𝑆
𝑛 , 1), (𝑋, 𝑥0)] olup 𝑛 ≥ 1 için 𝜋𝑛(𝑋, 𝑥0) üzerinde bir grup yapısı 

vardır ve 𝑛 ≥ 2 için 𝜋𝑛(𝑋, 𝑥0) grubu değişmelidir (Brown, 1984; Brown ve Mucuk, 

1994).  

CW-uzayları ve aralarındaki sürekli dönüşümlerle birlikte oluşturduğu kategorinin 𝑖 >

𝑛 için 𝜋𝑖(𝑋) = 0 şartını sağlayan uzayların oluşturduğu full alt kategorisindeki 

objelere (uzaylara veya homotopilerine) 𝑛 − tipler denir. Gp grupların kategorisini 

belirtmek üzere 𝜋1: 1 − tipler → Gp temel grup fanktoru 1-tipler ve Gp kategorileri 

arasında bir denklik oluşturur. 𝐵: Gp → 1 − tipler sınıflandırma uzayı fanktoru 𝜋1 

fanktorunun doğal bir tersidir (Loday, 1982). Yani gruplar 1-tipler için cebirsel bir 
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modellerdir. Bu noktada Whitehead tarafından 2-boyutlu gruplar olarak da 

adlandırılan çaprazlanmış modül kavramı tanımlanmış ve ardından Mac Lane ve 

Whitehead (1950) tarafından çaprazlanmış modüllerin 2-tipler için bir cebirsel model 

olduğu gösterilmiştir. Çaprazlanmış modüller ayrıca cebirde normal altgrupların, 

modüllerin ve merkezsel genişlemelerin bir genellemesidir. Ayrıca son zamanlarda 

çaprazlanmış modül kavramı diferensiyel geometri ve Galois teoride kullanılmaya 

başlamıştır (Jurčo, 2011; Martins ve Picken, 2011; Mackenzie, 1987). Yine yakın 

zamanlarda Loday (1982) tarafından 2-tipler için cebirsel bir başka model olan cat1-

grup ve 3-tipler için cebirsel bir model olarak çaprazlanmış kare kavramları 

tanımlanmıştır (Conduché, 1984; Arvasi, 1997). Çaprazlanmış kareler, çaprazlanmış 

modüllerin kategorisindeki çaprazlanmış modül objelerdir.  

Son zamanlarda, Norrie'nin tezinden bu yana, çaprazlanmış modüllerin cebirsel 

çalışması anlamında bir araştırma alanı ortaya çıktı (Norrie, 1987). Norrie (1990), 

çaprazlanmış modüller kategorisinin ve bunlar arasındaki transmodüler morfizmlerin 

birçok sonucunun çaprazlanmış modüller için uygun eşdeğerlere sahip olduğunu 

gösterdi. Loday (1982) ise çaprazlanmış modül sınıfının cat1-gruplarının sınıfına 

karşılık geldiğini gösterdi.  

Bu tez çalışmasında ise çaprazlanmış modüllerin kategorisindeki cat1-objeler 

karakterize edilip bu cebirsel yapıların kategorisinin çaprazlanmış karelerin 

kategorisine denk olduğunun gösterilmesi amaçlanmıştır. Böylece 3-tipler için bir 

başka cebirsel model elde edilmiş olacaktır. Ayrıca, iyi bilinen bir sonuç olarak, 

çaprazlanmış kareler ile cat2-gruplar kategorik olarak denk olduğundan bu tezde elde 

edilen cebirsel yapının, yani çaprazlanmış modüllerin kategorisindeki cat1-objelerin de 

cat2-gruplara kategorik olarak denk olduğu gösterilmiş olacaktır. 
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2. TEMEL KAVRAMLAR VE TEOREMLER 

Bu bölümde tezin diğer bölümde kullanılan temel tanım ve sonuçlardan 

bahsedilecektir. 

Tanım 2.1. 𝐴 en az bir elemanı olan bir küme ve ∗: 𝐴 × 𝐴 → 𝐴 bir ikili işlem olsun.  

(i) Her 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐴 için 

𝑥 ∗ (𝑦 ∗ 𝑧) = (𝑥 ∗ 𝑦) ∗ 𝑧 (2.1) 

dır. 

(ii) Her 𝑥 ∈ 𝐴 için 

𝑥 ∗ 𝑒 = 𝑒 ∗ 𝑥 = 𝑥 (2.2) 

olacak şekilde 𝐴 kümesinin bir tek 𝑒 elemanı vardır. 

(iii) Her 𝑥 ∈ 𝐾 için 

𝑥 ∗ 𝑥−1 = 𝑥−1 ∗ 𝑥 = 𝑒 (2.3) 

olacak şekilde 𝐴 kümesinde bir tek 𝑥−1 elemanı vardır. 

(iv) Her 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐴 için 

𝑥 ∗ 𝑦 = 𝑦 ∗ 𝑥 (2.4) 

dir. 

Yukarıdaki (i)-(iii) şartını sağlayan (𝐴,∗) cebirsel yapısına bir grup denir. Bu şartlara 

ek olarak (iv) şartı da sağlanırsa (𝐴,∗) yapısına bir abelyen (değişmeli) grup denir. 

Buradan itibaren tezin devamında, verilen grup abelyen olmasa bile, grup işlemi + 

sembolü ile ve grubun birim elemanı 0 sembolü ile gösterilecektir. 

Tanım 2.2 𝐴 bir grup ve 𝑆 ⊆ 𝐴 olsun. Eğer 𝑆 kümesi de aynı ikili işlemle bir grup 

oluyorsa 𝑆 ye 𝐴 nın bir alt grubu denir ve bu 𝑆 ≤ 𝐴 ile gösterilir. Yani; 𝑆1, 𝑆2 ⊆ 𝐴 

olmak üzere 

𝑆1 + 𝑆2 = { 𝑠1 + 𝑠2 ∣∣ 𝑠1 ∈ 𝑆1, 𝑠2 ∈ 𝑆2 } (2.5) 

ve 

−𝑆1 = {−𝑠1 ∣∣ 𝑠1 ∈ 𝑆1 } (2.6) 

şeklinde tanımlansın. Bu durumda 
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𝑆 ≤ 𝐴  ⇔    𝑆 + 𝑆 ⊆ 𝑆,   0 ∈ 𝑆   ve − 𝑆 ⊆ 𝑆 (2.7) 

dir. 

Tanım 2.3 𝐴 bir grup ve 𝑆 ≤ 𝐴 olsun. Eğer her 𝑎 ∈ 𝐴 için 𝑎 + 𝑆 = {𝑎} + 𝑆 ve 𝑆 +

𝑎 = 𝑆 + {𝑎} olmak üzere 𝑎 + 𝑆 = 𝑆 + 𝑎 oluyorsa 𝑆 ye 𝐴 nın bir normal alt grubu 

(ideali) denir ve bu durum 𝑆 ⊴ 𝐴 ile gösterilir. 

𝐴 bir grup ve 𝑁 ise 𝐴 nın bir normal alt grubu olarak verilsin. Bu durumda 

𝐴/𝑁 = { 𝑎 + 𝑁 ∣ 𝑎 ∈ 𝐴 } (2.8) 

bölüm kümesi olmak üzere 

 

𝐴/𝑁 × 𝐴/𝑁 → 𝐴/𝑁 

(𝑎1 + 𝑁, 𝑎2 +𝑁) ↦ (𝑎1 + 𝑁) + (𝑎2 + 𝑁) = (𝑎1 + 𝑎2) + 𝑁 
(2.9) 

şeklinde tanımlanan işleme göre bir grup yapısı oluşturur ve bu grup 𝐴 nın (𝑁 

tarafından) bölüm grubu olarak adlandırılır. 

Tanım 2.4 𝐴 ve 𝐵 birer grup ve 𝑓:𝐴 → 𝐵 bir fonksiyon olsun. Eğer her 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 

için 

𝑓(𝑎1 + 𝑎2) = 𝑓(𝑎1) + 𝑓(𝑎2) (2.10) 

şartı sağlanıyorsa 𝑓 dönüşümüne bir grup homomorfizmi denir. 

Örnek 2.5 Her 𝑟 ∈ ℝ için 𝑓(𝑟) = 𝑟 şeklinde tanımlanan 𝑓: (ℝ, +) → (ℝ,+) 

dönüşümü bir grup homomorfizmidir. 

Eğer bir 𝑓 grup homomorfizmi birebir ise monomorfizm, örten ise epimorfizm ve hem 

birebir hem de örten ise izomorfizm olarak adlandırılır. Bir 𝐴 grubundan kendi üzerine 

tanımlanan izomorfizmlere otomorfizm denir ve 𝐴 grubunun tüm otomorfizmlerinin 

kümesi Aut(𝐴) ile gösterilir. Ayrıca Aut(𝐴) kümesi fonksiyonların bilinen bileşke 

işlemi ile birlikte bir grup yapısı oluşturur. Bununla birlikte her 𝑎 ∈ 𝐴 için  

 

𝜓𝑎 : 𝐴 → 𝐴 

  𝑥 ↦ 𝜓𝑎(𝑥) = 𝑎 + 𝑥 − 𝑎 
(2.11) 

şeklinde tanımlanan dönüşüm 𝐴 nın bir otomorfizmidir. Bu tür otomorfizmlere birer 

iç otomorfizm denir ve 𝐴 nın tüm iç otomorfizmlerin kümesi Inn(𝐴) ile gösterilir. 
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Tanım 2.6 𝐴 ve 𝐵 iki grup ve 𝑓: 𝐴 → 𝐵 bir grup homomorfizmi olarak verilsin. Bu 

durumda ker 𝑓 = { 𝑎 ∈ 𝐴 ∣∣ 𝑓(𝑎) = 0𝐴 } kümesi 𝑓 homomorfizminin çekirdeği olarak 

adlandırılır. 

Tanım 2.7 𝐴 ve 𝐵 birer grup olmak üzere  

 

𝐵 × 𝐴 → 𝐴 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(2.12) 

fonksiyonu aşağıdaki üç şartı sağlıyorsa 𝐵 grubu 𝐴 grubu üzerine etkir denir: 

(i) Her 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ∈ 𝐴 için 

(𝑏 + 𝑏1) ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ (𝑏1 ⋅ 𝑎) (2.13) 

dır. 

(ii) Her 𝑏 ∈ 𝐵 ve 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴  için 

𝑏 ⋅ (𝑎 + 𝑎1) = 𝑏 ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1 (2.14) 

dır. 

(iii) Her 𝑎 ∈ 𝐴 için 

0𝐵 ⋅ 𝑎 = 𝑎 (2.15) 

dır. 

Örnek 2.8 𝐴 bir grup ve 𝑁 de 𝐴 nın bir normal alt grubu olsun. Bu durumda 

 

𝐴 × 𝑁 → 𝑁 

(𝑎, 𝑛) ↦ 𝑎 ⋅ 𝑛 = 𝑎 + 𝑛 − 𝑎 
(2.16) 

fonksiyonu bir grup etkimesidir. Gerçekten 

(i) Her 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴 ve 𝑛 ∈ 𝑁 için 

(𝑎 + 𝑎1) ⋅ 𝑛 = (𝑎 + 𝑎1) + 𝑛 − (𝑎 + 𝑎1) 

= 𝑎 + 𝑎1 + 𝑛 − 𝑎1 − 𝑎 

=  𝑎 + (𝑎1 + 𝑛 − 𝑎1) − 𝑎 

=  𝑎 + (𝑎1 ⋅ 𝑛) − 𝑎 

=  𝑎 ⋅ (𝑎1 ⋅ 𝑛) 

(2.17) 

dır. 

(ii) Her 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑛, 𝑛1 ∈ 𝑁 için 
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𝑎 ⋅ (𝑛 + 𝑛1) = 𝑎 + 𝑛 + 𝑛1 − 𝑎 

= 𝑎 + 𝑛 − 𝑎 + 𝑎 + 𝑛1 − 𝑎 

= (𝑎 + 𝑛 − 𝑎) + (𝑎 + 𝑛1 − 𝑎) 

= 𝑎 ⋅ 𝑛 + 𝑎 ⋅ 𝑛1 

(2.18) 

dır. 

(iii) Her 𝑛 ∈ 𝑁 için 

0 ⋅ 𝑛 = 0 + 𝑛 − 0 = 𝑛 (2.19) 

dır. 

Bu etkimeye özel olarak konjügasyon etkimesi denir. 

Tanım 2.9 𝐴 ve 𝐵 birer grup olsun. Bu durumda 

 

𝐵 × 𝐴 → 𝐴 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 = 𝑎 
(2.20) 

şeklinde tanımlanan fonksiyon bir grup etkimesidir. Gerçekten; 

(i) Her 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ∈ 𝐴 için 

(𝑏 + 𝑏1) ⋅ 𝑎 = 𝑎 = 𝑏 ⋅ (𝑏1 ⋅ 𝑎) (2.21) 

dır. 

(ii) Her 𝑏 ∈ 𝐵 ve 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴  için 

𝑏 ⋅ (𝑎 + 𝑎1) = 𝑎 + 𝑎1 = 𝑏 ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1 (2.22) 

dır. 

(iii) Her 𝑎 ∈ 𝐴 için 

0𝐵 ⋅ 𝑎 = 𝑎 (2.23) 

dır. 

Bu etkimeye özel olarak aşikâr etkime denir. 
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3. ÇAPRAZLANMIŞ CAT1-MODÜLLER 

3.1 Grupların Kategorisinde Çaprazlanmış Modüller 

Bu kısımda Porter (1987) tarafından verilen bir cebirsel kategoride çaprazlanmış 

modüllerin elde edilmesi yöntemi hatırlatılacaktır. 

3.1.1 Grupların kategorisinde genişlemeler ve yarı-direkt çarpım 

Tanım 3.1 𝐺 ve 𝐻 iki grup olsun. Şekil 3.1’de verilen grup homormorfizmleri 

dizisinde her bir homomorfizmin görüntüsü bir sonrakinin çekirdeğine eşit ise bu dizi 

grupların bir kısa tam dizisi olarak adlandırılır. 

 

Şekil 3.1. Grup homomorfizmlerinin bir dizisi. 

Tanım 3.2 𝐺 ve 𝐻 iki grup olsun. Şekil 3.2’de verilen grup homomorfizmleri dizisinde 

{0} → 𝐺 ve 𝐻 → {0} sıfır homomorfizmler, 𝑖: 𝐺 → 𝐸 bir monomorfizm, 𝑝: 𝐸 → 𝐻 bir 

epimorfizm ve 𝑖(𝐺) = ker 𝑝 ise, yani bu dizi bir kısa tam dizi ise 𝐸 ye 𝐻 grubunun 𝐺 

grubu ile bir genişlemesi denir. 

 

Şekil 3.2. Grup homomorfizmlerinin bir dizisi. 

Tanım 3.3 𝐸 grubu, 𝐻 grubunun bir 𝐺 grubu ile Şekil 3.3’teki gibi bir genişlemesi 

olsun. Eğer 𝑝𝑠 = 1𝐻 olacak şekilde bir 𝑠: 𝐻 → 𝐸 grup homomorfizmi varsa 𝐸 ye 𝐻 

nin 𝐺 ile bir ayrık (split) genişlemesi denir.  

 

Şekil 3.3. Grup genişlemesi. 

Burada 𝑖: 𝐺 → 𝐸 bir monomorfizm olduğundan 𝐺 grubunu 𝐸 grubunun bir alt grubu, 

hatta 𝑖(𝐺) = ker 𝑝 olduğundan bir normal alt grubu olarak düşünebilir ve böylece her 

𝑔 ∈ 𝐺 için 𝑖(𝑔) = 𝑔 olarak alınabilir. 

𝐸 grubu, 𝐻 grubunun bir 𝐺 grubu ile aşağıdaki gibi bir ayrık genişlemesi olmak üzere  

 

𝐻 × 𝐺 → 𝐺 

(ℎ, 𝑔) ↦ ℎ ⋅ 𝑔 = 𝑠(ℎ) + 𝑔 − 𝑠(ℎ) 
(3.1) 



11 

 

şeklinde tanımlanan fonksiyon bir grup etkimesi belirtir. Ayrıca 𝐺 × 𝐻 kümesi ile 𝐸 

kümesinin elemanları arasında birebir bir eşleme vardır (Şekil 3.4). Bu eşlemeler ise 

 

𝜃 : 𝐺 × 𝐻 → 𝐸 

  (𝑔, ℎ) ↦ 𝜃(𝑔, ℎ) = 𝑔 + 𝑠(ℎ) 
(3.2) 

ve bunun tersi olan 

 

𝜃−1 : 𝐸 → 𝐺 × 𝐻 

  𝑒 ↦ 𝜃−1(𝑒) = (𝑒 − 𝑠𝑝(𝑒), 𝑝(𝑒)) 
(3.3) 

fonksiyonları ile verilir.  

(𝑔, ℎ)
      𝜃      
→    𝑔 + 𝑠(ℎ)

   𝜃−1   
→    (𝑔, ℎ) (3.4) 

Bu birebir eşleşmeler yardımıyla, bu eşleşmeler birer grup homomorfizmi 

(izomorfizmi) olacak şekilde, 𝐺 × 𝐻 üzerinde bir grup yapısı oluşturulabilir. Yani; 

𝜃−1 (𝜃((𝑔, ℎ) + (𝑔1, ℎ1))) = 𝜃
−1 (𝜃((𝑔, ℎ)) + 𝜃((𝑔1, ℎ1))) 

= 𝜃−1(𝑔 + 𝑠(ℎ) + 𝑔1 + 𝑠(ℎ1)) 

= (𝑔 + 𝑠(ℎ) + 𝑔1 − 𝑠(ℎ), ℎ + ℎ1) 

= (𝑔 + ℎ ⋅ 𝑔1, ℎ + ℎ1) 

(3.5) 

dir. Böylece 

 

(𝐺 × 𝐻) × (𝐺 × 𝐻) → 𝐺 × 𝐻 

((𝑔, ℎ), (𝑔1, ℎ1)) ↦ (𝑔, ℎ) + (𝑔1, ℎ1) = (𝑔 + ℎ ⋅ 𝑔1, ℎ + ℎ1) 
(3.6) 

şeklinde verilen ikili işlemle 𝐺 × 𝐻 üzerinde, 𝐸 grubuna izomorf olan, bir grup yapısı 

oluşturulur. Bu 𝐺 × 𝐻 grubuna 𝐺 ile 𝐻 gruplarının yarı-direkt çarpımı denir ve bu grup 

genelde 𝐺 ⋊ 𝐻 ile gösterilir. Bu grupta birim eleman (0𝐺 , 0𝐻) elemanı ve bir (𝑔, ℎ) 

elemanının tersi ise ((−ℎ) ⋅ (−𝑔),−ℎ) dır. 

 

Şekil 3.4. Ayrık genişlemenin kartezyen çarpıma denkliği. 
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Örnek 3.4 𝐺 ve 𝐻 birer grup olsun. 𝐻 nin 𝐺 üzerine aşikâr etkimesi verilsin. Bu 

durumda her (𝑔, ℎ), (𝑔1, ℎ1) ∈ 𝐺 ⋊𝐻 için 

(𝑔, ℎ) + (𝑔1, ℎ1) = (𝑔 + ℎ ⋅ 𝑔1, ℎ + ℎ1) 

= (𝑔 + 𝑔1, ℎ + ℎ1) 
(3.7) 

olup 𝐺 ⋊ 𝐻 yarı-direkt çarpım grubu aslında 𝐺 × 𝐻 direkt çarpım grubu olur. Yani 

direkt çarpım grubu yarı-direkt çarpım grubunun bir özel halidir. 

3.1.2 Çaprazlanmış modüller 

𝐸 grubu, 𝐵 grubunun bir 𝐴 grubu ile bir ayrık genişlemesi ve 𝐸1 grubu, 𝐵1 grubunun 

bir 𝐴1 grubu ile bir ayrık genişlemesi olsun. Bu durumda 𝑓𝐴: 𝐴 → 𝐴1, 𝑓𝐸: 𝐸 → 𝐸1 ve 

𝑓𝐵 : 𝐵 → 𝐵1 birer grup homomorfizmi olmak üzere  

(i) 𝑓𝐸𝑖 = 𝑖1𝑓𝐴, 

(ii) 𝑓𝐵𝑝 = 𝑝1𝑓𝐸  ve 

(iii) 𝑓𝐸𝑠 = 𝑠1𝑓𝐵  

ise, yani diğer bir ifadeyle Şekil 3.5’te verilen diyagramlar değişmeli ise (𝑓𝐴 , 𝑓𝐸 , 𝑓𝐵) 

üçlüsüne grupların kategorisinde bir ayrık genişleme dönüşümü denir. 

 

Şekil 3.5. Ayrık genişleme morfizmi diyagramı. 

Bir 𝐵 grubunun bir 𝐴 grubu üzerine bir grup etkimesi verilmişse bu etkimeden elde 

edilen yarı-direkt çarpım grubunun 𝐵 nin 𝐴 ile bir ayrık genişlemesi olduğunu 

görmüştük. Ayrıca her 𝐴 grubunun kendi üzerine konjügasyon etkimesi ile de bir ayrık 

genişlemesi elde edilebilir. 

Tanım 3.5 𝐴 ve 𝐵 birer grup ve 𝐵 × 𝐴 → 𝐴, (𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 bir etkime ve 𝛼: 𝐴 → 𝐵 bir 

grup homomorfizmi olsun. Bu durumda eğer (1𝐴, 1𝐴 × 𝛼, 𝛼) ve (𝛼, 𝛼 × 1𝐵 , 1𝐵) 
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üçlüleri sırasıyla 𝐴 nın kendi üzerine konjügasyon etkimesi ile elde edilen ayrık 

genişlemeden 𝐵 nin 𝐴 üzerine yukarıda verilen etkimeden elde edilen ayrık 

genişlemesine ve 𝐵 nin 𝐴 üzerine yukarıda verilen etkimeden elde edilen ayrık 

genişlemesinden 𝐵 nin kendi üzerine konjügasyon etkimesi ile elde edilen ayrık 

genişlemesine birer ayrık genişleme dönüşümü ise (𝐴, 𝐵, 𝛼) üçlüsüne bir çaprazlanmış 

modül denir (Porter, 1987). 

 

Şekil 3.6. Çaprazlanmış modül diyagramı. 

Yukarıdaki tanımda verilen (1𝐴, 1𝐴 × 𝛼, 𝛼) ve (𝛼, 𝛼 × 1𝐵 , 1𝐵) dönüşümlerinin birer 

ayrık genişleme dönüşümü olması için 

 

1𝐴 × 𝛼 : 𝐴 ⋊ 𝐴 → 𝐴 ⋊ 𝐵 

  (𝑎, 𝑎1) ↦ (𝑎, 𝛼(𝑎1)) 
(3.8) 

ve 

 

𝛼 × 1𝐵 : 𝐴 ⋊ 𝐵 → 𝐵 ⋊ 𝐵 

  (𝑎, 𝑏) ↦ (𝛼(𝑎), 𝑏) 
(3.9) 

dönüşümlerinin birer grup homomorfizmi olması yeterlidir. Yani; 

(1𝐴 × 𝛼)((𝑎, 𝑎1) + (𝑎2, 𝑎3)) = (1𝐴 × 𝛼)((𝑎 + 𝑎1 ⋅ 𝑎2, 𝑎1 + 𝑎3)) 

= (1𝐴 × 𝛼)((𝑎 + 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎1, 𝑎1 + 𝑎3)) 

= (𝑎 + 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎1, 𝛼(𝑎1 + 𝑎3)) 

= (𝑎 + 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎1, 𝛼(𝑎1) + 𝛼(𝑎3)) 

(3.10) 

ile 
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(1𝐴 × 𝛼)((𝑎, 𝑎1)) + (1𝐴 × 𝛼)((𝑎2, 𝑎3)) = (𝑎, 𝛼(𝑎1)) + (𝑎2, 𝛼(𝑎3)) 

= (𝑎 + 𝛼(𝑎1) ⋅ 𝑎2, 𝛼(𝑎1) + 𝛼(𝑎3)) 
(3.11) 

birbirlerine eşit olmalıdır. Böylece her 𝑎1, 𝑎2 ∈ 𝐴 için; 

𝛼(𝑎1) ⋅ 𝑎2 = 𝑎1 + 𝑎2 − 𝑎1 (3.12) 

olmalıdır. Ayrıca 

(𝛼 × 1𝐵)((𝑎, 𝑏) + (𝑎1, 𝑏1)) = (𝛼 × 1𝐵)((𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1, 𝑏 + 𝑏1)) 

= (𝛼(𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1), 𝑏 + 𝑏1) 

= (𝛼(𝑎) + 𝛼(𝑏 ⋅ 𝑎1), 𝑏 + 𝑏1) 

(3.13) 

ile  

(𝛼 × 1𝐵)((𝑎, 𝑏)) + (𝛼 × 1𝐵)((𝑎1, 𝑏1)) = (𝛼(𝑎), 𝑏) + (𝛼(𝑎1), 𝑏1) 

= (𝛼(𝑎) + 𝑏 ⋅ 𝛼(𝑎1), 𝑏 + 𝑏1) 

= (𝛼(𝑎) + 𝑏 + 𝛼(𝑎1) − 𝑏, 𝑏 + 𝑏1) 

(3.14) 

birbirlerine eşit olmalıdır. Böylece her 𝑎1 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için; 

𝛼(𝑏 ⋅ 𝑎1) = 𝑏 + 𝛼(𝑎1) − 𝑏 (3.15) 

olmalıdır. O halde çaprazlanmış modül tanımını elemanlar cinsinden aşağıdaki gibi 

yapabiliriz. 

Önerme 3.6 𝐴 ve 𝐵 birer grup ve 𝛼:𝐴 → 𝐵 bir grup homomorfizmi olmak üzere 

 

𝐵 × 𝐴 → 𝐴 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(3.16) 

bir grup etkimesi olsun. Eğer her 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için; 

(i) 𝛼(𝑏 ⋅ 𝑎) = 𝑏 + 𝛼(𝑎) − 𝑏, 

(ii) 𝛼(𝑎) ⋅ 𝑎1 = 𝑎 + 𝑎1 − 𝑎 
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şartları sağlanıyorsa (𝐴, 𝐵, 𝛼) üçlüsü grupların kategorisinde bir çaprazlanmış modül 

olur. 

Örnek 3.7 Her 𝐺 grubu iki farklı biçimde bir çaprazlanmış modül olarak düşünülebilir.  

(i) 𝐺 nin herhangi bir 𝑁 normal alt grubu için 𝐺 nin 𝑁 üzerine konjügasyon 

etkimesi ile birlikte inc: 𝑁 → 𝐺 içine dönüşümü bir çaprazlanmış modüldür. 

(ii) 𝐺 nin tüm otomorfizmlerinin grubu Aut(𝐺) nin 𝐺 üzerine  

 

Aut(𝐺) × 𝐺 → 𝐺 

(𝑓, 𝑥) ↦ 𝑓 ⋅ 𝑥 = 𝑓(𝑥) 
(3.17) 

şeklinde tanımlı etkimesiyle birlikte Φ: 𝐺 → Aut(𝐺) iç otomorfizm dönüşümü 

bir çaprazlanmış modül belirtir. 

Örnek 3.8 𝑋 bir topolojik grup olsun. 

St𝜋𝑋 𝑒 = { [𝛼] ∣ 𝛼: [0,1] → 𝑋 sürekli ve 𝛼(0) = 1 } (3.18) 

ve her [𝛼] ∈ St𝜋𝑋 𝑒 için 𝑑([𝛼]) = 𝛼(1) olarak tanımlanmak üzere (St𝜋𝑋 𝑒 , 𝑋, 𝑑) bir 

çaprazlanmış modüldür. 

(𝐴, 𝐵, 𝛼) ve (𝐴′, 𝐵′, 𝛼′) birer çaprazlanmış modül, 𝑓𝐴: 𝐴 → 𝐴
′ ve 𝑓𝐵: 𝐵 → 𝐵

′ birer grup 

homomorfizmi olsun. Eğer  

(i) 𝑓𝐵𝛼 = 𝛼
′𝑓𝐴 ve 

(ii) her 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için; 

𝑓𝐴(𝑏 ⋅ 𝑎) = 𝑓𝐵(𝑏) ⋅ 𝑓𝐴(𝑎) (3.19) 

şartları sağlanırsa, yani diğer bir ifadeyle Şekil 3.7’deki diyagramlar değişmeli ise 

⟨𝑓𝐴 , 𝑓𝐵⟩: (𝐴, 𝐵, 𝛼) → (𝐴
′, 𝐵′, 𝛼′) ikilisine (𝐴, 𝐵, 𝛼) dan (𝐴′, 𝐵′, 𝛼′) ya bir çaprazlanmış 

modül morfizmi denir. 
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Şekil 3.7. Çaprazlanmış modül morfizmi diyagramı. 

Tüm çaprazlanmış modüller ve bunlar arasında yukarıda tanımlandığı şekilde 

çaprazlanmış modül morfizmleri bir kategori oluşturur. Bu kategori ise 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) ile 

gösterilir. 

Tanım 3.9 (𝐴, 𝐵, 𝛼) ve (𝐶,𝐷, 𝛾) birer çaprazlanmış modül olmak üzere 

(i) 𝐶 ≤ 𝐴, 𝐷 ≤ 𝐵, 

(ii) 𝛾 = 𝛼|𝐶  ve 

(iii) 𝐷 nin 𝐶 üzerine etkimesi, 𝐵 nin 𝐴 üzerine etkimesinden indirgenmiş 

etkimesidir; 

şartları sağlanıyorsa (𝐶,𝐷, 𝛾) çaprazlanmış modülüne (𝐴, 𝐵, 𝛼) çaprazlanmış 

modülünün bir alt objesi ya da alt çaprazlanmış modülü denir (Norrie, 1987). 

Önerme 3.10 ⟨𝑓𝐴 , 𝑓𝐵⟩: (𝐴, 𝐵, 𝛼) → (𝐴
′, 𝐵′, 𝛼′) bir çaprazlanmış modül morfizmi 

olmak üzere bu çaprazlanmış modül morfizminin görüntüsü olarak adlandırılan 

Im⟨𝑓𝐴, 𝑓𝐵⟩ = (Im𝑓𝐴 , Im 𝑓𝐵 , 𝛼
′|Im𝑓𝐴) (3.20) 

bir çaprazlanmış modül olup (𝐴′, 𝐵′, 𝛼′) çaprazlanmış modülünün bir alt çaprazlanmış 

modülüdür. 

Tanım 3.11 (𝐴, 𝐵, 𝛼) bir çaprazlanmış modül ve (𝑆, 𝑇, 𝜎) ise (𝐴, 𝐵, 𝛼) nın bir alt 

çaprazlanmış modülü olmak üzere 

(i) 𝑇 ⊴ 𝐵, 

(ii) her 𝑠 ∈ 𝑆 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için 

𝑏 ⋅ 𝑠 ∈ 𝑆 (3.21) 

 



17 

 

(iii) her 𝑡 ∈ 𝑇 ve 𝑎 ∈ 𝐴 için 

𝑡 ⋅ 𝑎 − 𝑎 ∈ 𝑆 (3.22) 

şartları sağlanıyorsa (𝑆, 𝑇, 𝜎) çaprazlanmış modülüne (𝐴, 𝐵, 𝛼) çaprazlanmış 

modülünün bir normal alt objesi ya da normal alt çaprazlanmış modülü ya da kısaca 

bir ideali denir (Norrie, 1987). 

Önerme 3.12 ⟨𝑓𝐴 , 𝑓𝐵⟩: (𝐴, 𝐵, 𝛼) → (𝐴
′, 𝐵′, 𝛼′) bir çaprazlanmış modül morfizmi 

olmak üzere bu çaprazlanmış modül morfizminin çekirdeği olarak adlandırılan 

ker⟨𝑓𝐴, 𝑓𝐵⟩ = (ker 𝑓𝐴 , ker 𝑓𝐵 , 𝛼|ker 𝑓𝐴) (3.23) 

bir çaprazlanmış modül olup (𝐴, 𝐵, 𝛼) çaprazlanmış modülünün bir idealidir. 

3.2 Cat1-Gruplar 

Tanım 3.13 𝐺 bir grup ve 𝑠, 𝑡: 𝐺 → 𝐺 birer grup homomorfizmi olmak üzere aşağıdaki 

şartlar sağlanıyorsa (𝐺, 𝑠, 𝑡) üçlüsüne bir cat1-grup denir (Loday, 1982). 

(i) 𝑠𝑡 = 𝑡, 𝑡𝑠 = 𝑠 ve 

(ii) [ker 𝑠 , ker 𝑡] = {0}. 

Burada (ii) şartı şu anlama gelmektedir: 𝐺 nin ker 𝑠 ve ker 𝑡 altgruplarının elemanları 

değişmelidir. 

Önerme 3.14 (𝐺, 𝑠, 𝑡) bir cat1-grup olmak üzere 

(i) 𝑠𝑠 = 𝑠, 

(ii) 𝑡𝑡 = 𝑡 ve 

(iii) Im 𝑠 = Im 𝑡 

dir. 

Her tek elemanlı {0} grubu 𝑠 = 1{0} ve 𝑡 = 1{0} endomorfizmleri ile beraber bir cat1-

grup olur. Bu cat1-gruba sıfır cat1-grup denir. Ayrıca, daha genel olarak, her 𝐺 grubu 

için (𝐺, 1𝐺 , 1𝐺) üçlüsü de bir cat1-gruptur. 
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Tanım 3.15 (𝐺, 𝑠, 𝑡) ve (𝐺′, 𝑠′ , 𝑡′) birer cat1-grup olsun. Bir 𝑓: 𝐺 → 𝐺′ grup 

homomorfizmi için aşağıdaki şartlar sağlanıyorsa bu 𝑓 dönüşümüne bir cat1-grup 

morfizmi denir (Loday, 1982). 

(i) 𝑓𝑠 = 𝑠′𝑓 ve 

(ii) 𝑓𝑡 = 𝑡′𝑓. 

Yani 𝑓: 𝐺 → 𝐺′ bir cat1-grup morfizmidir ancak ve ancak aşağıdaki diyagram 

değişmelidir. 

 

Şekil 3.8. Cat1-grup morfizmi diyagramı. 

𝑓: (𝐺, 𝑠, 𝑡) → (𝐺′, 𝑠′, 𝑡′) bir cat1-grup morfizmi olmak üzere eğer 𝑓: 𝐺 → 𝐺′ grup 

homomorfizmi bir monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) ise bu 𝑓: (𝐺, 𝑠, 𝑡) →

(𝐺′, 𝑠′, 𝑡′) cat1-grup morfizmi monomorfizm (epimorfizm, izomorfizm) olarak 

adlandırılır. 

Tüm cat1-gruplar, yukarıda tanımlandığı şekilde cat1-grup morfizmleri ile birlikte bir 

kategori oluşturur bu kategori 𝐂𝐚𝐭𝟏 − (𝐆𝐩) ile gösterilir. 

Grupların kategorisindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisi ile cat1-grupların 

kategorisinin denk olduğunu Loday (1982) tarafından gösterilmiştir. Şimdi bazı 

detaylara ihtiyacımız olduğundan bu denkliği hatırlatalım. 

Teorem 3.16 Grupların kategorisindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisi 

𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) ile cat1-grupların kategorisi 𝐂𝐚𝐭𝟏 − (𝐆𝐩) doğal olarak denktir (Loday, 

1982). 

İspat: Öncelikle bir 𝐹:𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) → 𝐂𝐚𝐭𝟏 − (𝐆𝐩) fanktoru tanımlayalım: Bir 

(𝐴, 𝐵, 𝛼) çaprazlanmış modülü için 𝐺 = 𝐴 ⋊ 𝐵, 
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𝑠 : 𝐴 ⋊ 𝐵 → 𝐴 ⋊ 𝐵 

  (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑠(𝑎, 𝑏) = (0, 𝑏) 
(3.24) 

ve 

 

𝑡 : 𝐴 ⋊ 𝐵 → 𝐴 ⋊ 𝐵 

  (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑡(𝑎, 𝑏) = (0, 𝛼(𝑎) + 𝑏) 
(3.25) 

olmak üzere 𝐹0((𝐴, 𝐵, 𝛼)) = (𝐺, 𝑠, 𝑡) dir. Ayrıca bir ⟨𝑓𝐴 , 𝑓𝐵⟩: (𝐴, 𝐵, 𝛼) → (𝐴
′, 𝐵′, 𝛼′) 

çaprazlanmış modül morfizmi için 𝐹1(⟨𝑓𝐴, 𝑓𝐵⟩) = 𝑓𝐴 × 𝑓𝐵  dir. 

Şimdi, tersine olarak, bir 𝐻: 𝐂𝐚𝐭𝟏 − (𝐆𝐩) → 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) fanktoru tanımlayalım: Bir 

(𝐺, 𝑠, 𝑡) cat1-grubu için  

 

Im 𝑠 × ker 𝑠 → ker 𝑠 

(𝑥, 𝑔) ↦ 𝑥 ⋅ 𝑔 = 𝑥 + 𝑔 − 𝑥 
(3.26) 

bir grup etkimesidir ve bu etkime ile birlikte 𝑡|ker 𝑠: ker 𝑠 → Im 𝑠 dönüşümü bir 

çaprazlanmış modül yapısına sahiptir. Yani; 𝐻0((𝐺, 𝑠, 𝑡)) = (ker 𝑠 , Im 𝑠 , 𝑡|ker 𝑠) 

olarak tanımlanır. Ayrıca bir 𝑓: (𝐺, 𝑠, 𝑡) → (𝐺′, 𝑠′, 𝑡′) cat1-grup morfizmi için  

⟨𝑓|ker 𝑠, 𝑓|Im𝑠⟩: (ker 𝑠 , Im 𝑠 , 𝑡|ker 𝑠) → (ker 𝑠
′ , Im 𝑠′ , 𝑡′|ker 𝑠′) (3.27) 

bir çaprazlanmış modül morfizmidir. Yani; 𝐻1(𝑓) = ⟨𝑓|ker 𝑠, 𝑓|Im 𝑠⟩ dir. 

3.3 Cat1-Grupların Kategorisinde Çaprazlanmış Modüller 

Bu kısımda Porter (1987) tarafından verilen tekniğe göre, tezin temel konusu olan, 

cat1-grupların kategorisinde çaprazlanmış modüllerin karakterizasyonu verilecektir. 

Yazım kolaylığı açısından tezin devamında cat1-gruplar 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴), ℬ =

(𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵), … şeklinde gösterilecektir. 

3.3.1 Cat1-grupların kategorisinde genişlemeler ve yarı-direkt çarpım 

𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴), ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) ve ℰ = (𝐸, 𝑠𝐸 , 𝑡𝐸) birer cat1-grup olmak üzere sıfır 

cat1-grup 𝒪 = ({0}, 1{0}, 1{0}) ile gösterilsin. 𝑖:𝒜 → ℰ bir cat1-grup monomorfizmi, 

𝑝: ℰ → ℬ bir cat1-grup epimorfizmi ve 𝑘: ℬ → ℰ ise 𝑝𝑘 = 1ℬ olacak şekilde bir cat1-
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grup monomorfizmi olsun. Bu durumda ℰ = (𝐸, 𝑠𝐸 , 𝑡𝐸) cat1-grubuna ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) 

nin 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) tarafından bir ayrık cat1-grup genişlemesi denir. 

Bu şekilde bir ayrık genişlemeden ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) nin 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) üzerine 

aşağıdaki şekilde bir türetilmiş etkimesi elde edilir. 

 

ℬ ×𝒜 → 𝒜 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 = 𝑘(𝑏) + 𝑎 − 𝑘(𝑏) 
(3.28) 

Bu etkime aşağıdaki özelliklere sahiptir: 

(i) her 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ∈ 𝐴 için 

(𝑏 + 𝑏1) ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ (𝑏1 ⋅ 𝑎), (3.29) 

(ii) her 𝑏 ∈ 𝐵 ve 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴 için 

𝑏 ⋅ (𝑎 + 𝑎1) = 𝑏 ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1, (3.30) 

(iii) her 𝑎 ∈ 𝐴 için 

0𝐵 ⋅ 𝑎 = 𝑎, (3.31) 

(iv) her 𝑏 ∈ 𝐵 için 

𝑏 ⋅ 0𝐴 = 0𝐴, (3.32) 

(v) her 𝑏 ∈ ker 𝑠𝐵 ve 𝑎1 ∈ ker 𝑡𝐴 için 

𝑏 ⋅ 𝑎1 = 𝑎1, (3.33) 

(vi) her 𝑏1 ∈ ker 𝑡𝐵 ve 𝑎 ∈ ker 𝑠𝐴 için 

𝑏1 ⋅ 𝑎 = 𝑎. (3.34) 

Burada dikkat edelim ki (iv) şartı (ii) şartından elde edilebilmektedir. Böylece cat1-

grupların kategorisinde etkime tanımı verebiliriz. 

Tanım 3.17 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) birer cat1-grup olmak üzere bir 

 

𝐵 × 𝐴 → 𝐴 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(3.35) 

fonksiyonu verilsin. Eğer  
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(i) her 𝑏, 𝑏1 ∈ 𝐵 ve 𝑎 ∈ 𝐴 için 

(𝑏 + 𝑏1) ⋅ 𝑎 = 𝑏 ⋅ (𝑏1 ⋅ 𝑎), (3.36) 

(ii) her 𝑏 ∈ 𝐵 ve 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴 için 

𝑏 ⋅ (𝑎 + 𝑎1) = 𝑏 ⋅ 𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1, (3.37) 

(iii) her 𝑎 ∈ 𝐴 için 

0𝐵 ⋅ 𝑎 = 𝑎, (3.38) 

(iv) her 𝑏 ∈ ker 𝑠𝐵 ve 𝑎1 ∈ ker 𝑡𝐴 için 

𝑏 ⋅ 𝑎1 = 𝑎1, (3.39) 

(v) her 𝑏1 ∈ ker 𝑡𝐵 ve 𝑎 ∈ ker 𝑠𝐴 için 

𝑏1 ⋅ 𝑎 = 𝑎, (3.40) 

şartları sağlanıyorsa bu fonksiyona ℬ nin 𝒜 üzerine bir cat1-grup etkimesi denir. 

Bir ℰ = (𝐸, 𝑠𝐸 , 𝑡𝐸) cat1-grubu bir ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) cat1-grubunun bir 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) 

cat1-grubu tarafından bir ayrık cat1-grup genişlemesi ve bir ℰ′ = (𝐸′, 𝑠𝐸′ , 𝑡𝐸′) cat1-

grubu bir ℬ′ = (𝐵′, 𝑠𝐵′ , 𝑡𝐵′) cat1-grubunun bir 𝒜′ = (𝐴′, 𝑠𝐴′ , 𝑡𝐴′) cat1-grubu 

tarafından bir ayrık cat1-grup genişlemesi olsun. Eğer 𝑓𝒜 :𝒜 → 𝒜′, 𝑓ℬ : ℬ → ℬ
′ ve 

𝑓ℰ : ℰ → ℰ
′ ayrık cat1-grup genişlemesi yapısını oluşturan dönüşümlerle uyumlu birer 

cat1-grup morfizmi iseler bu durumda (𝑓𝒜 , 𝑓ℰ , 𝑓ℬ) üçlüsüne bir ayrık cat1-grup 

genişlemesi morfizmi denir. Tüm ayrık cat1-grup genişlemeleri ve bunlar arasındaki 

ayrık cat1-grup genişlemesi morfizmleri bir kategori oluşturur ve bu kategori 

𝐒𝐩𝐄𝐱𝐭(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) ile gösterilir. 

Tanım 3.18 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) birer cat1-grup olmak üzere ℬ nin 𝒜 

üzerine bir  

 

ℬ ×𝒜 → 𝒜 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(3.41) 

cat1-grup etkimesi verilsin. Bu durumda 𝐴 ⋊ 𝐵 grubu 
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𝑠𝐴⋊𝐵 = 𝑠𝐴 × 𝑠𝐵 : 𝐴 ⋊ 𝐵 → 𝐴 ⋊ 𝐵 

  (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑠𝐴⋊𝐵(𝑎, 𝑏) = (𝑠𝐴(𝑎), 𝑠𝐵(𝑏)) 
(3.42) 

ve 

 

𝑡𝐴⋊𝐵 = 𝑡𝐴 × 𝑡𝐵  : 𝐴 ⋊ 𝐵 → 𝐴 ⋊ 𝐵 

  (𝑎, 𝑏) ↦ 𝑡𝐴⋊𝐵(𝑎, 𝑏) = (𝑡𝐴(𝑎), 𝑡𝐵(𝑏)) 
(3.43) 

dönüşümleri ile birlikte bir cat1-grup yapısına sahiptir. Gerçekten 𝑠𝐴⋊𝐵𝑡𝐴⋊𝐵 = 𝑡𝐴⋊𝐵 ve 

𝑡𝐴⋊𝐵𝑠𝐴⋊𝐵 = 𝑠𝐴⋊𝐵 olduğunu görmek kolaydır. Şimdi [ker 𝑠𝐴⋊𝐵 , ker 𝑡𝐴⋊𝐵] = {(0,0)} 

olduğunu da görelim. (𝑎, 𝑏) ∈ ker 𝑠𝐴⋊𝐵 , yani 𝑎 ∈ ker 𝑠𝐴, 𝑏 ∈ ker 𝑠𝐵 ve (𝑎1, 𝑏1) ∈

ker 𝑡𝐴⋊𝐵, yani 𝑎1 ∈ ker 𝑡𝐴, 𝑏1 ∈ ker 𝑡𝐵, olsun. Bu durumda etkime tanımının (iv) ve 

(v) şartlarından 

(𝑎, 𝑏) + (𝑎1, 𝑏1) = (𝑎 + 𝑏 ⋅ 𝑎1, 𝑏 + 𝑏1) 

= (𝑎 + 𝑎1, 𝑏 + 𝑏1) 

= (𝑎1 + 𝑎, 𝑏1 + 𝑏) 

= (𝑎1 + 𝑏1 ⋅ 𝑎, 𝑏1 + 𝑏) 

= (𝑎1, 𝑏1) + (𝑎, 𝑏) 

(3.44) 

dir. Bu (𝐴 ⋊ 𝐵, 𝑠𝐴⋊𝐵 , 𝑡𝐴⋊𝐵) cat1-grubuna 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) cat1-

gruplarının yarı-direkt çarpımı denir ve 𝒜 ⋊ ℬ ile gösterilir. 𝒜 ⋊ ℬ yarı-direkt çarpım 

cat1-grubu ℬ nin 𝒜 tarafından bir ayrık cat1-grup genişlemesi olur. 

Örnek 3.19 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) bir cat1-grup olmak üzere 𝐴 nın kendi üzerine 

konjügasyon etkimesi aslında 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) nın kendi üzerine bir cat1-grup 

etkimesidir. Gerçekten 𝑎 ∈ ker 𝑠𝐴 ve 𝑎1 ∈ ker 𝑡𝐴 olmak üzere 

𝑎1 ⋅ 𝑎 = 𝑎1 + 𝑎 − 𝑎1 

= 𝑎 + 𝑎1 − 𝑎1 

= 𝑎 

(3.45) 

dır. Diğer şartların sağlandığı kolaylıkla görülebilir. Bu etkime ile birlikte 𝒜 nın 

kendisi ile yarı-direkt çarpımı 𝒜 ⋊𝒜 elde edilir. 𝒜 ⋊𝒜 yarı-direkt çarpım cat1-

grubu 𝒜 nın kendisi tarafından bir ayrık cat1-grup genişlemesi olur. 
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3.3.2 Çaprazlanmış cat1-modüller 

Tanım 3.20 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) birer cat1-grup olmak üzere ℬ nin 𝒜 

üzerine bir  

 

ℬ ×𝒜 → 𝒜 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(3.46) 

cat1-grup etkimesi verilsin. Ayrıca bir 𝛼:𝒜 → ℬ cat1-grup morfizmi bulunsun. Eğer 

(1𝒜, 1𝒜 × 𝛼, 𝛼) ve (𝛼, 𝛼 × 1ℬ , 1ℬ) üçlüleri sırasıyla 𝒜 nın kendi üzerine konjügasyon 

etkimesi ile elde edilen ayrık cat1-grup genişlemeden ℬ nin 𝒜 üzerine yukarıda verilen 

etkimeden elde edilen ayrık genişlemesine ve ℬ nin 𝒜 üzerine yukarıda verilen 

etkimeden elde edilen ayrık genişlemesinden ℬ nin kendi üzerine konjügasyon 

etkimesi ile elde edilen ayrık genişlemesine birer ayrık genişleme dönüşümü ise 

(𝒜, ℬ, 𝛼) üçlüsüne bir cat1-grupların kategorisinde bir çaprazlanmış modül ya da 

kısaca bir çaprazlanmış cat1-modül denir. 

Yukarıdaki tanımda belirtilen şartlar incelendiğinde çaprazlanmış cat1-modül tanımı 

elemanlar cinsinden de verilebilir. 

Önerme 3.21 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) birer cat1-grup ve 𝛼:𝒜 → ℬ bir cat1-

grup morfizmi olmak üzere 

 

ℬ ×𝒜 → 𝒜 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(3.47) 

bir cat1-grup etkimesi olsun. Eğer her 𝑎, 𝑎1 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için; 

(i) 𝛼(𝑏 ⋅ 𝑎) = 𝑏 + 𝛼(𝑎) − 𝑏, 

(ii) 𝛼(𝑎) ⋅ 𝑎1 = 𝑎 + 𝑎1 − 𝑎 

şartları sağlanıyorsa (𝒜, ℬ, 𝛼) üçlüsü bir çaprazlanmış cat1-modül olur. 

Sonuç 3.22 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) birer cat1-grup ve 𝛼:𝒜 → ℬ bir cat1-

grup morfizmi olmak üzere 
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ℬ ×𝒜 → 𝒜 

(𝑏, 𝑎) ↦ 𝑏 ⋅ 𝑎 
(3.48) 

bir cat1-grup etkimesi olsun. Eğer bu etkime ile birlikte (𝐴, 𝐵, 𝛼) gruplar üzerinde bir 

çaprazlanmış modül yapısına sahip ise (𝒜, ℬ, 𝛼) üçlüsü bir çaprazlanmış cat1-modül 

olur. Diğer bir ifadeyle bir çaprazlanmış cat1-modül gruplar üzerindeki çaprazlanmış 

modüllerin kategorisinde bir cat1-obje olarak da düşünülebilir. 

Örnek 3.23 𝐺 bir grup ve 𝑁 de bunun bir normal altgrubu olsun. Bu durumda 

(𝐺, 1𝐺 , 1𝐺) ve (𝑁, 1𝑁, 1𝑁) üçlülerinin birer cat1-grup olduklarını biliyoruz. Ayrıca 𝐺 

nin 𝑁 üzerine konjügasyon etkimesi aslında bir cat1-grup etkimesi olur. Böylelikle 

inc:𝑁 → 𝐺 içine dönüşümü bir cat1-grup morfizmi olup ((𝑁, 1𝑁, 1𝑁), (𝐺, 1𝐺 , 1𝐺), inc) 

bir çaprazlanmış cat1-modüldür. 

Tanım 3.24 (𝒜,ℬ, 𝛼) ile (𝒜′, ℬ′, 𝛼′) üçlüleri birer çaprazlanmış cat1-modül ve 

𝑓:𝐴 → 𝐴′ ile 𝑔:𝐵 → 𝐵′ birer grup homomorfizmi olsun. Eğer 

(i) 𝑓𝑠𝐴 = 𝑠𝐴′𝑓, 𝑓𝑡𝐴 = 𝑡𝐴′𝑓, 

(ii) 𝑔𝑠𝐵 = 𝑠𝐵′𝑔, 𝑔𝑡𝐵 = 𝑡𝐵′𝑔, 

(iii) 𝑔𝛼 = 𝛼′𝑓 ve 

(iv) her 𝑎 ∈ 𝐴 ve 𝑏 ∈ 𝐵 için; 

𝑓(𝑏 ⋅ 𝑎) = 𝑔(𝑏) ⋅ 𝑓(𝑎) (3.49) 

şartları şağlanıyorsa ⟨𝑓, 𝑔⟩ ikilisine (𝒜, ℬ, 𝛼) dan (𝒜′, ℬ′, 𝛼′) ne bir çaprazlanmış 

cat1-modül morfizmi denir. 

⟨𝑓𝐴 , 𝑓𝐵⟩: (𝐴, 𝐵, 𝛼) → (𝐴
′, 𝐵′, 𝛼′) (3.50) 

Dikkat edelim ki burada (i) şartı 𝑓:𝒜 → 𝒜′ dönüşümünün bir cat1-grup morfizmi 

olduğu, (ii) şartı 𝑔:ℬ → ℬ′ dönüşümünün bir cat1-grup morfizmi olduğu, (iii) ve (iv) 

şartları ise  

⟨𝑓, 𝑔⟩: (𝐴, 𝐵, 𝛼) → (𝐴′, 𝐵′, 𝛼′) (3.51) 
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dönüşümünün gruplar üzerinde bir çaprazlanmış modül morfizmi olduğu anlamına 

gelmektedir.  

Objeleri tüm çaprazlanmış cat1-modüller, morfizmleri ise tüm çaprazlanmış cat1-

modül morfizmleri olan bir kategori oluşturulabilir. Bu kategori 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) 

ile gösterilir. 
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4. KATEGORİ DENKLİĞİ 

4.1 Çaprazlanmış Kareler 

Çaprazlanmış kareler, cebir, topoloji ve kombinatorik dahil olmak üzere çeşitli 

alanlarda incelenen cebirsel bir kavramdır. Cebirde, grupların yapısını ve grup 

genişlemelerini incelemek için çaprazlanmış kareler kullanılmıştır. Ayrıca, 

çaprazlanmış modüller ve çift grupoidler gibi yeni cebirsel yapılar oluşturmak için de 

çaprazlanmış modüller kullanılmıştır. Topolojide, homotopi teorisini ve daha yüksek 

boyutlu cebirleri incelemek ve homotopi 3-tipleri için yeni modeller oluşturmak için 

çaprazlanmış kareler kullanılmıştır. Genel olarak, çaprazlanmış kareler, çeşitli 

alanlarda uygulamaları olan çok yönlü matematiksel objelerdir. Çaprazlanmış kareler 

üzerine daha fazla araştırma, cebir, topoloji ve kombinatorikte yeni anlayışlara ve 

uygulamalara yol açabilir. 

Şimdi öncelikle çaprazlanmış kare tanımını Brown ve Loday (1987b) tarafından 

verildiği şekilde hatırlayalım. 

Tanım 4.1 𝐿, 𝑀, 𝑁 ve 𝑃 birer grup, 𝜆: 𝐿 → 𝑀, 𝜆′: 𝐿 → 𝑁, 𝜇:𝑀 → 𝑃 ve 𝜈:𝑁 → 𝑃 birer 

grup homomorfizmi ve 𝑃 grubunun 𝐿, 𝑀 ve 𝑁 grupları üzerine birer etkimesi 

bulunsun. Bu etkimeler sayesinde 𝑀 nin 𝑁 ve 𝐿 üzerine 𝜇 tarafından 

𝑚 ⋅ 𝑛 = 𝜇(𝑚) ⋅ 𝑛 

𝑚 ⋅ 𝑙 = 𝜇(𝑚) ⋅ 𝑙 
(4.1) 

şeklinde tanımlı ve 𝑁 nin 𝑀 ve 𝐿 üzerinde 𝜈 tarafından 

𝑛 ⋅ 𝑚 = 𝜈(𝑛) ⋅ 𝑚 

𝑛 ⋅ 𝑙 = 𝜈(𝑛) ⋅ 𝑙 
(4.2) 

şeklinde tanımlı etkimeleri elde edilir. Ayrıca 𝑃 grubu kendi üzerine konjügasyon 

etkimesi ile ele alınsın. Eğer  

ℎ : 𝑀 ×𝑁 → 𝐿  

  (𝑚, 𝑛) ↦ ℎ(𝑚, 𝑛)  
 

(4.3) 

fonksiyonu ile beraber 𝒳 = (𝐿,𝑀, 𝑁, 𝑃) dörtlüsü aşağıdaki şartları sağlıyorsa bu 𝒳 =
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(𝐿,𝑀,𝑁, 𝑃) dörtlüsüne grupların kategorisinde bir çaprazlanmış kare denir. Her 𝑙 ∈ 𝐿, 

𝑚,𝑚′ ∈ 𝑀, 𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁 ve 𝑝 ∈ 𝑃 için 

(i) 𝜆 ve 𝜆′ dönüşümleri 𝑃 −invaryanttır, yani, 𝜆(𝑝 ⋅ 𝑙) = 𝑝 ⋅ 𝜆(𝑙) ve 𝜆′(𝑝 ⋅ 𝑙) = 𝑝 ⋅

𝜆′(𝑙) dır. Ayrıca (𝑀, 𝑃, 𝜇), (𝑁, 𝑃, 𝜈) ve (𝐿, 𝑃, 𝜅 = 𝜇𝜆 = 𝜈𝜆′) birer çaprazlanmış 

modüldür. 

(ii) 𝜆ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝑚 + 𝑛 ⋅ (−𝑚), 𝜆′ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛, 

(iii) ℎ(𝜆(𝑙), 𝑛) = 𝑙 + 𝑛 ⋅ (−𝑙), ℎ(𝑚, 𝜆′(𝑙)) = 𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙, 

(iv) ℎ(𝑚 + 𝑚′, 𝑛) = 𝑚 ⋅ ℎ(𝑚′, 𝑛) + ℎ(𝑚, 𝑛),  

ℎ(𝑚, 𝑛 + 𝑛′) = ℎ(𝑚, 𝑛) + 𝑛 ⋅ ℎ(𝑚, 𝑛′) ve 

(v) ℎ(𝑝 ⋅ 𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛) = 𝑝 ⋅ ℎ(𝑚, 𝑛). 

 

Şekil 4.1. Çaprazlanmış kare diyagramı. 

𝒳 = (𝐿,𝑀,𝑁, 𝑃) ve 𝒳′ = (𝐿′,𝑀′, 𝑁′, 𝑃′) birer çaprazlanmış kare ve 𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 ve 𝑓𝑃 

birer grup homomorfizmi olsun. Eğer bu 𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 ve 𝑓𝑃 grup homomorfizmleri tüm 

etkimeler ve ℎ:𝑀 × 𝑁 → 𝐿 ile ℎ′: 𝑀′ × 𝑁′ → 𝐿′ fonksiyonları ile uyumlu ise 𝑓 =

⟨𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 , 𝑓𝑃⟩ dörtlüsüne 𝒳 den 𝒳′ ne tanımlı bir çaprazlanmış kare morfizmi denir. 

Gruplar üzerinde tanımlanan tüm çaprazlanmış kareler ile bunlar arasında yukarıdaki 

gibi tanımlanan çaprazlanmış kare morfizmleri bir kategori oluşturur. Bu kategori 

𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝 ile gösterilir. 

 

Şekil 4.2. Çaprazlanmış kare morfizmi diyagramı. 

Teorem 4.2 Cat1-grupların kategorisindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisi 

𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) ile gruplar üzerindeki çaprazlanmış karelerin kategorisi 
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𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) doğal olarak denktir. 

İspat: Öncelikle bir 𝜃: 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) →  𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) fanktoru tanımlayalım. 𝜃 

fanktoru objeler üzerinde şöyle tanımlansın: (𝒜,ℬ, 𝛼) üçlüsü 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) 

kategorisinde bir obje olsun. O halde 𝐿 = ker 𝑠𝐴, 𝑀 = ker 𝑠𝐵, 𝑁 = Im𝑠𝐴, 𝑃 = Im𝑠𝐵, 

𝜆 = 𝛼|ker 𝑠𝐴, 𝜆′ = 𝑡𝐴|ker 𝑠𝐴, 𝜇 = 𝑡𝐵|ker 𝑠𝐵 , 𝜈 = 𝛼|Im𝑠𝐴 ve ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛 olmak 

üzere 𝜃0((𝒜, ℬ, 𝛼)) = 𝒳 = (𝐿,𝑀,𝑁, 𝑃) bir çaprazlanmış karedir. Önce ℎ 

fonksiyonunun iyi tanımlı olduğunu gösterelim. 𝑚 ∈ 𝑀 = ker 𝑠𝐵 ve 𝑛 ∈ 𝑁 = Im𝑠𝐴 

için 𝑠𝐵(𝑚) = 0 ve 𝑠𝐴(𝑎) = 𝑛 olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐴 vardır. Böylece  

𝑠𝐴(𝑚 ⋅ 𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴(𝑎)) = 𝑠𝐴(𝑚 ⋅ 𝑠𝐴(𝑎)) − 𝑠𝐴𝑠𝐴(𝑎) 

= 𝑠𝐵(𝑚) ⋅ 𝑠𝐴𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴𝑠𝐴(𝑎) 

= 0 ⋅ 𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴(𝑎) 

= 𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴(𝑎) 

= 0 

(4.4) 

yani 𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛 ∈ ker 𝑠𝐴 = 𝐿 dir. Şimdi (i)-(v) şartlarının sağlandığını gösterelim. 

Gerçekten, 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁 ve 𝑝 ∈ 𝑃 olmak üzere 𝑃 nin 𝑀 üzerine etkimesi ve 

𝑁 nin 𝐿 üzerine etkimesi sırasıyla 

𝑝 ⋅ 𝑚 = 𝑝 + 𝑚− 𝑝 

𝑛 ⋅ 𝑙 = 𝑛 + 𝑙 − 𝑛 
(4.5) 

şeklinde tanımlıdır. Şimdi 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑚,𝑚′ ∈ 𝑀, 𝑛, 𝑛′ ∈ 𝑁 ve 𝑝 ∈ 𝑃 olsun. 

(i) Önce 𝜆 ve 𝜆′ dönüşümlerinin 𝑃 −invaryant olduğunu gösterelim. 

𝜆(𝑝 ⋅ 𝑙) = 𝛼(𝑝 ⋅ 𝑙) 

= 𝑝 + 𝛼(𝑙) − 𝑝 

= 𝑝 ⋅ 𝛼(𝑙) 

= 𝑝 ⋅ 𝜆(𝑙) 

(4.6) 

ve 𝑝 ∈ 𝑃 = Im𝑠𝐵 olduğundan 𝑝 = 𝑠𝐵(𝑏) olacak şekilde bir 𝑏 ∈ 𝐵 vardır. O 

halde  
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𝜆′(𝑝 ⋅ 𝑙) = 𝑡𝐴(𝑠𝐵(𝑏) ⋅ 𝑙) 

= 𝑡𝐵𝑠𝐵(𝑏) ⋅ 𝑡𝐴(𝑙) 

= 𝑠𝐵(𝑏) ⋅ 𝑡𝐴(𝑙) 

= 𝑝 ⋅ 𝜆′(𝑙) 

(4.7) 

dir. Böylece 𝜆 ve 𝜆′ dönüşümlerinin 𝑃 −invaryant olduğunu göstermiş olduk. 

Şimdi (𝑀,𝑃, 𝜇), (𝑁, 𝑃, 𝜈) ve (𝐿, 𝑃, 𝜅 = 𝜇𝜆) üçlülerinin birer çaprazlanmış 

modül olduğunu gösterelim. (𝑀, 𝑃, 𝜇) üçlüsünün bir çaprazlanmış modül 

olduğunu zaten biliyoruz. Ayrıca (𝑁, 𝑃, 𝜈) = ⟨𝑠𝐴, 𝑠𝐵⟩(𝐴, 𝐵, 𝛼) görüntü 

çaprazlanmış modülüdür. O halde sadece (𝐿, 𝑃, 𝜅 = 𝜇𝜆) üçlüsünün bir 

çaprazlanmış modül olduğunu göstermek yeterlidir.  

(a) 𝑙 ∈ 𝐿 ve 𝑝 ∈ 𝑃 olmak üzere 

𝜅(𝑝 ⋅ 𝑙) = 𝜇(𝜆(𝑝 ⋅ 𝑙)) 

= 𝜇(𝑝 ⋅ 𝜆(𝑙)) 

= 𝑝 + 𝜇(𝜆(𝑙)) − 𝑝 

= 𝑝 + 𝜅(𝑙) − 𝑝 

(4.8) 

(b) 𝑙, 𝑙′ ∈ 𝐿 olmak üzere 

𝜅(𝑙) ⋅ 𝑙′ = 𝜇(𝜆(𝑙)) ⋅ 𝑙′ 

= 𝜆(𝑙) ⋅ 𝑙′ 

= 𝑙 + 𝑙′ − 𝑙 

(4.9) 

olup (𝐿, 𝑃, 𝜅) da bir çaprazlanmış modüldür. 

(ii) Şimdi 𝜆ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝑚 + 𝑛 ⋅ (−𝑚) ve 𝜆′ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛 olduğunu 

gösterelim.  
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𝜆ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝜆(𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛) 

= 𝛼(𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛) 

= 𝑚 + 𝛼(𝑛) −𝑚 − 𝛼(𝑛) 

= 𝑚 + 𝛼(𝑛) ⋅ (−𝑚) 

= 𝑚 + 𝜈(𝑛) ⋅ (−𝑚) 

= 𝑚 + 𝑛 ⋅ (−𝑚) 

(4.10) 

ve 𝑛 ∈ 𝑁 = Im𝑠𝐴 olduğundan 𝑛 = 𝑠𝐴(𝑎) olacak şekilde bir 𝑎 ∈ 𝐴 vardır. O 

halde 

𝜆′ℎ(𝑚, 𝑛) = 𝜆′(𝑚 ⋅ 𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴(𝑎)) 

= 𝑡𝐴(𝑚 ⋅ 𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴(𝑎)) 

= 𝑡𝐴(𝑚 ⋅ 𝑠𝐴(𝑎)) − 𝑡𝐴(𝑠𝐴(𝑎)) 

= 𝑡𝐵(𝑚) ⋅ 𝑡𝐴(𝑠𝐴(𝑎)) − 𝑠𝐴(𝑎) 

= 𝜇(𝑚) ⋅ 𝑠𝐴(𝑎) − 𝑠𝐴(𝑎) 

= 𝜇(𝑚) ⋅ 𝑛 − 𝑛 

= 𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛 

(4.11) 

dır. 

(iii) Şimdi ℎ(𝜆(𝑙), 𝑛) = 𝑙 + 𝑛 ⋅ (−𝑙) ve ℎ(𝑚, 𝜆′(𝑙)) = 𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙 olduğunu 

gösterelim.  

ℎ(𝜆(𝑙), 𝑛) = 𝜆(𝑙) ⋅ 𝑛 − 𝑛 

= 𝛼(𝑙) ⋅ 𝑛 − 𝑛 

= 𝑙 + 𝑛 − 𝑙 − 𝑛 

= 𝑙 + 𝑛 ⋅ (−𝑙) 

(4.12) 

ve 

ℎ(𝑚, 𝜆′(𝑙)) = 𝑚 ⋅ 𝜆′(𝑙) − 𝜆′(𝑙) 

= 𝑡𝐵(𝑚) ⋅ 𝑡𝐴(𝑙) − 𝑡𝐴(𝑙) 

= 𝑡𝐴(𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙) 

(4.13) 

olup 𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙 ∈ 𝑁 = Im𝑠𝐴 olduğundan 𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙 = 𝑠𝐴(𝑎) olacak şekilde bir 𝑎 ∈

𝐴 vardır. Böylece 
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ℎ(𝑚, 𝜆′(𝑙)) = 𝑡𝐴(𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙) 

= 𝑡𝐴(𝑠𝐴(𝑎)) 

= 𝑠𝐴(𝑎) 

=  𝑚 ⋅ 𝑙 − 𝑙 

(4.14) 

dir. 

(iv) Şimdi ℎ(𝑚 + 𝑚′, 𝑛) = 𝑚 ⋅ ℎ(𝑚′, 𝑛) + ℎ(𝑚, 𝑛) ve ℎ(𝑚, 𝑛 + 𝑛′) = ℎ(𝑚, 𝑛) +

𝑛 ⋅ ℎ(𝑚, 𝑛′) olduğunu gösterelim.  

ℎ(𝑚 + 𝑚′, 𝑛) = (𝑚 +𝑚′) ⋅ 𝑛 − 𝑛 

= 𝑚 ⋅ (𝑚′ ⋅ 𝑛) − 𝑛 

= 𝑚 ⋅ (𝑚′ ⋅ 𝑛) − 𝑚 ⋅ 𝑛 +𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛 

= 𝑚 ⋅ (𝑚′ ⋅ 𝑛 − 𝑛) + (𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛) 

= 𝑚 ⋅ ℎ(𝑚′, 𝑛) + ℎ(𝑚, 𝑛) 

(4.15) 

ve 

ℎ(𝑚, 𝑛 + 𝑛′) = 𝑚 ⋅ (𝑛 + 𝑛′) − (𝑛 + 𝑛′) 

= 𝑚 ⋅ 𝑛 + 𝑚 ⋅ 𝑛′ − 𝑛′ + 𝑛 

= 𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛 + 𝑛 + (𝑚 ⋅ 𝑛′ − 𝑛′) + 𝑛 

= ℎ(𝑚, 𝑛) + (𝑛 + ℎ(𝑚, 𝑛′) + 𝑛) 

= ℎ(𝑚, 𝑛) + 𝑛 ⋅ ℎ(𝑚, 𝑛) 

(4.16) 

dir. 

(v) Son olarak ℎ(𝑝 ⋅ 𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛) = 𝑝 ⋅ ℎ(𝑚, 𝑛) olduğunu gösterelim.  

ℎ(𝑝 ⋅ 𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛) = ℎ(𝑝 + 𝑚 − 𝑝, 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (𝑝 +𝑚 − 𝑝) ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑛) − 𝑝 ⋅ 𝑛 

= (𝑝 +𝑚 − 𝑝 + 𝑝) ⋅ 𝑛 − 𝑝 ⋅ 𝑛 

= 𝑝 ⋅ (𝑚 ⋅ 𝑛) − 𝑝 ⋅ 𝑛 

= 𝑝 ⋅ (𝑚 ⋅ 𝑛 − 𝑛) 

= 𝑝 ⋅ ℎ(𝑚, 𝑛) 

(4.17) 

dir. 
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Böylece 𝒳 = (𝐿,𝑀, 𝑁, 𝑃) gerçekten bir çaprazlanmış karedir. Şimdi (𝒜′, ℬ′, 𝛼′) 

üçlüsü 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) kategorisinde herhangi bir obje, 𝜃0((𝒜
′, ℬ′, 𝛼′)) = 𝒳′ =

(𝐿′, 𝑀′, 𝑁′, 𝑃′) ve ⟨𝑓, 𝑔⟩: (𝒜, ℬ, 𝛼) → (𝒜′, ℬ′, 𝛼′) ise 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) 

kategorisinde herhangi bir morfizm olsun. O halde 𝑓𝐿 = 𝑓|ker 𝑠𝐴, 𝑓𝑀 = 𝑔|ker 𝑠𝐵 , 𝑓𝑁 =

𝑓|Im𝑠𝐴  ve 𝑓𝑃 = 𝑔|Im𝑠𝐵  olmak üzere 𝜃1(⟨𝑓, 𝑔⟩) = ⟨𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 , 𝑓𝑃⟩ yani 

⟨𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 , 𝑓𝑃⟩:𝒳 = (𝐿,𝑀, 𝑁, 𝑃) → 𝒳
′ = (𝐿′,𝑀′, 𝑁′, 𝑃′) (4.18) 

bir çaprazlanmış kare morfizmidir. 𝜃 = (𝜃0, 𝜃1) dönüşümünün bir fanktor olduğu 

kolaylıkla görülebilir. Şimdi bir 𝜓: 𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) → 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) fanktoru 

tanımlayalım. 𝜓 fanktoru objeler üzerinde şöyle tanımlansın: 𝒳 = (𝐿,𝑀,𝑁, 𝑃) bir 

çaprazlanmış kare, 𝑙 ∈ 𝐿, 𝑚 ∈ 𝑀, 𝑛 ∈ 𝑁 ve 𝑝 ∈ 𝑃 olmak üzere 𝐴 = 𝐿 ⋊𝑁, 𝐵 = 𝑀⋊

𝑃, 𝑠𝐴(𝑙, 𝑛) = (0, 𝑛), 𝑡𝐴(𝑙, 𝑛) = (0, 𝜆
′(𝑙) + 𝑛), 𝑠𝐵(𝑚, 𝑝) = (0, 𝑝), 𝑡𝐵(𝑚, 𝑝) =

(0, 𝜇(𝑚) + 𝑝), 𝛼 = 𝜆 × 𝜈 ve 𝐵 grubunun 𝐴 grubu üzerine etkimesi 

(𝑚, 𝑝) ⋅ (𝑙, 𝑛) = (𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑙) + ℎ(𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛), 𝑝 ⋅ 𝑛) (4.19) 

olarak tanımlansın. O halde 𝜓0(𝒳) = (𝒜,ℬ, 𝛼) 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭
𝟏 − 𝐆𝐩) kategorisinde bir 

objedir. Gerçekten 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) nin birer cat1-grup ve (𝐴, 𝐵, 𝛼) 

nın bir çaprazlanmış modül olduğunu biliyoruz. O halde sadece etkimenin bir cat1-

grup etkimesi olduğunu göstermemiz yeterlidir. (𝑚, 𝑝) ∈ 𝐵 ve (𝑙, 𝑛) ∈ 𝐴 olmak üzere 

𝑠𝐴((𝑚, 𝑝) ⋅ (𝑙, 𝑛)) = 𝑠𝐴(𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑙) + ℎ(𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛), 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (0, 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (0, 𝑝) ⋅ (0, 𝑛) 

= 𝑠𝐵(𝑚, 𝑝) ⋅ 𝑠𝐴(𝑙, 𝑛) 

(4.20) 

ve 

 

 

 

 



33 

 

𝑡𝐴((𝑚, 𝑝) ⋅ (𝑙, 𝑛)) = 𝑡𝐴(𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑙) + ℎ(𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛), 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (0, 𝜆′(𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑙) + ℎ(𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛)) + 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (0, 𝜆′(𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑙)) + 𝜆′ℎ(𝑚, 𝑝 ⋅ 𝑛) + 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (0, 𝜆′((𝜇(𝑚) + 𝑝) ⋅ 𝑙) + 𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑛) − 𝑝 ⋅ 𝑛 + 𝑝 ⋅ 𝑛) 

= (0, 𝜆′((𝜇(𝑚) + 𝑝) ⋅ 𝑙) + 𝑚 ⋅ (𝑝 ⋅ 𝑛)) 

= (0, (𝜇(𝑚) + 𝑝) ⋅ 𝜆′(𝑙) + (𝜇(𝑚) + 𝑝) ⋅ 𝑛) 

= (0, (𝜇(𝑚) + 𝑝) ⋅ (𝜆′(𝑙) + 𝑛)) 

= (0, 𝜇(𝑚) + 𝑝) ⋅ (0, 𝜆′(𝑙) + 𝑛) 

= 𝑡𝐵(𝑚, 𝑝) ⋅ 𝑡𝐴(𝑙, 𝑛) 

(4.21) 

dır. Şimdi 𝒳′ = (𝐿′, 𝑀′, 𝑁′, 𝑃′) üçlüsü 𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) kategorisinde herhangi bir 

çaprazlanmış kare, 𝜃0(𝒳
′ = (𝐿′, 𝑀′, 𝑁′, 𝑃′)) = (𝒜′, ℬ′, 𝛼′) ve ⟨𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 , 𝑓𝑃⟩:𝒳 →

𝒳′ ise bir çaprazlanmış kare morfizmi olsun. O halde 𝑓 = 𝑓𝐿 × 𝑓𝑁 ve 𝑔 = 𝑓𝑀 × 𝑓𝑃  

olmak üzere 𝜓1(⟨𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 , 𝑓𝑃⟩) = ⟨𝑓, 𝑔⟩ yani 

⟨𝑓, 𝑔⟩: (𝒜,ℬ, 𝛼) → (𝒜′, ℬ′, 𝛼′) (4.22) 

𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) kategorisinde bir morfizmdir. 𝜓 = (𝜓0, 𝜓1) dönüşümünün bir 

fanktor olduğu kolaylıkla görülebilir. Şimdi 𝜂: 𝜓𝜃 ⇒ 1𝐂𝐚𝐭𝟏−𝐗𝐌𝐨𝐝 ve 𝜑: 𝜃𝜓 ⇒ 1𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝 

doğal izomorfizmlerini tanımlayalım. 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) kategorisindeki her 

(𝒜, ℬ, 𝛼) objesi için  

𝑓𝐴  : ker 𝑠𝐴 × Im 𝑠𝐴 → 𝐴  

  (𝑎, 𝑥) ↦ 𝑎 + 𝑥  
 

(4.23) 

ve  

𝑓𝐵  : ker 𝑠𝐵 × Im 𝑠𝐵 → 𝐵  

  (𝑏, 𝑦) ↦ 𝑏 + 𝑦  
 

(4.24) 

olmak üzere 𝜂(𝒜,ℬ,𝛼) = (𝑓, 𝑔) izomorfizmidir. Ayrıca 𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) kategorisindeki 

herhangi bir çaprazlanmış kare 𝒳 = (𝐿,𝑀, 𝑁, 𝑃) için  
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𝑓𝐿 = 𝜋1 : 𝐿 × {0} → 𝐿  

  (𝑙, 0) ↦ 𝑙  
 

(4.25) 

ve 

𝑓𝑀 = 𝜋1 : 𝑀 × {0} → 𝑀  

  (𝑚, 0) ↦ 𝑚  
 

(4.26) 

ve  

𝑓𝑁 = 𝜋2 : {0} × 𝑁 → 𝑁  

  (0, 𝑛) ↦ 𝑛  
 

(4.27) 

ve  

𝑓𝑃 = 𝜋2 : {0} × 𝑃 → 𝑃  

  (0, 𝑝) ↦ 𝑝  
 

(4.28) 

olmak üzere 𝜑𝒳 = ⟨𝑓𝐿 , 𝑓𝑀 , 𝑓𝑁 , 𝑓𝑃⟩ izomorfizmidir. Diğer detaylar kolaylıkla 

görülebilir. Böylece ispat tamamlanmış olur. 

4.2 Cat2-Gruplar 

Tanım 4.2 𝐺 bir grup ve 𝑖 ∈ {1,2} olmak üzere 𝑠𝑖, 𝑡𝑖: 𝐺 → 𝐺 dört grup endomorfizmi 

olmak üzere eğer 

(i) her 𝑖 ∈ {1,2} için 

𝑠𝑖𝑡𝑖 = 𝑡𝑖 , 𝑡𝑖𝑠𝑖 = 𝑠𝑖  , (4.29) 

(ii) 𝑖 ≠ 𝑗 olacak şekildeki her 𝑖, 𝑗 ∈ {1,2} için  

𝑠𝑖𝑠𝑗 = 𝑠𝑗𝑠𝑖 , 𝑡𝑖𝑡𝑗 = 𝑡𝑗𝑡𝑖  , 𝑠𝑖𝑡𝑗 = 𝑡𝑗𝑠𝑖 , (4.30) 

(iii) her 𝑖 ∈ {1,2} için 

[ker 𝑠𝑖 , ker 𝑡𝑖] = {0} (4.31) 

şartları sağlanıyorsa (𝐺, 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2) beşlisine bir cat2-grup denir (Loday, 1982). 
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Şekil 4.3. Cat2-grup diyagramı. 

Açıkça görülüyor ki bir (𝐺, 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2) cat2-grubu aslında aynı 𝐺 grubu üzerinde 

birbirinden bağımsız fakat bibiriyle uyumlu iki cat1-gruptan, (𝐺, 𝑠1, 𝑡1) ve (𝐺, 𝑠2, 𝑡2), 

oluşur. 

(𝐺, 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2) ve (𝐺′, 𝑠1
′ , 𝑡1

′ , 𝑠2
′ , 𝑡2

′ ) birer cat2-grup olmak üzere eğer bir 𝑓: 𝐺 → 𝐺′ 

grup homomorfizmi  

(i) her 𝑖 ∈ {1,2} için 

𝑓𝑠𝑖 = 𝑠𝑖
′𝑓 , (4.32) 

(ii) her 𝑖 ∈ {1,2} için  

𝑓𝑡𝑖 = 𝑡𝑖
′𝑓 (4.33) 

şartlarını sağlıyorsa ya da diğer bir ifadeyle Şekil 4.4’teki diyagramlar değişmeli ise 

bu 𝑓 dönüşümüne cat2-grupların bir morfizmi denir. Diğer bir deyişle 𝑓 grup 

homomorfizminin bir cat2-grup morfizmi olabilmesi için gerek ve yeter şart 

𝑓: (𝐺, 𝑠1, 𝑡1) → (𝐺
′, 𝑠1

′ , 𝑡1
′) ve 𝑓: (𝐺, 𝑠2, 𝑡2) → (𝐺

′, 𝑠2
′ , 𝑡2

′ ) dönüşümlerinin birer cat1-

grup morfizmi olmasıdır.  

 

Şekil 4.4. Cat2-grup morfizm diyagramı. 

Objeleri cat2-gruplar, morfizmleri ise yukarıda tanımlandığı şekilde cat2-grup 

morfizmleri olan bir kategori oluşturulabilir. Bu kategori ise 𝐂𝐚𝐭𝟐 − 𝐆𝐩 sembolü ile 

gösterilir.  
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Aşağıdaki teorem 1988 yılında Ellis (1988) tarafından verilmiştir. 

Teorem 4.3 Cat2-grupların kategorisi 𝐂𝐚𝐭𝟐 − 𝐆𝐩 ile gruplar üzerindeki çaprazlanmış 

karelerin kategorisi 𝐗𝟐𝐌𝐨𝐝(𝐆𝐩) doğal olarak denktir (Ellis, 1988). 

Bu denkliklerin ispatlarında verilen fanktorlar birlikte göz önüne alındığında  

𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) kategorisindeki bir (𝒜, ℬ, 𝛼) objesi için 

𝐺 ≔ (ker 𝑠𝐴 ⋊ Im𝑠𝐴) ⋊ (ker 𝑠𝐵 ⋊ Im𝑠𝐵) (4.34) 

dersek 

𝑠1 : 𝐺 → 𝐺  

  ((𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦)) ↦ ((0, 𝑥), (0, 𝑦))  
 

(4.35) 

ve  

𝑡1 : 𝐺 → 𝐺  

  ((𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦)) ↦ ((0, 𝑡𝐴(𝑎) + 𝑥), (0, 𝑡𝐵(𝑏) + 𝑦))  
 

(4.36) 

ve 

𝑠2 : 𝐺 → 𝐺  

  ((𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦)) ↦ ((0,0), (𝑏, 𝑦))  
 

(4.37) 

ve 

𝑡2 : 𝐺 → 𝐺  

  ((𝑎, 𝑥), (𝑏, 𝑦)) ↦ ((0,0), (𝛼(𝑎), 𝛼(𝑥)) + (𝑏, 𝑦))  
 

(4.38) 

olmak üzere (𝐺, 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2) beşlisi bir cat2-grup olur. Tersine olarak (𝐺, 𝑠1, 𝑡1, 𝑠2, 𝑡2) 

bir cat2-grup ise 𝐴 = ker 𝑠2, 𝐵 = Im 𝑠2, 𝛼 = 𝑡2|𝐴, 𝑠𝐴 = 𝑠1|𝐴, 𝑡𝐴 = 𝑡1|𝐴, 𝑠𝐵 = 𝑠1|𝐵 ve 

𝑡𝐵 = 𝑡1|𝐵 olmak üzere 𝒜 = (𝐴, 𝑠𝐴, 𝑡𝐴) ve ℬ = (𝐵, 𝑠𝐵 , 𝑡𝐵) birer cat1-grup ve (𝐴, 𝐵, 𝛼) 

bir çaprazlanmış modüldür. Hatta (𝒜,ℬ, 𝛼) üçlüsü 𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) kategorisinin 

bir objesidir. 

O halde yukarıdaki verilmiş olan sonuçlar ışığında bizde aşağıdaki teoremi verebiliriz. 
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Teorem 4.4 Cat1-grupların kategorisindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisi 

𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) ile cat2-grupların kategorisi 𝐂𝐚𝐭𝟐 − 𝐆𝐩 doğal olarak denktir. 

Ayrıca Şahan ve Mohammed (2019) çaprazlanmış modüllerin kategorisindeki iç 

kategorileri karakterize edip bu tip cebirsel yapılar ile çaprazlanmış karelerin 

kategoriksel olarak denk olduklarını göstermişlerdir. Bu sonuca dayanarak aşağıdaki 

teoremi elde ederiz. 

Teorem 4.5 Cat1-grupların kategorisindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisi 

𝐗𝐌𝐨𝐝(𝐂𝐚𝐭𝟏 − 𝐆𝐩) ile çaprazlanmış modüllerin kategorisindeki iç kategorilerin 

kategorisi 𝐂𝐚𝐭(𝐗𝐌𝐨𝐝) doğal olarak denktir. 
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5. SONUÇLAR VE ÖNERİLER 

Sonuç olarak, çaprazlanmış modüller, farklı cebirsel yapılar arasındaki etkileşimi 

incelemek ve anlamak için güçlü bir çerçeve sağlar. Bu yapıların etkileşime girdiği 

karmaşık yolları yakalamamıza ve daha basit olanlardan daha karmaşık nesneler 

oluşturmamıza izin verir. Ayrıca, çaprazlanmış modüller, topoloji ve cebirsel 

geometriden teorik fizik ve bilgisayar bilimine kadar çok çeşitli matematik alanlarında 

uygulama bulmuştur. 

Çaprazlanmış modüllerin incelenmesi yoluyla, cebirsel yapıların zengin ve birbirine 

bağlı dünyasına dair fikir edinebiliriz. İster saf matematikle ister onun uygulamalarıyla 

ilgilenin, çaprazlanmış modül teorisi büyüleyici ve ödüllendirici bir çalışma alanı 

sunar. 

On yıllar boyunca çeşitli cebirsel yapılar üzerinde çaprazlanmış modül yapısı inşaa 

edilmiş ve çok çeşitli özellikleri incelenmiştir. Bununla kalmayıp bu cebirsel yapılar 

üzerinde tanımlanan çaprazlanmış modüller birçok problemde anahtar obje olarak 

kullanılmış ve önemli sonuçlar elde edilmiştir. 

Bu tezde, Porter (1987) tarafından verilen yöntemler kullanılarak, öncelikle cat1-

grupların kategorisindeki çaprazlanmış modüller tanımlanmış ve elemanlar, işlemler 

ve etkimeler yardımı ile karakterize edilmiştir. Bu tip cebirsel yapılar çaprazlanmış 

cat1-modüller olarak adlandırılmış ve çeşitli özellikleri incelenerek çaprazlanmış cat1-

modüllerin kategorisi oluşturulmuştur. Bir çaprazlanmış cat1-modülün aslında gruplar 

üzerindeki çaprazlanmış modüllerin kategorisinde bir cat1-obje olduğu görülmüştür.  

Son olarak, bu çalışmanın asıl amacı içinde, çaprazlanmış cat1-modüller kategorisinin 

gruplar üzerindeki çaprazlanmış karelerin kategorisi ile doğal olarak denk olduğu 

ispatlanmış ve böylece yeni oluşturulan bu cebirsel yapının, çaprazlanmış cat1-

modüllerin, homotopi 3-tipleri için yeni bir cebirsel model olduğu ortaya çıkarılmıştır.  

Daha önce yapılmış çalışmalardan bilindiği üzere gruplar üzerindeki çaprazlanmış 

karelerin kategorisi ile cat2-grupların kategorisi doğal olarak denktir. Bu denklik bu 

çalışmada elde edilen sonuç ile birleştirildiğinde çaprazlanmış cat1-modüllerin 

kategorisinin de cat2-grupların kategorisine denk olduğu sonucuna varılır. 
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Daha sonra yapılabilecek çalışmalara örnek olarak, bu tezde tekrar edilen teknikler 

kullanılarak, benzer sonuçlar, yalnızca cat1-gruplar için değil, aynı zamanda daha 

genel ve daha yüksek boyutlu cebirsel kategoriler için de gösterilebilir. Ayrıca grup 

teorisinde bildiğimiz; normallik, bölüm, merkez, komütatör, vb. kavramları, gruplar 

üzerindeki çaprazlanmış modüllerde elde edildiği gibi, çaprazlanmış cat1-modüller 

için de elde edilebilir. 
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