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ONSOZ

Bu calisma esas olarak Kaynak Taramasi ve Bulgular ve Tartisma olmak iizere iki
boliimden olugsmaktadir. Bulgular ve Tartisma boliimiinde kullanilacak olan bazi temel
kavramlarin tanimlar1 ve bazi 6nemli sonuglart Kaynak Taramas: boliimiinde verilmistir.

Bulgular ve Tartigma boéliimiinde ise, Catalan ve Motzkin sayilarini iceren bir matris
yardimiyla bazi yakinsak dizi uzaylar1 verilecektir. Bu uzaylarin dualleri belirlenip bu
uzaylar tizerinde tanimlanan matris doniisiimlerinin bazi siniflar1 karakterize edilecektir.

Bu calisma boyunca bilgisini ve zamanini1 benimle paylasan, hicbir konuda destegini
esirgemeyen danismanim Sayin Dog. Dr. Muhammet Cihat DAGLIya tesekkiirlerimi su-

narim.
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AKADEMIK BEYAN

Yiiksek Lisans Tezi olarak sundugum “Catalan ve Motzkin sayilarini igeren bir matris
yardimiyla baz1 yakinsak dizi uzaylari iizerine ” adli bu ¢alismanin, akademik kurallar ve
etik degerlere uygun olarak bulundugunu belirtir, bu tez ¢alismasinda bana ait olmayan

tiim bilgilerin kaynagini gosterdigimi beyan ederim.
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Biisra SARIGOZ OKTAR
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SIMGELER VE KISALTMALAR

Simgeler:
w : tiim kompleks veya reel terimli dizilerin uzay
c : biitlin yakinsak dizilerin uzayi
co  : biitiin sifira yakinsak dizilerin uzay1

ls  :biitiin sinirh dizilerin uzay1
A4 A matrisinin etki alan1 (domain)

C, :n.Catalan sayisi

vi



GIRIS B. SARIGOZ OKTAR

1. GIRIS

w tiim kompleks veya reel terimli dizilerin uzayi olsun. Bu uzayin herhangi bir alt vektor
uzayini dizi uzayi olarak adlandirilir. Literatiir taramasi yapildiginda, dizi uzaylarini ice-
ren nitelikli calismalarin bir¢ogundaki ilk amac yeni bir dizi uzayi insa etmek, bu uzayin
Fonksiyonel Analiz’de iyi bilinen uzaylar ile dogrusal izomorfizm olup olmadigini arag-
tirmaktir. Daha sonra, yine iyi bilinen uzaylarla olan kapsama bagintilarin1 arastirmaktir.
Ayrica, tanimlanan yeni uzayin varsa Schauder tabanini ve a—, 5—, v— duallerini belirle-
mektir. Dahasi, bilinen uzaylardan bu uzaylara karsilikli olarak matris karakterizasyonunu
yapmaktir.

¢, ¢o ve U ile biitiin yakinsak, sifira yakinsak ve sinirlt dizilerin uzayr gosterilir ve

sirastyla

Eoo:{x:(xk)éw:sup|xk|<oo},
k

c:{x:(xk)Ew: limxk<oo},

k—o00

coz{x:(xk)éw: limxk:()}

k—00

ile ifade edilir. ¢, ile de p—inci dereceden mutlak yakinsak seri olusturan biitiin dizilerin

uzay1 gosterilir ve

Ep:{x:(xk)Ew:Z]xk\p<oo}

k
seklinde ifade edilir.

A = (an) (kK = 1,2,..ve n = 1,2, ...) olmak iizere kompleks terimli sonsuz bir

matris olsun. w uzayinin her bir alt ctimlesi kompleks sayilar cismi iizerinde bir vektor
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uzay1 oldugundan her Vo = (x}) € w dizisi

x

T2

Tk

olarak ifade edilebilir. Dolayisiyla, matris carpimi alinarak, A = (a,;) sonsuz matrisi ve

x = (xy) dizisi olmak tizere

-1171- -anl‘l + a12% + - + T + - ]
To 211 -+ a929T9 SE° ° ° g A2k Tk + -
a1 Qi - Qg
G21 G2 -+ A2k
Ap1 Gp2 -+ Apg " Ty Ap1T1 + Apae + -+ - + QX + -

seklinde verilen (Az),, dizisi elde edilir. Her n € N i¢in (Az), = A,z = >, a2y
toplaminin yakinsak oldugu kabul edilir. Elde edilen (A, (z)) dizisine x = (z}) dizisinin
A matrisi ile yapilmig doniisiimii denir ve = = () € A iken (Ax),, = A,z € p olmak
tizere A : A — p seklinde ifade edilir. Ayrica,
Apx = Z s L
k
mevcut ve A,z — [ € C oluyorsa x = (xy) ya [ igin A—toplanabilirdir denir. Biitiin

A : X\ — u seklindeki doniistimler ailesi (A, p) ile gosterilir.

2
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A = (any) bir sonsuz matris ve A dizi uzay1 olmak iizere,
A =1z =(r;) €w: Ax € \}

climlesine A matrisinin etki alan1 (domain) denir.

Literatiir taramasi yapildiginda goriiliir ki bazi iicgensel matrisler alinarak bir¢ok yeni
dizi uzaylar1 inga edilmis ve bu uzaylarin bir¢cok kapsama bagintilari, izomorfik 6zellik-
leri, matris doniisiimlerinin karakterizasyon islemi ele alimmustir. Ozellikle son yillarda
bazi 6nemli sayilar1 iceren iicgensel matrisler tanimlanip matrisin etki alan1 yardimiyla
cesitli Banach uzaylar tanimlanip ¢esitli topolojik ve geometrik 6zellikleri incelenmistir.

Sayilar Teorisi ve Kombinatorik alanlarinda 6nemli yer tutan Catalan ve Motzkin sa-
yilarinin bir 6zdesliginden ilham alinarak Karakag ve Dagli (2023) tarafindan C' = (¢,

ile gosterilen

matrisi tanimlanip bu matris yardimiyla

p
<oo},1§p<ooigin

~ 1 n
loo (C’) = {z = (2x) Ew: sup‘c +1,€Z_0(Z)Mkzk < oo}

seklinde Banach uzaylar1 verilmistir. Bu uzaylarin bazi topolojik ve geometrik 6zellikleri

(= fores Bl g (e

\

incelenmistir.
Bu tez calismasinda, C = (€nk) matrisinin ¢ ve ¢q dizi uzaylarindaki etki alan1 kulla-
nilarak ¢ <C’> ve ¢ <C’> uzaylar verilecektir. Bu uzaylarin dualleri belirlenip bu uzaylar

izerinde tanimlanan matris doniisiimlerinin bazi siniflar1 karakterize edilecektir.
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2. KAYNAK TARAMASI

Bu boliimde, tez ¢alismasinda kullanilacak olan temel kavramlar ve bu kavramlarin 6zel-

likleri verilecektir.

Tamim 2.1. X bos olmayan bir ciimle olsun. Asagidaki kosullari saglayand : X x X — R
fonksiyonuna, X iizerinde bir metrik ya da uzaklik fonksiyonu denir. (X, d) ikilisine ise

metrik uzay denir (Kreyszig,1978).

M1)Vx,y € Xigind(z,y) >0
M?2) d(x,y) = 0 olmasi i¢cin gerek ve yeter sart x = y olmasidur.
M3)Vx,y € X igind(z,y) = d(y,x)

MA)Vr,y € Xigind (z,y) < d(x,z) +d(z,y).

Tammm 2.2. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere x = (x,) € X bir dizi olsun. 3x € X >
Ve > 0,3dN(e) € N >Vn > N(¢), d(x,,x) < € ise (x,,) dizisine yakinsaktir denir ve

x € X ede (x,) dizisinin limiti denir (Kreyszig,1978).

Tamm 2.3. (X, d) metrik uzay olmak iizere © = (x,,) € X bir dizi olsun. Y= > 0 igin,
dN(e) € N> Vn,m > N(e), d(zp, xm) < € ise, (x,) dizisine X de bir Cauchy dizisi
denir (Kreyszig, 1978).

Tanim 2.4. (X, d) bir metrik uzay olmak iizere, eger X de her Cauchy dizisi yakinsak ise,

X e tam metrik uzay denir (Kreyszig,1978).

Tamm 2.5. X bos olmayan bir ciimle ve K da bir cismi olsun. + : X x X — X
(z,y) = +(z,y) = (x+y)ve-: K x X = X (\y) = (A, x) = \x olmak iizere
egerx,y,z € X vea, € K icin asagidaki kosullar saglantyorsa, X ciimlesine K cismi

iizerinde bir vektor uzay (lineer uzay) denir (Kreyszig, 1978).

V)e+y=y+=z
V2) (w+y)+z=a+(y+2)
V3) x + 0 = xo olacak sekilde bir tek 0 € K vardur.

V4) x 4+ (—x) = 0 olacak gekilde bir tek — x € X vardwr.
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Vh)l-x=x
Ve)a-(z+y)=a-x+a-y

Vi)(a+8) - z=a-2+ 0 x

Tanim 2.6. K bir cisim, (X, +,.) ise bu cismin iizerinde bir lineer uzay ve Y, X in bos
olmayan alt ciimlesi olsun. EgerVr,y € Y ve VA, u € K icin \x + py € Y ise, Y ye X
in bir lineer alt uzay: denir (Kreyszig,1978).

Tanim 2.7. X bir lineer uzay ve ||-|| : X — R bir fonksiyon olsun. Eger her x,y € X ve

her a skaleri icin;

N1)Vz € X icin ||z| >0
N2) ||z]| =0<=x =40
N3) [Jax| = | [z

N4) |z +yll < l=]l + |yl

sartlart saglaniyorsa, ||-|| fonksiyonuna X iizerinde bir norm ve (X, ||-||) ikilisine normlu

uzay denir (Kreyszig,1978).

Tamm 2.8. © = (x,,) bir dizi olsun. Eger, Yn € Nicin |z,| < M olacak gekilde en az bir

M € R bulunabiliyorsa x = (x,,) dizisine sinirli dizi denir (Kreyszig,1978).

Tamim 2.9. Eger (X, ||-||) normlu uzay: tamsa, yani bu uzayda alinan herhangi bir Ca-

uchy dizisi yakinsak ise, bu uzaya Banach uzay: denir (Kreyszig, 1978).

Tanmm 2.10. X lineer bir normlu uzayinda bir (b,,) dizisi verilsin. Eger Vx € X igin

T = i A by,
n=1

olacak sekilde bir tek (\,,) skaler dizisi varsa, (b,) dizisine, X icin bir Schauder taban
denir (Wilansky,1968). Yani,

T — Zm:)\nbn

n=1

ise, (b,,) dizisine X i¢in bir Schauder taban denir (Wilansky,1984).

— 0 (m— o0)

5
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Tanmm 2.11. X |, Y aym K cismi iizerinde lineer uzaylar ve f : X — Y bir doniisiim

olsun. EgerNo, p € K ve Vi, xy € X skalerleri icin

flaxy + Bry) = af(v1) + Bf(z2)

ise f doniigiimiine lineer doniigiim denir (Kreyszig,1978). X den Y ye olan biitiin lineer
doniigiimlerin ciimlesi, L(X,Y") olarak gosterilir Y = C yada Y = R olarak aliirsa f
lineer doniisiimiine, X iizerinde bir lineer fonksiyonel denir. X iizerindeki lineer fonksiyo-

nellerin ciimlesi X* ile gosterilir. Bu ciimleye X in cebirsel duali denir (Kreyszig,1978).

Tanmmm 2.12. T, X den Y ye bir lineer doniisiim olsun. T' birebir ve ortense T' ye X
den Y ye bir lineer izomorfizm, X ve Y uzaylarina izomorfik uzaylar denir. X =Y ile
gosterilir. X uzayindan Y uzayina T izomorfizmi uzakliklar: koruyorsa T’ ye X den'Y ye
bir izometri, X ve Y ye de izometrik olarak izomorf uzaylar denir (Choudhary ve Nanda

1989).

Tanmm 2.13. XY normlu lineer uzaylar, f € L(X,Y) ve Vx € X icin
1f (@) < M |||

olacak sekilde en az bir M > 0 bulunuyorsa f ye X iizerinde sinirli lineer operator denir
(Kreyszig,1978). X den'Y ye biitiin stmrli lineer déniisiimlerin ciimlesi de B(X,Y) ile

gosterilir.
Tanmim 2.14. f € L(X,Y) igin
[f = inf {M >0:Ve e X [|f(z)] <M ||} (2.1)

seklindeki ifadeye f nin operator normu denir (Kreyszig,1978).

Teorem 2.15. X, Y normlu lineer uzaylar ve f € B(X,Y) olsun. Buna gore;
(1) f bir 0 € X de siirekli ise [, X de diizgiin siireklidir.
(13) f, X de siireklidir <= f simrlidir (Kreyszig, 1978).

Teorem 2.16. XY normlu bir lineer uzaylar olsun. Eger Y normlu lineer uzay: Banach

uzayt ise, B(X,Y') bir Banach uzayidwr (Kreyszig, 1978).
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Tanmm 2.17. k =1,2,--- ven = 1,2, - olmak iizere a,; € C matrisine sonsuz matris
denir. Biitiin dizilerin ciimlesi w bir vektor uzayt yapisina sahip oldugundan Nz = (xy,) €

w dizisinin terimleri

T

)

Ty

seklinde sonsuz bilesenli bir kolon vektorii olarak yazilabilir. Yani yukarida segilen A =

(ank) sonsuz matrisi ile v = (xy,) dizisinin matris ¢arpmuni alinarak;

—.171_ _allzl + a2y + - -+ a1 + - '_
T2 a21T1 + G2%2 + + -+ + Aop g + - - -
ann a2 - Qg
a1 Qg2 -+ Q2
Ae=1| .. ] | =
An1 Gp2 -+ Gpg - T Ap1%1 + ApaTo + -+ -+ + QppZg + -

olarak tanimlanan (Az),, dizisini elde ederiz. Burada Vn € N igin

(Az)p = A2 =) Gk = Qi1 + Aoy + -+ Qoo + -+ -
k

toplamlarinin yakinsak oldugunu kabul ediyoruz. Boylece elde edilen (A, (z)) dizisine

x = (xy) dizisinin A matrisi ile yapilmig doniisiimii denir (Chaudary ve Nanda,1989).
Tanim 2.18. T' = (t,,) sonsuz matrisi olsun. Eger, T' = (t,;) sonsuz matrisi

0, k > nise

twn 70, k= nise

tnk -

7
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sartlarint sagliyorsa T matrisine alt ticgensel matris denir (Malkowsky ve Pawan, 1999).

Tanmim 2.19. X bir lineer uzay ve d, X iizerinde bir metrik olsun. Eger, X iizerindeki ce-
birsel iglemler siirekli fonksiyonlar ise, yani (x,) ve (y,) X de iki dizi (\,) de skalerlerin

bir dizisi olmak iizere
Ty =T VEYy =Y = Ty + Yo > T+Y

ve

A — Avez, > 1= \T, — \T

ise, (X, d) metrik uzaywna lineer metrik uzay denir (Malkowsky ve Rakocevic, 2000).

Tanmim 2.20. X bir lineer metrik uzay olsun. Eger X uzayt tam ise X e Frechet uzayi

denir (Wilansky, 1964).
Tanim 2.21. X C w olacak sekilde bir metrik uzay: olsun. Eger
T @ X —>C,Tk<l’> = T (kI 1,2,)

doniistimleri siirekli ise, yani X de yakinsaklik koordinatsal yakinsakligi gerektiriyorsa

X e K-uzayt denir (Wilansky, 1984).

Tamm 2.22. X C w olacak sekilde bir lineer metrik uzay olsun. Eger, X dizi uzay: tam
ve X de
T X =5 Comp(x) =ap (k=1,2,--+)

doniistimleri siirekli ise, X e FK-uzayt denir. Eger, FK-uzayt iizerinde bir norm tamimla-

nabilirse bu uzaya BK-uzayt denir (Malkowsky ve Rakocevic, 2000).

Teorem 2.23. X normuna gore bir BK-uzayt ve T' de ii¢cgensel bir matris olsun. Bu tak-

dirde; X ciimlesi, Vo € Xr icin

[zl = [IT(2)]]
normuna gore bir BK-uzayidir (Malkowsky ve Pawan, 1999).

Calisma boyunca sik¢a kullanilacak olan bazi standart dizi uzaylarinin tanimlarini

verelim.

coz{x:(a:k)Ew: limxk:O}

k—00

8
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T = hm T < oo}
k—oo

x=(x}) Ew: sup|xk.| <oo}

n
D

k=0

x = (z}) € w:sup

.

Ornek 2.24. w uzayr d(z,y) = 5, o ﬁ’“'xfkg 5 metrigine gore bir FK-uzayidir (Mal-
kowsky ve Rakocevié, 2000).

Ornek 2.25. ¢, ¢y ve (, uzaylart ||z|| . = sup,ey |7x| normuna giore, 1 < p < oo igin £,

A
=], = (Z |mp>
k=0

normuna gore bir BK-uzayidir (Malkowsky E., 2001 ).

uzayt da

Teorem 2.26. BK-uzaylar: arasinda tamimlanan lineer doniisiimler siireklidirler (Cooke

R.G., 1950).

Tanim 2.27. A bir dizi uzayi, A = (a,y) bir sonsuz matris olsun. A sonsuz matrisinin \ 4
ile gosterilen etki alani

A ={r=(r;) €w:Ax € \}

olarak tanimlanir (Basar 2012). \ 5 ciimlesi diziler iizerinde tanimlanan sklalerle carpma
ve toplama islemlerine gore bir lineer uzaydir. Bu nedenle \ 4 ciimlesi bir dizi uzayt olarak
diistiniilebilir. A limitleme metodu tarafindan iiretilen yeni \ 4 dizi uzayt genel olarak ya

uzaywn bir genellemesi olur ya da orijinal \ uzaymi kapsar.

Matris etki alan ile ilgili detayl bilgi Altay ve Basar (2007), Altay vd (2006), Kirisci
ve Bagar (2010), Mursaleen ve Noman (2010) ¢calismalarinda ve Bagsar (2012), Mursaleen
ve Basar (2020) kitaplarinda mevcuttur.

Matris doniisiimlerinin karakterize edilmesi ile ilgili de son yillarda oldukca fazla
calismalar mevcuttur (Basarir ve Kara 2011, Candan 2014, Choudhary vd 2022, Dagh
2022, Sarigoz Oktar ve Daglh 2024).
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Ayrica, son yillarda, bazi ticgensel matrisler yardimiyla yeni Banach uzaylar olus-
turma fikri oldukca yayginlagsmustir. Ozellike, bazi onemli sayilar ve fonksiyonlar bu
amacla kullanilmistir. Ornegin, Fibonacci sayilari ile ilgili Ercan ve Bektas (2017), Kara
(2013), Kara ve Ilkhan (2016); tribonacci ile ilgili Dagh ve Yaying (2023), Yaying ve
Hazarika (2020), Yaying ve Kara (2021); Catalan sayilar ile ilgili Dagh (2023), Ya-
ying vd (2023); Bell sayilar ile ilgili Karakas (2023); Schroder sayilar ile ilgili Dagh
(2022,2023); ve sayilar teorisi ile ilgili fonksiyonlar hakkinda [lkhan (2020), Ilkhan ve
Kara (2019), Ilkhan vd (2020), Ilkhan vd (2020) ¢alismalar yapmustir.

Catalan sayilan C,, ile gosterilir ve n > 0 i¢in C,, = % (27?) acik formiilii ile verilir

+1
(Stanley 2015). Bu sayilar ayrica Motzkin sayis1 M, kullanilarak su sekilde yazilabilir:

CM—Z@ﬁh 2.2)

k=0

Matematikte, M,, Motzkin sayisi, bir daire {izerindeki n nokta arasinda kesismeyen
kirigleri ¢cizmenin farkli yollarinin sayisidir.

Ayrica, Catalan sayilar1 asagidaki bagintilara sahiptir:

Co=) CiCus, Co=1 2.3)
k=0
ve
_2(2n+1) B
Cn+1 = Tcm Co=1.

Ilkhan (2020) ve Kara ve Kara (2021) calismalarinda Catalan sayilar1 iceren (2.3)
bagintisindan yararlanilip bir matris tanimlanmus, iyi bilinen dizi uzaylarindaki matris
etki alan1 incelenmis ve bircok dnemli 6zellikler sunulmustur.

Karakas ve Dagli (2023), (2.2) bagntis1 yardimiyla C' = (€ni) ile gosterilen

(n> %, 0<k<n;
k) Cosa 2.4)

0, k> n;

Enk =

matrisini tanimlamiglardir. Ayrica,

~ 00 1 n p
€p<C’):{z:(zk)€w: 20 C’+1,;)<Z)Mkzk <oo}, (1 <p< oigin)

10
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U (é) = {z = (zx) € w:sup ‘ié(Z)Mm < oo}

seklinde Banach uzaylar1 verilmistir. Bu uzaylarin bazi geometrik ve topolojik ozellikleri

veE

incelenmisgtir.
Bu tez ¢alismasinda, C' = (&,;,) matrisinin ¢ ve ¢, dizi uzaylaridaki etki alani kulla-
nilarak cg (C’) ve ¢ (C’) uzaylar verilecektir. Bu uzaylarin dualleri belirlenip bu uzaylar

tizerinde tanimlanan matris doniisiimlerinin bazi siniflar1 karakterize edilecektir.

11
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3. MATERYAL VE METOT

Kaynak taramasi boliimiinde yer alan genel Fonksiyonel Analiz kavram ve teoremler
15181nda, son yillarda yapilan ¢alismalarda yer alan 6zel sayilar ve fonksiyonlar: iceren
matris ve bunun yardimiyla sunulan uzaylar ve dzellikler Materyal ve Metot olarak kulla-

nilacaktir.

12
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4. BULGULAR VE TARTISMA

Bu boliimde, C = (€nr) matrisinin ¢ ve ¢q dizi uzaylarindaki etki alan1 kullanilarak
Co (C) ve ¢ (C’) uzaylar1 tanimlanacaktir. Bu uzaylarin dualleri belirlenip bu uzaylar

tizerinde verilen matris doniisiimlerinin bazi siniflar1 karakterize edilecektir.

4.1. ¢ <C’> ve c (é) dizi uzaylari

Bu boliimde, ¢ (C’) ve ¢ (C’) dizi uzaylar1 tanimlanip bu uzaylarin sirasiyla ¢y ve ¢
uzaylari ile dogrusal izomorfik olduklar1 gosterilecektir. Ayrica, bu uzaylar i¢in Schauder
tabanlar verilecektir.

Co (C’) ve ¢ <C’> dizi uzaylarim

veE

(€)= {z — (2) €w: lim — kio (Z) Mz, mevcut}

n—o0 n+1
seklinde tanimlayalim.

Tiim 7 € N icin g, = (Cz) dizisini

~ 1 2 /(n
= c) - Mz, 4.1
Y < ) Onﬂkzo(k) K2k (4.1)
seklinde herhangi z = (z;) dizisinin C’—d(‘)'nii§ijmﬁ olarak tamimlayalim. Ayrica, tim
k € Nigin
~ (kN Cita
2 = C’_lz) = -1 k_j(_) Ty (4.2)
e=(C72), = S0 ) S
ifadesi gecerlidir.

Belirtelim ki, ¢ (C’) ve C <C’> uzaylari

1 2 /n
M
Cn+1kzzo(k) bk

2lleoy = 1=lle(ey = sup

normu ile BK-uzaylaridir.

13
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Teorem 4.1. ¢, (C’ ) ve c (C’ ) uzaylar, sirastyla cy ve c uzaylari ile dogrusal izomorfiktir.
Ispat Her iki uzayin kamitlarimin benzerliklerinden dolayi, ilk iddianin kamitini sunmak
yeterlidir. L : ¢ (C’) —coile L(z) = <C’n (z)> doniisiimii tammlansin. L nin dogrusal
oldugu aciknr. L(z) = 0 oldugu gerceginden z = 0 oldugu sonucuna varilabilir, bu

nedenle L birebirdir. Herhangi bir dizi y = (y,) € ¢ icin (4.2) uygularsak,

G () = 1§%DMM

Cn—i—l k=0
1 n/n k (kN Cipq
— M -1 k—z( ) i+ ;
CnJrlkz::O(k) kg%)( ) i) My Y
= Yn,

buradan, tiim n € N icin L, (z) = vy, ye ulagilabilir. Bu nedenle, Lz = y den, L ortendir.
||z||00(c~) = |lyll,.. gerceginden, L nin normu korudugu sonucuna variir. Yani, (é’) ve

co dogrusal izomorfiktir. 0

Teorem 4.2. Her k € Nicin y®) € ¢, (é) olmak iizere %) = {@D,(f)} dizisi

neN

()G, <

0, (k> n);

v =

seklinde tamimlansin. Bu takdirde,
(a) : c (C’) uzayu igin, {¢(0), P } kiimesi bir baz olusturur ve c <C~'> icindeki
her z nin
z =S wpp® (4.3)
k
seklinde tek bir temsili vardir.
(b):c (C~'> uzayu igin, {e, ¢(k)} kiimesi bir baz olugturur ve c (C’) icindeki her z nin
z=pe+ > (wy, — p) p® (4.4)
k

seklinde tek bir temsili vardir. Burada pn = limy,_, (C’Z) dir.
k

Ispat (a): *) e <é’> oldugu acikir. Ciinkii,

Cyp®) = e® ¢ ¢

14



BULGULAR VE TARTISMA B. SARIGOZ OKTAR

saglanir. 2 € ¢ (C’) olsun. Her negatif olmayan m tamsayisi i¢in

27— S e ®)
k=0

yazalim. Son esitligin her iki tarafina C —dOniisiimii uygulanip sonra bu doniisiimiin lineer

oldugu kullanilirsa,
Colml = S wF Cyp® = 3 (éz) e®
k=0 k

k=0

elde edilir. Ayrica, 7, m € N i¢in

{C’(z—z[m})}.— g

‘ 0, (0 <i<m);

yazilabilir. Verilmis herhangi ¢ > 0 i¢in 2 € ¢ (C’) ise C'z € ¢y oldugundan ‘(é’z) <

g olacak sekilde m > m, kosununu saglayan m, tamsayisi vardir. Sonug¢ olarak, tiim

m > my igin

Hz—z[m]Hé:supKC’z) > sup <C’z) < E<e€
i>m i i>mo i 2
saglanir ki bu da (4.3) ile verilen
2z =S wp®
k

seklinde bir gosterimin oldugu anlamina gelir. Simdi, bu gosterimin tek oldugunu kanit-

layalim. Aksini kabul edelim. Yani z nin
z = Xk:w;€¢(k)
seklinde bagka bir gdsterimi oldugunu varsayalim. Her n € N icin
(€)= Smig v},
= Sufeld = v

elde edilir ki bu da (C’z) = w, olmastyla ¢elisir. Sonug olarak, z € ¢ (C’) nin (4.3)

n

deki gosterimi bir tekdir.

15
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(b)e € cve {w(k)} C ¢ (C’) oldugundan {e,w(k)} C ¢ (C’) dir. z € ¢ (C’) olsun.
Bu durumda (4.4) sartin1 saglayan bir tek p vardir. u = z — pe denirse u € ¢ é) olur.

(@) kism geregince u gosterimi bir tekdir. Dolayisiyla,

z—pe =3 (wy —p) P

k

yazilir ki buradan

2= pe+ > (wy — p)
k

elde edilmis olur. 0

4.1.1. «a—, —, y—Dualler

Bu boliimde, ¢ <C’> ve ¢ (C’) uzaylarinin a—dual, S—dual ve y—dualleri sunulacaktir.
A ve VU dizi uzaylari i¢in S (A, V) ciimlesi

S(A¥)={u€cw:Herze Aiginzu € ¥ }

ile tanimlanir. Bu notasyonla, A nin a—, f—, y—dualleri su sekilde verilebilir:

A =S (A, ¢y), N’ =S (A cs) ve AV =S (A, bs),

Simdi, ¢ (C’) ve ¢ (C’) uzaylarinin a—dual, S—dual ve y—duallerinin kanitlarinda

kullanilacak olan lemmalar1 kanitsiz olarak verelim.
Lemma 4.3. W = (w,) € (co, l1) = (¢, £1) olmasi icin gerek ve yeter kosul

sup
N,MeF

oD Wk

neNkeM

< 00,

olmasidir. Burada F, N nin tiim sonlu alt kiimelerinin ailesini gosterir (Stieglitz ve Tietz,

1977).

Lemma 4.4. Herhangi bir U = (uyy,) ii¢gensel matrisi ve bunun tersi V = (v,x) matrisi
olsun. Bu takdirde, P = (pyx) matrisi

n
tivjk, (k<n);
—k

DPnk = 7
0, (k> n);

16
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seklinde ise,
AN ={t=trew:Pe(Ac)}
Ay={t=trcw:Pe(Nls)}
ifadeleri gecerlidir (Altay ve Bagsar, 2007).

Teorem 4.5. ¢, (C’) ve c (C‘) uzaylarmmn a—duali

£ % o () St

neNkeM

< oo}
Ispat Herhangi bir t = (t,,) € w dizi ile iliskili olarak bir A = (a,;) matrisi

e Ck+1
(—lylk< )———im (k <n);
0 k) M,

0, (k > n);

p1 = {tZ(tn) €w: sup
N.Mer

seklindedir.

seklinde tanimlansin. Tiim » € N ig¢in (4.1) ile verilen C —dOniisiimii uygulanirsa

n C
Aw = S (1) St = @)

k=0

elde edilir. (4.5) esitligi yorumlanirsa, tz € ¢; icin z € ¢ (C’) veyac <C’> ancak ve ancak

Ay € (1 igin y € ¢ veya y € c oldugu sonucu cikar. Bu nedenle, Lemma 4.3 kullanilarak
A Ck+1

ifadesine ulasilir. Sonug olarak, (co (C’))a = <c <C’>)a = 1 elde edilir. U

sup
N,.MeF

Asagidaki teorem, cg (C’) ve ¢ (C’) uzaylarinin S— ve y—duallarimi gosterir, kaniti
Lemma 4.4 yardimiyla yapilir.

Teorem 4.6. ., ©3 ve g4 kiimeleri asagidaki gibi tamimlansin:

Zn:(—l)i_’“ (;) —C]\k/;rl ti| < OO} )
i=k i

n C
w3 = {t = (tx) €w: lim Y (~1)" k(z) "Lt her biri igin k € Nmevcut}

g = {t:(tk) € w:sup
neN

n—00 ; . k Mz

ve

s = {t — () €w: lim 3 (~1)" (k> CA’Z% mevcut}

n—oo k i=k

Butakdinde, (i () = e (¢ (€)= pnaanion (0 (€)) = (c(€)) =

o dir.

17
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4.2. Matris Doniisiimleri

Bu boliimiin amact, A € {cg,c} ve U € {1, co,c, U} icin (A (C’) ,\IJ> uzayinda bazi

matris siniflarinin karakterizasyonunu yapmaktir.

Lemma 4.7. W = (w,) € (¢, ¢) olmast icin gerek ve yeter kosul

sup > |wni| < oo, (4.6)
neN g
lim wy,r = A\, (k € Nigin) 4.7
n—o0o
55, 2 tnk = X

Ayrica, W = (wpi) € (co, co) olmast icin gerek ve yeter kosul (4.7) nin saglanmast ve
lim wy,r =0, (k€ Nigin) 4.8)

n—0o0

olmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Lemma 4.8. W = (wu) € (co,lo0) = (¢, ) olmast icin gerek ve yeter kosul (4.6)
sartimin saglanmasudir. Ayrica, W = (wpy) € (co, ¢) olmasi icin gerek ve yeter kosul (4.6)

ve (4.7) nin gecerli olmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).

Lemma 4.9. W = (w,;) € (¢, co) olmasi icin gerek ve yeter kosul (4.6) ve (4.8) sartlari-

min saglanmasi ve lim,,_, o, Y wpr = 0 olmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).
k

Ayrica, agagidaki teoreme ihtiyacimiz vardir ve teoremin kanit1 Kara ve Basarir (2011)

tarafindan verimistir.

Teorem 4.10. A bir FK-uzay: ve ¥V, w nin herhangi bir alt kiimesi olsun. U = (upy)
licgen matrisinin tersini temsil eden V = (v,,x) matrisi olsun. Bu takdirde, W = (w,) €

(Ay, V) olmas icin gerek ve yeter kosul
G = (gfﬁ,ﬁ) € (A, ¢), (Vn € Nigin)

ve

G = (gnk) € <A7 \I/) ’

18
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ifadelerinin saglanmasidir. Burada

- Y WpVig, (K <m);

gmkz -
0, (k> m);
ve
Gnk = > WniVik, (her k;m,n € Nigin)
i—k
dir.

Simdi, bazi1 kogullar1 siralayalim:

) .. I | 1\ Crs1
Her sabit n € Nigin sup > [>2(—1)"F — = wp;| < o0. 4.9)
JEN k=0 |i=k k Mz
Her sabit k£, 7 € Ni¢in lim Z( 1)+ y %wm. (4.10)
. . . o J J i—k i CkJrl
Her sabitn € Nigin lim ) > (—1)* ———Wp;. 4.11)
IO k=0i=k k) M;
e’ n—k (T Ck+1
sup [ >, >, > (—1) — =Wy | < 00. (4.12)
N,Mer |neNkeMi=k k) M,
= i—k i Ck+1

sug% Zk(—l) i me < 00. (4.13)

ne 1= 7

JUU-. ik (1) Crsr
Her k € Nigin 11_)111 >o(-1) ) g Wi = 0. (4.14)
lim ZZ( 1)i-k PGy, . (4.15)
n=00 L= k Mz
Her sabit ¥ € Nigin lim Z(—l)i—’“ ( k) CA’}* L k€ N. (4.16)
nL)rgo ;Z( 1)i=* k AL Wi mevcut. 4.17)
i\ Crt1
SlellN)Zk: ZOZ( 1)+ L) g W] < 0o (4.18)
Her sabit k € Niigin lim 37 S (—1)F (;) %w = 0. (4.19)
=00 r=0i=k i

lim Zi i(—l)”’“ <;) CA’? Lwys = 0. (4.20)

n=00 L r=0i=k
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n oo . '\ C
Her sabit k& € Nigin lim > (—1)"* ! L0, vardir. (4.21)
n—00 s Z0i—k k) M;
: s ik Crst
lim Y>> > (—1) —w,; mevcut. (4.22)
=00k r=0i=k k MZ

Yukarida verilen ifadeler 1s18inda A € {co (é) ,C (C’)} ve U € {l,coy,c, s} olmak

tizere W = (wy) € (A, V) karakterizasyonu verilebilir.

Teorem 4.11. A € {co <C~'> ,C (C’)} ve U € {ly,co,¢, o} olsun. O zaman, W =
(wnk) € (A, V) igin karakterizasyon, Tablo 5.1 de gozlemlenebilir.

1. (4.9), (4.10) ve (4.12) gercerlidir.

2.(4.9), (4.10), (4.11) ve (4.12) gecerlidir.

3.(4.9), (4.10), (4.13) ve (4.14) gecerlidir.

4.(4.9), (4.10), (4.11), (4.13) (4.14) ve (4.15) gecerlidir.
5.(4.9), (4.10), (4.13) ve (4.16) gecerlidir.

6.(4.9), (4.10), (4.11), (4.13), (4.16) ve (4.17) gecerlidir.
7.(4.9), (4.10) ve (4.13) gecerlidir.

8.(4.9), (4.10), (4.11) ve (4.13) gecerlidir.

Sonuc 4.12. A € {co (é) ,C <C~'>} ve U € {csg, cs,bs} olsun. O zaman, W = (wpy) €
(A, V) icin karakterizasyon, Tablo 5.2 de giozlemlenebilir.

1. (4.9), (4.10), (4.18) ve (4.19) gecerlidir.

2.(4.9), (4.10), (4.11), (4.18), (4.19) ve (4.20) gecerlidir.
3.(4.9), (4.10), (4.18) ve (4.21) gecerlidir.

4.(4.9), (4.10), (4.11), (4.18) (4.21) ve (4.22) gecerlidir.
5.(4.9), (4.10) ve (4.18) gecerlidir.

6.(4.9), (4.10), (4.11) ve (4.18) gecerlidir.

Lemma 4.13. W = (w,;) € ({1, cy) olmast igin gerek ve yeter kosul (4.8) ifadesinin
saglanmasi ve

sup |wp| < oo (4.23)
n,keN

olmasidir W = (wni) € (loo, co) olmast igin gerek ve yeter kosul (4.8) ifadesinin saglan-

mast ve lim,, o > |wpi| = 0 olmasidir. Ayrica, W = (wp) € (41, ¢) olmasi i¢cin gerek
k
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ve yeter kosul (4.7) ve (4.23) bagintilarimin saglanmasidir. Dahast, W = (W) € ({eo, €)

olmasi icin gerek ve yeter kosul (4.7) nin saglanmasi ve

A58, & el = 2| 1y, e

k

olmasidir (Stieglitz ve Tietz, 1977).
Teorem 4.14. A = (a,x) ve T = (tnx) sonsuz matrisleri arasinda tim n, k € N i¢in
lnk = ) A
g ;) ( t ) Chria ik

seklinde bir baginti olsun. Bunun sonucunda, A € <\I/, A (C’)) olmast icin gerek ve yeter
kosul herhangi bir V dizi uzayi ve A = {cy, c} uzayt icin T € (U, A) olmasidur.

Ispat Herhangi bir = = (z,) € U icin,

Yotz = ). ( ) C > Qikzk
k=0 n

=0\ ? +1 k=0

gerceginden timn € N icin T, (2) = C, (Az) yazlr. Yani, = = (%) € V icin, Az €
A (é) olmasu igin gerek ve yeter kosul z = (z;,) € V icin, Tz € A olmasidir. Sonug

olarak, kamit tamamlanir. O

Simdi asagidaki ek kosullar verilsin:

Tim z%(?) On;w““ —0 (Herk € Nigin). (4.24)
nin
sup | ) wi| < 00. (4.25)
k,neN |i=0 n+1
n M,
lim > (n) “w;, (Her k € Nigin) . (4.26)
n—=ooi—g \? Cn+1
sup > (> <n> —w| < 00. 4.27)
neN & |i=o\ 7/ Cnp1

lim 33 (:L) Mi i = 0. (4.28)

n=00 =0 Cn+1

i ()

1. n ’L /L
m 2 E(Z Corea Ui

n—oo k
> Wik lim > . Wik | -
i—o\1/) Chp1 n—o0 iZo\ 1 ) Crpa

wlk mevcut. (4.29)

= 0. (4.30)

lim 3° 4.31)

n—oo k
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Teorem 4.15. U € {/1,cp,c,l} ve A € {co (C’) ,C <C’>} olsun. O zaman, W =
(wni) € (U, A) icin karakterizasyon, Tablo 5.3 de gizlemlenebilir.

1. (4.24) ve (4.25) gecerlidir.
2. (4.25) ve (4.26) gecerlidir.
3. (4.24) ve (4.27) gecerlidir.
4. (4.26) ve (4.27) gecerlidir.
5.(4.24), (4.27) ve (4.28) gecerlidir.
6. (4.26), (4.27) ve (4.29) gecerlidir.
7. (4.24) ve (4.30) gecerlidir.
8. (4.26) ve (4.31) gecerlidir.

Tablo 4.1. Karakterizasyon
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Tablo 4.3. Karakterizasyon

e
’den ¢y ( N) c (C‘)
[ 1 2
Co 3 4
c ) 6

loo 7 8
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5. SONUCLAR

Bu tez ¢alismasinda, C' = (Cnx) matrisinin ¢ ve ¢g dizi uzaylarindaki etki alani kul-
lanilarak ¢, (é) ve ¢ (C’) uzaylari verildi. Bu uzaylarin dualleri belirlenip bu uzaylar

izerinde tanimlanan matris doniisiimlerinin bazi siniflar1 karakterize edildi.
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