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OZET

Doktora Tezi
CEBIRSEL POLIAFINOR YAPILAR VE LIFTLER
Nejmi CENGIZ

Atatiirk Universitesi
Fen-Edebiyat Fakiiltesi
Matematik Anabilim Dali

Danmigman: Y.Dog. Dr. Abdullah MAGDEN

Bu tezde, ®-Tachibana operatorii, C*-sinifindan olan M,, manifoldunun invariyant
altmanifoldu tzerindeki piir kangik tensorlere uygulandi. Ayrica, g;; Riemann metrik
tensoriiniin ® tensorii olmas: halinde indirgenmis g4p Riemann metrik tensoriiniin de
®-tensor oldugu gosterildi. Vi, Riemann manifoldu olsun. f:TP(V,) — T, :;ll(Vn)
difeomorfizmi olmak iizere €V, = f, “V; olmasi igin V vektsr alaninin Kiling vektor
alani olmas: gerektigi gosterildi. Son olarak, M, manifoldu {izerinde II = {c,o§}
poliafinor yapilart yardimiyla cebirsel yapilar tanmimlandi ve genislemis dp
diferensiyelinin CII-yapisina gére hemen hemen holomorf oldugu ispatlandi. Ayrica,
M, manifoldu tizerindeki (1,1) tensor alanlar ile belirlenmis olan Dy tiirevi TP(M,)

tensdr demetinde incelendi.
2002, 83 sayfa

Anahtar Kelimeler: Diferensiyellenebilir manifold, piir tensor, lift, konneksiyon,

egrilik tensorii.



ABSTRACT
Ph. D. Thesis
ALGEBRAIC POLYAFFINOR STRUCTURES AND LIFTS
Nejmi CENGIZ

Atatlirk University
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Supervisor: Asst. Prof. Dr. Abdullah MAGDEN

In this thesis, the ®-Tachibana operator was applied to the pure mixed tensor on the
invariant submanifold of class C'.In addition, it has been shown that, if Riemann
metric tensor g;; is ®-tensor then induced Riemann metric tensor g, 5 is ®-tensor. Let
Vn be Riemann manifold. Provided that f : TP(V,) — T;’;ll(Vn) diffeomorphism, it was
shown that if “V5 = f, ©V; then vector field V must be Killing vector field. Finally,
algebraic structures are defined over M, manifold by IT = {ga;} polyaffinor structure
and the expansion of du differential was proved almost holomophic with respect to
algebraic structure “I1. And it was investigated the prolongations of D-derivations in a
manifold Mp,to its tensor bundle TP(M,), Dy being a derivation determined by a
tensor field of type (1.1). ‘
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1. GIRiS

Diferensiyellenebilir manifoldlar iizerindeki ¢esitli geometrik yapilarin incelenmesi
modern diferensiyel geometrinin 6nemli konularindandir. Bu konulardan birisi
poliafinor yapilardir. Ozel halde, poliafinor yapilar cebirsel yapilar da olabilirler. Yani
manifold tizerindeki poliafinor yap1 herhangi sonlu boyutlu birlesmeli, degismeli ve
birim elemanl: cebiri tasvir edebilir. Cebirsel poliafinor yapinin integrallenebilir oldugu
durumda, bu tlir yapiya sahip olan manifold cebir {izerinde kurulmus manifoldu
reellestirmis olur.

Iki boyutlu cebirin geometride kullanilmaya baglamasi 19. yiizyilin sonu ve 20. ylizyilin
baslarina raslamaktadir. Bu yillarindan itibaran kompleks sayilar cebiri diferensiyel
geometriye uygulanmigtir. Son yillarda cebiri, diferensiyel geometriye uygulayan
geometricilerden bazilarim1  Vishnevskii, Shirokov, Shurygin (1985), Kruchkovich
(1972), Salimov (1992) bigiminde siralayabiliriz.

Tensor demette geometrik objelerin lift teorisi hizla gelisgen geometri alanlarindan
birisidir. Tanjant demette, lift teorisini ilk olarak ¢aligmaya baslayan matematik¢iler
Yano ve Kobayashi (1966) olmugtur. Lift anlam1 Yano ve Kobayashi'den daha &nce
Sasaki (1958)'nin ¢aligmalarinda "devam" adi altinda goriilmektedir. Kotanjant demette
lift teorisi ilk olarak Yano ve Patterson (1967)'un ¢aligmalariyla baglamistir. Bu teori
Yano ve Ishihara (1973)'nin ¢aligmalanyla gelistirilmigtir.

Tanjant demet, diger tens6r demetlerden daha 6zeldir. Ciinkii, tanjant demet geometrisi,
cebir lizerindeki geometri ile dogal olarak iligkilidir. Tanjant demette dogal olarak
integrallenebilir afinor yap1 olusur. Bu yap: dual sayilar cebirinin regiiler tasvirini verir.
Bu sebepten dolayi, fonksiyonlarin dual bdlgeye holomorf devami olusur. Bu ozellik
tanjant demette lift teorisine yeni bir anlam kazandirmaktadir. Bu tiir yeni agidan bakis
lift teorisinin daha da zenginlesmesine sebep olmustur. Bu bakimdan Shirokov (1985)
tarafindan verilen sinjektif lift anlami bu bakigin sonucu olarak ortaya ¢ikmugtir.

Shirokov, Vishnevskii, Salimov (1990, 1992), calismalarinda cebirsel yapilarin, cebir
iizerinde kurulmus manifold ile ilgisi ve holomorfluk (analitiklik) problemlerini



incelemislerdir. Bu problemlerin ¢dzlimiinde ¢ok &nemli bir yeri olan ®-operatdr
teorisini ise ilk olarak Tachibana (1960, 1962)'da hemen hemen kompleks yap: ve genel
afinor yap1 igin kullanmigtir. Daha sonra bu operatoriin uygulamas: ile Yano (1965,
1966, 1968, 1973), Koto (1960, 1969), Ako gibi matematikgiler ¢aligmigtir. Tanjant
demette bu operatorii hemen hemen kompleks yapi i¢in Sekizawa (1969) ve Sato
(1966) tarafindan verilmigtir. Ayrica ®-operatorii ile ilgili olarak Shirokov vd (1985),
Slebodzinski (1964), Willmore (1968), Salimov (1992) ¢aligmiglardir.

Sunulan bu tezde ise baz manifold ve baz manifoldun tensér demetlerinde cebirsel
yapilar, liftler ve bunlar arasindaki baglantilar verilmigtir. Bu amagla ikinci ve liglincii
béliimlerde ¢aligmamizin anlagilabilmesi igin diferensiyellenebilir manifold, cebirsel
yapilar ve tensdr demetlerinde liftler hakkinda genel bilgiler verilmistir.

Dordiincti boliimde ise swrasiyla alt manifold {izerinde ®-Tachibana operat6rii
incelenmis ve hemen hemen holomorf déniigiim hakinda bir ¢aligma sunulmustur.
Ayrica Riemann manifoldu iizerinde tanimlanan tensér demetlerinin kesitleri boyunca
verilen vektor alanlarnin tam liftinin taginmasi gosterilmis ve son olarak tensér demette
Ozel tipli tiirevlerin tam lifti incelenmigtir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Diferensiyellenebilir Manifoldlar

2.1.1. Tanmm: X Hausdorff uzay olsun. Herhangi bir U C X acik kiimesinin V C R"
bolgesine;

p:U-V
homeomorfizmine X de n boyutlu harita veya n boyutlu koordinat sistemi, U yaise

haritasimin koordinat komsulugu veya koordinat bélgesi denir ve (U,y) seklinde
gosterilir.

Egerz € U ise
o(z) = (z},...,2") € R

olur. Burada z?, ..., 2™ reel sayilar ¢ haritasinda z noktasimn koordinatlardir.

2.1.2. Tamm: X Housdorff uzayinin n boyutlu ¢, haritalarinin U, bolgeleri bu uzay
Orterse, yani

X = U U, , Aindisler kiimesi

acA

ise, X'e n boyutlu topolojik manifold veya sadece n-boyutlu manifold denir.

2.1.3. Tanim: X Hausdorff topolojik uzay ve k ise 0 < k < oo olacak sekilde bir tam
sayi olsun. a € A, Uy C X olmak lizere agagidaki sartlan saglayan {(Uy,@q)} lokal
haritalar ailesine X {izerinde C* simfindan n boyutlu atlas ad1 verilir:

1. Lokal haritalarin U, bélgesi X'i orter (X = Uy ), yani X, nboyutlu topolojik
acA

manifolddur.
2.Keyfia,f € Aigin U, NUg # Dise

¢g0 95" pa(Ua NUp) = 0p(Us N Up)

EURULD
m'mn‘m” mm\'m“ uiaxeH



déniisiimt C* simifindandir. Buna (Uy, ¢, ) ve (Ug, ¢p) haritalarinin C* uzlasmasi sarti
da denir.

pp 0w, doniisimine ise koordinatlarm déniigiimiidenir. Burada uf, (U, pp)
haritasindaki z € U, N Ug noktasinin koordinatlar1 ve u ise (Ua,p,) haritasindaki =
noktasinin koordinatlan olmak tizere u}y = u§(wf), i, = 1,...,n yazilir.

UyNUg =0 olmas1 durumunda ¢go ;! déniigimii elde edilemez. Bu durumda
wpop;! donlisimiinin C* smifindan oldugu kabul edilecektir. 2. sart
@g o pkoordinat dontistimlerinin C* smifindan diffeomorfizmler olmasina denktir.
Bu ise, g o ! koordinat doniigiimiiniin jakobiyen matrisinin determinantinin sifirdan
farkli olmasini ifade eder.

2.1.4. Tanm: {(Uy, 0.)} ve {(Ug, vp)} C* simfindan herhangi iki atlas olsun. Bu
atlaslarin keyfi (U, @a) Ve (Up,pp) haritalani C* uzlasmis ise yani, {(Ua, pa)} ve
{(Us, ¢p)} atlaslarinin birlesimi C* smifindan atlas ise verilen atlaslara denk atlaslar

denir.

2.1.5. Tamm: X Hausdorff uzay ftizerinde C* atlaslarmin denklik simmifina C*-yapt
denir.

C*-yapisiin tiim C* atlaslariin birlesimi yine C* atlas olusturur. Bu atlasa maksimal
C* atlas ad: verilir. X tizerindeki C* atlaslarinin her bir denklik sinifi, kendisinin bir
eleman ile ifade edilir. Yani, C* yapist, onun keyfi C* atlas1 yardimiyla olusturulabilir.
Buradan da, X tizerindeki herbir C*-yapisinin bu yapidan olan bir C* atlas ile
verilebilecegi sonucu gikar.

CY yapiya topolojik yap1, C*, (1 < k < co) yapiya ise diizglin (smooth) yap: denir.
Bundan sonra yalniz C'* sinifindan olan diizgiin yapilara bakilacaktir.

2.1.6. Tanmm: M, Hausdorff ve sayilabilir baza sahip topolojik uzay olsun. Eger, M
tizerinde n-boyutlu C* atlaslarimn C*® yapis1 verilmis ise M uzayina n-boyutlu C*



simfindan diferensiyellenebilir veya diizgiin manifold denir ve M, ile gosterilir
(Salimov ve Magden 1999).

Eger 2.1.6.Tammda C*® simufi yerine C* sinfi (analitik fonksiyonlar simfi) alinirsa,
2.1.6.Tanmim reel analitik manifoldun veya C'* sinifindan olan manifoldun tanimi olur.

2.1.1. Diferensiyellenebilir doniisiimler

X, ve Y, sirasiyla C* ve C? sifindan diferensiyellenebilir manifoldlar ve G C X,
acik kiime olmak iizere siirekli f : G — Y, doniistimii verilsin. ¢, bolgesi U C G olan
harita, v ise bélgesi V' O f(U) olan harita olsun. Keyfi (U, ) haritas: igin

pofopt:pU)—9(V), p(U) C R (V) C RF

doniisimii C™ smifindan ise f doniisimine C™(m < min(k,q)) smifindan
diferensiyellenebilirdir ~ denir.  f € C™(X,,Y,) igin 1o f o ¢~! doniisiimi
o(z) € (U) C R noktastm y € (V) C RP noktasmma  gotiiriir.  Eger,
o(z) = (z!,2?,...,z") (yani 2%, i=1,...,n, z € U noktasimn (U, p)haritasindaki
koordinatlari) ve y = (y', 92, ..., y?) ise, bu taktirde

y* =y%(z', 2%, .., 2", a=1,..,p

olur. Tamima gore f € C™(X,,Y,) olmas: i¢in gerek ve yeter sart y* € C"(R", R?)
olmasidir.

Ck¥, z € X, noktasim ihtiva eden G C X, agik kiimesinde tayin edilmis C* simfindan

f fonksiyonlarin ~ kiimesiolsun. E§erp, =z  noktasindakiharita olmak {lizere
1,2

p(z) = (1, 22, ..., ") ise,
z = 2! 2%, ..., z")
yazilir ve

y = f(z) = fl¢7 (", .., 2™) = f*(a! ..., 2")
olur. f* = f o ¢! bigimindedir.



of
ozt

af

T 8:1,"

o(z)

olarak tammlanms olsun. n sayida £¢ € R sayilan igin

x(f)=¢oL

, VfeC¥

bigiminde tanimlanan X : C¥ — R lineer fonksiyonu

0
ozt

X=¢

seklinde verilir. Bu sekildeki tiim fonksiyonlarin kiimesini T} ile gdsterelim. Bu kiime
{izerinde ‘
(X1 + X2)(f) = X1(f) + Xa(),
(aX)(f) = aX()

bigiminde toplama ve skalerle ¢arpma iglemini tamumlayalim. Bu islemlere gore T, R
{izerinde bir vektdr uzay1 olur. Bu uzaya M,, manifoldunun x noktasindaki tanjant uzayi,
bu uzayin elamanlarina ise M,, manifoldunun z noktasindaki tanjant vektorleri denir.

Boylece M, manifoldunun z € M, noktasinda tanjant vektor X = ¢-2;| fonksiyoneli
Ox z

ile aymlastirilir ve (U, @) koordinat komsulugunda X € 7, vektoril n sayida &° sayilar
ile tayin edilir.

Egerél = 6%, i,k=1,..,nise X =¢ 2| esitliginden nsayida
T

0

0 _ =
Xk—amk)

k=1,..,n

vektorleri bulunur. Bu vektorlerin 7, uzayinin bir bazidir ve BoyT, = nolur. Bu baz
kisaca Oy ile gosterilir.

f € Ck fonksiyonunun ~ z noktasindaki  diferensiyeli df = 53{;

dx*  bigiminde
x
tammlanir. CF fonksiyonlann z noktasindaki diferensiyeli R iizerinde T vektor uzayim
olugturur.  z' € CFigin  daf € Toldugu  asikardir. 2L

€ R oldugundan

x

df = 58;% Ida:’“ esitligine gore Vdf € T diferensiyeli dz’diferensiyellerinin lineer



terkibleri olurlar. dz’ler bagimsiz olan z* (i = 1, ..., n) degiskenlerinin diferensiyelleri
oldugundan, bunlarin dz® diferensiyelleri de lineer bagimsiz olacaktir. Buna gére de
BoyT: = nolur, {dz'}ise T} uzayimn baz olur. T} uzaywmnin keyfi d f elamam

(df)(X) = X(f), VX €T,

bigiminde verilen df : T, — R lineer doniigtimiinii tayin eder.

Eger (df)(X) = X(f), VX €T, esitliginde f=2' X = ;&% alinirsa,
(dw’)( ) =&

bulunur. Dolayistyla {dz*} bazina karsilik gelen baz 8 baz1 oldugundan 77, T; vektor
uzayinm dual uzay: olur. T} uzayma M,, manifoldunun z noktasindaki kotanjant uzayi,
bu uzaymn elamanlarina ise M, manifoldunun z noktasindaki kovektorleri veya lineer
formlar: denir.

T, uzaymm {X;} (i = 1, ...,n) bazina X, manifoldunun z noktasindaki ¢at1 denir. Bu
gatrya T uzaymnda kargilik gelen {6*} bazina, yani

6'(Xx) = 6}
sartin1 saglayan 6 kovektorlerine X,, maifoldunun = noktasindaki kogat: (coframe) adi

verilir. Ozel halde, {3%}€T; ve {dz'}e T;¢atlarma swrasiyla (U,¢),
o(x) = (z!, ..., z™) haritasindaki standart gat1 ve kogati denir.

2.1.1. Teorem: (U,)haritasindan (U,%) haritasina gegildiginde T, uzaymn baz
vekitorleri

orle = 5 - Bl
Bz 1= :L'" ozi's

kuralina gore ve T uzayimn baz vektorleri ise

!

'l:'
dzt = %lzdmk

kuralina gore doniistirler (Salimov ve Magden 1999).



2.1.2. Doniisiimiin diferensiyeli

Xn ve Y, diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. A¢ik G C X, kiimesi ve f : G — Y,
diferensiyellenebilir doniisiimii herbir z € G noktasinda

(fu.(X))g) = X(go f), X €Ty, g€ Cfyy @2.1)

bi¢ciminde lineer

f*z : TI - Tf(z)
doniistimiinii tayin eder. Burada T, z € X, noktasindaki tanjant uzay, Ty ise
f(z) € Y, noktasindaki tanjant uzaydir. (2.1) esitligi ile tammlanan f, donlistimiine f
doniislimiiniin z noktasindaki diferensiyeli denir. g € C]’f(z) oldugundan, go f € Ck

olur.

z € X, noktasinin U komsulugundaki harita (U,¢), y= f(z) € ¥, noktasimn V
komsulugundaki harita ise (V, %) olsun. Bu taktirde,

o(z) = (2!, 2%,...,2")
P(y) = W2, )

olur. Diger taraftan

2

= Yz} 2%, ..., "),

y=f(z) = fle7' (&', 2% ..., a") = (Fop™))(a', .y 2")
oldugu g6zoniine alinirsa,
W' ¥7) = P(y) = $(f(2)) = (Yo fopT)(a!, ..., a")
ve buradan da
y* =z, 22, ..., 2"), a=1,..,p (2.2)

yazilir. (2.2) denklemi f doniisiimiiniin koordinat fonksiyonlariyla yaziligidur.

[ (X)), CJ’f(x) cebiri iizerinde tayin edilmis reel degerli lineer doniigiimdiir. Buna gore
f*z(X) € Tf(z) olur.
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X (3
£
ve h = go folsun. g* = go 1! olmak iizere

h(z) = g(f(2)) = g9(y) = (gov )W, ... ¥*) = g* (%" ..., )
= g*(yl(xl, ey T, ...,y‘”(:vl, ey ™))

olur. Buradan

oh
Ko ) =gy )x(h) E(50)s

_ i Oy*

=¢ ay (55702
veya

(gOf) — (31:" )mfz ay )f(x)(h) (2-3)
yazihr. (2.1)ve (2.3) esitliklerinin mukayesesinden f._(X) vektoriiniin (%) (@)
bazinda
oy*. .
1= (5 (2.4)

seklinde koordinatlara sahip oldugu gikar. &', ( 6:1:‘) bazinda X € T, vektoriiniin
koordinatlaridur.

Boéylece, f doniistimii koordinatlarla
Yofop™l:iyt =y, ..,2"), a=1,..,p

seklinde wverilirse, f,, tiirevi (%Z;) Jacobian matrisi kullanilarak (2.4) bigiminde

koordinatlarla verilebilir.

f:G =Y, GC X,donlsimi, f., donlisiimiinden baska f, 'in transpoz doniitimii
adi verilen f7 : Tf .,y — T lineer doniistimii

fi(dg) =d(go f)ss f €CFy geCfy, (2.5)

kurah ile tanimlanir. Burada dg = (dg)s(;) € T bi¢imindedir. Ayrica T} ve Tf,, ise
sirastyla z € G ve f(z) € Y, noktalarindaki kovektor uzaylardir.
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f doéniistimii koordinatlarla

bigiminde ve g € C’}“( ») fonksiyonu ise
9=9W.9"), g =goy!
bigiminde olsun. Bu taktirde, g o f € C doniigiimii
go f =g (y*(z},...,2"),...,17°(z}, ..., z"))

seklinde olur. Buradan da,

_ (%9, O i 99| _ 9¢
d(go f)e = (aya)f(x)(a,ri s dz* B ) = 39 oy
yani (2.5) esitligine gére
o oy* dg i
f2(dg) = (%)z(a_ya)f(z) dz (2.6)
bulunur. {dy®} kogatisindaki koordinatlan
dg
Mo = (5;;)f(z)

olan dg € Tf(, vektorime  f7 kodiferensiyeline  karsiik  gelen  f(dg) € Ty
kovektoriiniin {dz’} kogatisindaki koordinatlar

8 a
§i = (G_Z"’)z Na (27)

bigiminde olur. Bu esitlige f} kodiferensiyelinin koordinatlarla ifadesi denir. (2.7)
esitliginin matris dilinde yazilim ise (2.4)'tin matris dilinde yaziliginin transpozu olur.
Bu sebepten dolay: f; doniistimiine f, doniistimiiniin transpoz d6niisiimii denir.

an—’},p

ve

9:Yp— 2

diferensiyellenebilir dniistimii verilmis olsun. Bu durumda
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Far : Ta = T

ve

Gesey * Ty = Ligof),

d6niigtimii elde edilmis olur. Diger taraftan g o f dontistimil de (go f)., : Tz — T(gof),

dontistimiinii olugturacaktir.

2.1.3. Altmanifoldlar

2.1.7. Tamm: X,ve Y,diferensiyellenebilir manifoldlar olsun. CFsimfindan
diferensiyellenebilir  f : X, — Y, (n < p) déniistimiinii  g6ézoniine alalm. Eger
Vz € X, i¢in f, doniistimiiniin ranki nise f doniiglimiine immersiyon denir (Salimov
ve Magden 1999).

2.1.8. Tamm: f : X, — Y, immersiyonu verilmis olsun. Eger, f : X, = f(X,) C Y,
immersiyonu, indirgenmis topolojiye gére homeomorfizm ise f doniisiimiine imbedding
(i¢ine daldirma) denir (Salimov ve Magden 1999).

Bu tanimdan, imbedding'in bire-bir immersiyon oldugu g¢ikar. Ama, tersi herzaman
dogru degildir. Herbir immersiyon lokal olarak imbeddingdir.

[ Xn — Yyimmersiyonu  verilmis  olsun. = Vz € Xpnoktasmn (U, ¢),
o(z) = (2, ..., z") haritasim ve f(z) =y € Y,noktasimn (V, ), ¥(y) = (v*, ..., v")
haritas1 alinirsa, f immersiyonu koordinatlarla

v =%z, .., 2", a=1,..,p (2.8)

biciminde yazlabilir. Oyle ki, Vz € U igin rank(%%)y,(x) =n olur. ¥* koordinatlan
igerisinde det(g%) # 0 olacak sekilde ntane y? koordinatlar1 secilebilir. Bu taktirde,
belirli Uy C U komgulugunda (2.8) esitliginin n sayidaki denklemin 2 degiskenlerine

gore ¢6ziimii
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' =z (Y, 2, o y) (2.9)

bi¢iminde yazilir. Burada z* ler Uy komsulugunda C* sinifindan olan fonksiyonlardr.
Boylece, Uy bolgesinde ¢ haritasindan baska ( haritas: da vardir ve

o(@) = (¥ s y™)
olur. (2.9) degeri (2.8) denkleminin kalan denklemlerinde yerine yazarsak,
ya =ya(x1,.”,xn), 4] :n+17 "‘7p (2'10)

bulunur.

Simdi, (Up, ) haritasina gegelim ve y* yerine z¢ alalim. Bu durumda, (2,10) esitlikleri
kullanilirsa, (2.8) esitligi

y=x i=1,..,n
2.11
{y°‘=y"(m1,...,x"), a=n+1,..,p (2.11)

bigiminde yazilir. Burada y® € C¥ sinifindandir. Bu yaziligin terside dogrudur. Yani,

Vz € X, noktasimn herhangi bir komsulugunda fdoniisiimii (2.11)  seklinde
gosterilebilirse, f doniigiimii immersiyon olur.

Xn, Y, diferensiyellenebilir manifoldlar ve X, C Y, altkiimesi olsun. :: X, — Y,
icerme doniigiimii veayrica e : Y, — Y, 6zdeslik doniisiimii olmak tizere 1 = e|x, olur
ve bu donligiim birebirdir.

2.1.9. Tanim: X, ve Y, diferensiyellenebilir manifoldlar1 verilmig olsun. z: X, — Y,
doniigimii immersiyon ise X, manifolduna (Y, manifolduna) daldinlmis altmanifoldu
denir. Eger : doniislim{i imbedding ise X, manifolduna Y, manifoldunun imbedding
altmanifoldu veya sadece altmanifoldu denir (Salimov ve Magden 1999).

2.2, Tensor Alanlan

2.2.1.Tamm: M, , C* smifindan bir manifold ve Ty, Vp € M, noktasindaki tanjant

uzay1 olsun. M, manifoldunun Vp € M,noktasma T, uzayindan bir )_(r,mv

4w A

. fV 1 UN MEERE
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karsilik getiren X vektor degerli fonksiyonuna vektor alam denir (Salimov ve Magden
1999).

f, M, manifoldunda bir fonksiyon ise X f de M,, manifoldunda bir fonksiyon tanimlar.
Buise

(X)) = X, f
ile tammlanir. U C M,, koordinat komsulugunu alalm. Bu komguluktaki bir vektdr
alam
X =¢
olarak yazilir. &' ler U daki lokal koordinatlara baghidir. Yani,

é’i = £i(x1) eery xn) 1= 1, ey T

olur.

12 p
2.2.2. Tamm: B, bir vektor uzay olsun w = t(%1,Zs,...Z4, &, €, ..., £) multilineer

fonksiyonuna kargilik gelen

p
r————
t: Bpx..XxB, x Brx..xB, - R
—_————
q

reel degerli operatériine B,, uzayinda p dereceden kontravaryant, ¢ dereceden kovaryant

tensor adi verilir.

M, , C*® sinifindan bir manifold olmak iizere Vm € M, noktasindaki her bir (p, q) tipli
tenstre igin uygun bir T7(m) tenstr uzay: vardr.

2.23.Tanmm: M, , C®sinifindan bir manifold ve Tg’(m), V' m € M, noktasindaki
(p, g) tipli tensdr uzayr olsun. M, manifoldunun V¥m € M, noktasina TP(m)tensor
uzayindan bir tf(m) tensorii karsilik getiren T fonksiyonuna (p,q) tipli tensér alam
denir (Bishop ve Goldberg 1968).

Eger p = 1, ¢ = Oise vektor alanlari elde edilir. Yani, (1,0) tipli tensor alam bir vektor
alanidir.
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Eger p = g = Oise her m € M, noktasina bir skaler deger karsilik gelir. Bu yiizden
(0, 0) tipli tensor alam reel degerli bir fonksiyondur.

Eger U C M, bélgesinde f fonksiyonu C* sinifindan ise Vz € U igin df, € T?(z)
olur. Bdylece f fonksiyonunun diferensiyeli olan df : U — T} (M,,) ifadesi (0, 1) tipli
bir tensor alamdur.

Herhangi bir m noktasindaki 7, tensorili simetrik tensor ise 7 tensor alanina simetrik
tensdr alani denir. Eger herhangi bir m noktasindaki T, tensorii antisimetrik tensor ise
T tens6r alanina antisimetrik tensor alan1 denir.

T, (p, q) tipli tensor alani olsun. 6y, ..., 0, (0, 1) tipli tensér alanlar1 ve Xj, ..., X, vektor
alanlar1 olmak {izere

T8y, ., Oy X1, ey Xg) (M) = Tin(81(m), ., Bp(m), X1 (), ..., Xg(m))

ifadesi reel degerli fonksiyon tanimlar. Ozelikle z®koordinatlarina gére T tensor

alaninin bilesenleri

Tj;:;: = T(dmil, a00g dmiq, 8j1, c0og ij)

bigiminde reel degerli fonksiyonlardir (Bishop and Goldberg 1968).

T tens6r alamim bilesenleri C* simifindan fonksiyonlar ise 7T tens6r alanina
C* sinifindandir denir. C*° simifindan olan (0, 1) tipli tensér alamna 1-form (pfaffian
form) denir.

(p, q) tipli T tensor alammin C* siifindan olmasi igin gerek ve yeter sart her bir
01,...,0, l-formlan ve herbir C*®smfindan Xi,...,X, vektér alnlart  igin
T(61, ..., 0p, X1, ..., Xq) fonksiyonunun C'* simfindan olmasidur.
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2.3. Diferensiyellenebilir Manifold Uzerinde Afin Konneksiyon

M, diferensiyellenebilir manifoldunun «y : v’ = u’(t) egrisi boyunca konneksiyon dahil
edilmesi egrinin noktalarina tatbik edilmis vektorler arasinda uygunluk olusturma
kurahidir. Eger y egrisinin herhangi bir noktasindaki v* vektorii ¢ parametresine baglh
olarak degistikce verilen konneksiyona gére baglangigtaki ile uygun kalirsa, bu durumda
bu vektor verilmis konneksiyona gére -y egrisi boyunca paralel kaydirilmig olur. Eger
konneksiyon diferensiyellenebilirse ~ paralel kaydirmay:r ifade eden v = vi(%)
fonksiyonlar1 da diferensiyellenebilir fonksiyonlar olurlar. Eger vektorlerin paralel
kaydirilmasi halinde lineer bagimlilig1 korunursa verilen koneksiyona afin veya lineer

konneksiyon ad verilir.

2.3.1. Tamm: M, manifoldu iizerinde 7 (M,) vektdr alanlarimn modiilii olmak tizere
VxY = v(XY): T (Ma) x T (Mn) — T (M)
doniistimii '
i. VixigvZ = fVxZ +9gVyZ, Vf,g € F(M,)

iVz(fX+9Y)=(Z) X+ fVzX+(Zg)Y +gVzY
sartlanim sagliyorsa V'ya afin konneksiyon denir. Burada

Vi : TN M) — T (Ma)

déniigiimiine kovariant diferensiyellenme denir (Bishop ve Goldberg 1968).

Afin konneksiyonun v egrisinin ¢esitli noktalarina tatbik edilmis vektérler arasinda
uygunlugu ifade eden sart1, yani vektoriin egri boyunca verilmis afin konneksiyona gore
paralel kaydirilmas: sartin1 bulalim. ~ egrisinin baglangi¢ noktasinda %", k=1,..,n

lokal bazini alalim ve farz edelim ki %i (t) nin bagimhilig1 baz vektorlerin verilmis egri
boyunca paralel kaydirilmasi kuralim ifade etsin. Keyfi v* = )\k%i vektoriiniin verilen

afin konneksiyona gére ~ egrisi boyunca paralel kaydiriimas: igin gerek ve yeter sart A*
katsayilarinin sabit olmasidir. Bu nedenden istifade edilerek

dv' = /\kd%i (2.12)

ifadesi yazilabilir. v = /\’“%i esitliginden
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M = g0t (2.13)
yazilir. Burada a; baz vektorii oldugundan buna karsilik gelen kobaz vektorii %i ile

gosterilir. Dolayisiyla gi a; = 67 olur. (2.13) ifadesi (2.12) de kullanilirsa,

dvt 4+ wivF =0 (2.14)
yazilir. (2.14) denkleminde

wh = — éidgk (2.15)
bicimindedir. (2.14) sarti v® vektériiniin verilen afin konneksiyona goére paralel

kaydinlmasi sartidir. (2.15) bigiminde dahil edilen w¥ objelerine konneksiyon (baglant)
formlar1 denir.

23.1. Teorem: 1. Konneksiyon formlan %i, k=1,..,n bazmmin segilisinden

bagimsizdir.
2. Konneksiyon formlari, egrisel koordinatlarin doniistiiriilmesi durumunda tensor

doéniistim kuralina gére doniigmez.

Ispat: 1. wk ve wr farkh iki baza karsilik gelen konneksiyon formlan olsun. Paralel
kaydirilan v* vektorii igin asagidaki sartlan yazabilirz:

dv* + wiv* =0, (2.16)
dv’ + wiv* = 0. (2.17)

(2.16) ve (2.17) sartlarindan, v’ vektoriiniin baslangic degerinin keyfiligi gartindan
wt, = W), bulunur.

2. M, manifoldunda u’egrisel koordinatlarin defismesi halinde baz vektérlerinin ve

kovektorlerinin d6niigiim kuralini yazalim.

(Igli = Aflac,i/, %Z = A::/ai (218)

/
k

Burada A}, = 2% A = 2 bicimindedir. (2.18) in ikinci sartindan
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da' = dAba” + Alda’ (2.19)
k k k
olarak yazariz. (2.15) denkleminde (2.18) in birinci sartiu ve (2.19) esitligi g6zoniine
alinirsa,
b= —ada = — A7G;(dAba’ + Alda’
Wi = —e00 = — jaz( % + Ay a )
veya
wh = Al Abwt, — ATdA], (2.20)

olur. (2.20) esitligi gdsterir ki w§ konneksiyon formlar1 tensériin koordinatlari olamaz.

Simdi ise kovektoriin < egrisi boyunca verilen afin konneksiyona g&re paralel
kaydirilmasi sartim inceleyelim.

2.3.2. Tanim: w; kovektoriiniin + egrisi boyunca paralel kaydirilan keyfi v* vektorii
tizerindeki izi bu egri boyunca sabit kalirsa w; kovektériine «y egrisi boyunca verilen afin
konneksiyona gore paralel kaydirilmigtir denir.

2.3.2. Tanima gore
d(v'w;) = dv'w; + vidw; =0 (2.21)
olur. v* vektoriiniin paralel kaydirilmasi sartindan
dv' = — wiof (2.22)
yazilir. (2.22) esitligini (2.21) ifadesinde kullanirsak,
(dw; — whwp)v' =0
bulunur. v* vektdriiniin keyfiliginden dolay1 w; kovektdriin -y egrisi boyunca verilen afin
konneksiyona gore paralel kaydirilma sarti
dw; — whwy, =0 (2.23)
bicimindedir. Vektdriin ve kovektoriin «y egrisi boyunca paralel kaydirilmas: sartint

kullanarak, egrinin ¢esitli noktalarina uygulanms keyfi tipli tensoriin paralel
kaydirilmasini verebiliriz. (p, g) tipli keyfi tensoriin izi ve bu tensériin koordinatlarn v
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egrisi boyunca

Z =ty oyl
fdg q 1 P

verilmis olsun. Z fonksiyonunun vektor ve kovektor degiskenlerinin -y egrisi boyunca
paralel kaydirilmas: sartlar1 dahilinde diferensiyeli

dZ = dt"* UJI...U]qwil Wy -t val...'vJ"'wil...wi (224)
J1dg ] q P J1-dg 1 q P

. . . .1 P
+ ot ;L dw;
J1--Jq 1 q P

— (dttllp _ ws ti]...ip _ = ,ws til...ip + wiltsiz...ip
J1-3q J1 " sjg.dq Jq " sjg..s S "j1.dq
+ wd )L v L,
1129 1 q P

olarak yazilir. Bu esitlikte

§tide = it — g ghet | e gt gl (2.95)
i1-g J1enndg J1 7 sjg...dq Jq "sjgus 8 “idg # Viedy

olarak alinirsa

dZ = §th-oyi. ey . A, (2.26)
q

Ji--Jq 1

yazilir. 7y egrisi boyunca verilen afin konneksiyona gore paralel kaydirilan vektdr ve
kovektor degiskenlerinin multilineer fonksiyonunun diferensiyeli de degiskenlerin
multilineer fonksiyonu olur. O halde dZ multilineer fonksiyonuna belirli tensér karsilik
gelecektir. Bu tensériin tipi tjf::;:v tensdriiniin tipi ile ayn1 olur, Koordinatlan ise (2.25)
esitligi ile verilmistir. 6tj;:;,jp tensSriine tj:.":;,jp tensoriinlin mutlak diferensiyeli denir.
Tensoriin mutlak diferensiyeli ile tiim efri boyunca keyfi noktalarda uygulanmig
tensorler arasindaki esleme (2.26) esitligi ile verilir.

Tenso6riin mutlak diferensiyelinin tanimindan ¢ikartilan sonuglar s6yle ifade edilebilir:

a. Vektoriin ve kovektoriin paralel kaydirilmasi sartlar
vt =0, 6w;=0

seklinde olur. Dolayisiyla keyfi tipli tensoriin paralel kaydirilmas: sart:
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§tit-in = 0

J1-dq

olarak verilir.

b. Birim tensoriin mutlak diferensiyeli sifira esittir, yani
6(67) =0

olur.

(2.25) esitliginden dolay: tensorlerin mutlak diferensiyelleri i¢in agagidaki &zellikleri
yazabiliriz.

1.6 (11t F g) = 611t F 62 , f ve 725 ayni tipli tensorlerdir,

2. §(At) = (dA)t + A(6t), A-skalerdir,

3.5(A® B) = (6A) ® B+ A® (6B), Ave Bkeyfi tipli tensorlerdir,

4. Tensorlerin simetriklestirme, alternelestirme ve kontraksiyon islemleri mutlak
diferensiyelleme islemi ile siralan degisebilirler.

2.3.1. Afin konneksiyonlu uzaylar

2.33. Tanmm: X, diferensilellenebilir manifoldunun herbir egrisi boyunca afin
konneksiyon verilmis ve agagidaki lineerlik sart1 saglaniyorsa X, diferensiyellenebilir
manifolduna n-boyutlu afin konneksiyonlu uzay denir.

X, manifoldunun keyfi M noktast ve bu noktanin civarinda keyfi vektér alanlan
verilmis olsun. Keyfi v vektér alanimn M noktasindan gegen keyfi bir egri igin
hesaplanmis mutlak diferensiyeli, bu egri boyunca elementer yer degisme du’
vektoriiniin lineer fonksiyonudur, yani lineerlik sart1

5t = vidu® (2.27)
olarak yazilir. Burada vi, v'ye ve noktaya bagl fonksiyondur. Diger taraftan
dvt = Hvidu* oldugundan

vt = dv’ + wivk = 6kviduk + wzvk (2.28)
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olur. (2.27) ve (2.28) esitliklerinden
wivf = (v} — Byvt)du’ (2.29)
ifadesi bulunur. v*, 8,u° ve v u'lerin fonksiyonlaridir. wi forumlan o' vektor
alanlarimin segilisine baglt olmadigindan w? forumlar du® mn lineer fonksiyonu olur,
yani
wh, = I, du’ (2.30)
olarak yazilir. Burada I", katsayilan afin uzayin noktasimn fonksiyonlaridir. Bunlara

afin konneksiyonun katsayilar1 denir. Katsayilarin verilmesi X, de afin konneksiyonunu
tayin eder.

Simdi I‘ik afin konneksiyon katsayilarinin doniisiim kuralim verelim. (2.30) esitligi
kullanilarak

w? = I‘Z,j,duk' = I‘}:,j,Ak'duk
yazilir. Ayrica
AldAL = AL (B AL)du* (2.31)
oldugundan ve diger taraftanvA;I Al = 6} esitliginin 9 kismi diferensiyeli alindiginda
(B AD) AL + AL (8 AL) =0
= Al (O AL) = — (8:4]) A}
olur. Bu son esitlik (2.31) denkleminde kullanilirsa
AldAY = — AL (8 AT)dut (2.32)
elde edilir. (2.32) , (2.30) ve (2.20) esitlikleri kullanilarak konneksiyon katsayilarinin
d6niistim kural:
L= ALATARTL , + AL AL, (2.33)

olarak verilir. Burada A} j=3kAj-' bigimindedir.

(2.30) denklemini kullanarak afin konneksiyonlu uzayda verilen keyfi vektor alani igin
mutlak diferensiyel
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§v' = (Gkvt + Th,v°)du® (2.34)

bigiminde olur. (2.34) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du* vektor oldugundan
parantezin igindeki ifade bir tens6riin koordinatlaridir. Bu tensére verilen v* tensdriiniin
kovaryant tiirevi denir ve

Vvt = Opv' + I v° (2.35)

olarak gosterilir. Bu tiirevin sonucu (1,1) tipinde bir tensordiir. Benzer sekilde w;
kovektor alaninin kovaryant tiirevi

kaj = 6kwj — I‘ijws (2.36)

olur ve sonug (0,2) tipli bir tensordiir. (2.30) esitliginden, (p, q) tipli t;i;’; tensoriiniin

mutlak diferensiyeli
7 ghedp | N iy gh1Se k
65,7 = (Bt 7 + kas forselr =3I % (2:37)

p=1

bigiminde olur. (2.37) denkleminin sol tarafi bir tensér ve du® vektor oldugundan

parantezin igindeki ifade bir tensériin koordinatlaridir. Bu tensére verilen tJl1 ]’

tensoriiniin kovaryant tiirevi denir ve

v tu zp a t21 "'p 4 ZFZ,\ tzl...s...lp _ Zrk]“ z: p (238)

J10eJq J1--dq ks dq J1.08000g
p=1

bigiminde gosterilir. Tensoriin kovaryant tiirev tanimindan gorilir ki (p, g) tipli
tensoriin kovaryant tiirevi (p, ¢ + 1) tipli bir tensordiir.

Kovaryant tlirevin tanimindan yararlanilarak asagidaki 6zellikler yazilir:
1. Vj (t“ gty = B gy g Bl

Jreedg T § d1d 3 d1dg 5 d1ewd
2.V ()\tJl H ) = (Bk)\)t?l ZJ” + )\th“ )\ € F (F lineer fonk51yonlar kiimesi)
3.V (t.’:lll z],, ®931 Sq) = (Vi t;i 2;) ®931 Sq +t;11 zJp ® Vi 931 Sq

4. Tensorlerin simetriklestirme, alternelestirme ve kontraksiyon iglemleri mutlak
diferensiyelleme islemi ile yerleri degisebilirler.
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2.3.2. Egrilik ve burulma tensdrleri

A, afin konneksiyonlu uzayinda f = f(u!,...,u")diferensiyellenebilir foksiyonu
verilmis olsun. Bu fonksiyonun tam diferensiyeli, yani df = 8;fdu’ifadesi,
koordinatlarin déniigtimii halinde invaryant kalir ve df fonksiyonunun du’ vektdriiniin
lineer fonksiyonu olur. Bu lineer fonksiyona karsilik gelen kovektériin koordinatlart

Vi=of (2.39)
ile gosterilir. Bu kovektdre f fonksiyonunun gradienti, f fonksiyonuna ise bu kovektor

alanin potansiyel fonksiyonu denir. Keyfi V; kovektériiniin herhangi bir skaler alamin
gradienti olmasi i¢in gerek ve yeter sart

o;Vy =0 (2.40)

olmasidir (Yano 1965)

V; gradient kovektériiniin kovaryant tiirevi
Vi = 0,Vi — T4V (2.41)

bigimindedir. (2.41) denkleminde j ve ¢ indislerine goére alternelestirme islemi yapilir ve
(2.40) esitligi kullamlirsa

ViiVy = SEVi (2.42)

bulunur. Burada

k _ Tk :
Si; = Iz (2.43)

olarak verilmigtir. (2.42) denkleminin sol tarafindaki kovaryant tiirev ise (0,2) tipli
tensor olduguna gore Sfj kemiyetleri asag1 indislerine gére antisimetrik olan (1,2) tipli
tensér ifade eder. (2.43) tensérine A,uzaymin burulma tensorii denir. A,
manifoldundan alinmig keyfi X,Y vekt6r alanlan igin burulma tensoriiniin invariyant
formda yazilig1 ise

S(X,Y)=VxY — VyX — [X,Y] (2.44)

bigimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963). Burada [X,Y] X ve Y vektor alanlarimn
Lie parentezidir:
[X,Y]f = X(Yf) - Y(X]).

ol LR
2 YOSTOS T )
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Keyfi v* vektdriiniin V,v¢ = G,v° + I, ,v™ kovaryant tiirevi (1,1) tipli tensor belirtir.
Bu tensoriin kovaryant tiirevi ise

V.V =8, Vvl + T Vo™ — I‘T";va"
= 8,(8,v" + T4 k) + ¢ (8v™ + T 0k) — TV 0t
= 820" + O,T¢ vf + T4, 0,0F + TF_9,0™ +T¢ ok — TV, 0

bigiminde bulunur. Bu esitlikte r, s indislerine gore alternelestirme iglemi uygulanirsa,

2V, Vo' = RE 0 — 25F Vi (2.45)

denklemi elde edilir. (2.45) denkleminde

Rf'sk = arr.ik '- aﬁrilﬁ: + F:'m .:rlz - I‘:’m ZI:: (246)

olarak alinmustir. (2.45) denkleminin sol tarafindaki terim ve sag tarafindaki ikinci terim
tens6r ve v* keyfi vektor oldugundan RY, ifadesi (1,3) tipli tensordiir. Bu tensore A,
uzayinin egrilik tensorii veya Riemann-Christoffer tensorii denir.

(2.45) formiiliine benzer olarak asagidaki formiiller yazilir:

2V[,V3]wk = - R,T,';kwm - ZS,’.’;‘Vmwk, (2.47)

OV Vol = Rl ol — Rl — 28k Vil (2.48)

2V Vgt 7 = Rgmt;?ff;j’ + .t Ri’;mt}i;;;z | (2.49)
— Ryt . — o= Ryo 427 — 28] Vit

(2.48) formiiliine ¢! afinorunun Ricci zdesligi de denir.

Keyfi X,Y,Z € A, vektor alanlan igin egrilik tensoriiniin invariyant formda yazilig:
ise
R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ — V[X’Y]Z (2.50)

bigimindedir (Kobayashi and Nomizu 1963).
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2.3.3. Konneksiyonlarin doniisiimii

Keyfi iki afin konneksiyonlu uzaylann diffeomorfizmine bakalim. Bu durumda, bu
uzaylarmn karsilikli noktalarinin koordinatlarni aym olacak sekilde uygun egrisel
koordinat sistemi verilebilir. Bu tiir karsilik getirme aym bir X,, diferensiyellenebilir
manifoldunda iki keyfi afin konneksiyonun verilmesiyle de olusturulabilir. Bu durumda
konneksiyonlarin birinden digerine ge¢meye konneksiyonlarin doniigtiiriilmesi veya
parelel kaydirma kuralinin doniistliriilmesi olarak bakilabilir. Bu konneksiyonlarin
katsayilarin I‘i?j ve I_‘fj ile gosterelim. Keyfi +* vektor alanimin bu konneksiyonlara gore
kovaryant tiirevleri
Vitt = Gpvt +Th o™, V' = o' + f‘,icmv’”

bigiminde olur. Sonuncu esitlikten

Viv' — Vo' = T, o™ (2.51)
yazilir. Burada

Igm = f‘;cm i ?cm (252)

bigimindedir. (2.51) esitligi ile verilen T}, (1,2) tipli tensor meydana getirir. Bu
tensore afin deformasyon tensorii denir.

2.3.2. Teorem : (1,2) tipli T,jm tensorii ve I}, ise V afin konneksiyonunun katsayilari
olmak {iizere (2.52) esitligi ile verilen f‘;m katsayilar1 da diger bir afin konneksiyonun
katsayilar: olur.

Ispat : (2.52) esitliginden
—k
Ty =Ty - T}
yazilir. I‘fj i¢in konneksiyon katsayilarinin doniistiiriilmesi halinde

_k P ,
Ly — Tz]; = Allz'Az' A;" Ty — ﬂ’ff) + AI/E'AZ (2.53)
olur. Burada T}; tensor oldugundan,

T = AL AT AT, (2.54)
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yazilir. (2.54) esitligi (2.53) de kullanilirsa
=k o=k ’
T, = AL AT AT, + Ak AY,

oldugu bulunur. Yani ffj 'ler konneksiyon katsayilarinin doniigtiiriilmesi kuralina gore

degisir. Dolayisiyla bir afin konneksiyondur.

Bu teoremin bazi sonuglarini ifade edelim.

1 2
Sonug 1. I'f; ve I'; afin konneksiyon katsayilari olmak iizere her A skaleri igin

Ik + AT
kAT E.
e =4 49 )
" 1+ (2.55)
degeri de bir afin konneksiyonun katsayilaridir.
Ispat: (2.55) esitligi
A 2 1
I‘Z=I‘%+m‘(ri§-—r%) (2.56)

bigiminde yazilabilir. (2.56) esitliginin sag tarafindaki ikinci terim tenstr oldugundan
2.3.2. Teoreme gore I'¥; afin konneksiyon olur.

Ozel halde )\ = 1 alirsak
1 2
o Fk + I‘k
L= —5—" (2.57)

) 1 2
buluruz. T ¥ konneksiyonuna I'%, ve 'k konneksiyonlarna gére orta konneksiyon
ij ij ij

denir.

Sonug 2. T'%; afin konneksiyon verilmis olsun. Bu taktirde, f‘f] = I';, katsayilan da afin

konneksiyon tayin eder.
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Ispat: Burulma tensoriiniin ifadesi
1
ko — Z(Tk k
Si; =Tk ] = (I‘ - T3)
oldugundan

Th=T% +25%

] ?

Tk =T (2.58)

yazilir. 2.3.2. Teorem'den dolay1 I‘ . katsayilar bir afin konneksiyon belirtir. I‘ k . ve I‘k

konneksiyonlarina kargilikli konnek31y0nlar denir.

2.3.4. Burulmasi sifir olan uzaylar

Burulmasiz afin koneksiyonlu uzaylarin burulma tensorii sifira esit oldugundan bu
uzaylarin konneksiyon katsayilar alt indislerine gére simetriktir, yani

kE _ 1k _ 1Tk
Li=Lli=L4

olur. Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaym herhangi egrisel koordinat sistemine gore
koordinatlar ﬁl, ...,&" olan O(;ﬂ) noktasim alalim ve konneksiyon katsayilarinin

verilmis oldugu koordinat sistemine gore bu noktadaki degerlerinin I‘i.“jkatsayllan ile

verildigini kabul edelim. 6}: kronecker sembolii olmak {izere

uf =6 {(uF —uk) + 2I";,q( —uP)(ul —u9)} (2.59)

bigimde yeni koordinatlar1 tammlayalim. (2.59) déniistimii diferensiyellenebilirdir ve u”
koordinatlarinin u* koordinatlarina gore kismi tiirevleri

Af = 6 4 6{TE(w? — 0?), AY, = §(TE (2.60)

bigiminde yazilir. (2.60) esitligi O noktasinda ve civarinda det(A?) # 0 sartim saglar.
Ayrica (2.59) doniigiimii diferensiyellenebilir manifoldun tamimindaki miimkiin olan
déniigiimler simfindandir. (2.60) tiirev fonksiyonlar1 O noktasinda yazilirsa,

Al =6, Al = 5Tk (2.61)

olur. Simdi ise konneksiyon katsayilarinin yeni koordinat sistemine gére O noktasindaki
degerlerini hesaplayalim. Bunun igin (2.61) ve (2.33) esitlikleri kullanilarak
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o o o] o
i _ & ok cipd i ot
jk —_— 61 6k ,L'IFjlkl + 2151 Fk]
veya

Pl]l:O

e

bulunur. Béylece burulmasiz afin uzayin herbir noktasinda dyle koordinat sistemi
verilebilir ki, konneksiyon katsayilar1 bu sisteme gére bu noktadaki biitiin degerleri sifir
olur. (2.59) ile verilen koordinatlara normal koordinat sistemi denir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda asagidaki esitlikler gecerlidir:
1. R(m)ki =0,

2. R[rsk]i =0,

3. VRR, 3, =0 (Bianci-Padov esitligi)

Bu esitliklerin her igiiniin invaryant (tensér) karekter tasidigini dikkate alirsak, bunlarin
ispatin1 normal koordinat siteminde incelemek yeterli ve daha kolaydir.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayda simetrik ve regiiler a;; tensorii verilmis olsun. Bu
tensoriin tersi a ¥ olmak iizere a;; tensériintin kovaryant tiirevi

Viaij = agij (2.62)
olarak gosterilsin. (2.62) esitliginde indislerin yeri dairesel olarak degistirilerck
agagidaki esitlikler yazilir:

Okaij — Tizamj — Tj0mi = Viaij,
6ia,~k - I‘Z?amk - I‘}Zajm = Viajk,
ajaki - I‘;']:;amz - P;'Czlakm = Vja,kz- .

Sonuncu iki esitlikten birinci esitlik ¢ikartilirsa,
2L amk = Oiaj + Ojam — Opaij — (aije + ajik — Qkij) (2.63)
bulunur. (2.63) esitliginin her iki tarafi g ™ tensorii ile garpilirsa

T T 1 ~r
Ly = {5} - 29 *(aijk + ajik — aiij) (2.64)

olur. Burada
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1~
{i} = Eark(aiajk + Ojai — Okaij) (2.65)

bi¢imindedir.(2.65) ifadesine a;; tensoriiniin Christoffer sembolii denir. Burulmasiz afin
konneksiyonlu uzayin konneksiyon katsayilari regiiler ve simetrik a;; tensoriiniin
Christoffer sembolii ve kovaryant tiirevleri yardimiyla ifade edilir.

te esF#e,

2.3.4. Tanim : Burulmasiz afin konneksiyonlu A, uzayinda e;;, ;, = { 0 e .—e
s — - “n

n-vektérli olmak {izere Us Uy viineer bagumsiz vektorleri lizerine kurulan
n

paralelyiiziin hacmi

V = eiﬂz-.-in'i’i] ’gzz;l,')z" (266)

olsun. Uy Yy U vektérlerinin paralel taginmasi sonucunda V hacmi korunursa
n

burulmasiz A, uzayina es afin (denk afin) uzay denir.

(2.66) denkleminden
ey, .5, = 0 veya Viey, 5, = 0 (2.67)

olur. Es afin uzaymn konneksiyonu (2.67) denklemiyle belirlenir. (2.67) sartt

ake?,l'bn - th esiz...in T e T ‘z;ine’l:l...s = 0 (2'68)

biciminde yazilir. n-vektériin antisimetrikligine gore (2.67) sisteminin biitlin
denklemleri

Ore12.mn —I'ii1€s2.n — oo — [ip€12.5s = 0 (2.69)

denklemine denk olur. ejy., = e olarak yazilirsa bu durumda (2.69) esitliginden

I¢, = Olne (2.70)

yazilir. (2.70) esitligi es afin konneksiyonun katsayilari ile belirlenen I'}, toplami
gradiyentdir. Bu gradiyentin potansiyel fonksiyonu ise Ine olur.

Rij = Ry,* = 8T%; — 0T}, + ThTY; — ThTh, (2.71)

tensoriine Ricci tensoril denir. Es afin konneksiyonunu
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Bﬁ = Rji (2.72)

sart1 ile de karakterize edebiliriz.

Burulmasiz afin konneksiyonlu uzaylarda eprilik tensériiniin R[Tsk]" =0, R(Ts)ki =0

sartlarim sagladif gozoniine alinirsa

R * =R, — Re (2.73)

yazilir. (2.72) ve (2.73) esitlikleri e afin konneksiyonunun
R

T

k_
sk =0

sarti ile de karakterize edilebilecegini gosterir.

2.3.5. Tamm: Burulmasiz afin konneksiyonlu uzayin her bir noktasindaki tanjant
uzayinda verilen simetrik (0,2) tipli g;;tensdrii tanjant uzaymn paralel kaydiriimasi
durumunda korunuyorsa bdyle uzaylara metrik uzay denir. Burada simetrik (0,2) tipli g;;
tensoriine metrik tensor de denir.

2.3.6. Tanim: Metrik uzayin g;; metrik tensorii regiiler ise yani det(g;;) 7 0 oluyorsa
béyle uzaya Weyl uzay: denir ve W, ile gosterilir.

2.3.7. Tanmm: Eger Weyl uzay: es-afin uzay olursa bu uzaya Riemann uzay1 denir ve V;,
ile gosterilir.

Riemann uzay1 burulmasiz konneksiyona sahip olan uzaydir ve bu uzaymm Riemann
konneksiyonu

Vigi; =0 (2.74)
sart1 ile karakterize edilir.V;, Riemann uzayimin konneksiyon katsayilar
1 T
= {5} = §gk (Bigrs + 0ir — Orgi5) (2.75)

bigiminde verilir. Yani, V}, uzayinin konneksiyon katsayilari g;; tensriintin Christoffel
sembolleriyle gakisir. (2.75) katsayilariyla verilen konneksiyona Riemann konneksiyonu
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veya Levi-Civita konneksiyonu denir. Diger taraftan Riemann manifoldu {izerinde
Vg=0 sartim1 saglayan ama burulmasi olan konneksiyonlarda vardir. Bu tiir
konneksiyonlara ise metrik konneksiyon denir.

Riemann uzayinda R%.9si = Rj; olmak tizere asagidaki esitlikler gegerlidir:

L. Ry =0
2. Ry =0
3. Vg Rijju =0
4. Rijgn =0

5. Rijri = Ruyj .
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3. METERYAL ve YONTEM

3.1. Cebirlerle Tayin Edilen Geometrik Yapilar

3.1.1. Hiperkompleks Cebir

A, R reel sayilar cismi tizerinde boyA = m olmak iizere sonlu boyutlu birlesmeli,
degismeli, birimli bir cebir olsun. Bu cebiri A,, ile gosterelim. Bu cebirin keyfi bir
bazi {ey, e, ... e} olmak iizere

et = Copeqy, (@,0,7=1,..,m)

yazilir, Bu Cgﬁ € R katsayilarina A,, cebirinin yapi sabitleri denir. Bu yap: sabitleri

cebirin tasiyicisi olan lineer uzayda (1,2) tipli tensoriin bilesenleridir.

Am cebirindeki birlesme isleminin tensor dilinde yaziligt

- = \= —- s> = - = -
(eiej)ek = ei(ejek) €i, €4, €k € Am
= = — t =
Ciiésér = €0 e

I = t 2
C:,Cskel = C’chztel

C’%Cﬁk = C‘}kat (3.1)
bi¢imindedir. Bu kuralin matris dilinde yazilis: ise
Ci=(Ch), Cy=(Ch)
olmak tizere
CiCy = CxCi (32)

esitligi ile gosterilir. Ayrica cebirde degigme kural

- = — =
€ie; = €€

oldugundan bu kuralin tensér gésterimi ise
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ct =Ct
bigiminde, matris gosterimi ise
G =C; (3.3)
olur. (3.1) ve (3.2) esitliklerinden
C:Cj = C;;Cs (3.4)

veya C' , C matrisinin transpozu olmak tizere

~ ool

C,Cy = C4C, (3.5)

seklinde yazilir.

A, cebirinin birim elamam 1 = £%8; € A,, olmak iizere, birim elamann tanimindan
hareket edilerek

& = 18, = £'e;&, = £'Cji8,
ifadesi elde edilir. €; = 67€, oldugundan dolay:
Cyé =6 (3.6)

esitligi bulunur.

A, cebirinin m boyutlu matrisler cebirine izomorf olarak kargihik getiren

An D a=d’e, < a’C, = C(a) € C(An) (3.7)

~t e~ ~!
An Da=a%; o a’C,=C (a) € C (An) (3.8)

doniigtimlerini gézonine alalim. (3.7) ve (3.8) izomorfizmlerine A,, cebirinin birinci ve
ikinci ¢esit regiiler doniigiimleri adi verilir. Birinci gesit regiiler déniiglime sadece
regiiler doniiglim de denir.

3.1.1.Teorem: Herhangi bir afinorun regiiler déniisiim olmas1 igin gerek ve yeter gart
afinorun regiiler donlislim operatdrleriyle degisme sartim saglamasidur.
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Ispat: o afinoru regiiler doniigiim olsun. Oncelikle matrisler igin birlesme 6zelligi
CuCy = CCa

oldugu biliniyor. O halde esitlik a®ile garpilir ve @ = a®e, « a*C, oldugu dikate
alinirsa

a"CaCN’g = 5’5 a“Cy

esitligi yazalir. Burada ¢ = a®C,, oldugundan dolay: istenen sart saglanmig olur.

Diger taraftan ¢C, = Cy olsun. ¢ afinorunun regiiler oldugunu gdsterelim.
Co =Cpy oldu;undan dOIZ}’l ’
ppCo =01 Cqy
o o
olarak yazilir. (3.6) denklem dikkate alinarak son esitlik £° ile carpilirsa,
058 Che =3
denklemi bulunur. 7 = f% ¢F olmak tizere

— £ — E — £
wl=1C) =1°C], =1°C;
o2

esitligi yazilir. Bu da regiiler tasfir oldugunu gosterir.

3.1.2.Tanmm: A,, cebiri birlesmeli, defismeli ve birimli cebir olsun. C’Zﬁ yap1 sabitleri

olmak fizere, eger An, tastyici uzayda P, kovektorii igin
(CZﬂP’Y) = (Caﬂ) (3.9)

matrisi regiiler ise yani determinanti sifirdan farkl ise boyle cebirlere Frobenius cebir
denir (Kruchkovich 1972).

Iki tensériin ¢arpiminin sonucu yine bir tensér oldugu (3.9) esitliginden gériiliir. (3.9)
ifadesi A,, cebirinin lineer uzayinda (0,2) tipli simetrik tensér tayin edecektir. Bu
tensdre Frobenius metrik tensorii denir ve gqp seklinde gosterilir. Bu metrik tensdriin
q°? seklinde bir tersi oldugundan dolays, 6zel halde,
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&b — gFe,

elemanlar1 A,, cebirinde yeni bir baz tayin eder. Bu baza {e,},(a = 1, ...,m) bazina
karsilik gelen baz denir.

3.13.Tanmm : ¢, M, manifoldu lizerinde (1,1)tipli tensdr alanlar1 olmak tizere
II = {¢} kiimesinin meydana getirdigi yapiya II-poliafinor yap1 denir.

Eger M, manifoldu, her bir lokal haritasinda ¢ afinorlar1 sabit bilesenli oldugu bir
atlasa sahip ise bu II-poliafinor yapisi integrallenebilirdir denir (Salimov 1992). Bu
durumda bahsedilen haritalar ve bu haritalarin meydana getirdigi atlas II-yapisina gore
adapte olmustur denir.

3.14.Tanim: Eger Il-yapist1 igin Il <> A,, izomorfizmi varsa II-yapisina
hiperkompleks (veya cebirsel) II-yapist denir. Burada, A, birlesmeli, degismeli, birimli
ve sonlu boyutlu cebirdir.

Eger hiperkompleks Il-yapisinin E,, afinorlan (E, < eq)

c, - 0
Eo=|: - (3.10)
0 ... ¢

seklinde olursa (ksegen tizerindeki C, larin sayis1 r dir), bu taktirde II-yapisina r-
regiiler IT-yapis1 veya sadece regiiler II-yapis1 denir.

M, manifoldu lizerinde r-regiiler I1-yapis1 verilmis olsun. M, {izerinde her tiir yapinin
varlif1 igin
n=mr , (n=dimM,, m=dimA)
olmas1 gerektigi goriiliir. Buradan, 1 den n kadar deger olan 7 indisini
i=(u-m+a,(u=1..,r a=1,.,m)

bigiminde gosterebiliriz. Bdylece 7 indisinin herbir degeri (u, a) ¢ifti ile ifade edilebilir.

Buna goére de,
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i=ua, j=v6, k=wy, .u,v,w,..=1,.,r

bigiminde indisler kulamlabilir. Bu indislere iki kat indisler veya ¢ift indisler ad1 verilir
(Kruchkovich 1972).

Regiiler II-yapisimin bir adapte olmus catisindan digerine gegise onun miimkiin olan
déniiglimii denir. X; bazinin

Xil = ::Xz (detAgl 7é O) (3.11)
déniisiimiintin miimkiin olan déniigiim olmas: igin gerek ve yeter sart (A%) matrisinin

(3.10) matrisleri ile degismeli olmasidir. Bu ise (A%) matrisinin herbir m-boyutlu bloku
C,, matrisleri cinsinden yazilmasi, yani

=AYy = AYCy (3.12)
olmast demektir. Burada A% adapte olmus bolgede det(A%) # 0 sartiu saglayan keyfi
fonksiyonlardir. Benzer olarak, (3.11) doéniiglimiiniin tersine kargilik gelen matris

Al = 437 = AY°CE, (3.13)
bigiminde olur. $imdi A! ve A% matrislerine kars1 A,, cebirinden olan
St = A%e,, S¥ =Al%, (3.14)
matrisleri kargilik getirelim. (3.12) ve (3.13) esitliklerinden
AL A) = 8] = 68 = ALZ A, = NPCEL NI CE,
olarak yazilir. Burada
5708 = AOLAECh, e
oF = METDECE, e

U -
8 = AYY AP esey

5 = S¥SY, (3.15)

bulunur. Benzer gekilde S%SY = 67 yazilir. Yani S¥ ve SY, matrisleri ters matrislerdir.
Buradan 67, 1’:: elemanlar1 A,, cebirinden olan birim matrislerdir.
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U C M, bélgesinde adapte olmug baza nazaran vektériin koordinati
Ci — Cua_’ Cu — Cuaea

esitligi ile verilir. ¢* birlesenlerinin bagka bir adapte olmus baza gegiste tensor doniigiim

kuralina gore
¢ =Al¢
yazilir. (3.12) denklemi yardimiyla ¢ift katli indislere gecildiginde
(Y = AU cue — AVOGE cua /
(¥¥ey = ALICY ey (3.16)
= A¥7(Me e,

= AY7(e,
= g¥¢Y

esitligi bulunur. Bu ise A,, cebirinde tensoriin déniigiim kanunudur.

Kabul edelimki ¢ € IT  r-regiiler II yapisiin bir afinoru olsun. Bu afinorlar

endomorfizim oldugundan
' = @i(?
olarak yazilir. Ayrica
d=a%q+ra’p=0a’p)=a’py5 =a’6,C3y
» ¢ ¢

oldugundan adapte olmus ¢atida
M = phg ¢ = a”8,C55¢" = a®Cop¢™
esitligi bulmusg olur. Bu son ifadeyi e, ile ¢arparsak
7 = a%egesC = ag*

olur. Yani Va € A, i¢in
=al" 3.17)

bulunur.
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3.1.2. A-Holomorf manifoldlar

3.1.2. Teorem: M, (n = mr) Reel manifoldunun A-holomorf manifold olmas: igin
gerek ve yeter sart M, manifoldu iizerinde integrallenebilir r-regiiler II-yapisimn

verilmesidir,

Ispat: M, manifoldu lizerinde integrallenen r-regiiler II-yapisi verilmis olsun. U,
(p € M,)komsulugunda z* = z*@ve z¥ = z** adapte olmus lokal kordinatlarim
alalim. Bu koordinatlarda E, afinorlar1 (3.10) seklinde sabit koordinatlara sahip
olacaktir. Bu halde, bir koordinat sisteminden digerine ge¢is miimkiin oduguna gore
(3.11), (3.12) ve (3.13) sartlan saglanmalidir. Yap: integrallenen yap1 olduguna gore
adapte olmug baz standart baz olur ve miimkiin doniistim matrisi A7 = %ﬁ-’ seklini alir.
Déniisiim miimkiin olan doniistim olduguna gore wve v’ indislerinin keyfi verilen
degerlerinde A? matrisinin uygun m-boyutlu bloklarn, C, matrisleri ile komiitatif
olmalidir. Bu ise Z¥ = z¥?ey seklinde A-koordinatlarin Z* = z%e, seklinde A-
koordinatlara gore holomorfluk sartlaridir. Holomorfluk sarlarinda cebirin birim
elamani £7 koordinatlar ¢arpilirsa A-holomorf fonksiyonun tiirevi

w'(2) = €°9pyeq (3.18)

bi¢iminde buluruz. (3.13), (3.14) ve (3.15) esitliklerinden istifade edilerek
oz* g Oz
977 =% g

— ¢ Auc o
_£ Au’ oo’ €a

(3.19)

/
=& ZF €gCo!
— u

ul
olarak bulunur. Benzer gekilde

Y AR
aze =%

(3.20)

esitligi bulunur.

Boylece (3.19) ve (3.20)esitlikleri gosterir ki, eger M, manifoldu iizerinde
integrallenen r-regiiler II-yapisi verilmis ise bu taktirde, manifoldun adapte olmus

W
A KR,
e RSB0 e

R
;!

A
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atlasinu teskil eden lokal haritalar birbiriyle A-holomorf gegis fonksiyonlan ile baglidir.
Yani, M,, manifoldu A-holomorf manifold olur.

Simdi ise, M, nin A-holomorf manifold oldugunu kabul edelim. Diferensiyellenebilir
M,, manifoldu, A-holomorf atlasin teskil eden lokal haritalarin d6niisiimiiniin Jakobi
matrisinin (3.10) ile degismesi demektir. Buna gére de bu haritalarin her birinde (3.10)
matrisleri ile E, (« = 1, ..., m) afinorlanim gézéniine alimirsa, M,, manifoldunun biitiin
noktalarinda belirlenen E, afinorlarnm alinir. Buradan, A = a®FE, (a, € R)
afinorlarimin hepsi M, {izerinde r-regiiler integrallenen II-yapisiu tayin eder. Bu da

teoremi ispatlamig olur.

A-holomorf manifoldunun Z* (u = 1, ...,7) A-koordinatlarimin  sayisim gosteren r
degerlerine A-holomorf manifoldun cebirsel boyutu veya sadece boyutu denir. r boyutlu
A-holomorf manifoldu bazen M, (A)bigiminde gosterilir. n = mrboyutlu M, reel
manifolduna A-holomorf manifoldun realizasyonu denir.

Am, Rreel sayilar iizerinde birlesmeli, degismeli, birimli ve sonlu m boyutlu cebir
olsun. = = z%, € A, (z* € R) elemam1 olmak {izere reel degiskenli m sayida

fonksiyonlar

=z, ..., z™)

fPa*) = :

™zt ..., z™)

verilsin. A,, cebirinden
F = ff(z*)és € Ap,
fonksiyonu yazilir. Bu F = F'(z) fonksiyonunun diferensiyeli
dF = df°8, = (05f*)dz"2s, dz = dz°€,

olmak iizere eger F' = F'(z) fonksiyonunun i¢in
dF = F'(z)dz

oluyor ise bu F fonksiyonuna holomorf fonksiyon denir (Salimov 1992)
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F = F(z) fonksiyonunun holomorf olmasi i¢in gerek ve yeter sart

afe
&A=A&;A=(6ﬁ)&r4qm

esitliginin saglanmasidir. Bu esitlige Scheffers gartlar1 denir (Kruchkovich 1972).

3.1.3. Piir tensérler

3.1.5.Tanmn: M,, manifoldu iizerinde IT-yapist verilmis olsun. Eger t € 7.7(M, )tensor
alam1 Vo € Il icin

G e =t e =t e =L b=lng (320)

sartlarin1 sagliyorsa, t ye II-yapisina gore piir tensér alam denir.
Vektérler ve kovektorler piir tensor olrak kabul edilir.

Piir tensorler agagidaki dzelliklere sahiptirler:

a. 6% birim tensorii keyfi yapiya gore piir tensordilr,

b. Piir tensorlerin toplamu plir tensérdiir,

c. Piir tensorlerin skalerle ¢arpimu piir tensor olur,

d. Piir tensérlerin simetriklestirme ve alternelestirme islemleri neticesinde bulunan
tensorler de piir tensorlerdir,

e. Piir tensoriin asil indislerine gore kontraksiyon iglemi yine piir tensér verir.

Diger taraftan, ¢ ve gplir tensdrlerse, ¢ ® ggarpimi piir tensér olmayabilir. (¢ — (0, 0)
tipli ise piir olur.) Eger bu ¢arpimda kontraksiyon varsa sonug piir tensrdiir. Ornegin ¢;;
(0,2) ve g**, (2, 0) tipli tensdrlerini alalim. Kontarksiyon sonucu

(g™ )0k = (g™ )l = (tag™ )} = (tng™) ¢}

olarak bulunur yani piir tensordiir.

f. Cebirsel II-yapisinn afinorlan
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SIS
S -,
w6
.3
I
@6
SN.
SIS
.3
Il
S
.3
wg
3 =,

plir tensorlerdir.

3.1.4. Cebirsel yapilara gore piir tensorler

*
M,,—r manifoldu tizerinde r-regiiler ITyapis1 verilmis olsun. Piir ¢t € ¥ }(M,) tensér
alani igin,

1 =t T (3.22)
o

o
yazilir. i = ua, j = vf ve m = kf olmak iizere
o b= 15 = 205
¢ o
olarak yazildigindan (3.22) esitligi,
tvﬁ‘P ko = t’zﬁ?f w o=
tia64Coy = thg6;Cog =
11002 = tigCly (3.23)
olur. (3.23) esitligi £° ile kontraksiyon yapilirsa
e Cey = tie
elde edilir. Burada, 7, = £7t%4 ile gosterilirse
ve =1, Cop = tyf = 1,0 Chy = 1, Cgp
veya
v = TC8, (3.24)

bulunur.
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Aym sekilde piir t € ‘f (M, tensor alam i¢in
iy i pm
emo g,
yazilir.Bu denklem ¢ift katli indislerle yazilacak olunursa

kovB © ';:sz — tuakﬂso Zg =

o T
k608 5}? ng — puakf 5;;050 =
tuﬂvﬂc:g = tuavche

olur. Bu esitligin Ag ile kontraksiyon yapilir ve 7% = %098 )\4 olarak alinirsa,

Tuv() Oc‘rxﬁ — tucwe Oop =

TuvBcr:a (pae — tuava (55 — fpuave (325)

esitligi bulunur. Burada cebirin Frobenius olmasi gerekir.

Daha yiiksek dereceli piir tensérlerin teskilini vermeden énce

o Oy
Bglmﬂp S Cﬁlal nglaz o ﬁ;—fﬁp (p > 2) (3.26)
B =Cg,, B3=63 (3.27)

gOsterimlerini yazalim. Bu sekilde ifade ettifimiz tensorler cebirin tagiyici lineer
uzayindaki tensorlerdir. Eger A, Frobenius cebiri ise, bdyle cebire karsilik gelen uzay
da keyfi kovaryant indisli tensdrleri tayin eder. Bu tensorler, Frobenius metrik tensorii
vasitasiyla

By g = B;f...ﬁs,\l...,\q_l‘P’\lal--- phioet (3.28)

Bg,..s, = Bg,..p5,.08, (3.29)

olarak yazilir. Bu (0, s) tipinde bir tensordiir. Benzer sekilde,
BY-o = B |l 1% (3.30)

1. Ag~]

bigiminde yazilabilir. Bu tensorlerin bazi 6zelliklerini belirtecek olursak,
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a. Bu tensorler hem alt hem de (st indislerine goére simetriktirler.Ciinkii, 6zel halde

By, = Cpy = Cy =By
oldugundan simetriktir. Ayrica,
BH =0k Cn

[24%2 918 %] Q10 ~ g03
oldugundan
Bg;alag = nglal Cgllas = Caﬂllﬂx Cg;a3 = Bgiaz(m (3'31)
olur.
b.
CouBhs = CouBg, ™.
A
= Cancglalcg;af" phe
A
= C),C5 5, Co e P
— RrX
= Buﬂlﬁg...soﬂlal""
_ /\(11...
 Fpbr...
esitligi vardir.Yani
A ROQ.. _ pAap..
OauBﬂl..l. - Bu,@:... (332)
yazilir. Ayni sekilde
CfuBoti.. = Biis,.. (3.33)
egitligi yazilabilir.
¢. Diger bir 6zelligi ise
oay..Q 101 ROl
Bﬂlmﬂa Ag = 30231---;3350 - B.Bll-".Bsq (3'34)
olmasidir. Ornegin,
Bgiagas = 05110'1 nglag

denklemini Ag, ile garparsak
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51 — (B o1
AﬂlBalazaa - Ca10'1 Caza;:, A61
— a1
= Payoy Cagag
= Balazag

sonucu bulunur.

Simdi iki dereceli piir tensorleri olustururken ifade ettifimiz metoda benzer olan
metodla keyfi dereceli piir tensoriin r-regiiler Frobenius II-yapisina nazaran tegkilini

Bedp _ QUIQUpQp UL UpT Q.. Op
t]]]q - tvlﬂl...vqﬁq - T'Ul"‘vq Bdﬁl...ﬂq (3'35)

bi¢iminde verebiliriz. Burada 7 fonksiyonlar1 adapte olmug bélgede tayin edilen keyfi
fonksiyonlardir. ¢ = 1 ve g = 0 oldugunda (3.35) esitligi Frobenius olmayan II-yapilan
i¢in de saglanir. (3.35) denklemi piir tensorler i¢in yazilir. Bu piir tensére, A, cebirsel
manifoldunda

® Uy w oy Uplp 8 Uy .. UpO
tvl...vq - tvlﬂl'--vqﬁq E7...E ")\al...AQp_leap — T’Ul...'Uq eo- (3.36)

cebirsel kemiyetleri karsilik gelir. (cebirsel oldugunu belirtmek igin?ﬁ ile gbsterelim).
Ozel bir hal olan vektsr igin

te= Teq
olarak yazilir. Diger taraftan

%

—_ ue UG 1 U __ Uug
i = ulal'—'SI ool Y& Oy = Oy €

u
olmak tizere ¢¢ tensorii doniistim kuralina gére
= Al
olarak yazilir. Buradan ¢ift kath indislere gegilirse,
U = AU U = gUoQ jua (3.37)
olur. (3.37) ifadesi ey ile kontraksiyon yapilirsa

o _ pvdyue _ qulo ~dd Jua
extt® = At = 5;°C2 t" ey

* !
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1v (3.38)

denklemi bulunur.

Simdi, (1,1) tipindeki tj.', tensoriinii alalim. Tens6ér doniisim kanununa gore
t?, = A;, Aﬁ'tj- olarak yazilir. Bu doniisiim ¢ift katl indislerle
Vg = Avp Al 1

= 57 CopSy” Cotati

o
olarak yazilir. Frobenius cebirinde ¢ = 737C2; ve 148 = 74 C%p oldugundan son
esitlik
747 Clg = S CpSi Ctamy” Co
bigiminde olur. Bu esitlik e, ile kontraksiyon yapilirsa,
T4 epep = Sy Cy St epeami? C2y
b ey = SWCL, ST Ce,
= 87 ClpSimieses
= 5%e,e9 5V,

U

= SbeyS¥t,
bulunur. Buradan
1, =susvt (3.39)

yazilir. Benzer muhakeme ile (g, s) tipli tensérler igin

' !
% UG s Ulon U

bt = GGy Slgut (3.40)
‘Ui-.. A — My ,vll-o. .

Ug Mo, 1.0

formiilii elde edilmis olur.

Boylece, r-regiiler Frobenius (¢ = 1 oldugunda Frobenius olmayan) Il-yapisina gore
t;‘l’;; tensdrii, miimkiin olmayan déniigiimler kiimesine nazaran (3.36) esitligi ile tayin
edilen cebirsel tensorler tayin eder. Aksine, (3.40)kuralina gére doniigen cebirsel
tensorler M, iizerinde (3.35) esitligi ile piir tensorler tayin eder. Eger r-regiiler II-yapisi
integrallenebilir ise M), ye aym zamanda A-holomorf manifold olarak bakilabilecegini
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ve buna gore de piir tensérler A-holomorf manifoldun tensorleri ile bire bir eslenecegi
gosterilmis olur. Bu halde, bazen piir tensérlere A-holomorf manifoldunun tensorlerinin
recllestirilmesi de denir. Piir tensorlere karsiik gelen A-holomorf manifoldunun
tensorlerinin genel halde A-holomorf tensérler olmayacag agikardir (Salimov 1992).

3.1.5. Holomorf tensdrlerin realizasyonu

M, (n = mr) manifoldu iizerinde integrallenebilir r-regiiler Frobentis II-yapis: verilsin.
I1-yapisina gére piir (p, g) tipli tensoriini alalim. Bu tensor izerinde

11 'Lp — i1 'Lp * 7.. ’l,p Z .. Jp
(I) kY, fk Om Cirda — Okt j, . T aJu90 Fonndy

p

+ D (Oup s = Omep ) 5 (3.41)
=1
3
((,o’l b = =gk t;‘l’J”—...— ;11 ;’ Vo € 11.)

m “n. ]q .

bigiminde tamimlanan ®-operatdriine Tachibana operatorii denir (Tachibana 1960).

Eger @ operat6rii komiitatif IT-yapisinin 1,03- afinoruna uygulanirsa, bu taktirde

Byt = O Omtl — Br (Y] h,) + 807 s, + (Orpl, — Omph)UT  (3.42)
= P} Ont; — PrOkYT + 1y, 050 — U Omip},
= N},

tensSriinii bulunur. (3.42) tensoriine Nijenhuis-Shirokov tensorii adi verilir.

3.1.3.Teorem: M, manifoldu tizerinde integrallenen r-regiiler Frobenius II-yapisi
verilmis olsun. Piir (p, q) tipli £ tensoriiniin holomorf olmasi igin gerek ve yeter

J1--dq
sart keyfi lokal koordinatlarda

1.8
@ 1% = (3.43)

olmasidir,
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Ispat: Adapte olmus lokal koordinatlarda
O Z‘Pfg = 0{Cls
4% [+4

olarak yazilir. (3.41)denklemi ile verilen @ operatdriiniin toplam kisimlari sabit
oldugundan bunlann tiirevi sifir olur. O halde (3.43) sartimt adapte olmus
koordinatlarda yazacak olursak,

g U 0. Uyt Uiy p S Uplt
51 8 Bt = 0 (0 57 55, ) =0
olur. Bu da sadelestirme sonucu

g WUpW 0] O 02
G20 (osar B, ) — B (1 Cotigr ) =0 =

0
GO0 (oo B, ) — B (Corinir Bl ) = 0

w,

seklinde yazilir. Buradan da

G2, (i By ) — Oty (miti B, ) = 0 (3.44)
bulunur. (3.44) ifadesi diizenlenirse
(CB atBTvl ’ZP'U) O)‘a.atg u] Up )Bglﬂla%q =0 (3.45)

sonucu bulunur. Bﬁj},lagq ifadesini Frobenius cebirinin birimleriyle kontraksiyon

yapilirsa
B:;]ﬂl = C )‘ a1 = Pup,

olur. Dety # 0 oldugundan dolay: (3.34) denkleminden parantezin i¢i sifir olur. Yani,
CgsatGTvl #qu = C}; 04Ty, Ty upA (3.46)

yazilir.



47

3.2, Liftler Hakkinda Genel Bilgiler

3.2.1. Tanjant demet

M, C* smifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M,, manifoldunun p
noktasindaki tanjant uzay Tp,(M,,) olmak lizere

T(My) = ) Tp(Ma) (3.47)
peEM,

ile tanimlanan T'(M,,) kiimesine tanjant demet denir (Yano and Ishihara 1973)

T(M,)' nin herhangi bir pnoktasi, yani p € T,(M,) igin M, manifoldu tizerindeki
T(M,)tabii demet yapisim tammlayan 7 :T(M,) — M, demet izdiigimii p — p
karsilik getirir. Yani 7(p) = p olur. 77(p) = T,(M,) kiimesine M,, baz uzaymn p
noktasindaki fibre (lif) denir. igin 7o f = idys olacak sekilde f: M, — T(M,)
doniistimiine T'(M,,) tanjant demetin sifir kesiti denir. Burada idy;, M,, manifoldunda
6zdeslik dontistimtidiir. Buradan agiktir ki, 7'(M,,) tanjant demetde kesit M,, manifoldu
lizerinde vektor alam demektir. f sifir kesiti M, de sifir vektor alanmi demektir. f sifir
kesiti M,, baz uzay: ile aymdir ve bu nedenle M, manifoldunun kendisi T'(M,)'de
diferensiyellenebilir imbedding (daldirilmis) altmanifoldudur.

M, taban uzaymin {U;z"} koordinat komsuluklar sistemiyle ortiildiigtinii farzedelim.
Burada (z"), U komgulugunda tammli lokal koordinat sistemidir. R®, R iizerinde n-
boyutlu vektdr uzayr olmak iizere 7 1(U) C T(M,)a¢ik kiimesi U x R™ direk
garpimina diferensiyellenebilir homeomorfizimdir. p € Tp(M,) (p € U) noktast (p, X)
siral1 gifti ile gosterilir ve X € R™ vektoriiniin bilesenleri, {8, } (8, = 5% ) dogal bazina
gore T,(M,)tanjant uzaymda p mn (y*) = (z*)h =n+1,..,2n kartezyen
koordinatlan ile verilir. U komgulugunda p = 7(p) nin koordinatlan (z") h = 1,...,n
ile gosterilirse p noktas: uygun (z*,z*) — p € 7-1(U) ile verilmis olur. Dolayistyla

71 (U) € T(M,) agik kiimesinde (z", z*) lokal koordinatlar sistemi elde edilmis olur.
Burada (z", z*) ya (z*) dan indirgenmis (elde edilmis) 7—(U') da koordinatlar denir.
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M, manifoldunun p = 7(p) noktasii ihtiva eden diger bir koordinat komsulugu
{U’, 2"} olsun. 7=1(U"’) koordinat komsulugu p ihtiva eder ve 7~1(U’) komsuluguna
gore p 'nin indirgenmis koordinatlar (=", %) olur. Buradan

' = 2" (z),
77 U (3-48)
{ zh = ——%’;: zh,

olarak verilir. % (), pnoktasindaki z', 22, ..., z" degiskenlerinin C*® simfindan olan
diferensiyellenebilir fonksiyonlaridir. (3.48) denklemi genelde

2P = 27 (z). (3.49)

olarak gosterilir. (3.48) denkleminin Jacobian matrisi

’ ) (4
Oz ¥ 7 o '
Ozhdzt Ozh

matrisi ile verilir. (3.48) doniislimiiniin ters doniigimii ise

o = oh(a),
7 77 3.81
veya
2f = zP(z'), (3.52)

olarak yazilir. (3.51) denklemin Jacobian matrisi ise

o0
(22 - ( 5 _) 5.59)

Ozt da? z ozt

olur. (3.50) ve (3.53) denklemlerinden det( 2% ) = (det((-,?—:%))2 > 0 oldugundan dolay:
T(M,) tanjant demeti daima y6nlendirilebilirdir.

M, manifoldu iizerindeki C*® simfindan (r,s)tipli tim tensér alanlarinin kiimesi

T (M,) ile ve M, deki tiim tensor alantarinin kiimesini ise 7 (M,) = i 17 (My,)ile
r,s=0

gosterilir. Benzer olarak T'(M,,)tanjant demetindeki tensor alanlarinin kiimeleri ise
sirastyla 7,7 (T'(My,)) ve T (T(M,,)) bigiminde gosterilir.
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3.2.1. Tamm: M, manifoldu iizerinde f : M, — R fonksiyonu verilmis olsun.
7 : T(M,) — M, izdigiimii olmak {izere

"f=form (3.54)

fonksiyonuna f fonksiyonununtanjant demetde dikey (vertical) lifti denir (Yano and
Ishihara 1973).

M, manifoldunun U koordinat komsulugunda lokal olarak w = w;dz’ile w, 1-formu
verilmigse tanjant demetde 7~ (U') koordinat komsulugunda cw ile gosterilen

w = wyt (3.55)
fonksiyonu tanimlanir. Bu tanima gore eger f, M,, manifoldu iizerinde bir fonksiyon ise
t(d f) fonksiyonu 7~1(U) koordinat komsulugunda lokal olarak

L(df) = (Bif)y* (3.56)

yazilir.

3.2.2. Tamm: M, manifoldu iizerinde X € T}(M,,) vektdr alam verilmis olsun. T'(M,)

uzayinda

X (1) =V (w(X)) (3.57)

ile tammlanan ¥ X vektér alanina X vektor alanimin dikey lifti denir (Yano and Ishihara
1973).

(3.57) denkleminden X vektdr alaninin dikey lifti, T'(M,,) tanjant demetde indirgenmis
koordinatlara gore bilesenleri

0
X = ( Xh) (3.58)
bigiminde olur. (3.58) estliginden herbir 7~ (U') agik kiimesinde
0 0
Vi=)=Y6)=—==8 .

olarak bulunur.
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3.2.3. Tamim: M, manifoldu iizerinde w € TY(M,,) 1-formu verilmis olsun. T(M,)

uzayinda
Vaw =Y (w;)V (dz) (3.60)

ile tamimlanan Yw € T(T(M,,)) 1-formuna w 1-formunun dikey lifti denir (Yano and
Ishihara 1973).

(3.60) denkleminden w 1-formunun dikey lifti, T(M,) tanjant demetde indirgenmis
koordinatlara gore bilesenleri

Vw = (w;, 0) (3.61)
bigiminde olur. (3.58) estliginden herbir 7~1(U) agik kiimesinde
V(dz") = da (3.62)

olarak bulunur.

M, manifoldu tizerinde S tensor alani

§=5%8,®..008, ®di®ds" ®..0dzH (3.63)

l]qu

olarak verilmis olsun. 7—(U') komsulugunda (z", a:ﬁ) indirgenmis koordinatlarina gore
vxS ve vS tensor alanlan sirasiyla

1xS = (X8 7)0;, ® ... ® & ®dz’ @ ... ® duh (3.64)
ve
18 = (V'S TV, ® .. ® 6, @ doh ® ... ® da's (3.65)

ile tanmlanir (Yano and Ishihara 1973). Eger S bir fonksiyon ise vx.S ve S sifir olur.

Keyfi X € T}(M,)ve S € T2(M,) veya S € TL(M,) igin (3.64) denkleminden
vxS ="V (Sx) (3.66)

elde edilir. Burada Sx € T°_,(M,,) veya Sx € T._;(M,)
Sx(Xoet, o Xy) = S(X, Xt oy X1) (3.67)

ile tanimlanmigstir (Yano and Ishihara 1973).
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3.2.4. Taninm: M,, manifoldu iizerinde f : M,, — R fonksiyonu verilmis olsun. T'(M,,)
tanjant demetde

°f = uaf) (3.68)

ile tammlanan © f fonksiyonuna f fonksiyonunun tam(complete) lifti denir (Yano and
Ishihara 1973).

3.2.5. Tanmm: M, manifoldu iizerinde X € T} (M,) vektor alam verilmis olsun. f, M,
manifoldu tizerinde keyfi bir fonksiyon olmak tizere, T'(M,,) uzayinda

°X°f=°(Xf) (3.69)

ile tanimlanan € X € S}(T(M,,)) vektor alanina X vektér alaninin tam lifti denir (Yano
and Ishihara 1973).

(3.69) denkleminden X vektor alaninin tam liftinin T'(M,, ) tanjant demetde indirgenmis
koordinatlara gére bilesenleri
A
°X = ( 2 ) (3.70)

y° as Xh
olur. (3.70) estliginden herbir 7~1(U) agik kiimesinde
€(8;) = b (3.71)

olarak bulunur.

3.2.6. Tamm: M, manifoldu iizerinde w € %} (M,,) 1-formu verilmis olsun. T'(M,)
uzaymnda

“w(€X) = (w(X)) (3.72)

ile tammlanan “w, 1-formuna w € 9(M,) I-formunun tam lifti denir (Yano and
Ishihara 1973).

(3.72) denkleminden w 1-formunun tam lifti T'(M,)tanjant demetde indirgenmis
koordinatlara gore bilesenleri

Cw = (ysaswi, 'U)z‘) (373)
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bigimindedir. (3.73) estliginden herbir 7~ () agik kiimesinde
C(dzh) = dyt = dzh (3.74)

olarak bulunur.

3.2.7. Tamm: M, diferensiyellenebilir manifoldu {izerinde V afin koneksiyonu verilmis
olsun. X € T}(M,) olmak tizere

HY =C¢X-v.,X (3.75)

ile tanimlanan X € TY(T(M,)) vektor alamina, X vektor alaninin yatay (horizontal)
lifti denir. Burada V,X = (VX)) olarak gsterilmistir (Yano and Ishihara 1973). .

M,, manifoldu iizerinde X vekt6r alaminin lokal birlegenleri X” olsun. (3.70) denklemi
ve V,X'in T(M,)tanjant demetdeki (z"*,z")indirgenmis koordinatlara gore lokal
bilesenleri

0
Vo = (ijth)

oldugundan dolayr T'(M,) tanjant demetde indirgenmis koordinatlara gore X vektor
alanimin 7 X yatay liftinin bilesenleri

X = R 3.76
- yJI‘;‘iX

bigimindedir.

3.2.2. Kotanjant demet

3.2.8. Tamm: M, diferensiyellenebilir n boyutlu manifold ve T%(M,)ise P € M,
noktasindaki kotanjant uzay olsun. Yani P noktasindaki Tp(M,,) tanjant uzaymin dual
uzayi olsun.,

T (M) = Tp(Ma)
PeM,

kiimesine kotanjant demet denir.
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M, taban uzaynin {U;z"} koordinat komsuluklar sistemiyle ortiildiigiinti farzedelim.
Burada (z"), U komsulugunnda tammh lokal koordinat sistemidir. R®, R tizerinde n-
boyutlu vektdér uzayr olmak tizere 7~ *(U) C T*(M,)agik kiimesi U x R™ direk
carpimina diferensiyellenebilir homeomorfizimdir. P € Tp(M,) (P € U) noktas:
(P, p) swrali ¢ifti ile gosterilir ve p € R™ kovektériiniin bilesenleri T, (M) kotanjant
uzayinda dz" dogal kogatiya gére P nn (p;) birlesenleri ile verilir. U komgulugunda
P = w(ﬁ) noktasinin koordinatlan (z*)h =1,...,n ile gosterilirse P noktast uygun
(z*,pi) — p € n~}(U) ile verilmis olur. Dolayisiyla 7~1(U) C T*(M,,) agik kiimesinde
(z", p;) lokal koordinatlar sistemini elde edilmis olur. Burada (z", p;) lokal koordinatlar
sistemine (z") dan indirgenmis (elde edilmis) =7 !(U) koordinat komsulugunda
koordinatlar denir.

p = pidz’ 1-formuna T*(M,)kotanjant uzayin temel 1-formu denir. ptemel 1-
formunun dp dig diferensiyeli 2-formdur ve 7~ (U) komsulugunda

dp = dp; A dz (3.77)
olarak yazilir. Bu nedenle

dp = %SCBCZ:UC A dz? (3.78)
yazilirsa

_( o &

(L£cB) = ( 8 0 ) (3.79)
elde edilir. (3.79) matrisi regiiler oldugundan £84L5p = 64 olacak sekilde £54 ters
matrisi vardir ve bu

0 —éf
BAy _ i
(£7%) = ( 5§ 0 ) (3.80)

bigimindedir (Yano and Ishihara 1973).

32.9. Tamm: M, manifoldu tizerinde f: M, — R fonksiyonu verilmis olsun.
7 T*(M,) — M, izdiisiimi olmak tizere
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Vi=form (3.81)

fonksiyonuna f fonksiyonunun kotanjant demetde dikey lifti denir (Yano and Ishihara
1973).

Béylece tanimdan Pe TH(M,) olmak iizere

V#(P) = f(P)

elde edilir.

3.2.10. Tamm: w € TY(M,,) olmak lizere lokal birlegenleri
w4 = wpghA (3.82)

olan T*(M,)kotanjant demetinde vektér alani elde edilir. Bu vektdr alammna M,
manifoldunda w 1-formunun dikey lifti denir ve Vw ile gosterilir (Yano and Ishihara
1973).

Vap dikey lifti T* (M, ) kotanjant demetde indirgenmis koordinatlara gére

Vw=(0) (3.83)

w;

birlesenlerine sahiptir. Agikca ¥ w bir dikey vektor alamdr.

3.2.3. Tensor demet

M,,, C* siifindan n-boyutlu diferensiyellenebilir bir manifold ve M,, manifoldunun Q)
noktasindaki (p, g) tipli tensér uzay 77 (@) olsun.

(M) = T2(Q) (3.84)
Qe

ile tanimlanan T?(M,) kiimesine tensdr demet denir.
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M, manifoldu {izerinde 7 : TP (M,) — M, tabii izdiisiimii verilsin. M;, manifoldunun
bir @ noktasmin U koordinat komsulugundaki lokal koordinatlan 7, j = 1, ..., n olarak
verilir. @ € M, noktasindaki T?(My) nin bir eleman: olan (p,g)tipli ¢ tensdriiniin
lokal ifadesi

R z”) (7, :c’), o =t

Jiedo 111’3—n+1 .+ P

bi¢gimindedir. Burada t]1 J" , t tensoriiniin 9); tabii ¢atisma gore bilesenleridir. TP(M,)
nin 71(U)koordinat komsulugunda lokal koordinatlar olarak (z7, z7) ifadesini

alabiliriz.

M, manifoldu iizerindeki koordinat  doniigimii M, : 27 = z7(z7) bigiminde
oldugundan TP?(M,) demetinde karsilik gelen koordinat déniigtimii

{ zl = mj' (mj)
= % ...t (#) A0 .7
7 t], —A%1 Ai:AJI A],t1 ? Aé)Aé,)xJ,

J1e-Jg

(3.85)

biciminde olur. Burada A(Z Ag,)) A WA ”A’1 AJ:“, Al =% A] = a"" > olarak
alimmistr,.  J = (4,5), J =1, ..,n n”*q t&)) = t;cl _"i,’:q olmak  f{izere, (3.85)

denkleminin jacobiyan matrisi

, i i
(—3xJ) (% = ( A Y ) (3.86)
1= o7 oF 0 5.0 4 ) 40) '
Oz & &= B4 AG) AR AD,

olarak verilir.

F(M,), M, manifoldu iizerinde C* smfindan reel degerli fonksiyonlarmn halkas:
olmak {izere, C*® smifindan (p, q) tipli tensér alanlarimn F'(M,,) tizerindeki modiiliinii
TP(M,) ile gosterilir.

Eger o € T(M,)ise kontraksiyonla TP(M,)uzayinda co: fonksiyonunu tammlanir.
U(z') C M, koordinat komsulugunda o mn lokal ifadesi

a=al" 143,1 ®..80;,®ds" ®...® dx'

111,

bigimde ise wa, n~1(U)koordinat komsulugundaki (z°, mg) koordinatlara gére lokal
ifadesi
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reveGg 4i1mp

L= .49

olur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

4.1. invariant Alt Manifold Uzerinde Tachibana Operatorii

M, manifoldu tizerinde II- yapisi verilmis olsun. M} alt manifoldunun

ot =ai(ut) i=1,..,n A=1,..k, rank(—a%) =k
esitlikleri ile verildigini kabul edelim. Herbir z € M} noktadaki k-boyutlu By teget
diizlemindeki vektorler '
_ Oz
 ouA’

T A=1,..,k

seklinde ifade edilir. M} manifoldu invariant altmanifold ise, bu durumda Bj teget
diizlemi,
vt H'z’l}i =™ Vo ell
doniigiimiine gore invaryant kalmis olur. Bu ise,
=i TP € By, Vg €11
seklinde gésterilir (Tachibana ve Kato 1962). Buda
onTy = 94TE , Vp €1l (4.1)

olmasina denktir.

©§ afinoru, Mj altmanifoldu iizerinde yeni bir poliafinor yapisi olusturur. Bunu
I, = {¢S} scklinde gosterelim. Bu yeni yapiya verilen II-yapisma nazaran
indirgenmis yapt denir.

fla '“a"z"p € T(Mn)a gla "‘7@7‘ € T(Mk)r 61) "'7£q € T*(Mn)3 My s € T*(Mk)
olmak tizere

Z = t(fly L) fp’ .7717 seey y'r; 617 ey gq’ My ey 77.9)

multilineer fonksiyonunu gézoniine alalim. Bu multilineer fonksiyona karsilik gelen ¢
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tensériine (g, p; s, r)tipli karigik tensér veya baglayici tensér denir (Salimov ve
Magden 1999).

M, invaryant alt manifoldunda t;ll ’J"’; A (p,q;7,s) tipindeki karigik tensoriiniin
(Ju » Bw) sifti igin
i1edpAy A _ i1..dpA]. _ 2 ()(A)
@3, ]1...72...%31 B, = ‘PB, 1 JI;Bl...E...B t(J)(B) , Vo € IL

sart1 saglanirsa bu t?;((‘g)) tensoriine bu ¢ifte gore piir denir. Eger tg))%é)) karigik tensorii

tiim ¢iftlere gére piir ise bu tensore piir tensor denir. O halde le tensériiniin piir tensér
oldugu (4.1) esitliginden goriiliir.

* DT
Piir kanigik tensoriin ¥, (M) modiilii tizerindeki Tachibana operatorii

«(2)(4) i
(04 _ ()(A) 1 4(8)(A)
@xt()\(5) = PROBI()5) ~ OKte +Z(3zu Pkt ms  (42)
i..mip(A i) (A
+Z alsom m(pl TKt(lJ)(B) 4 )+Z(aBu'(pg)tE;))(Bl)‘--EmBs
=1

Ay Ayry,(DA1...E.. A,
DICTEEL RN
=1

biciminde tamimlanir (Tachibana 1960). Bu opertatér ile tayin edilen tensor
(p,g;r, s + 1) tipindedir. Ozel halde k = noldugunda (4.2) ile verilen operatér M,
manifoldu iizerinde Tachibana operatérii olur.

Simdi,
a(9)(A) ()4 SN O al)A) (g A
Bty t i) = (Brtlys) W S+t Bt S5h)  (43)

«1,0
esitliginin dogrulugunu gosterelim. Hesaplamanin kolayhig1 icin ¢ € T, (M),

£0,0
t' € T ;(M,) alahm. (4.1) esitliginden
thtapPl = thtyowh = tsticws

yani,
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/ 0,0
atep € Tpo(My)

oldugu gorilir.
O (thtnp) = eROE(ththp) — Ok (Pthtsp)

+ (OapR)thtus + (089K )t ter (4.4)
oldugunu (4.2) esitliginden yazlir. (4.4) ifadesinin sag tarafindaki terimler

a1 = pgO(tht,p) = 0% (Orth)tep + R4 Ortyp
*Q
ay = — Ox(pthtes) = — (Bxta)tep — P4tEOKTLR
»*Q
= — (Oxta)t,p — 5t 0ktyp

*0 *
= — (Okty)tup — thOxt'ss + (Ox v} )thtun

a3 = (OapR)tste + (OpPE)tatss = (Bapi)tht.n

+ (8o, — B} ) Tkttt p — (105 — Omp}) Tt ity
+ (Op9R)thter = (BapR)thten + (Oiph — Omp}) Tkt i ten

+ 15 (8upi") Thetrp + 14(889% ) tor — (Ox¢5)thtus
bigiminde gosterilir ve bu degerler toplanirsa,

P (t5typ) = (Pxty)t,p +t5(Pxt,p)

esitligi elde edilir.

4.2. Riemann Metrik Tensoriiniin $-Tensér Olmasi Sarti

(Va, 9) Riemann manifoldu ve g, ®xg;; =0 sartim saglayan piir esas tensor olsun.
g gi; = 0 sartim saglayan g tensoriine (V;, g) Riemann manifoldunda ®-tensérii denir
(Tachibana 1960). Bu manifoldun invaryant alt manifoldu olarak V;, C V,, alalim. Vj
alt manifoldu tlizerinde

ozt

948 =TjThgi;, Ty = oW

esitligine gére g4p Riemann metrik tensérii indirgenmis olur. $imdi g4 p tensériiniin
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I, = {¢%} yapisina gore piir oldugunu gosterelim. (4.1) esitligi ve g;; tensoriiniin piir
olmas1 kullanilirsa
v ok = ok Tk Thoi; = 04 TiThas

= (p;TAnTégmz = SDIETZL }i{gmi
= o894k (4.5)

bulunur. Bu da V;, altmanifoldu iizerinde alinan g4p5 tensoriiniin piir olmasini gosterir.
(4.2) denkleminde verilen Tachibana operatorii g;; tensdriine uygulanirsa,

Pk gi; = PEOrgi; — 3}{5@' + (8:!) Tk gmj + (0567 Tk Gim
= ‘PETéalgij - TII{ al-alj + (Gt )T}(gm] + (81901 )T}{gzm
= W?T}l(amgu TKalgz] + (O] ) K9mj + (aJQOl )TIl{gzm
= Tk ®19;;
esitligi yazilir. Buradan da

@Kgij = Tfl{fblgij (46)

bulunur. ®;g;; operatdrii V,, manifoldunda Tachibana operatoriidiir. Ayrica le tensorii
piir tensor ve

0%zt 8%zt
OuBOuA — OuAOUE

0T, = = O4T%

oldugundan, (4.2) esitligine gdre ®-operatdriinii, 77 tensdriine uygulayanacak olursa

STy = ¢i08Ty = Ok (P4 Th) + (Baek)Th + (O1pm — Omp)) T TR } @
= BA(PETE) — Ok(@5Th) + (Biphy — Omeph) TR T
yazilir. @ BTt = <,oz TJ sartin dikkate alinarak u4 ya gore diferansiyeli alinrsa,
Oa(wRTE) = 0a(#iTh) = (Bae))Th + ©30uTE = (O} TETh + ¢}04Tk
veya
Oa(PETh) ~ (Op))TETh = ¥304Th (48)
bulunur. (4.7) ve (4.8) esitliklerinden
ST =0 (4.9)

elde edilir.
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4.2.1. Teorem: (V,,g) Riemann manifoldu tizerinde II-yapisi verilmis olsun. g esas
metrik tensdrii bu yapiya gore ®-tensér ise bu manifoldun  bir Riemann
altmanifoldunun esas metrik tensorii de ®-tensoriidiir.

Ispat: g;; metrik tensoril igin ®;g;; = 0oldugunu kabul edelim. (4.3), (4.5),(4.6) ve
(4.7) formiillerini kullanirsak

Drgap = Dk (T4Theij)
= (®xT%)Th9i + Ta(@xTE)gii + TiTE(®xgij)
= T T (®xgis)
= Ti T T @19
=0

bulunur.

M;, C M, manifoldunun altmanifoldu, invaryant altmanifold (¢%,T7 = @GT¢) ise
(PhTE)PE = Pin(T8PR) = PneTTh = 07 0nTs = (PR TR)¢k

yani, ! T (vaya ¢§T%) tansorlerin piir tensérler olduklan kolayca goriiliir.
m* A A

(4.6) denkleminden benzer olarak
okl = Thbip} = Ty Nf; (4.10)

yazilir. Burada N, l"j-tensiirii Nijenhuis tensériidiir (Kruchkovich 1972).

(4.2) operatori @t TTplr tensrine uygulamirsa, (4.3),(4.9) ve (4.10)
denklemlerinden

Bx(phTH) = Ox(P5TE)
veya
T3 Ty N = TeNga (4.11)

oldugu bulunur. (4.11) deki Ng,tensérii IL,-yapist igin Nijenhuis tensoriidir.
Dolayisiyla (4.11) esitliginden su sonug ¢ikar:
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4.2.2. Sonu¢: My, M, nin invariyant altmanifoldu olsun. Eger Nl’] Nijenhuis tensorii

sifir ise N‘g 4 tensori de sifir olur.

4.3. Hemen Hemen Holomorf Doniigiim

4.3.1. Diffeomorfizmlerin 6zellikleri

M,,C*® smfindan nboyutlu diferensiyellenebilir manifold olsun. Tp,Q € M,
manifoldu tizerinde (1, ¢) tipli tensér uzay: olmak tizere

TH(M,) = To
QeMn

kiimesine M,, manifoldu tizerinde (1,q)tipli tensér demeti denir. Bu demetin tabii
izdtistimii 7r : qu(Mn) — M, ile gosterilir.

My, — M, doniistimii (diffeomorfizmi)

N (z)
bigiminde tamimlanir. Bu donisimiin  dpdiferensiyeli p* : T(M ) — T(M,)ile
gosterilir. Bilindigi gibi p*dontiglimiinii lokal koordinatlarda ( ) Jakobiyen matrisi
ile ifade edilir. Diger taraftan p*, 'm tensér demetlere geniglemesi adlandirilan
dontisiimii de p* ile gosterelim. Bu geniglenmis doniigtimiin yardimiyla

.o .
63:’1 Oz 8z Ozl .4,
T 0zt 9zh Ozh  Ogh i

(w8)5

olmak tizere (p,q)tipli S € 7P(M,)tensér alamndan, yeni bir aym tipli
p*S € TP(M,)tensér alam bulunur. Bazen p*S 'ye Stenstr alanmin p

diffeomorfizminin yardimiyla taginmasi da denir. Boylece genislemis p* doniisiimii

" TH(My) — TP(M)

olur. Bu calismada p=1 kabul edilmigtir. p*:T}(M,) — T} (M,) déniistimiiniin
du* : T(Ty (My)) — T(T; (M,)) diferensiyelini (uu*)* ile gdsterecegiz.
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p* 2 T} (M) — T (M,) déniisiimii lokal olarak

. mi‘___wi'(mi)
Mo {4l (4

) . ]
2t =ty (b 4) =ty (2"

bi¢iminde ifade edilir. u* doniigtimiiniin Jakobiyen matrisi ise

. I it_'_ ozt
(al) = (22 ) = [ o o
I oxT o 8z

oz o7

olmak iizere agik sekilde

o = 2z, 0z, =0

0F _ oAb Ab ARy 04 _ abab ab (4.12)

g =T 6ZI(AI,IA1-1.. A'Zq) 5;17 - AlaAil.“Aiq
bi¢iminde yazilir.
Her bir ¢ € 7(M,) (1, 1) tipli tens6r (afinor) alam kullamlarak

,  Or' Ozl
Fua)l = - —— (" 13

yeni bir (1,1)tipli u*p € T;*(M,)afinor elde edilmis olur. Eger cebirsel II-yapisinin
Y € Ilafinoru igin
i

(.“*90)? =@j

ise, yani (4.13) esitligine gore

ozt -
pA=Ap, A= (ami),so=(90§-)

oluyor ise, bagka bir ifade ile Scheffers sartlar1 saglaniyor ise, bu x doniigiimiine II-
yapisina gére hemen hemen holomorf déniigtim denir.

4.3.1.Teorem: M, diferensiyellenebilir ~manifold {izerinde w: M, — M,
diffeomorfizmi verilmis olsun. ¢ € 7;*(M,,) olmak iizere

(u*)* Co = (o) (4.14)

olur.
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Ispat: Ispat icin
() Co)l = A A3, C0% = ()]

oldugunu gostermemiz yeterlidir.

@ € T;}(M,) tensér alaninin piir alt demet boyunca tam lifti,

q
Ol = (Bt )ty i, — D _(Bui)t , i — (Bupd — 8ol ), s,
a=1
olmak iizere
C,i C, i ; ~
ot Ot i 8.8,

olarak yazilir (Salimov 1994). ((u*)* € )7, ifadesi agik bir gekilde yazilirsa,

(1) )5 = () %)y + (W) O + ()" C)} + (1) )
olur. (4.12) ve (4.15) denklemleri dikkate alinarak, bu tam liftin terimleri ayr1 ayn
incelenirse;

() Co)s = (o)
(w) o)y =0

() )y =)y
esitlikleri bulunur. Son olarak
()" o)} = AL 4] O+ ALAL Ol + AL A, Ol + AL A O

ifadesinin terimlerini ayr ayn yazalim. Kolaylik agisindan 6zel olarak (1, 1) tipli tensér
demet i¢in gosterilecek olunursa

an = t}(8,A3) A} AL, arz = th (B, A} )A“AJ,QOJ
an = AL AL AGt3 0.0} an = — ALA} AYth8, 05
as = Ah'A“Aj"t (07 ARSIl ax = A AL AL (8, A7)8) of

esitlikleri bulunur. Diger taraftan,
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“(Wre)y = 15000 — ty 05
yazilir. Terimler ayn ayr diizenlenirse,

by = (aa’A )AJ"PJ z’ , bz = (aa’A] )A hta b1z = (8 o/ P )Ah’AJ ta

.77"

by = (8 AL )AL 3l by = -(8y AL) AZ @l oy = ~(8y %) AL At
olur. Baz1 hesaplamalardan sonra asagidaki bagintilar elde edilir:

(mrmmihet @i
Ornegin asagida a;; = by; oldugu gosterilmistir.
an = t1(8, Azl)Ah Ag"PJ
th A¥ - A (0O, A’l)A’ Aago]
= —th AL (8.AL) ALt
= —th 438, AZ) ALt
= — (0, A2) AL 5tk

= by

Bu sonuglarda teoremi ispatlamaig olur.

4.3.2. Teorem: M, manifoldu tizerinde cebirsel II-yapisi verilmis olsun. y : M, — M,
diffeomorfizmi II-yapisina gére hemen hemen holomorf ise genislemis p* doniigiimii
qu (M,,) manifoldunda CII-yapisina gére hemen hemen holomorf déniistimdiir.

Ispat: Cebirsel II-yapisiyla M, manifoldu fizerinde u: M, — M, hemen hemen
holomorf d6niigiimii verilmis oldugunu kabul edelim. Yani

pro = (4.17)
[0 3 44

olsun. 4.3.1.Teorem ve (4.17) esitliginden dolay1
W) Cp = (u"e)
[0 [+
= Cgo

o
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yazilir. Diger taraftan, °II = {€¢} yapisi T}(M,) tens6r demetinde piir alt demet
24

boyunca cebirsel yap: tayin eder (Salimov 1996). Dolayistyla, qu (M,,) tensér demetinde
u* genislemis doniigiimii CTI-yapisina gore T,}(Mn) manifoldunda hemen hemen

holomorf déniigiim olur.

4.4. Tensor Demetde Kesit Boyunca Vektér Alanmin Tam Liftinin Taginmasi

4.4.1. Kesit boyunca tam lift

M, manifoldu {izerinde £ € TP(M,) tensor alam verilmis olsun. 7 o o¢ = idyy, olacak
sekilde o¢ : My, — TP(M,) doniigtimiine { ile verilmis kesit denir. Burada  tabii
izdiigtimdiir.

o¢ doniistimi, p € M, noktasina p — €, tensoriinii karsihk getirir. o¢(M,)kesiti,
TP (M, ) nin n-boyutlu bir altmanifoldudur. Diger taraftan £ tensér alam 521‘_'_'_lgq (z¥) lokal
birlesenlerine sahipse, TP(M,)tensdr demetin o¢(M,) kesiti (z, xz) koordinatlarina

gore lokal olarak

bigiminde ifade edilir. (4.18) denkleminin z7 ye gore diferensiyeli, o¢(M,,) kesiti B;ile
gosterilir ve n-tanjant vektor alamm verir. B;vektor alant, TP(My) demetde {0y, 95}

k=g

bl
F= 4 )

k

8 8
I

i

(4.18)

tabii gatiya gére
ozK 5;9
Bfy=(7—)= 4.19
B =) (6;- o (419
bilegenlerine sahiptir.

Diger taraftan fibre, lokal olarak
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z* = sabit
fhody _ hdy (4.20)
ki, = Ckykg

bigiminde ifade edilir. Burada tll'_'.'.l,f;q parametreler olarak g6z6niine alinmigtir. Boylece

(4.20) denkleminin z/ = t;l J" ye gbre diferensiyeli, fibrenin C; ile gosterilen n”*4-

tanjant vektdr alamm verir ve T} (M,,) demetde {0, O } tabii gatiya gore bilesenleri

X 0
N )_( ) 5.0 6.8 (421)

bigiminde olur.

7 1(U) C TP(M,) komsulugunda o¢(Mp,)kesiti boyunca Bjve C; , n+ nP+i-lokal
vektor alanlarim gbzoniine alalm. Bu vektdr alanlan og(M,) kesiti boyunca {B;, Cs}
ile gosterilen lokal bir ¢at1 ailesi olugturur. Bu gatiya 7~!(U) koordinat komgulugunda
adapte olmus (B, C)-¢atis1 denir.

V C TP(M,) vektér alanimin (p,q) tipli tensér demetinin o¢(M,) C TP(M,)kesiti
boyunca TP(M,) demetine °V tam liftinin {B, C'} ¢atisindaki koordinatlarinin

= (V%, — Lygl¥ (4.22)

2...%

biciminde oldugunu gosterelim. Burada Ly, V vektor alam boyunca Lie
diferensiyelleme operatériidiir. ¢ = 1,...n, i = n + 1,...,n + n?*? olmak tizere {5;, 6;}
dogal catisinda V € Tj(M,) vektdr alammin TP(M,) demetine o¢(My,) C TP(M,)
kesiti boyunca tam lifti

4 = (Cyh,Oyhy = (vh, Zs’l"""""’a vh - Zehl...m...h 8, V™) (4.23)

p=1
bigimindedir (Salimov 1994). (B, C) ¢atisinda €V tam lifti
CyA=Cyip 4 CyicA (4.24)
olarak yazilir. (4.24) esitliginde A = h alindiginda,
Cyh = Cy igh = Oy b

olur. (4.23) esitliginden °V » = V* bulunur. A = K aldindiginda ise
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9 ~. T ~Ne T

RCATED S AR R
=1

= Vot +OVE

elde edilir. Buradan

VE= —Lygih

bulunur. Béylece €V tam lifti
OV = VB, + (- Lv&i )C;

bi¢iminde yazlir.

4.4.2. Killing vektor alam ve tam liftin taginmasi

Vn, n-boyutlu Riemann manifoldu olsun. V, iizerindeki T7(V,)ve T7,, 1 (Vp) tensor

demetlerinin

FiTP(Va) = T2 (Va), (0 =4/ (2FK); [,K = 1,...,n + nP*e

diffeomorfizmini
yi =z = §izk
i ! Ll ipghy ok
y = tz]21 ';P = Gi 1t]1132]zp gil 1t L p(s;: 6:6_7'11---6]': (4.25)
k
- ng1512 ---6lp 6j11.'.6jq :B

un

seklinde tanimlayalim. Burada isareti indisin g;;metrik tensérii yardimiyla
indirilmesini ve z* = t;ll"'.‘.l,’;q kisa yazihsiu ifade eder. p=1,¢g=0ve p=0,¢=1
0zel hallerinde (4.25) ile verilen diffeomorfizmi tanjant ve kotanjant demetlerin

diffeomorfizmi olur.

(4.25) esitliginden,
Byz

@ _gzh&;: 61%(5]:1 61&

n Je?
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oy’ fhiaed Ly
_ 132'-~Zp _ . 122..'.21,
0= G 6:1:’“( int;,. g )= 8kg’tl1tj1...]q

oldugundan dolay1 (4.25) doniisiimiiniin Jakoniyen matrisi
o oy
) — 62’? dz*
) i
o o
" 0
0 ga, 607886

olarak yazilir.

4.4.1, Teorem: V, Riemann manifoldu olmak tizere f:77(V,) — T;’;ll(V}L)
diffeomorfizmi verilmis olsun. V' € T (V,,) vektor alaninin f diffeomorfizmine kargilik

gelen TP (V,,)'de kesit boyunca tam liftleri CV; ve T:;l (V,,)'de ki kesit boyunca tam lifti

CVyolsun. Vs = £,V (yani €V, Vi liftinin f yardimiyla taginmasi) olmasi igin
gerek ve yeter sart V' vektor alanimin Killing vektor alani olmasidar.

Ispat: V = (V%) € T3 (V,,) vektér alam
Ly gij = V0,05 + 9ajOV® + 9:aOiV® = 0
veya
ViVagij + 003ViV® + 0iaV;V® = ViV + Y,V = 0

esitligini sagliyorsa Killing vektdr alam adim alir (Yano 1965). Burada Vi, Riemann
konneksiyonda kovaryant tiirevdir.

82408, W8
é-2121 ; 9“15 Jl;

(f diffeomorﬁzminde T?(Vy) demetinin g i ] kesitine kargilik gelen Tf;ll (Va)

demetinin § ? kesiti) i¢in (4.22) formiilii kullamlarak,

7'].7

v, = (VF, — (4.26)

5111 Ja
yazilir. Lie tiirevinin 6zeliklerine gore,

g miy...0 m’tz 4
L é.111 Jp g""'LVle Jq p+(ng7,m) 1 Jqp
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olur. Bu degeri (4.26) formiiliinde kullanilirsa,
Vo= (V' = ginLv€l 25" — (Ly gim)Ep s (4.27)

= (V% = gimLv€} %) + (0, — (Lvgim)&js ")

= [ CVI + (0, — (Lngm)é.;?n]qu)
bulunur. Lokal koordinatlarda f, diferensiyeli ( gz%) Jakobiyen matrisi ile verilir. V
vektor alam Killing vektdrii ise, yani Ly g;; = 0 ise (4.27) esitliginden

C1/2 — f* C‘/l

olarak yazilir. Tersine €V, = f, €V; ise (4.27) esitliginden Killing vektsr alam oldugu
gorilir.

Ayrica, (4.22) ve
Lixy) = [Lx, Ly]
formiilii (Kobayashi 1963) kullanilarak,
°IX,Y]=[°X,°Y], VX,Y € T}(V,) (4.28)

esitligi yazilir. ¢«(V,), V, tzerindeki Killing vektor alanlarimin Lie cebiri (Kobayashi
1963) olmak iizere V, W € +(V;,) elamanlan verilmis olsun. 4.4.1. Teorem'e gore

CV2 = f* CVI
W, = f.W;

yazilir. Ayrica
[CVa, CWa] = £[°W1, S W]

olacag agikardir (Kobayashi 1963). (4.26) esitligi g6zoniine alinarak

[V, W] = [V, W]
ve

V2, “Wo] = OV, W]
yazilir. Buradan V V, W € +(V},) i¢in

WV,Wl = £.°[V,Wh (4.29)

formiilii elde edilir.
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4.5. Tensor Demette Tiirevlerin Liftleri

4.5.1.Tensor alanlarm vertikal lifti ve ~y-operatorii

451 Yardimer Teorem: X Y € TP(My)olsun. Her o € TF(M,)olmak lizere
(La) (La) ise X = ¥ olur.

Ispat: Eger Z (ta) = ()} - }7)([,0!) =0 olarak yazilirsa Z=0 oldugunu gostermek
yeterli olur. Z nin 7~!(U) koordinat komsulugunda (z7, z7) koordinatlarina gére Z 7
bilesenleri

Z(La) ALY (on1 Jaghtpy Z’(’)‘-(o/l T gy (4.29)

1.0 " J1edg ey “J1eedg

7 1.8 J1-- .7q ] Ji- .7q_
—Z b 5050 +Zazli 0

olarak elde edilir. o € fig(Mn) keyfi olarak alindigindan dolay1 (4.29) (homojen lineer

denklem sistemi) esitliginden

Zifih —o 7i=0 (4.30)

J1-Jq
yazilir. (4.30) nin ilk denkleminde eger T7(M,) demetinin tiim noktalarinda t;llz nin
tiim bilesenleri sifir olmayacagindan ve 2 bilegenleri siirekli olmasindan dolay1 M,, baz

~ ~J
manifoldu iizerinde Z ¢ = 0 olur. Béylece 7*(U) nun tiim noktalarinda Z = 0 yazilir.
(4.30) denkleminin ikincisi de dikkate alindiginda 7~ (U') komgulugunda Z = 0 oldugu

bulunur. Boylece T7(M,) demetinde Z=0 yazilir.

A € TF(M,)olsun. o € TI(M,) olmak tizere
VA(a) = a(A)or =V (a(A)) (4.31)

esitligini saglayan ¥ A € TF(TP(M,)) vektor alamna A vektdr alaninin TP(M,) tensor
demette dikey lifti denir (Ledger ve Yano 1967). Burada Y (c(A)) ifadesi
a(A) € F(M,) fonksiyonunun dikey liftidir. Diger taraftan f € F(M,)keyfi
fonksiyonunun ¥ f = forr dikey lifti 7~(p) = T?(p) fibresi boyunca sabitdir.
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VA=VAkg, +VAF 8; olarak yazilirsa, z* = tl‘ l" olmak iizere (4.31) esitliginden

szlzp F1eeg V ik 1 — o kikg qlidp
Ajljaa,‘lz_"‘ Aall = lI lpA k

sonucu elde edilir. 4.5.1.Yarduimci Teorem'in ispatinda kullanilan benzer yoéntemle
TP(My,) nin (27, 27) koordinatlarina gére ¥ A vertikal liftinin bilegenleri

VAI 0
v = - =
A= (VAJ‘> ( e 3’2) (4.32)

olarak elde edilir.

@ € TH(My) ve & € (M) tensdr alanlarinin lokal koordinatlarla ifadesi

9 .
<P=90§57®d$’,

0 0

®

5 é.]] Jq a Zl . 8xzp ® dm]l ® ves ® dqu

olarak verilmis olsun. T?(My) tensér demetde 7~* (U) koordinat komgulugunda (7, z7)
koordinatlarma gore v ve vy vektor alanlarin sirasiyla

Yetp = (Z zi...;r;.--ip z,\> 6(3:1 , (p=>21,¢2>0),

(4.33)
’YESD = (Z ]Lumqu"p]p) 6:1:1 ? (p 2 0’ q 2 1)
ve
P P
wo=(Shiveh)d, G2Le20,
. 'y N (4.34)
Ve = Z:ltjiiliﬁz...jqwz,‘ 2, (p20,¢>1)
#:
olarak tanimlayalim.
(4.32) ve (4.33) denklemlerinden
Tep =" (¢) (%‘P = V(S’Bg))’ (4.35)

esitligi elde edilir. Burada ¢ € F(M,) ve @, € T2(My) tensdr alanlanmin U C M,
koordinat komsulugunda z7 koordinatlarina gire lokal ifadesi sirasiyla,
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L imeiy, 0 0 . .
‘Pg = (;611](] pSo:’;‘L) azzl ® e amzp cee ® dqu,
21...2
Pe = (Zfﬂé;{ﬂ;ﬁ) azn @ ® 5.4 Q.. Rdzxh
IL:

bi¢imindedir.

(4.33) ve (4.34) denklemlerinden, 7~1(U) € T?(M,,) koordinat komsulugunda (27, 5

koordinatlarina gére y¢ ¢, '7§g0 ve 7o, v ifadelerinin bilesenlerini sirastyla

0
'yf(p——— Z 21...;::...1’, i )

% Y= z, K
¢ ( _71...:1,..._7‘,90]# )

olarak bulunur.

4.5.2. Tiirevlerin tam liftleri

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

M, diferensiyellenebilir manifoldu iizerinde tiim tensdr modiillerinin direkt toplamim

o0
T(M,) =) T2(M,) ile gosterelim. Asagidaki 6zellikleri saglayan
pg=1

D:%(M,) — T(M,)

doniigiimiine M, manifoldu tizerinde tiirev operatorii denir:
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a) D(aS 4 bT) = aDS + bDT, VS, T € TP(M,), a,b € R,

b) D tensér alanminin tipini korur,

DTN T)=(DPNH)RTy+ T ® (D), VI, T € T(M,),
d) D(cT) = ¢DT, c-kontraksiyon.

Tensor tiirevinin tanimindan, M, tizerindeki (1,1) tipli I = (6;'-) birim tensor alan i¢in

DI =0 (4.40)

bulunur.

M, manifoldunda D operatdrii igin,
pf =Df, f e F(M,) (4.41)

olacak sekilde bir p vektér alan1 mevcuttur.

Eger M, nin herhangi bir U koordinat komsulugunda
D(6;) = QFoh (4.42)
olarak alinirsa (4.40) esitliginden ve (dz*)(9;) = 6} olmasindan dolay
D(dz") = — Qldzt (4.43)

yazilir,

T2(My) modiiliiniin o elamant o = azllj::f;f(?jl ®..®0;, ®dz" ® ... ® dz* bigiminde
ifade edilmis olsun (4.42) ve (4.43) denklemlerinden Do nin bilesenleri

p
Da : (pm .71 Jq_l_z ]1--~m---JqQ Z 'legquszZL (4.4‘4)

u=1 A=1

olarak elde edilir. Burada p*, (4.41) ile verilen p € T3(M,) nin bilesenleri olur.
(p", QF)siftine ise U koordinat komsulugunda D tiirevinin birlegenleri denir (Yano ve
Ishihara 1973).

D, M, manifoldunda tiirev operatSrii olmak iizere @ € TL(M,)igin 4.5.1 Yardimei

Teoreme gore
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“D(a) = 1(Da) (4.45)

olacak sekilde bir tek “D € T5(TP(M,)) vektor alam vardir. ©D vektor alanma TP(M,,)
tensdr demetinde D nin tam lifti denir (Ledger ve Yano 1967).

Simdi D vektor alaninin bilesenlerini bulalim:
(4.44) ve (4.45) estliklerinden

C'D]a (t'Ll Zp .71 Jq)+CD]6_( i1.. ’Lpa.'ll Jq _ 11 zp(pmamajl Jq

.. J .71 g hedp .71 Jq t1...0p

]1...m...]q J1.-Jq m
+ Za"l ip Q Zazl...m...ngi,\

veya

CD](a aJl Jq)tzl 2p +CD] 1.0 Jq _tll 'Lppm ma]l .?q (446)

2elp /g1 J Z1 iy 11 -Jg -t
]1 Jq z] 'Lp m ...m...zp i'\
21 ’Lp( § : J1 M Jg qu z :tJl Jq Q )

elde edilir. 4.5.1. Yardimc1 Teorem'in ispatindakine benzer yolla ve (4.46) denkleminin
yardimiyla D mn birlesenlerini T (M,)' de (z7, 27) koordinatlarmna gre
v
‘D th; A . Q;Z’ Et“mmmngz" (447)

1., J1edg

olarak bulunur.

M,, manifoldu iizerinde D tiirev operatorii her f € F(M,)i¢in Df = 0 sartim saglams
olsun. D tiirevini VX € T}(M,) ve p € T}(M,) i¢in DX = ¢ X ile tammlanan tiireve
¢ ile tayin edilmis tirev denir ve D, ile gosterilir (Yano and Ishihara 1973). D,f = 0
ve D, X = X esitliklerinden D, tiirevinin bilesenleri

Dy: (0,¢}), p" =0, QF = ¢} (4.48)

ile verilir. Burada goﬁ‘, M, manifoldunda ¢ nin lokal birlesenleridir.

CD,'nin tam lifti, (4.38), (4.39), (4.47) ve (4.48) denklemlerinden
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¢ ~
D, bty P .

veya
(D) =79 — 79 (4.49)

bigiminde elde edilir.

t8(My), p € T1(M,) tensoriine gore

7 pi10p — _ f.dp i Ti3.. z,, . zp .7 — 1.ty
Pirir.dq = @Gt =Pty A 2 7S ()" wa

piir tensdr altdemeti olsun (Salimov 1992, 1994). (4.49) esitliginden ©(D,,) piir tensér
altdemeti boyunca

°(Dy) = (g - )" (t(y)) (4.50)

bi¢iminde yazilir.

Sonug: p # golmak iizere ¢(D,,) plir tensér altdemeti boyunca ¢(D,) = Oolmast igin
gerek ve yeter sart M, manifoldunda ¢ = 0 olmasidir.

4.5.3. Lie tiirevinin tam lifti

V € %}(M,) olsun. TP(My)tensdr demetde V vektor alanmm €V tam liftinin
bilegenleri

Vi
Cy
V — )Zt'b]...m...'tpa V’L’\ thl Zp 3]#Vm (4-51)

J1--:0 1o dy

bigiminde verilmistir (Salimov 1994).

Ly, V vektor alanina gére Lie tiirevi olsun. Ly,
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Lyvf=Vf, Vf € F(M,)
LyW = [V, W], YV, W € Ti(M,)

ozelliklerini saglar. Burada [V,W], V ve W vektor alanlanmin Lie parantezidir.
[V, W]t = VIg;Wh — Wi8,V" oldupu g6zoniine alinarak Lie tiirevi koordinatlarla

Ly = (V*, —3,Vh) (4.52)

bi¢iminde yazilir.

Ly'nin tam lifti ise (4.47), (4.51) ve (4.52) esitliklerinden
C( Ly ) _C

bigiminde elde edilir.

4.5.4. Kovaryant tiirevin tam lifti

M, manifoldu iizerinde V afin konneksiyonu ve V vektor alanina goére Vy kovaryant
tiirevi tamumlanmig olsun. Vy

Vvf=Vf
VivagwX = fVy X +gVw X, Vf,g € F(M,),VV,W,X € ‘Ié(Mn)

sartlarini saglayan bir tensor tiirevdir. Vy kovaryant tiirevi M, manifoldu {izerinde
Vv = (V*,VIT%) (4.53)
birlesenlerine sahiptir. (4.47) ve (4.53) kullanilarak ¢ (V) tam liftinin birlegenleri
Vi
C(VV) = thl...m...zpvjrz,\ + thl wip Virm (454)

Jiedq Jremedy Iy

olarak elde edilmis olur.

Y
Simdi M,, manifoldu iizerinde yeni bir V afin koneksiyonunun
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v
VxY =VxY —S(X,Y) =VxY — (VxY — V¢ X — [X,Y])  (4.55)
=VyX +[X,Y], VX,Y € T}(M,)

denklemiyle verildigini farzedelim. Burada S(X,Y), V afin koneksiyonun verilmis
burulma tensoriidiir. (4.55) esitliginden

h=Th (4.56)

elde edilir. Burada I‘;LZ , V yeni afi konneksiyonunun bilesenleridir.

(4.47), (4.52), (4.54) ve (4.56) formiillerinden

0
() c
V=)= (Zt“'.'.'.Z'j“""(a VA TRV = S 0V T, V’))
O

= itilmm...il,(a Vi'\ + ]\:/in V]) — it’il...iﬂ (6 Vm + i-/‘m V])
& J1.dq m mj = 1o Musjg NI Jui

0
( Eth:-';’:"-ip%mvig - Zt;lx...?;n...hvhvm)
~ V
= 4(VV) - §(VV)
sonucu bulunur. Béylece
\4 ~ v
“(Vy) =V —4(VV) +5(VV) (4.57)

elde edilir. (4.57) denkleminde eger %V = Qise
C(Vv) — C’V — C(Lv)

bulunur.

4.4.5. Egrilik operatorii ile belirlenmis tiirevin tam lifti

\4
V simetrik afin konneksiyonu verilmis olsun. Bu taktirde VV = VV olur. (4.57)
denkleminden
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(Vy) =V =v(VV)+5(VV) (4.58)

VJ
VS(ZF Tt gy~ ST
=Hy

esitligi elde edilir. Burada 7V, 7 (M,,) tensor demetde V vektér alamimin yatay liftidir
(Salimov 1994).

M, manifoldu tizerinde D; ve D, tiirevleri verilmis olsun. (4.45) kullanilarak

[CD1, CDQ](LQ) = CD1 CDQ (La) — CDZ CD1(LO£)
= D1u(Dya) — CDyu(Dr )
= (D1 Dy — Dy D)
= 1([D1,Do]e)
= C[Dl, Dz](ba)

bulunur. 4.4.1. Yardime1 Teorem'den dolay1

[°D1,°Da] = °[D1, Dy (4.59)

elde edilir.

R € (M) ile V egrilik tensdriinii verilsin. R(X,Y) tensorii
R(X,Y)Z =[Vx,V¥]|Z - Vixy\Z, VX,Y,Z € T3(M,)
olacak gekilde T1(M,,)' nin bir elemamdir. Simdi ¢ = R(X,Y’) olmak iizere
Drixy) = [Vx, Vy] = Vixy] (4.60)

D,, tiirevi verilmis olsun. Eger (4.60) esitliginin heriki tarafinin tam lifti alinirsa (4.49)
denkleminden

YR(X,Y) —YR(X,Y) = °(Drixy)) = °[Vx, Vvl - ©(Vixy))  (4.61)
esitligi elde edilir. (4.59) esitliginden dolayi (4.61) denklemi diizenlenirse
YR(X,Y) = 7R(X,Y) = [°(Vx), “(V¥)] - “(Vixy) (4.62)

olur. (4.58) ve (4.62) kullamlarak
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FX,7Y] ="[X,Y]+YR(X,Y) ~ 7R(X,Y) (4.63)

sonucu elde edilir.

p=gve R(X,Y)tenstriine gore th(M,) piir tensor altdemeti olsun. (4.50) ve (4.63)
esitliklerinden dolay1

X, 7y = H[X,Y] (4.64)

elde edilir.

WY

P
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5. SONUCLAR

Sunulan bu tezde baz manifold ve baz manifoldun tensér demetlerinde cebirsel yapilar,
liftler ve bunlar arasindaki baglantilar verilmistir.

Bu ¢aligmada ilk olarak ®-Tachibana operatérii C* smifindan olan M,, manifoldunun
invariyant alt manifoldu {izerindeki piir kangsik tensérlere uygulandi. Ayrica, g;;
Riemann metrik tensériintin ®-tensorii olmasi halinde indirgenmis g 45 Riemann metrik
tensoriiniin de ®-tensér oldugu gosterilmigtir.

Ikinci olarak M, diferensiyellenebilir manifold {izerinde u : M, — M, diffeomorfizm
olmak tizere ¢ € 7;'(M,) afinoru igin

(L) o = (o)
oldugu ve ayrica M, manifoldu tlizerinde u: M, — M, diffeomorfizmi II-yapisina

gbre almost holomorf ise geniglemis u* doniistimii qu (M,,) manifoldunda “TI-yapisina

gore almost holomorf doniistim oldugu ispatlanmugtir.

Ugiicii olarak ise V;, Rieman manifoldu iizerinde swrastyla T?(V;,) ve T;’;ll(Vn) tensGr
demetleri, “Vive “Vpise bu tensér demetlerin kesiti boyunca (B, C)catisinda
V € T}(M,) vektdr alaninmin

10
Cyr _ (tri iy
V2 - (Vza LVéji...]?;.ll
tam liftleri olsun.
fTE(VR) = T (Vi)
diffeomorfizm olmak fizere, V5 = £, €V; olmas: i¢in gerek ve yeter sartin V vektor
alaninin Kiling vektor alani olmas: gerektigi bulunmustur.

Son olarak M, manifoldu tizerinde Lie, kovaryant ve (1,1) tipli tens6r alaniyla tayin
edilmis olan tiirevlerin T (M, ) tens6r demete tam lift formiilleri elde edilmistir.
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