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OZET

Yiiksek Lisans Tezi

CESITLI GUCLU KONVEKS FONKSIYONLAR ICIN CAPUTO-FABRIZIO
KESIRLI INTEGRAL OPERATORLERI ICEREN INTEGRAL ESITSIZLIKLER

Kader ASAK
Agr1 Ibrahim Cegen Universitesi
Lisanstistlii Egitim Enstitiisti
Matematik Anabilim Dali
Damigman: Dr. Ogr. Uyesi Ebru KARADUMAN

L’Hospital’in, Leibniz’e yonelttigi “kesirli mertebeden tiirevin varligi” sorusunun
ardindan, yaklasik elli yil boyunca kesirli analiz alaninda sinirhi sayida c¢alisma
yapilmistir. Ancak yerel olmayan problemlerin modellenmesinde sundugu yenilik¢i
yaklasim ve karmasik gercek diinya problemlerine uygulanabilirligi, bu alandaki
arastirmalart hizlandirmistir. Boylece kesirli analiz; matematik, fizik, miihendislik,
ekonomi, biyoloji ve diger bilim—miihendislik disiplinlerinde 6nemli bir arastirma alani
haline gelmistir. Son yillarda kesirli tiirev ve integrallerin esitsizlik teorisiyle birlikte
incelenmesi, mevcut integral esitsizliklerinin daha genel bi¢imlerinin elde

edilebilecegini gostermistir.

Bu tez calismasinda, 2015 yilinda M. Caputo ve M. Fabrizio tarafindan literatiire
kazandirilan, tekil olmayan kesirli tiireve karsilik gelen integral tanimlar1 ele alinmistir.
Giigli konveks fonksiyon tiirleri i¢in Caputo—Fabrizio Kesirli integralleri kullanilarak

yeni Hermite—Hadamard ve Ostrowski tipli esitsizlikler tiiretilmistir.

2025, 65 sayfa
Anahtar Kelimeler: Caputo-Fabrizio kesirli integral, Hermite-Hadamard, Ostrowski,

giiclii konvekslik



ABSTRACT

Master Thesis

INTEGRAL INEQUALITIES FOR SEVERAL STRONGLY CONVEX FUNCTIONS
INCLUDING CAPUTO-FABRIZIO FRACTIONAL INTEGRAL OPERATORS

Kader ASAK
Agr1 Ibrahim Cegen University
Institute of Graduate Studies
Department of Mathematics
Supervisor: Dr. Ogr. Uyesi Ebru KARADUMAN

L’Hospital’s question to Leibniz concerning the existence of fractional-order derivatives
marked the beginning of fractional calculus, yet research in this area remained limited
for nearly fifty years. Over time, its innovative approach to modeling non-local
problems and its applicability to complex real-world challenges significantly
accelerated developments in the field. Consequently, fractional calculus has become a
prominent area of study within mathematics, physics, engineering, economics, biology,
and various other science and engineering disciplines. Recently, the combined study of
fractional derivatives, integrals, and inequality theory has yielded important findings,
demonstrating that more general forms of existing integral inequalities can be
established.

This thesis focuses on the integral definitions corresponding to the non-singular
fractional derivative introduced by M. Caputo and M. Fabrizio in 2015. New Hermite—
Hadamard and Ostrowski type inequalities are derived using Caputo—Fabrizio fractional

integrals for certain classes of strongly convex functions.

2025, 65 pages
Keywords: Caputo-Fabrizio fractional integral, Hermite-Hadamard, Ostrowski,

strongly convexity
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1. GIRIS

Konvekslik kavrami, kokeni M.O. 250 yilina kadar uzanan tarihsel bir arka
plana sahiptir. Bu donemde Arshimet, ¢cemberin igine ve disina ¢izdigi diizgiin
cokgenler araciligiyla m sayisina dair ilk hassas yaklasimlari elde etmistir. Her
ne kadar konvekslik fikri bu tiir geometrik ¢aligmalarda ortiik bi¢imde yer alsa
da, kavramin matematiksel literatiirde agik bir bigimde tanimlanmasi ve
sistematik bigimde ele alinmasi 19. ylizyilin sonlar1 ile 20. ylizyilin baglarina

denk gelmektedir.

Konvekslik kavraminin modern anlamda literatiire dahil edilmesi, 1881 yilinin
Ekim ayinda Charles Hermite’in elde ettigi bir sonugla baslamistir. Hermite’in
bu sonucu, herhangi bir ispat sunulmaksizin 1883 yilinda Mathesis adli dergide
yayimlanmistir. Bunu takiben, 1893 yilinda Jacques Hadamard, konveks
fonksiyonlara iliskin bazi temel kavramlar1 ¢alismalarinda kullanmis, ancak bu
calismalar heniliz sistematik bir yapidan yoksun kalmigtir. Konveks
fonksiyonlarin kuramsal olarak sistematik bigimde incelenmesi ise 1905-1906
yillarinda J. L. W. V. Jensen’in ¢alismalariyla baglamis ve bu siire¢ konveks

analiz alaninin dogusuna zemin hazirlamistir (Pachpatte 2005).

Konveks fonksiyonlarin  tanimi, dogrudan bir esitsizlik araciligiyla
yapilmaktadir. Dolayisiyla esitsizlikler, konveks fonksiyonlar teorisinin hem
tanimsal hem de analitik yapisinda merkezi bir rol iistlenmektedir. Jensen
esitsizligi basta olmak iizere, bircok klasik esitsizlik, konvekslik kavrami
iizerinden formiile edilmekte ve basta olasilik teorisi, optimizasyon, ekonomi,
fonksiyonel analiz ve istatistik olmak {izere ¢ok sayida disiplinde genis

uygulama alani bulmaktadir.

Esitsizlik teorisi, matematiksel islemler kapsaminda esitsizliklerin nasil formiile
edilecegini, ¢oziimlenecegini ve analiz edilecegini inceleyen bir alt disiplindir.
Bu teori, matematigin temel bilesenlerinden biri olup, matematiksel diisiincenin
gelistirilmesi ve uygulanmasi agisindan biiylik bir 6neme sahiptir. Matematiksel
esitsizliklerin kuramsal temelleri 18. ve 19. yiizyillarda bir¢ok seckin
matematik¢i tarafindan atilmis ve bu alandaki ¢alismalar, matematigin farkl

disiplinlerinde 6nemli katkilar saglamistir. Bu alana katki sunan Oncii



matematikgiler arasinda P. L. Chebyshev (1821-1894), K. F. Gauss (1777-
1855) ve A. L. Cauchy (1789-1857) gibi isimler yer almaktadir. Modern
anlamda matematigin temel disiplinlerinden biri olarak konumlanmasinda
donlim noktas1 niteligindeki ilk sistematik ¢alisma 1934 yilinda G. H. Hardy, J.
E. Littlewood ve G. Podlya tarafindan yayimlanan Inequalities adli eserdir
(Hardy et al. 1952). Bu eser esitsizliklerin siniflandirilmasi, analizi ve ¢esitli
matematiksel baglamlarda uygulanabilirligini derinlemesine ele alarak alana

kuramsal bir biitlinliik kazandirmistir.

Kesirli analiz, diferansiyel ve integral hesaplarin dogal bir genellemesi olup,
tirev ve integral islemlerinin tamsayr olmayan mertebelerle tanimlanmasini
konu edinir. Bu alanin tarihsel kokeni, 1695 yilinda Marquis de L’Hospital ile
Gottfried Wilhelm Leibniz arasinda gerceklesen dikkat cekici bir yazismaya
dayanmaktadir. L’Hospital, bu yazismada Leibniz’e, bir diferansiyel denklemde
tiirevin mertebesinin 1/2 olmasi hélinde ne anlama gelebilecegini sormustur.
Leibniz, bu soruya verdigi yamtta ileride dnemli sonuglar dogurabilecek bu
problemin, matematigin heniiz olusmakta olan yeni bir alani olan “kesirli analiz”
olarak bilinen disiplin igin bir baslangig¢ teskil edebilecegini Ongormiistiir
(Oldham and Spanier, 1974).

Bu oncii fikirlerin ardindan, 1738 yilinda Leonhard Euler tamsayr olmayan
mertebeden tiirevler {izerine calismalarda bulunmus; 1822 yilinda ise Joseph
Fourier, integral kullanarak tiirev tanimini gelistirmistir. Fourier’in tanimi, keyfi
mertebeden tiirev i¢in yapilan ilk sistematik yaklasim olarak literatiire ge¢mistir.
Kesirli analizin gelisimi, 1826 yilinda Niels Henrik Abel’in ortaya koydugu ve
bu alanin ilk uygulama problemi olarak kabul edilen Tautochrone problemiyle
ivme kazanmistir. Abel, bu problem g¢ergevesinde bir integral esitsizligini
¢Ozmiis ve bu ¢oziim, kesirli analiz i¢in 6nemli bir doniim noktasi olusturmustur

(Yang 2019; Lazarevi¢ et al. 2014).

1832 yilinda Joseph Liouville, iistel fonksiyonlarin tiirevlerine iligskin bir formdil
gelistirmis ve tamsay1 olmayan mertebeden integrallere iliskin, bugiin “Liouville
integrali” olarak bilinen formiilasyonu literatiire kazandirmistir. Bu katki, kesirli
analiz alanmin kuramsal temelinin saglamlagtirilmasina biiylik olgtide katki

saglamistir.


https://www.researchgate.net/profile/Mihailo_Lazarevic?_sg%5B0%5D=iDQAj03bvWGs9HRs1i_k9jam9RbAPQ_X-rB0Dl5Yyz17O7KwVeqFfcHXudGyxHMqKd9DaBg.1R4YjGQ_yB3rtJmC_1kpJ-OKyf95wpaIYb8qLK2ZdJFcFhfJHxr7uHJiSSTGTkYUaVFDJ8jetF3Xypay8FEliw&_sg%5B1%5D=ZbBDPqAlzr05TpAwdSKlioIKOT013htS-RYdX7vJuqg3NMnnsH_HJQrEX_1r2fpptRA72vI.rvw0A0fXlCdBKR0tFUbhdfycmSdVyNbRlB7-vndBxi06Tq7rqudkLliEpumG7MBUUmpQzF3rELWjeoFcBKCHRQ

Kesirli analiz giinlimiizde, matematiksel analizden uygulamali matematige;
fizik, istatistik, sinyal isleme, kontrol teori, matematiksel modelleme ve biyoloji
gibi ¢ok cesitli alanda genis kapsamli uygulamalara sahiptir. Bu gelismeler
dogrultusunda Riemann—Liouville, Hadamard, Caputo, Caputo-Fabrizio,
Atangana-Baleanu, Katugampola gibi ¢esitli kesirli integral ve tiirev operatorleri
tanimlanmis ve bu operatorlerin genellemeleri lizerinden yeni teorik gerceveler
olusturulmustur. Riemann—Liouville integrallerinin genellestirilmesi yoluyla
gelistirilen farkl kesirli integral tiirleri, literatiirdeki temel esitsizliklerin yeniden
ele alinmasina olanak saglamis ve esitsizlik teorisi ile kesirli analiz arasinda
dogrudan bir etkilesim alani olusmustur. Bdylece bu alan {izerine son yillarda

birgok makale ve tez ¢alismasi sunulmustur.

Calismamizin giris bolimiinde konvekslik, esitsizlik, kesirli tiirev ve integral
operatdrlerinin énemi ve tarihsel akisi hakkinda genel bilgiler verilmistir. Ikinci
bolimde konvekslik kavramiyla ilgili temel tanim, teorem, kavramlar ve bazi
konveks ve gii¢lii konveks fonksiyon cesitlerine yer verilmistir. Uciincii boliimde
Caputo-Fabrizio kesirli tiirev ve integrallerinin tanimi verilip, 6nceki ¢alismalarda
yer alan ilgili esitsizlikler sunulmustur. Dordiincii boliimde bazi giiglii konveks
fonksiyon tiirleri i¢in Caputo-Fabrizio kesirli integraller iceren Hermite-Hadamard

ve Ostrowski tipli esitsizlikler elde edilmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

Bu béliimde c¢alismamiz igin Oonemli yere sahip bazi temel kavramlara yer

verilmistir.

2.1. Temel Kavramlar

Tammm 2.1.1. (Siireklilik) Bos olmayan w:X — R fonksiyonu ve
ae X noktast  verilmis olsun. Eger ,Ve>0 ve VYweX i¢in

|W— a| <o= ‘!,// (W) -y (a)\ <¢ olacak sekilde & sayisima bagl  bir

& =5(&)>0 sayisi varsa,  fonksiyonu X kiimesine gore a € X noktasinda

stireklidir denir (Musayev et al. 2007).

Tamm 2.1.2. (Diizgiin Siireklilik) X < R, w: X — R bir fonksiyon olsun.

Eger,Ve >0 say1sl ve vw, W, € X noktalari icin
|W1 - W2| <= ‘l//(Wl) —y (W, )‘ < ¢ olacak sekilde yalnizca ¢ sayisina bagl bir

& =35(e)>0 sayis1 varsa, y fonksiyonu X iizerinde diizgiin siireklidir denir

(Bayraktar 2010).

Tammm 2.1.3. (Smirh Fonksiyon) y :1 c R — R fonksiyonu verilsin. Her
xel icin ‘w(x)‘ <M olacak sekilde bir M >0 varsa, v ye smirli fonksiyon

denir (Bayraktar 2010).

Tamim 2.1.4. (Lipschitz Kosulu)  : X — R olsun. Her w,,w, € X ifti i¢in
|z//(wl)—z//(w2 )| < P|lw,—w,| olacak sekilde bir P >0 sabiti varsa, y

fonksiyonuna Lipschitz kosulunu saglayan fonksiyon denir. P sayisina ise

w ’nin bir Lipschitz sabiti denir (Bayraktar 2010).

Onerme 2.1.1. w:lcR—R fonksiyonu verilsin. w fonksiyonu |
kiimesinde diferensiyellenebilir ve her we | igin ‘w'(w)‘é P olacak sekilde

P >0 sayis1 varsa i fonksiyonu | da Lipschitz siireklidir denir (Tiel 1984).



Onerme 2.1.2. Lipschitz siirekli her fonksiyon siireklidir. Fakat bu énermenin

tersi dogru olmayabilir (Tiel 1984).

Ornek 2.1.1. f(W)=\/W fonksiyonu [0,1] araliginda siireklidir. &>0 igin,

fonksiyon bir P >0 Lipschitz sabiti i¢in Lipschitz kosulunu saglasin. Her

<P|w,—w,

W, W, € [0,1] olmak {izere, ‘dir. W, =0 ve w, :%

alindiginda,
‘\/W—\/W_‘=i>i=P|w—w|
' 2l 2P 4P v

olacagindan, fonksiyon [0,1] araliginda Lipschitz siirekli degildir.

Tamm 2.15. (Mutlak Siireklilik) w:[a,b]JcR—R bir fonksiyon
olsun. {(WI A ):i=1,2, n} [a,b] nin ayrik agik alt araliklarmnimn bir koleksiyonu

olmak tizere Ve >0 igin,

n

YA -w|<s

i=1

oldugunda
2l (2)-v(w)<e

olacak sekilde bir >0 sayisi varsa y ‘ye [a,b] iizerinde mutlak siireklidir

denir (Heil 2007).

Onerme 2.1.3. Mutlak siirekli her fonksiyon siireklidir. Fakat bu &nermenin

tersinin dogru olmasi gerekmez.

Ornek 2.1.3 ~ 0, w=0 ise,
rek 2.1.3. y (W)= wsin(1/w) w=0 ise



fonksiyonu [0,1] araliginda siirekli ve kapali sinirli aralik dolayisiyla diizgiin

streklidir. Fakat mutlak stirekli degildir. Zwk >1 olmas1 sartiyla
k=1

W, = _t ve 4, L alalim.
2kz+7l2 2k

n B n 1 ~ 1 |
é'ﬂk Wk|_22k7r okziniz "’

k=1

olmasi ig¢in & > 0 sayis1 ne olursa olsun, € =1/2 segilirse

n

Sw(A)-w (W)=

k=1 k=1

Zisin(Zkzr)—

Sin(2k7r+7z/2)
ko 2k +7l2

n 1 n
=y — = >1>¢
= 2kr+ml2 ,Z‘Wk

bulunur. Dolayisiyla y fonksiyonu [0,1] araliginda mutlak siirekli degildir.
Onerme 2.1.4. Bir y fonksiyonu igin asagidaki gerektirmeler dogrudur;
w — Lipschitz=  — mutlak siirekli= y — diizgiin siirekli= w — siirekli

Tamm 2.1.6. (Konveks Kiime) £ bir lineer uzay Ac £ olsun. Eger

W;,W, € A olmak iizere
W={keslik=tw+(1-f)w,, 0<f<lcA
ise A kiimesine konveks kiime denir (Kreyszig 1978).
W  kiimesi geometrik olarak u¢ noktalart w, ve w, olan dogru parcasidir.

Dolayisiyla konveks kiime herhangi iki noktasini birlestiren dogru parcasini

ihtiva eden ve bos olmayan kiimedir.



Tammm 2.1.7 (Konveks Fonksiyon) I, R ’de bir aralik ve w:I—R bir

fonksiyon olsun.

Her z,we | ve £€[0,1] i¢in

t//((l—f)z+fw) < (1—f)l//(z)+fz//(w)

sarti saglanirsa w fonksiyonuna konveks fonksiyon denir. Eger z#w ve

fte (0,1) icin fonksiyon

z//((l—f)z+fw) <(1-f)y(z)+ty(w)

sart1 saglaniyorsa bu fonksiyona da kesin konveks fonksiyon denir (Pecaric et
al. 1992).

Onerme 2.1.5. Konveks fonksiyonlar icin asagidaki dzellikler dogrudur.

I.  Konveks iki fonksiyonun toplami konvekstir ve eger fonksiyonlardan
biri kesin konveks ise toplami1 kesin konvekstir
ii.  Konveks bir fonksiyonun skalerle ¢arpimi konvekstir.
iii. Bir fonksiyon bir aralikta konveks ise araligin kisitlanmis bir alt
aralifinda da konvekstir
iv. — w:I—>R konveks (kesin konveks) fonksiyon, y:R — R azalmayan

(artan) konveks bir fonksiyon ise (o) bileske fonksiyonu konveks

(kesin konveks) fonksiyondur (Pecaric et al. 1992).
Ornek 2.1.4. R Uzerindeki Konveks Fonksiyon Ornekleri

i.  Herhangi w,w, eRicin w(x)=wx+w, fonksiyonu R iizerinde

konveks bir fonksiyondur.



ii. Herhangi aeR i¢in w(w)=e" fonksiyonu R iizerinde konveks bir
fonksiyondur.
iii. ¢ >1icin |w| fonksiyonu R iizerinde konveks bir fonksiyondur (Tiel

1984).

Teorem 2.1.1. w:1 - R konveks fonksiyon ve [a,b]<1° (I 'mn igi ) olsun.

Oyleyse,

I. [a, b] kapal1 araliginda fonksiyon Lipschitz kosulunu saglar,

ii. 1° ‘de fonksiyon siireklidir (Tiel 1984).

Ispat. 1° ‘de a<w, <w, <b noktalarini alalim.

elde ederiz. K:max(\z//'+(a)\,\y/'_(b)\) kabul edilirse fonksiyon o zaman

[a,b] araliginda

[pr (w) =y (w, ) < Kw, —w)

Lipschitz kosulunu saglar. Buradan w, — w, iken y (w,) > (w,) olur ve bu

fonksiyonun siirekliligi demektir.

Teorem 2.1.2. | acik bir aralik ve w:l > R iki kez tiirevlenebilen bir
fonksiyon olsun. y ’nin | *da konveks olmasi igin gerek ve yeter sart t//"(W) >0

olmasidir. Eger y"(w)>0 ise y kesin konvekstir (Tiel 1984).

Tamm 2.1.8.  fonksiyonu W < R kiimesinde tanimli bir fonksiyon olsun.
Her weW igin |l//(W)|SM olacak sekilde bir M >0 sayis1 varsa

fonksiyonuna W kiimesinde sinirli fonksiyon denir (Bayraktar 2010).

Tanim 2.1.9. (£, [a,b] Uzay1) p=>1 i¢in [a,b] araliginda taniml



1

o, =| [ (@) da | <

kosulunu saglayan tiim reel degerli siirekli fonksiyonlarin uzayina Lebesque
uzay1 veya p. dereceden integrallenebilir fonksiyonlarin uzay: denir ve L [a,b]

ile gosterilir (Soykan 2016).

p =1 durumunda £, [a,b] uzay:

Iy, = [l (e )der <o

normunu saglayan fonksiyonlarin uzayidir.

Tanim 2.1.10. (Gama Fonksiyonu) ¢ >0 igin
r'¢)= J: wo e " daw

ile tanimlanan fonksiyona Gama fonksiyonu denir (Kannappan, 2009).

Gama fonksiyonunun bazi énemli 6zelliklerini agagidaki sekilde siralayabiliriz;

i T(C+1)=¢r(¢)=¢! (LeZ')

Tamm 2.1.11. (Beta Fonksiyonu) 7>0, 6 >0 igin
1 5
B(z,6)=[ ¢ (1-¢) " d¢

seklinde tanimlanan fonksiyon beta fonksiyonu denir (Kannappan, (2009).
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Beta fonksiyonunun asagidaki 6zellikleri saglar.

ii. B(r,é‘):LFEj) 7,6 >0

Tanim 2.1.12 (Birinci anlamda s—konveks Fonksiyon) k,t >0, k® +t° =1 ve

s €(0,1] olmak iizere tim z,we R, i¢in y: R, — R fonksiyonu
w(kz +tw) <K’y (z) +tiw(w)

esitsizligi saglaniyorsa y ’ye birinci anlamda s—konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin smifi K

ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse y fonksiyonu
birinci anlamda s—konkav fonksiyon olarak adlandirirlir (Dragomir and Pearce
2000).

Tamim 2.1.13 (ikinci anlamda s— konveks Fonksiyon) k,t>0, k+t=1 ve

s €(0,1] olmak iizere tim z,we R i¢in y : R, — R fonksiyonu eger
v (kz +tw) <K’ (z) +tyw(w)

esitsizligini sagliyorsa y ’ye ikinci anlamda s—konveks fonksiyon denir. Bu

fonksiyonlarin smifi K’ ile gosterilir. Esitsizlik yon degistirirse w fonksiyonu

ikinci anlamda s—konkav fonksiyon olarak adlandirilir (Dragomir and Pearce
2000).

Yukarida verilen S—konvekslik tanim1 S =1 i¢in bilinen konvekslige doniisiir.

Tamm 2.1.14. (m—Konveks Fonksiyon) y:[0,¢] >R, ¢>0 olsun. Her

z,we0,¢], me[0,1] ve £€[0,1] i¢in

10



y/(fz+m(1—f)w)£fgu(z)+m(1—f)t//(w)

esitsizligi saglaniyorsa fonksiyonuna m-—konveks fonksiyon denir

(Dragomir and Pearce 2000).

m =1 durumunda m—konveks fonksiyon, konveks fonksiyona indirgenir.

Tamm 2.1.15. ((s,m)-Konveks Fonksiyon) y :[0,¢]—R bir fonksiyon,

¢ >0 olsun. Her Z,WE[O,Q], (S,m)e[O,l]2 ve fe[O,l] icin

S

l//(fz+m(1—f)w) <ty(z)+(1-£) w(w)

esitsizligi saglaniyorsa y fonksiyonuna (s, m)— konveks fonksiyon denir (Park

2011).

Tamm 2.1.16. (Giiclii Konveks Fonksiyon) w:1 c R— R bir fonksiyon,

z,wel ve fe[O,l] icin

w(z+(1-HOW) <ty (2) + (L- Oy (W) — ZE(L—£)(W—2)?

esitsizligi saglaniyorsa y fonksiyonuna Z >0 modiilii ile giicli konveks

fonksiyon denir (Polyak 1966).

Teorem 2.1.3. y fonksiyonunun (w,,W,) iizerinde ikinci mertebeden tiirevinin
mevcut oldugu varsayilsin. y fonksiyonunun (w,,w,) tizerinde Z >0 modiili
ile giiclii konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart her We(Wl,WZ) icin

1//”(W) > 2Z olmasidir (Roberts and Varberg 1973).
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Giiglii konvekslik, kesin konvekslik ve konvekslik arasindaki iliski su sekilde bir
iliski vardir. Gii¢lii konveks fonksiyon ayni zamanda kesin konvekstir ve

dolayisiyla da konvekstir. Ancak bu ifadenin tersinin dogru olmasi gerekmez.

Ornegin R’de tamml1 (W) =W’ fonksiyonu giiclii konveks, kesin konveks ve

ayni zamanda konveks bir fonksiyondur. R’de tanimli w(w)=¢e" fonksiyonu

hem kesin konveks hem de konvekstir; ancak giiglii konveks degildir. R’de

taniml1 (W) =w fonksiyonu konvekstir; ancak ne giiglii konvekstir ne de kesin

konvekstir (Roberts and Varberg 1973).

Tanmm 2.1.17. (Giiclii s—Konveks) y:AcR—> R bir fonksiyon, Z>0

olmak iizere, her z,we A ve ¢ €[0,1] i¢in

w(z+1A-)w) <y (z)+(1-£) w(w) - 21— £)(w—12)?

seklinde ifade edilen gii¢lii s—konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Polyak,
1966).

Tamm 2.1.18. (Giicli m—Konveks) v :AcR — R bir fonksiyon, Z>0,

me [0,1] olmak tizere, her z,we A ve f e [0,1] i¢in
v (z+mA-)w) <ty (2) +m(1-£)y (W) — 2mt(L—£)(w—2z)?

seklinde ifade edilen gii¢lii m—konveks fonksiyon olarak adlandirilir (Lara et
al. 2015)

Tamm 2.1.19. (Giiglii (s,m)—Konveks Fonksiyon) y:[0,+0)—R bir

fonksiyon, Z >0, her z,we[0,+x), (s,m)e[0,1]" ve ¢ €[0,1] igin

y/(fz+m(1—z‘)w) < fs‘l,z/(z)+(l—f)S t,//(w)—me(l—z‘)(w—z)2
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esitsizligi saglaniyorsa y fonksiyonuna giiclii (s, m)—konveks fonksiyon denir

(Bracamonte et al. 2016).

2.2. Baz1 Onemli Esitsizlikler

Bu bolimde literatirde yer alan bazi 6nemli esitsizliklere ve islemlerde

kullanilan yardimer esitsizliklere yer verilmistir.

Teorem 2.2.1. (Hermite Hadamard Esitsizligi) |, R ’de bir aralik, w,ze | ve

W< z olmak iizere y : | — R konveks bir fonksiyon olsun. Bu durumda

1 z

esitsizligi saglanir (Dragomir and Pearce 2000).

Teorem 2.2.2. (Ostrowski Esitsizligi) y :[w,z] >R, (w,z) ac¢ik araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon olsun. Eger her xe(w,z) igin

2
Wz
K‘_i
( 2 )

(z-w)’

[y '(X) <M ise

‘!//(K)—L Zl,u(x)dx <M(z-w) %Jr

(z—w) v

esitsizligi herk € [w, z] i¢in saglamr.% sabiti elde edilebilecek en kiiciik sabittir

(Dragomir 2012).

M. Ostrowski’nin 1938 yilinda ele aldig1 bu esitsizlik, kapali aralikta siirekli bir

w fonksiyonun integral ortalamasiyla fonksiyonun kendisi arasindaki sapmayi

gostermektedir.
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Teorem 2.2.3. (integraller icin Holder Esitsizligi) 7,Q>1 ve %+é:1

olsun. Eger v, |l//|h,§ ve |§|Q [a,b] araliginda tanimli ve integrallenebilen

fonksiyonlar ise

1

v wemjdw = ( (v dw]" [ [lewp dw]

[+~

Q

esitsizligi saglanir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Teorem 2.2.4. (Power Mean Esitsizligi) Q >1 olmak iizere v, &, || ve |§|Q

[a,b] araliginda taniml ve integrallenebilen fonksiyonlar ise

L 1

b b =5 /b o
[l (wy&(w)dw < ( [ |w(w)|de ( [l wlew)® dwj
esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic¢ et al. 1993).

Teorem 2.2.5. ( Holder-Iscan Esitsizligi) Q >1 ve %—i—é:l olsun. w ve

7, [a,b] araliginda tanmimli reel degerli fonksiyonlar, |w|" ve | [® [a,b]

araliginda integrallenebilir fonksiyon ise

[[ 1 W) 2 (w) | dw

sﬁ{( J; ©=w) [y )" du ([} 0-w) 2w dw)gl’

{fw-orveor s s o]

esitsizligi dogrudur (Iscan 2019).
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Teorem 2.2.5. (Young esitsizligi) a,b >0 ve 7 >1 olmak iizere £+£ =1 ise
n M

bu takdirde

n H
absa—+b—
noou

esitsizligi gecerlidir (Mitrinovic 1970).
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3. MATERYAL VE YONTEM

Calismanin bu bolimiinde ana sonuglarimizi yakindan ilgilendiren Caputo-
Fabrizio kesirli integral operatorleri tanitilmistir. Daha sonra Caputo-Fabrizio

integral operatorleri yardimiyla elde edilen bazi esitsizlikler verilmistir.

Tamm 3.1. a<w<b ve yeL[ab] olsun. £ >0 ve [{], ¢ ’nin tam degeri

olmak iizere sirasiyla ¢ . mertebeden sol ve sag Riemann Liouville kesirli tiirev

operatorleri
DY d" pw o e —
w( )—F( e [ w=0"Ty(Ode (n=[¢1+1 w>a)
Ve
“Dfyw)= L LWy ode (=[41+1 b>w)

I'(n-¢) dt"
seklinde tanimlanir (Samko et al. 1993).

Riemann Liouville kesirli tiirev operatorlerine karsilik gelen ¢ . mertebeden sol

ve sag kesirli integral operatorler

I )‘Tq) J, W=7y @de w>a

ve

(35 w)(w) ‘T;) Jo =Wy edt web

seklindedir (Samko et al. 1993).
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Riemann Liouville kesirli integraller ¢ =1 durumunda Klasik integrale

indirgenir ve ayrica ¢ =0 durumunda J?, =3 =w(w) dir.

Teorem 3.1. Her wela,b] ve we/ (ab), 1<p<o) olmak iizere, eger

¢, p>0 ¢+ p>1icin Riemann-Liouville kesirli integraller

QE32p)wW) = Q5 )W) ve (3530w ) (w) = (35w ) (w)
esitliklerini saglar (Samko et al. 1993).

Riemann-Liouville kesirli tiirevinin tanimina gore sabitin tiirevi sifir
olmamaktadir. 1967 yilinda M. Caputo bu eksikligi gidermek, ayrica kesirli
mertebeden tiirevin baslangi¢ kosullarini, tam sayili mertebeden diferansiyel
denklemlerin baslangi¢ kosullari cinsinden ifade edilebilir hale getirmek adina

Caputo kesirli tiirev operatoriinii sunmustur.

Tamm 3.2. v €/ (a,b) ve a<w<b olsun. Bu durumda >0, [¢] ¢ 'nin

tam degeri olmak lizere n=[{]+1 igin sirasiyla {. mertebeden sol ve sag

Caputo kesirli tiirevleri

(n)
CRH¢ _ o Y (f)
Da+l//(W) - F(n _é,) a (W_f)§+l—n w>a
ve
n b (n)
°DF (W) = — D v (0) w<b

T(n=¢) o (t-w)="

seklindedir (Podlubny 1998)

Caputo’nun tammminda kullanilan (w—£)*"" cekirdegi, w=¢ noktasinda tekil

oldugu i¢in Caputo ve Fabrizio 2015 yilinda exponantial fonksiyon kullanarak

yeni ¢. mertebeden sol kesirli tiirev tanimini, Abdeljawad ve Baleanu 2017
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yilinda {. mertebeden sag Caputo-Fabrizio kesirli tiirev tanimim ve ilgili ¢.

mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio Kkesirli integrallerini vermislerdir
(Atangana and Baleanu 2016; Abdeljawad and Baleanu 2017).

Tamm 3.3. v € £(a,b) ve a<w<bolsun. Bu durumda ¢ €(0,1) olmak iizere

¢ . mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli tiirevleri

Dy (W)= (4) j [i(fvg_f)}y'(f)df (w>a)
Ve

olarak  tanimlanir. Burada M({) normallestirme fonksiyonu olup
M(0)=M(@2) =1 seklindedir (Atangana and Baleanu 2016; Abdeljawad and
Baleanu 2017).

Tamm 3.4. v € L(a,b) ve a<w<Db olsun. Bu durumda ¢ €[0,1] olmak iizere

¢. mertebeden sol ve sag Caputo-Fabrizio kesirli integralleri

L=,

CF| ¢ _
CIWIW=g5v fB(«;)I

df (w>a)

ve

F 1= tydt (b
(FIw)w) = 22w+ q(g)jw() (b>w)

olarak tanimlanir. Burada $(<J)>0 normallestirme fonksiyonu olup

$B(0) =B(1) =1 seklindedir (Caputo and Fabrizio 2015).
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3.1 Caputo- Fabrizio Kesirli integral Operatorler icin Esitsizlikler

2022 wyilinda konveks fonksiyonlar i¢in Caputo-Fabrizio kesirli integral

operatorlerini iceren Ostrowski tipli esitsizlikler Sahoo ve arkadaslar tarafindan

elde edilmistir (Sahoo et al. 2022).

Lemma 3.11 w<z olmak iizere w:[w,z]>R, (w,z) aralifinda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve w € L[w, z] ise

B(S) CF < CFy¢ o Z+W
e W){HW v+ 1 w(z)} w[ 2 j

Z—W |t L [(f 2—f 1 (f 2—1
:T{Iofw (EW+TZjdw—IOfW (§Z+ijdw} (31)

[w(w) +w(2)]

(—)

esitligi gecerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve $8(< ) normallestirme fonksiyonudur.

Teorem 3.1.1. w<z olmak tzere w:[w,z]>R, (w,z) araliginda
diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve '€ L[w, z] olsun. Eger |y '| konveks bir

fonksiyon ise

B(S) CF | CF Z+W
m{ YO ”'”‘Z’} &3

3.2)

Sz—w{|l,u'(w>|+|v/'<z)|}+ 1-¢

; . e AUAA%)

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve 8B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Teorem 3.1.2. w<z olmak iizere w:[w,z]—>R, (w,z) araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 'e L[w,z] olsun. Eger |y '[* konveks

fonksiyon ve Q >1, %+i =1 ise,
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ﬂ CF|¢ CFy¢ o (Z+w) 1-¢
g”(z—w)_“zwl W(W)Jr”fl W(Z)} t//( 5 j g(z_w)[t//(w)+w(z)]

1
Z—W 1 \»
< I
4 (h+1}
1

) {IV/'(W)IQ+3IV/'(Z)IQJQ+(3IW'(W)IQ+|t//'(Z)IQ +jﬁ

(3.3)

4 4 4 4

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve B(<{ ) normallestirme fonksiyonudur.

Teorem 3.1.3. w<z olmak iizere w:[w,z]—> R, (w,z) araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon ve 'e L[w,z] olsun. Eger |y '[* konveks

fonksiyon ve Q >1 ise,

—‘(’3(5){ CFI¢1//(W)+Mcvflgz//(Z)}—!//(ZJer— [y W)+ (2)]

CE-w| 5 o 2 ) ¢z-w)

1 1 1 (3.4)
1w (1] (nu'(wn”+|w'(z)|”]9+[|w'(w)|“+|w'<z)|“jﬂ
-4 2 6 3 3 6

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve 8B( ¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Teorem 3.14. w<z olmak iizere w:[w,z]—>R, (w,z) araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon, y'eL[w,z] olsun. Eger |yw'|” konveks

fonksiyon, i+1=1 ise,
Hon

—”3(5){ CF|4w(w)+Mffwl(z)}w(”wj— [y (w) 4y (2)]

C(z-w| 2 L 2 ) ¢z-w) 9
Slo—a{ 2 +|w'(w)|"+|w'(z>|"}
4 | p(u+l) n
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esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve 8B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Teorem 3.1.5. w<z olmak izere w:[w,z]>R, (w,z) araliginda

diferansiyellenebilen bir fonksiyon w<z ve y'eL[w,z] olsun. Eger |y '["

konveks fonksiyon ve Q>1, %+é =1 ise,

2

B(S) CFy¢ CF ¢ o (z+w) 1-¢
é/(Z—W)|:Z;WI l//(w)+z+w*| W(Z):| W( 2 j é/(Z—W)[l//(W)-Hﬂ(Z)]

LImWw 1 Hly' W) 451y @) e
4 \(a+D)(h+2) 12

J{ 1 jh(lz//'(W)IQJrIw'(Z)IQjQ (3.6)
(h+2) 6 3

A 1 Hw'(2)|° 45|y ' (W) |° |°
(h+1)(h+2) 12

+( 1 Jh(|w'(z>|ﬂ+|w'(w)|“jﬂ
(h+2) 6 3

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve $B(<{ ) normallestirme fonksiyonudur.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

Bu boliimde baslangigta giiclii (S,m)—konveks fonksiyonlar i¢in Caputo-

Fabrizio kesirli integral operatorler igeren Hermite-Hadamard tipli esitsizlikler,
daha sonra gii¢lii s—konveks fonksiyonlar i¢in Ostrowski tipli esitsizlikler ile

ilgili yeni sonuglara yer verilmistir.

Lemma 4.1. w:l cR—>R, |° lizerinde diferansiyellenebilir bir fonksiyon,
w,zel® ve w<z i¢in y'elL[w,z] olsun. O halde xe[w,z], ¢ e(0,1] ve

fe [0,1] i¢in

1<y (1) + CFIfw(K)+t{]}(gg){w‘/j(z)gzw(w)}

e, (w20 Ote)

(4.1)

2%(¢) 2 B(S)

S(z—w)| 1 (1=t 1+¢
:%{J‘O(fzﬂl—f)w)w (TZJF%W]df

+J':(f\/\/+(1—f)z)y/’(l%fw+1+7fZjdf}

esitligi gegerlidir.

Ispat. Y, :.Ll(fz +(1—f)w)y/'(1;2fz+1+7fwjdf
ve Y, =J-:(f\N+(1—f)Z)l//’(1%fW+lL2fZde olsun. Y, ve Y, toplanip kismi

integrasyon uygulanirsa

ISV TR (SR

4B(g) L°
+I:(M+(1—f)z)w’(1%fw+l+7fzjdf}
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2 (W) — (WH)
C(z-w) v (w)-wy 2 +24“(Z—W)r (1—fz+1+fwjdf
C28(¢) W—z B(e) T2 2
(2)-1 (w+zj
LS(z-w)| T +2§(2—W)Jl (1—fW+1+ijdf
28(¢) Z—w B(c) o 2 2
2(1-¢)

bulunur. Integrallere degisken degisimi yapildiktan w(x) eklenerek

B(S)

istenilen sonug bulunur.

Teorem 4.1. y :[w, Z]c[O,w)—)R, (w,z) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, w'eL[w,z] ve m,se(0,1] olsun. Bu durumda her xe[w,z] ve
te[0,1] i¢in |y'| fonksiyonu 2Z>0 modilii ile giicli (s,m)—konveks

fonksiyon olmak iizere

Sy (x)+ Cplfw(,()+‘(Bfé/)|:W‘//(Z);ZW(W)i|
e CAe e

(4.2)

<4<Z-W>K 2o b ol )

CA4B(C) |\ sP+3s+2

m 27°+2s who'[ 2
s +3s5+2 Y

o 25 e w2
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27°(27% -5 -3) 7
+m Zly'| —
s +3s+2 W(mj

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ e (0,1] ve B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.1) esitligine mutlak deger ozelligi uygulanip, sonrasinda |y
fonksiyonunun giiglii (s, m)—konveksligi kullanilarak gerekli integral islemler

yapilirsa

CFI§
w

w (k) + 1y (k) + 3 {Ww(z)_

B(S) 2

{ 2{3(4) (W+ZJ 33(;'/;(’()}
< (G tgiufo
o]
Sy lasaom| (5 wiapen( 5 (3]
5 5 J
] <fw+<1—f>z>[(1%t)s b tfen(35 b (7)
el 253 2] Yo
B ig(_évz) [(52 +23:;+2j(w WI(W)H Z‘W'(Z)D

m 27°+2s who[ 2 (W
s +35+2 v m v m

24

ZV/(W)}

z+(1-f)w )

4"73(5) D
+f (tw+(1-1)2) |y

(1 £ 1+¢ j
—W+—12
2 2

+Z




+Z

- EIE C]
+(22—+Ssj(2‘l//'(W)‘+W 1//’(2)‘)
= o (2)

elde edilir. Boylece ispat tamamlanmis olur.

|

Sonug 4.1. Eger teoremde s =1 alinirsa

1y (1) + 15y (1) + =5 {W‘/’(Z)‘ZV’(W)}

B(S) 2
~ ¢(z—w) £w+z]+2(1—cj)z//(z<)
28(2) '\ 2 B(S)
_¢(z-w) wly' (w)|+zly'(z)|

= 4B(2) 12

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.2. Eger teoremde s=1, Z - 0 alinirsa
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1y (1) + F1Sy (1) + =5 {W‘/’(Z)‘ZV’(W)}

B(Z) 2
el (we2), 21-hete
28(¢) "\ 2 B(L)
_<(z-w)[wly'(w)+ 2y (2)

T AB(C) 12

+5—mw {Ia P
12 Wm Wm

(2w (2)

|

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.3. Eger teoremde m =1 alinirsa

F 1y (1) + Ly () + =2 {W'/’(Z)‘Z‘/’(W)}

B(S) 2

S(z-w) (wtz) 2(1-¢)w(x)

{ 28B(5) l//( 2 }L B(C) }

< s o e
+(S§:;T2](W‘l//'(z)‘+z‘l//'(w)‘)
—%(W(Z—W)2+Z(Z—W)2)
(3 ot
{zss(f;;fz_ 3>J(Z“”’<Z>‘+W\w'<w>\)
5%

18 (z‘(z—w)z‘jtw‘(z—w)z‘)}

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.4. Eger teoremde m =1, Z =0 alinirsa

chv|4,//(1()+ CF|24,//(K)+‘(B(gg){w(z);zw(w)}

[ 2

S e

2712 , ,
o Z22 b @b )

-S

22+S](Z‘V(W)\+W\W'(z)\)

2-s (25+2 _5— 3)

i ](Z‘W'(Z)HW"//(W)D}

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.5. Eger teoremde m=1, s=1 alinirsa

CVFVMI//(K)"' CF|ZCI//(K)+‘(Bfg){ww(z);zw(w)}

_[g(Z—W)l//(W+zj+2(1—4’)(//(1()}

28(¢) "\ 2 B(¢)
. 4(2—W)[5(W\V/’(W)\+Z\V/’(Z)D+

T AB(C) 12

(v (@) 2y (w))
6
(2l () + iy (2)

6

Z 2 2
—E(W(Z—W) +2(z-w) )

_“Z_‘g(z‘(z—w)2 +W‘(Z—W)ZM

esitsizligi elde edilir.
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Sonug 4.6. Eger teoremde m=1, s=1 ve Z =0 alinirsa

Flow () + oy (k) +
W ()+ Sy 37) 5

{5 ) s

<:<zw>[5(w v'(2))
CAB(S)

' (w)|+2
12

7(W‘l//'(2)‘+2
12

+

w'(vv)\)]

esitsizligi elde edilir.

(k)45 {WW(Z)—ZV/(W)

|

Teorem 4.2. y:[w,z]c [O,oo) —> R, (w,z) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, w'eL[w,z] ve m,se(0,1] olsun. Bu durumda her xe[w,z] ve

te[01] i¢in |y'[* fonksiyonu Z>0 modili ile gicli (s,m)—konveks

fonksiyon ve Q>1, %+é =1 olmak tizere olmak lizere

°5'4W(K)+°Fl5w(z<)+3(4;){WV’(Z);ZW(W)}
S s

1

. é’(Z—W)[ 7 )Jh

CAB(S) \(z-w)(h+1

28
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esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ e (0,1] ve $B(< ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.1) esitliginden ve integraller icin Holder esitsizliginden

cvslil//(K)JrCFIfl//(K)Jrwfg)[ww(z);z'/’(w)}

{ W+ zj (K)}
233(?) B(S)

Jl(fz+1 £)w )‘ (l fz+1+—fwj‘df
493(5) y 2

+j:(fw+(l—f)z)‘/’(17fw+1+7f j‘df}
<525 (v o [ (a5t o]

o 1
(_[ |fw+ (1-¢) z| df (J" l—fw+1+—fzj‘ df}Q]
2

yazilir. Hipotezden |y’ fonksiyonu giilii (s,m)—konveks oldugundan

‘S

CVFVHI//(’()"' CF|24,//(1<)+‘(B(i/){ww(z);zw(w)}

L ()

< (j:\fz +(1-t)w df);

(& wern()

Gl
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esitsizligi elde edilir ve gerekli integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanir.

Sonuc 4.7. Eger teoremde s =1 alinirsa

GEI?

V)3

b

< g(z—w)[ R )];

CAB(S) \(z-w)(h+1

et

SR

d

¢ [W(Z);ZW(W)}

Slw (k) +

3m

4

3|~

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.8. Eger teoremde s=1, Z = 0 alinirsa
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CFI§
w

w(x)+

12y ()45 {WW(Z)—ZW(W)}

Lw(x +33(C) >

()]

Séf(z_w) 71+ it n
4AB(S) | (z—-w)(n+1)
. [Mﬁ_mv/(ﬂjg

m

4 4
‘W'(W)‘Q 3m| ,(z
*[T*T‘”(E)

olr

Q
N
Ol

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.9. Eger teoremde m =1 alinirsa

CFIC;
w

ey ()4 {WW(Z)—ZW(W)}

R 7o 2
~ ¢(z—w) (W+Zj+2(l—§)y/(x)
28(¢) "\ 2 B(L)

. ((Z—W)( 7/ _ it )]h

S AB(S) \(z-w)(n+1

{([fjljwwwz)\j +[2g Z ]\w'(vv)\f’

w(x)+

esitsizligi elde edilir.
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Sonug¢ 4.10. Eger teoremde m=1, Z =0 alinirsa

CF ¢

v (e)+ iy (k)+

g}(g“;){wv/(z);zw(w)}

Eee

3 é’(Z—W){ 71 _ i )];l

CAB(S) \(z-w)(h+1

{[(::1]“//’(2)‘9*(2; ff}\w'(w)‘jé

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.11. Eger teoremde m =1, s=1 alinirsa

1y (1) + F1Sy (1) + =5 {W‘/’(Z)‘Z‘”(W)}

B(Z) 2
- ¢(z—w) (W+Zj+2(1—§)w(K)
28(2) "\ 2 B(Z)
Sé/(z_w) 7M1 %
4B(<) \ (z—-w)(n+1)

4 4 6

« [‘W'(Z)‘Q + 3y (wf —E(Z—W)ZT

4 4 6

1
Q Q a
! 3 !
{W(W) s —5<z—w>2J
esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.12. Eger teoremde m=1, s=1 ve Z =0 alinirsa
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Wl (k) + Sy () + g}é){""'/’(z);'ﬂ(w)}
o) !

<§(Z—W)( 211 _ jr

CAB(S) \(z—w)(n+1)

) {w’(z)\g+3\w'<w>\g]"{\w'<w>\13
4 4 4

w'(z) JQ
4

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.3. v :[w, Z]C[O,oo)—>R, (w,z) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, y'eL[w,z] ve m,se(0,1] olsun. Bu durumda her «e[w,z] ve
te[0,1] igin |y'[* fonksiyonu Z>0 modili ile gigli (s,m)-—konveks

fonksiyon ve Q >1 olmak tizere

W () + CF'fw(:<)+$(§§){W(Z);ZV/(W)}
() 5]

(4.4)

Py ((z—w)(z+wjl‘glz

T AB(S) 2

ol

¢l

(=)

) (-
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o (s o (3 s
o] o5

[Ee |

esitsizligi gegerlidir. Burada ¢ € (0,1] ve B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.1) esitliginden ve Power-Mean esitsizliginden

C\,SHW(K)”_ CF|ZC(/,(K)+‘(B(i/){wvl(z);zw(w)}

{C(Z—W)W(WH}L 2(1—()1//(1()}

2%8(¢<) 2 B(S)

< %[ﬂ(fz +(1-£)w) yx'(%z +1+waj‘df
+E(fw+(1—f)z) w’(l_TfW+l+szj df}
< £(z-w) [(f:‘fz jt(l—f)w‘dz‘)l_£12

48B(<)
1
Q Q
1-¢ 1+¢
"N"—z+—w/| df
'”(2 2 )‘ ]

-1

+(j:\fw+(1—f)z\df) ?

x{ﬂfz +(1-£)w

elde edilir. Hipotezden “ fonksiyonunun giiglii (s, m)—konveksliginden

l//’
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C\,F\,HW(K)"_ CF|5W(K)+$?;:)[WW(Z);ZW(W)}

—F(Z_W)W(W”} 2(1—;)1//(,<)}

28(¢) 2 B(S)

1
S(Zerj Q
2

yazilir. Gerekli integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanir.

Sonuc 4.13. Eger teoremde S =1 alinirsa

o oF ¢ | wy(z)-zy(w)
Ty (k) + |fl//(l€)+$(g){ >
[¢(z-w) (W+zj+2(l—§)w(f<)
233(4)‘” 2 B(S)
Sg”(z—w)(z+w)l_f12
AB(g) \ 2
| e e w vl
2 12 m) T\ m 6

fell

mw

3

,(WJQ 5mWZ( sz
v = - z-—
m 48 m
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, Q
[W v (W)‘ 5mw
+ +
12 12

(&) -z
v m 16 {m

“ 5mzZ( z T o
- ~—w
48 \m

-

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 4.14. Eger teoremde s=1, Z = 0 alinirsa

B(S) 2

(e CAle e

- g(z—w)(z+wj1‘glz

S AB(C) \ 2
| Z W'(Z)‘Q | 5mz
12 12

+[w\w(w)\9 5w

F 1y () + 1y () + =5 {W‘/’(Z)‘Z‘”(W)}

[ =

Q '
L@ mw

13
3

Q\a
12 12 }
esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.15. Eger teoremde m =1 alinirsa

v (x)+ Ty (k) + Q(QV;){WV/(Z);ZV/(W)}
() ]
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Py ((z—w)(z+wjl‘glz

CAB(S) 2

XHZ\w’(z)\ﬂ[m}rZ‘Wr(w)‘gl(si;)zszfz)J
e (2w (2 \((:2)]
+w\w'<w>f[”(2”-s—3>J5WZ(ZW)ZJ;

(s+1)(s+2) 48

i e e )
Syl o 25

o 2°(27-5-3)) 522 , o
) { (s+1)(s+2) J 48 (ZW)J }

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.16. Eger teoremde m =1, Z = 0 alinirsa

CVFMW(K)+CFlfw(zc)+$f§)[w(z);zw(w)}

{ (W+2]Jr }
25’3(5) 33(5)
<~§(Z W)(z+wj &

48B(<S ) 2

XHZ“”'(Z)‘Q e o ()

(2 ((sz+52))+W|V"(W)|Q[2(3(31;(;2)3)B

Ol
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o e

{W

+Z

wly'(2)]" ((sil)J(rst Z)J

o af 2 27°(2°2 -5-3)
v (w) ((s+2)]+z‘l// () [ (5+1)(s+2) D

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.17. Eger teoremde m =1, s=1 alinirsa

CVFVI4!//(K)+CFIft//(K)+‘(B(§§){WV/(Z);

_[§(Z—W)W(w+zj+2(1—§)y/(z<)}

zw(w)}

28(<) 2 B(Z)
gé”(z—w)(uw)l-é
4B(C) \ 2
zly' ()] 5z, ,, o IZ 7
LooN@ SWZ 2 :2
) -5 (2w

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.18. Eger teoremde m=1, s=1ve Z =0 alinirsa
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‘CEI‘V/(K)+CF|fV/(K)+ 3 [W(Z)_ZW(W)}

B(Z) 2
el (we2), 20-Chete)
28(2) "\ 2 B(L)
Sé<z—w)[z+w]lé
18(Z) 2

X[[z\w'(z)\g e5ely (w)” | wly'(2)" + 20y (w) J

12 6

{swwmz)\%ww'(w)r’+2z\w’<z>\9+w'<w>f}
12 6

esitsizligi elde edilir.

olr

Teorem 4.4. v :[w,z]c [O,oo) —> R, (w,z) araliginda diferansiyellenebilir bir

fonksiyon, y'eL[w,z] ve m,se(0,1] olsun. Bu durumda her xe[w,z] ve

te[0,] i¢in |y'|" fonksiyonu Z>0 modili ile giiglii (s,m)—konveks

fonksiyon ve 1 +l =1 olmak tizere
Hon

C\,F\,ICW(K)"‘ CF|Z§W(1<)+{Bfé’)[vwl(z);zw(w)}

T

<o) H(zzjvivﬁn]

39
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esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ e (0,1] ve B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (4.1) esitliginden ve Young esitsizliginden

W (k) + 1y (k) + g;(gg)[W(Z);ZW(W)}

() 5]

< 445;(_;;) D:(fﬂ(l—f)w)‘z// (1; z+ l%wj‘df
+[ (w+(1-£)2)p’ [12fw+l+f j‘df}
e Py +_[;;W(%z ety "’df]

\
(j v+ (1-£) 2" df %{E'/’(l; Lt J”df]]

yazilir ve giiclii (s, m)— konvekslikten

1y (1) + S 1y () + 5 [W(Z)—ZW(W)}

B(S) 2
~ ¢(z—-w) (W+ZJ+2(I—§)W(K)
28(£) '\ 2 B(L)
g(z—w) 1 7t —wet ]
4B(S) | n\(z2-w)(u+1)

ez




el 5 o
A o a5
el o3 o)

esitsizligi elde edilir. Gerekli integral islemlerinin ardindan ispat tamamlanir.

Sonuc 4.19. Eger teoremde S =1 alinirsa

Y () + Uiy () + = {W(Z);ZW(W)}

{;(z—w)w(mz}2(1—§)y/(;c)}

28(¢) 2

- cj(z—w){z( AV

T 4B(¢) | ul (z-w)(u+1)

U
oA\
+% v (42)\ +3Tm W,(wj

esitsizligi elde edilir.

Sonug¢ 4.20. Eger teoremde s=1, Z=0 alinirsa

chvlﬁl/,(/()+ CF|24,/,(/<)+ 33(2’){\,\,1//(2);2(”(\/\/)}

e
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<g(z—w) E{
C4AB(S) | m

' n n ’ n
A ] L
n 4 4 m 4 4
esitsizligi elde edilir.
Sonug 4.21. Eger teoremde m =1 alinirsa
Slw(e)+ iy (x)+ ¢ | w(2)-zy (W)
B(<) 2

c—wxﬂ+n]

_[C(Z—W)W(W+z)+
2B(<) 2

1 7

<C(Z—W)[E£ z*
C4B(S) | n\ (z—w)(u+1)

|

za—cwwxq

(&M

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.22. Eger teoremde m =1, Z=0 alinirsa

Slw(e)+ I

Sy (x)+

¢

33(4){

wwurﬂwuw}

2

_{?(Z—W)W[thz}r 2(1;34;?;(@}

28(<)

2

< J(Z—W){z[( Jurt_ gy

- 4B(<)

+ —

esitsizligi elde edilir.

U

z—-w)(pu+1)

|

(%

M
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Sonug¢ 4.23. Eger teoremde m=1, s=1 alinirsa

ﬁﬁww%ﬁﬂh4m+$én{mdﬂgw4wq

{5 ) )]

Al s )5 a-wy )|

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.24. Eger teoremde m=1, s=1 ve Z =0 alinirsa

Wl (x)+ CF|ZCI//(K)+‘(B(é’g)|:Wl//(Z);Zl//(W):|

_{C(Z—W)l//(wﬁuz} 2(1—4);//(,()}

238(¢) 2 B(S)

S ]

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.5. y :[w, Z]C[O,oo)—>R, (w,z) araliginda diferansiyellenebilir bir
fonksiyon, w'eL[w,z] ve m,se(0,1] olsun. Bu durumda her x e[w,z] ve

te[01] i¢in |y'[® fonksiyonu Z>0 modili ile gigli (s,m)—konveks

fonksiyonve Q>1, %+é =1 olmak iizere olmak lizere
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CF CF ¢ WV/(Z)_Z'//(W)
‘ Wy () + Ty (k) + [ }
B() ? (4.6)

(W;—Zj+ 2(1;32:,;(@}

~ $(z—w)
28(¢)

St

<g“(z—w)
~4B(S)

[

(Zmz S (W(1+ h)—z(2+h))}
(Z_W)z(h+1)(h+2)
o _Sm_ZTZ

., m2° (25+2 —s—3)
48

X{ S IAC (s+1)(s+2) “” (%J

1

+(W”*2 +2" (z(1+ h)—w(2+h))]”
(z-w)’ (h+1)(h+2)

-

m(2‘s +Zs)

(s+1)(s+2)

* mz )
16

X[Z—S)IW'(Z)IQ + W[%J

(s+1)(s+2

+[Wh+2 +2" (z(1+ h)W(ZH‘z))J'l
(z-w)’ (h+1)(7+2)

[Egprer e

-

48

“ 5mz T

1

+£z"*2 + W (w(l+h)-z(2+ h))}’l
(z-w)’ (h+1)(h+2)

s e m(20+2s) | ) mgé

x[— )“// (W)‘ +—(s+1)(s+2)l//(aj EJ ]

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ €(0,1| ve 8B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.
grg

Ispat: (4.1) esitliginden ve Holder-Iscan esitsizliginden
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¢ [wwz)—zw(w)}

CFy¢ CFy¢
Wl (k) + IZW(K)+5/3(§) 5

{293(5) (WHJ 33(4) K)}
S

'(uw+1+—fz d¢
2 2

45/3(?) D
+jol(fw+(1—f)z) W

ig;(gvj){(f 1-¢)|z+(1-¢ w\ df)l[jl(l—f)w’(l%fH“TfW]

N
(j |fz+1 fw| df [I ‘ 1—fz+1+—fw)‘ df]Q
2

{Pa-operaoz o | Pa-op (e t2te)

1 o Yo
+(I:f|fw+(1—f)z|hdf)h (j:f v/'(%w+1+7fz)‘ deQ]

yazilir ve |W'|Q fonksiyonunun giiglii (s, m)—konveksliginden

Wlew(x)+ CFIft//(K)+‘(B(§§){WW( )2 (W)}

1 ¢(z-w) (W+Z
28(¢) "\ 2 fB(c)

=

<§4§;(§vj){(j 1-f)|z+(1-¢ W‘ df)
[J - f>[(12“j (2 (22
e fe ]

45

Q

3

1

o Ya
de
o Ya
de

1



1

+(jolf\fz +(1-t)w’ df)”

{15 wern%y)
2]

p
hdf)h

+(j:(1_f)\fw+(1_f)z

+(j:f\fw+(1—f) 2| df)h

{1 (5 o

oldugu goriiliir. Son esitsizlikte belirtilen integraller hesaplandiktan sonra ispat

tamamlanir.

Sonuc 4.25. Eger teoremde S =1 alinirsa

CvFvlfl//(K)+CFva,z/(K)+{B(i){w'//(z);w(w)}
S(z-w) (w+z) 2(1-¢)y(x)
{ 28(2) '\ 2 j+ 3C) }

==

<./;(z—w){ z’“z+w’”1(w(1+h)—z(2+h))J

T AB(S) (z—w)’ (h+1)(h+2)
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el

>

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.26. Eger teoremde S=1 ve Z =0 alinirsa

F 1y (1) + Ly () + =2 {W‘/’(Z)‘Z‘”(W)}

Ole

BS) 2
S(z-w) (w+z) 2(1-¢)w(x)
{ 28() ‘”( 2 ]+ 30) }
_£(z-w) [z“%wm(W(Hh)Z(2+h))fx£\v”(2)\g+mv/(ﬂjgjg
AB(S) (z—w)’ (h+1)(h+2) 6 3] \m
W”+2+zh+l(z(1+h)—w(2+h));’ ' (2)" sm| (w)*
{ (z—w)’ (h+1)(h+2) ]X{ 12 +E"”(5j]
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Wh+2+zh+1(z(1+h)_w(2+h)) ‘(//’(W)‘Q m| ,
+[ z-wy(hsn)(iv2) ) | 6 Ew(
N L) N AT JEW

(z—w)’ (h+1)(h+2) 122 1w

>

esitsizligi elde edilir.

Sonug 4.27. Eger teoremde m =1 alinirsa

{c(z—w)

4y () + FLEp ()4 S {W(Z)—ZW(W)}

B(S) ?

28(2) '\ 2

<{(z—w)

W+ 2J+ 2(1;3?);;(;{)}

A

~AB(S)

{ 2" W (w(l+n)-z(2+ h))}

(z—w)* (h+1)(n+2)

_s 2—5 25+2_ _3
X[ 2 ‘W'(Z)‘Q+ ( S )

(s+1)(s+2)

+[W”*2 +2"(z(1+ h)—w(2+h))J

(z—w)* (h+1)(h+2)

(e O vl of -

(s+1)(s+2)"

—

., \@ BZ o
v’ (w)) —@J

1

(s+2)

2_5 ’ 2—5 25+2_S_3 ’ 52 Q
[ 2L )|w<z>IQ-EJ

(s+1)(s+2)

J{z’”z + W (w(l+h)—-z(2+h))

(z—w)* (n+1)(n+2)

48

:




[

23 e (2w2s) o 20
X£(5+1)(s+2)‘!// (w) +(s+1)(s+2)‘l//(z)‘ EJ }

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.28. Eger teoremde m=1 ve Z =0 alinirsa

CVFVI41//(K)+CF|fw(K)+‘(B(i’){w(z);z‘/’(w)}

{4<z—w> w+zj+2<1—c)w(f«>}

28(¢) "\ 2 B()

ES

1

- AB(S) (z-w)’ (n+1)(h+2)

y g”(z—w{ A +W'”1(W(1+h)—z(2+h))J

(s+1)(s+2)

[ AR Sg)\w’(vv)\QJQ

+(w’“2 +2" (z(1+ h)—w(2+h))Jz

(z-w)’ (h+1)(7+2)

2 R ) I
><[(s+1)(s.+z)"” @) *(s+1)(S+2)‘W (v) J
+[W'”2+z'”1(z(1+h)—w(2+h))J'll

(z—w)’ (h+1)(h+2)

X 2" "(w Q+2_S(25+2_S_3) ()" é
[(s+2)|"’( ) (s+1)(s+2) b ( )|]

J{ZM + W (w(l+h)-z(2+ h))}

(z-w)’ (h+1)(h+2)

=

1

) 2 ol (27 +2s) ,ngl!
[(s+1)(s+2)‘w( ) (s+1)(s+2)‘l//( ) ] ]
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esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.29. Eger teoremde m =1 ve s=1 alinirsa

CFI{
w

v (x)+

CFlfwmg}é)[wmgzw(w)}
[ S22 2t
Llmw)

4B(<)

+[Wh+2 +2" (z(1+h)-w(2+ h))}’

(z-w)’ (h+1)(h+2)

1
W2+ 7 (2 (14 h)—w(2+ 1)) ) \w'(W)\QJ‘//(Z)\Q

(z—w)* (n+1)(h+2) 6

1
S1+2 +Wh+1(W(1+h)_Z(2—I—h)) h ‘W'(W)‘Q X 5‘1//’(2)‘9 _Z

(z—w)’ (h+1)(7+2) 12

esitsizligi elde edilir.

Sonuc 4.30. Eger teoremde m=1, s=1 ve Z =0 alinirsa

E oy (k) + FLy (k) + = [W(Z)_ZW(W)}

B(Z) 2
[elaw, usz), 200
28(2) "\ 2 B(C)
<g”(z—w)
" aB(Z)
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) [z%wf’“(w(m)z<z+h>>]g£w'<z>\g w’(WWT
(z—w)’ (h+1)(h+2) 6 3
J{WM+z’”1(z(1+h)—w(2+h))];X[y/’(z)‘ +5.//(w)\“J

(z—w) (h+1)(7+2) 12 12

(z—w)* (n+1)(h+2)

J{W"*Z +2" (z(1+h)-w(2+ h))Jh ) ‘w'(w)‘g ‘w’(z)‘g ]Q

izm+Wh+l(w(1+h)‘z(2+h))yx b (w)” S\V/’(z)\QJQ

(z-w)’ (h+1)(h+2)

esitsizligi elde edilir.

Teorem 4.6. w<z olmak tizere w :[w,z] > R fonksiyonu (W,Z) araliginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve y 'e L[w, z] olsun. |y '| fonksiyonu Z >0

modiilii ile giiglii s— konveks fonksiyon ise

2

B(S) CFy¢ CF ¢ o (w+z)  1-¢
:(z—w){“;”' P '”(Z)} (57 gl v

3 (zw)[|y/'(w)|+|l//'(z)|+(22“ —s=3)(ly'W) | +]yw'(2)])

4 2°(s+1) 2(1+5)(2+5) 47)

7 10(z — w)? )
48

Ispat. (3.1) esitligine mutlak deger ozelligi uygulanip, sonrasinda |l,//’|

fonksiyonunun gii¢lii s—konveksligi kullanilarak gerekli integral islemler

yapilirsa
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B(E) CF|¢ CF ¢ w+z) 1-¢
((z—w){“w w (W) + o I (Z)} ( 5 j Cow) [v (W) +y(2)]
<y (S 2t oy £ 25 o]

s(Z;W){jjf((gjs| (w)|+(2 jw/(n 2L (sz](z w)]
o (( J @ Z vl zz[zgf](z—wfjdf}

_ (z—w){w/'(w)|+|y/'(z)|+(2“—8—3)It//'(W)|+|w'(Z)|

4 2°(s+1) 2(1+5)(2+5)

7 10(z — w)? j
48

elde edilir. Boyle ispat tamamlanir.

Sonuc 4.31. Eger teoremde S =1 alinirsa

{B(g) CF(¢ CFy¢ W+Z ) 1-¢
Cw)| = l t//(W)++2 |W(Z)} ( > j g(z_w)['//(w)+"”(z)]

(=W Il//'(W)|+IV/'(Z)|_210(Z—W)2]
4 2 48

elde edilir.

Sonug 4.32. Eger teoremde s=1 ve Z =0 alinirsa esitsizlik, (3.2) esitsizligine

indirgenir.

Teorem 4.7. w<z olmak iizere w :[w,z]—> R fonksiyonu (W,Z) araliginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve w'eL[w,z] olsun. |y '[* fonksiyonu

Z >0 modiilii ile giiglii s— konveks fonksiyonve Q >1, %+é =1 i¢in
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BE) | o my +CF|41//(2)} (W“j—gl‘g [y W)+ (2)]

g”(z—w)_”zW 2 (z—w)
S(Z_W) LZ
4 1+h
(2-27) 2wy )
x 2S(S+1)I!/f()| o )It//()l 5 (4.8)

1

L (2-27) L2y )
+2(51)|w<)| RIAI

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve 8B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (3.1) esitligine mutlak deger dzelligi ve integraller icin Holder esitsizligi

uygulanarak

‘(B(g) CF CF W+ Z 1—5
;(z—w){”w ‘() + o 1< (Z)} ( 5 J_g(z—w) [v (W) +y(2)]
S@{Efw(;w*'%% df— _[ ‘ z+%wj‘df}

N0 (;;fhdf){;;\w-[gw%z)

oldugu goriiliir. Hipotezden |y '|” giiglii s—konveks oldugundan

B(S) CF|¢ CF ¢ w+z) 1-¢
g(z_w){ﬁw t//(W)++2 |l//(2)} ( > j ((z—w)[W(W)+W(Z)]
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1

S@{(I:fhdf)h

{j[( [« Z vor 252t e- w)j fz

(jfdf

J
{ [@wzn +( )| . (2;](2 W)J J

elde edilir. Gerekli integral islemler yapilarak ispat tamamlanmis olur.

fe i

Sonuc 4.33. Eger teoremde S =1 alinirsa

B(S) CF|¢ CF ¢ w+z) 1-¢
g(z—w){“zw y(w)+ oo IW(Z)} ( > j g(z_w)["/(w)+'”(z)]

1

)
4 1+7

y IW'(W)IQ+3Il//'(Z)IQ_Z(Z—W)2 a
4 4 6

-

[

+[|'//'(Z) [ L 3ly'w) [ _Z(Z_W)ZJQ
4 4 6

esitsizligi elde edilir.

Sonu¢ 4.34. Eger teoremde S=1 ve Z=0 almrsa (4.8) esitsizligi, (3.3)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.8. w<z olmak iizere w :[w,z]—> R fonksiyonu (W,Z) araliginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve w'eL[w,z] olsun. |y'[* fonksiyonu

Z >0 modiilii ile giiglii s— konveks fonksiyon ve Q2 >1 olmak lizere
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B(S) { CF | ;'//(W)"'MCVFl;'//(Z)} (W+Zj_§l g [V,(W)+l//(2)]

C(z-w)| =¥ 5 2 (z-w)
L (2w (ljl_gl’
4 \2
27(2 3)) 5 o “9
—s -S s+2_s_ ) Q
{W/(Wﬂ +|!//()| [ 3552 J—4—82(Z—W)j
_ 2—5(25+2_S_3) 5 ) é
[IW(Z)I +|w( w) [ ( 3552 ]_4_82(2_\,\/)]

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve 8B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (3.1) esitligine mutlak deger ozelligi ve Power Mean esitsizligi

uygulanarak

+

2 ) ¢(z=w)

1 t 2—f
dé—| flw'| —z+——w || df

1
Q Q
df]

‘(/3(4/) CF 4 (W)+
;(Z—W) W 22

(z=w) |r,| (¢ 2—t
ST{IOfW (EW'FTZJ

— vVl | (6 2t
§(24W) (J'Ofdf) [Lf‘y/ (EWJFTZJ

ey (z)} (W“j— 126 1wy ()]

(IRINIE

oldugu goriiliir. Hipotezden |y '|” giiglii s—konveks oldugundan
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ﬂ CFI¢ CFy¢ o (wW+zZ ) 1-&
g”(z—w){“zwl W(W)JrZZWJ w(Z)} w( 5 j Zz W[t//(w)+1//(z)]

A (o (55 e

elde edilir. Gerekli integral islemler yapildiktan sonra sonuca ulasilir. Ispat

tamamlanmis olur.

Sonuc 4.35. Eger teoremde S =1 alinirsa

—33(5){ °F|4w(w)+Mﬁfl?w(z)}w(v"”} = [y (w)+p(2)]

{(z-w)| = zu 2 ¢(z—w)
L (2w (ljl_gl’
4 2
WP v @F 5, )
6 3 48
+(|IV/'(Z)IQ+|1//'(W)IQ _QZ(Z_W)ZJQ
6 3 48

elde edilir.

Sonu¢ 4.36. Eger teoremde s=1 ve Z=0 alinirsa (4.9) esitsizligi, (3.4)

esitsizligine indirgenir.
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Teorem 4.9. w<z olmak iizere y :[w,z]—>R fonksiyonu (w,z) araliginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve 'eL[w,z] olsun. |y '|” fonksiyonu

Z >0 modiilii ile giiglii s— konveks fonksiyon ve 1 + 1 1 olmak tizere
Hon

_53(4){ 1Sy () + @W(z)} (W”]— [y )+ ()]

Sz-w)| 5" 2 ) ¢(z-w)
(z—w) 2 2 e v o (Z=W)°
<= {ﬂ(ﬂ+1)+(l+s)n[|w(w)| @ |-z } (4.10)

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve $B(¢ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (3.1) esitligine mutlak deger 6zelligi ve Young esitsizligi uygulanarak

B(S) CF| ¢y CF ¢ w+z) 1-¢
g(z—w){”w e (z)} [ ! j @)
S(Z;W){LlfV/'(év‘”%zjdf—j:f“/’l(ész%Wjdf}

Rl s
%(E(f)“df)ﬁ[ﬂ\w'(é“%wjndf]}

bulunur. Hipotezden |w'|” gliglii s—konveksliginden dolay1 yukaridaki son

esitsizlik

fz-w)| 5 2 ) ¢(z-w)

S(Z;W){%(#L}%U:H | vr (2 war

_‘73(5){ F 1<y (W) + CF|4y/(z)]—y/(W”j— =0 [y (w)+p(2)]
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5ol
ﬁ[ﬁ}%( j{@ V@I +(%j W
()2

elde edilir. Gerekli integral islemler yapildiktan sonra ispat tamamlanir.

Sonuc 4.37. Eger teoremde S =1 alinirsa

_B(e) {Z;;MWHCflfwm}w[w”j @]

£(z-w) &l 2 ) Cz-w
_@-w| 2 +[|l//'(W)|"+|W'(Z)|”]_Z(z—w)2

4 | u(p+l) n 3n
elde edilir.

Sonu¢ 4.38. Eger teoremde s=1 ve Z=0 almrsa (4.10) esitsizligi, (3.5)

esitsizligine indirgenir.

Teorem 4.10. W<z olmak iizere y :[w,z]—>R fonksiyonu (w,z) araliginda

diferansiyellenebilir bir fonksiyon ve w'eL[w,z] olsun. |y '[* fonksiyonu

Z >0 modiilii ile giiglii s— konveks fonksiyonve Q>1, %-{-é =1 i¢in

¢(z-w) 2 C(z-w)

2

B(S) {HVCVF';W(W)_'_ Z+VCV+F|¢W(Z)}_W(W+Z]_ 1-¢ [ (W) +y (2)]

SZ_W( ; jhx 2 W)
4 h? +3h+2 s +3s+2
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1
2°4+2s . z(z-w)’* |°
+2—|'//(Z)|Q_(1—6)]

S°+3s+2
1
1 E 2—8 R 2—5(25+2 S )

+ '(w) [° + 411
(Mj x[mw e yar (4.11)

1

SZ(Z—W)2 Q

48

1
1 h 2°°
+ —_—
(h2+3h+2j X[s +35+2|W( r

ML N Yo G J

13512 " 16
1
( 1 27
+] —— | x
h+2 2+S

5z(z—w)2f2

48

. . 278 (25+2 S— 3)

s +3s+

[y '(w) [

esitsizligi gecerlidir. Burada ¢ €[0,1] ve B(<{ ) normallestirme fonksiyonudur.

Ispat. (3.1) esitligine mutlak deger ozelligi ve Holder-iscan esitsizligi
uygulanarak

g(z-w) o 2 ) ¢(z-w)

s@{ﬂfy/(;w+27zjdf j ‘ z+%wj‘df}
iy W) (j (- f)f"’df) (j (- f)‘ w+%zj df}g

1
+ (j:f'”ldf)h [jolf

Be) {MCVF 1y w)+  SF1¢ (z)] (W”j— [y W)+ (2)]
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1

+(J01(1—f)f”df)hUol(l—f)‘w' éz+%wj‘df}g

jf“ldf U ‘ +—w ‘df}g}

elde edilir. Hipotezden |y '[* gii¢lii s—konveksliginden

B(S) CF| ¢y CFy¢ W+12 1-¢
g(z_w){ﬂw (W)++2 | (Z)} ( 5 j C- )[V/(W)+!//(Z)]

2 )
x[jj(l—f){( e Z wor
oy
+(ﬁ12jhx[ﬁfﬁf} |y '(w) [ +(22 j lyw'(2) °

[

|

N
N | ™~
7~ N\
N
N
iy
N
—~
N

|

=
N—
N
N—
o
-~
N—

{ﬁlj{ﬁ{g @) P +(22 j v ) ?
e
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halini alir. Gerekli integral islemler yapildiktan sonra ispat tamamlanir.

Sonug 4.39. Eger teoremde s =1 alinirsa

_fB(é’) CFI¢ CFy¢ o (wW+Z 1-¢
Caow) o YW W(Z)} t//( 5 j g(z_w)[t//(w)+w(z)]

L 2 2

1

1 il

z-w ( 1V [y wP+sly @ 2(z-w) |
h? +3h+2 12 16

+

1
1 =
1 j v WP +2]y @) 52(z-w)’ |°
h+2 6 48

+

- j v @F Slyw_z(z-w)' )
7 +3h+2 12 16

1 jfix(w(z)rl +2|w'(w)|9_52(z—W)2J“

h+2 6 48

1

1 g 2 o (2
+ X z
(h2+3h+2j [sz+3s+2|l//( )l

2°42s | . o Z(z-w))?
= 2 w2 L
32+3s+2|l'//( )l 16
1
1y (2%, ., 2’5(25*2—5—3) -
| — )+ W
(h+2j X[Z—ksll'y( )| s +35+2 [y (W)

48

SZ(ZW)ZT12

elde edilir.

Sonu¢ 4.40. Eger teoremde s=1 ve Z=0 alinirsa (4.11) esitsizligi, (3.6)

esitsizligine indirgenir.
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5. TARTISMA VE SONUC

Bu c¢aligmada Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorler kullanilarak
(S)— giiclii konveks ve (S,m)—gﬁglﬁ konveks fonksiyonlar i¢in yeni integral

esitsizlikler elde edilmistir. Ulasilan bazi esitsizliklerin literatiirde mevcut olan
klasik sonuglarin dogal bir genellemesi niteliginde oldugu gézlemlenmistir. Bu
durum, Caputo-Fabrizio kesirli integral operatorlerinin, giiclii konveks
fonksiyon siniflar1 baglaminda daha genis kapsamli ve esnek bir gerceve
sundugunu gostermektedir. Calismamizda verilen lemma ile genel fonksiyon
siniflart i¢in benzer ¢aligmalarin yapilmasi bu alandaki teorik birikimi daha da

zenginlestirecektir.

Sonug olarak, elde edilen bulgularin hem kesirli analiz literatiiriine katki
sagladig1 hem de ileride yapilacak olan arastirmalara yeni yontem ve uygulama

alanlar1 acabilecegi degerlendirilmektedir.
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