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Yiiksek Lisans Tezi

Charlier Polinomlarinin Temel Matris Ozellikleri ve Fonksiyonel Integro-
Diferansiyel Denklemlere Uygulamalari

Arif CIVELEK

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Prof. Dr. Mehmet SEZER

Bu caligsmada,sabit gecikmeli fonksiyonel Fredholm ve Volterra tipi integro
diferansiyel denklemlerin baslangi¢c ve sinir kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimlerini
bulmak i¢in Stirling sayilari, faktoriyel polinomlar1 ve Taylor polinomlari ile birlikte
Charlier polinomlarina dayali bir matris-siralama yontemi gelistirilir. Kullanilan
yontem, problemin ¢dziimiinii, siralama noktalar1 yardimiyla, bir matris denkleminin
¢Oziimiine indirger ve bdylece problemin yaklasik ¢oziimii elde edilir. Ayrica,
Charlier polinomundaki ¢ -parametresi, uygun ¢oziimleri bulmak icin kullanilir.
Ayni zamanda, kalan fonksiyon ve ortalama deger teoremi ile baglantili bir hata
analizi gergeklestirilir ve bazi ornekler sunulur. Elde edilen sonucglar tablo ve
grafiklerle gosterilir; yontemin uygulanabilirligi ve etkinligi gdzlemlenir.

Tez bes boliimden olusmaktadir. Birinci boliimde, fonksiyonel diferansiyel ve
integro-diferansiyel denklemler hakinda genel bilgiler verilir. Ikinci boliimde,
Stirling sayilari, faktoriyel polinomlart ve Charlier polinomlarinin temel 6zellikleri
tamtilir ve ilgili kaynak dzeti ile birlikte temel problem agiklanir. Ugiincii boliimde
ise, diferansiyel, gecikmeli diferansiyel ve integral kisimlarinin temel matris
bagintilar1 kullanilarak ¢6ziim i¢in i¢in Charlier matris-siralama yontemi gelistirilir
ve reziduel (kalan) fonksiyona dayali bir hata analizi yapilir. Dordiincii boliimde ise,
her bir kesim i¢in sayisal drnekler verilir. Sonuglar tablo ve grafiklerle yorumlanir.
Tablolarda tam ¢oziim ile bulunan ¢oziimler ve mutlak hatalar karsilastirilir. Son
olarak, besinci boliimde, sonug ve Oneriler sunulur.

Anahtar Kelimeler: Fonksiyonel diferansiyel-denklemler, Fonksiyonel integro-
diferansiyel denklemler, Charlier ve Taylor Polinomlari, Matris Siralama Y 6ntemi

2022, (44) sayfa
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ABSTRACT
Graduate Thesis

Fundamental Matrix Properties of Charlier Polynomials and Aplications to
Functional Integro-Differential Equations

Arif CIVELEK

Manisa Celal Bayar University
Graduate School of Applied and Natural Sciences
Department of Mathematics

Supervisor: Prof. Dr. Mehmet SEZER

In this study, a matrix-collocation method based on Charler polynomials
together with Taylor polynomials, Stirling numbers and factorial poynomials is
developed to solve functional differential and Volterra-Fredholm type integro-
differential equations with mixed constant delays under the inital-boundary
conditions. The used method reduces the solution of problem to the solution of a
matrix equation and hence the approximate solution of the problem is obtained.
Besides, the parameter-o in Charlier polynomials is used for obtaining the
appropriate solutions. An error analysis related with the residual function and the
mean-value theorem is implemented and some examples are presented. The obtained
results are demonstrated by tables and graphics; the usuability and efficiency of the
method are observed.

The thesis consists of five chapters. In the first chapter, the fundamental
knowledges about functional differential and integro-differential equations are
examined. In the second chapter, the general information related to the Stirling
numbers, factorial polynomial and Charlier polynomial is given; the fundamental
problem along with source data is established. In the third chapter, the Charlier
matrix-collocation methods are developed by using the basic matrix relations for
differential, delay differential and integral parts in the equation.and then, an error
analysis based on residual function and the mean-value theorem for the solution is
performed. In the fourth chapter, some numerical examples are given for each
section. The results are supported by tables and figures. In tables and figures, the
obtained solutions and exact solutions together with absolute errors are compared.
Finally, in the fifth chapter, conclusions and recommendations are given.

Keywords: Functional differential equations, Functional integro-differential
equations, ,Charlier and Taylor polynomials, Matrix-collocation method

2022, (44) pages
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1. GIRiS

Fonksiyonel integro-diferansiyel denklemler, fonksiyonel diferansiyel ve
Fredholm-Volterra tipindeki integral denklemlerin bir kombinasyonudur; bilinmeyen
fonksiyon ve bunlarin tiirevlerinin ve integrallerinin farkli argiimanlardaki
degerlerini igerirler. Bunlar fonksiyonel denklemlerin genis bir sinifin1 olustururlar
ve genellikle, biyoloji, ekonomi, elektrodinamik, potansiyel teori, elektrostatik,
astronomi, kimya, mekanik, fizik, kontrol teorisi, biyofizik, matematiksel istatistik
gibi, fen ve teknoloji alanlarda onemli bir bir rol oynarlar; bu alanlarda olusan
fiziksel olaylarin matematiksel modellenmesinde kullanilirlar [1-12 ].

Fonksiyonel denklemlerin Onemli bir sinifin1 olusturan diferansiyel
denklemlerle ilgili ilk arastirmalar, 17. yiizyilin ikinci yarisinda Newton ve Leibniz
tarafindan “diferansiyel ve integral hesap” {izerine yapilan ¢alismalarla baslamis;
diferansiyel denklem seklindeki bagintiya da ilk once Newton’un 1671 yilinda
yazdig1r “Flux metodu ve sonsuz seriler” adli eserinde karsilagilmistir. Bu tip adi
diferansiyel denklemlerin n. mertebeden genel hali, y bagimhi degisken ve x

bagimsiz degisken olmak iizere,

F 6 Y0, Y00, (0 Y™ (0) = 0 (1.1)

bagintist ile tanimlanmaktadir [13-16]. Bunlar, fen, miihendislik ve ekonomi gibi
pek ¢ok daldaki problemlerin modellenmesinde kullanilmaktadirlar. Roket ve
uydularin hareketi, bir elektrik devresindeki akim veya elektrik yiiki, iletken bir
cubuktaki 1s1 akimi, bir tel veya zarmn titresimi, radyoaktif bir maddenin
parcalanmasi, kimyasal reaksiyonlarin belirlenmesi, belirli bir geometrik 6zellikteki
egrilerin bulunmast gibi durumlarda diferansiyel denklemlere gereksinim

duyulmaktadir.

Yapilarinda tiirev, fark ve bunlarin ¢esitli kombinasyonlarini bulunduran
veya argiimanlarda ilerleme, gecikme gibi sapmalar1 bulunan denklemlere

“fonksiyonel diferansiyel denklem” denir [17-22] ve

G, Y(agX+ ). Y (ax+ B, Y (e X+ 3, ) ..es y(n) (@ x+B,)=0 (12)

bagintis1 ile gosterilebilir. Benzer sekilde, fonksiyonel Volterra-Fredholm tipi bir

integral denklemin genel formu [22-29]



H (%, y(0, [ K (6 Dy (At +ydt, [K, (61 y(rt+m)dt) =0 (1.3)

bagintisi ile tanimlanabilir.

Diferansiyel-fark denklemleri, gecikmeli diferansiyel denklemler ile bunlarin
integral terimli olanlar1 fonksiyonel diferansiyel denklemler grubunda yer alirlar ve
bazi fiziksel olaylarin matematiksel modelidirler. Ayn1 zamanda, bu tip denklemler
ile modelleme yapilmasi, 1940’11 yillarin sonunda Lord Cherwell’in asal sayilarin
dagilimi iizerindeki c¢alismasi ile ve Minorsky’nin II. Diinya savasi sirasinda
gemilerin dengede kalmasini saglamak tiizere olusturdugu modellemesi ile

baslamistir [17].

Bu tezin amaci, (1.1), (1.2) ve (1.3) ile tanimlanilan fonksiyonel denklemlerin
birlestirilmesiyle olusturulan genellestirilmis Volterra-Fredholm tipi fonksiyonel
integro-diferansiyel denklemin lineer halini (yani y bagimli degiskeni ve tiirevlerine
gore birinci dereceden olup ¢arpim seklinde olmamasi halini) ele alarak, ve Sezer ve
ark. [2,4,8,9, 11,12,14,16-18,24-29] tarafindan gelistirilen Matris-Siralama yontemini
uygulayarak, belli kosullar altinda Charlier polinomlar: [30-32] cinsinden yaklagik
¢Oziimleri arastirmak; rezidiiel (kalan) fonksiyonlara dayali bir hata analiz teknigi

gelistirmektir.



2. GENEL BILGILER

2.1 Kaynak Ozetleri

Bu ¢alismada, (1.1), (1.2) ve (1.3) ile tanimlanan fonksiyonel denklemlerinin
birlesimi ile olusturulan genellestilmis fonksiyonel integro-diferansiyel denkleminin
0zel bir smifin1 olusturan  Volterra-Fredholm tipi lineer fonksiyonel integro-
diferansiyel denklemler incelenmektedir. Bu tiir denklemler, biyoloji, ekonomi,
elektrodinamik, potansiyel teori, elektrostatik, astronomi, kimya, mekanik, fizik,
kontrol teorisi, biyofizik, matematiksel istatistik, salinim teorisi, astrofizik, elasticity

gibi bir¢ok uygulamali alanlarda 6nemli rol oynamaktadir [1-4,6-15,18-22,24-29].

Son yillarda, fonksiyonel diferansiyel, integral ve integro-diferansiyel denklemlerin
polinom ¢oziimlerini elde etmek icin birgok yontemler verilmistir. Bunlardan
bazilari; Chelyshkov, Lucas, Miintz-Legendre, Taylor, Chebyshev, Fibonacci,
Laguerre, Legendre, Bessel, Hybrid Euler-Taylor, Bernoulli, Euler, Dickson, Bell,
Gegenbauer, Boubaker, ve Hermite polinomlarina dayali matris-siralama
yontemleri sunulmustur [2,4,8- 12, 14,16-18,24-28,33-39] ve diger literatiirde bilinen
diger yontemler asagida sunulmustur: Varyasyonel yineleme [19,40], homotophy
perturbasyon [3], Adomian ayristirma [22], Lgendre- Gauss siralama[6], one-leg 6
[5], Jacobian eliptik fonksiyon [23], Hybrid fonksiyon [41], Kiibik B-Spline
fonksiyon [42], Geriye Yerine koyma [43] ve Rasyonellestirilmis Haar fonksiyonlar

yontemleri.

2.2 Stirling Sayilarinin Temel Ozellikleri

Binom katsay1 fonksionlari, faktdriyel polinomlar1 ve Stirling sayilar
matematik ve uygulamali matematik problemlerinde ortaya ¢ikmaktadir. Aralarinda
sitki bir bag bulunan bu ifadeler; o6zellikle, sonlu farklar teorisi, kombinetorik
hesaplamalar, interpolasyon teorisi ve spline teorisinde ve aymi zamanda, fen ve
miihendislik problemlerinin modellenmesinde, 6nemli bir rol oynarlar [ 45-49 ]. Bu

ifadelerle ilgili agiklamalar kisaca asagida sunulmustur.



Faktoriyel polinomlari, artan faktoriyel polinomlar1 ve ve azalan faktoriyel
polinomlar1 olarak iki sinifta ele alinir. Bunlar, sirasiyla, [X]n ve [X]n sembolleri ile
gosterilir; ne , , xel, U, =0 U{O} olmak iizere,

[X]" =x(x+ 1) (x+2)...(x+n-1), [x]'=1
ve (2.1)
[X], =x(X=D(x=2)..(x=n+1), [x],=1

bagintilar1 ile tanimlanir. [45,47, 49].

Binom katsayi fonksiyonlar, ne(] , , xe[, [l =0 U{O} olmak tizere

X\ [x], X\ x|
(nj_ r S n!(nj_[x]n, (Oj_l (2.2)

olarak tanimlanmaktadir [45].

Matematikte, Stirling sayilar1 kombinatorik problemlerde ortaya ¢ikmis olup,
18.Yiizyillda Isko¢ matematik¢i James Stirling tarafindan kesfedilmistir. iki tip

Stirling sayilar1 vardir: 1.tip Stirling sayilar1 ve 2.tip Stirling sayilari. Bu konuda

. n
literatiirde farkli notasyonlar kullanilmaktadir. Ornegin, 1.tip Stirling sayilar {k} ,

n
S(n,k) veya Sl(n,k) ile ve 2.tip Stirling sayilar1 ise {k} S(n,k) veya Sz(n,k)ile

gosterilmektedir.Bu caligmada ise Stirling sayilari ig¢in s(n, k) ve S (n,k)
notasyonlar1 kullanilmaktadir [47,48].
Birinci Tip Stirling Sayilann s(n,k); nkeO,, U,=0 U{O} olmak

tizere,n elemanli bir kiimenin k ayrik devirli permiitasyonlarnin sayis1 olarak

yorumlanabilir. Bunlarin iirete¢ fonksiyonu [45-48]

k n
[In(1+x)]¢ _ § S0,k x| <1 2.3)
k! n=0 n!

ile verilir. (2.3) bagmtisindan, S(N,K) i¢in asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir:



s(nk)=s(n-1,k-1)-(n-1)s(n-1,k);
s(n,0)=0, neN;sm,n)=1,nell ;sn,l)= (-l)n'1 (n-1)!, nell;smk=0,n<k
, k<0.
ikinci tip Stirling sayillar1 S(nk),n,k el ,, [, =L U{O} olmak lizere n

elemanli bir kiimeyi bos olmayan k tane alt kiimeye parcalama yolunun sayis1 olarak

yorumlanabilir [4]. Bu sayilar1 hesaplamak i¢in bir genel formiil

K poifk
S(n, k) =%j§0(-1)k J(j)jn. 2.4)

ile verilir [45-48]. Ayn1 zamanda, ikinci tip Stirling sayilari

(1)

k

= iS(n, k)X—n‘. (2.5)
n=0 n:

tireteg fonksiyonu ile de tanimlamlir [47-49]. (2.4) veya (2.5) bagmtilarindan

asagidaki rekiirans bagintisi elde edilir [6-48]:

S(n +1,k) = kS(n,k) +S(n,k -1);
S(H,O) - O,;S(n,n) - 19 S(Il,l) - I,Il el S(n,k)=0,n <k veya k<0.
Ayni zamanda, (2.1)-(2.5) bagintilar1 ile aciklanan Stirling sayilari, faktoriyel

n
polinomlar1 ve {Xk} =0 taban fonksiyonu arasinda siki bir iliskinin oldugu iyi

bilinmektedir [45-49]. Bu temel bagintilar asagida sunulmaktadir:

n k X
X = kéos(n,k)x , [=m(nj J(x eR, ne NO) (2.6)
X = E S(n,k) [x1,, , (XER, neN ) (2.7)
o Kk 0
n_ I n—k k
[x]" = kéo(—l) s(n, k)x~, (XER, n eNO) (2.8)



Omek olarak, (2.6) ve (2.7) bagmtilarim veya yukaridaki uygun bagintilari
kullanarak 0<n,k <7 i¢in s(n,k) 1.tip Stirling sayilarmin ve S(n,k) 2.tip Stirling

polinomlarinin sayisal degerleri Tablo 2.1. ve Tablo 2.2. de gdsterilmistir [47]:

Tablo 2.1. Birinci tip Stirling sayilari, s(n,k), icin degerler tablosu

nk| k=0 | k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
n=0 1
n=1 1
n=2 -1 1
n=3 2 -3 1
n=4 -6 11 -6 1
n=>5 24 -50 35 -10 1
n=6 -120 274 -225 85 -15 1
n=7 720 -1764 | 1624 -735 175 -21 1

Tablo 2.2. ikinci tip Stirling ssayilari, S(n,k), icin degerler tablosu

nk| k=0 | k=1 k=2 k=3 k=4 k=5 k=6 k=7
n=0 1
n=1 1
n=2 1 1
n=3 1 3 1
n=4 1 7 6 1
n=5 1 15 25 10 1
n=6 1 31 90 65 15 1
n=7 1 63 301 350 140 21 1

2.3. Charlier Polinomlarimin Temel Ozellikleri

Charlier polinomlant C (X,a) [30-32,50],
°e] er
e“"A+w) =)>» C (X,a)—
(1+w) nz(; (X, ) "

tirete¢ fonksiyonu ile tanimlanirlar ve



C.(X,a)= Z(Ejk I(—a)"™" [:J (2.9)

acik ifadesine sahiptirler. Bunlar Charlier tarafindan sunulmus [32] ve x’e gore n.
dereceden polinomdurlar. Ayrica, a > 0i¢in, bunlar pozitif reel eksende bir ayrik
dagilima gore ortogonal polinomlar sistemi olustururlar; yani asagidaki ayrik

ortogonallik bagintisini saglarlar:

k

o0
P Cn(k, ) Cm(k,a)% —e“a"n!s_;mn=0,1,..
—0 !

mn 2

Ek olarak, o > 0i¢in, ayrik dagilimh C_(X,a) Charlier polinomlari

CXa)=(x-n-a)C (X,a)-anC (x,a); C(Xa)=1, C (X,a)=0.

rekiirans bagmtisini saglarlar. a=1 i¢cin C (X,a) polinomlarmm bazilar1 ve

grafikleri Sekil 2.1 de verilmistir:
C,(x,1) =1,
C,(x,)=x-1,
C,(X,1) =X =3x+1,
C,(x,1)=x’ —6x> +8x—1

Sekil 2.1 a=1 i¢in Charlier Polinomlarinin Grafigi



2.4. Temel Problem

Bu c¢aligmada, yiiksek mertebeden lineer Fredholm-Volterra tipindeki

iPk (x)y" (x)+iier ()Y (a,x+B,)=9(X)+SFX)+SV(X);  (2.10)

F(x)= jl K, (X,t)y(At + g)dt ve V(x) = JX. K,(Xt)y(t+m)dt, m <m, a<xt<bh.
fonksiyonel integro-diferansiyel denkleminin
E[ajk y“@+b, y®I=4, j=012,--m-1 (2.11)
k=0
baslangi¢-sinir kosullar altinda,

y(x);iancn (x,a) (2.12)

ile tamimlanan sonlu Charlier seri formunda yaklasik ¢oziimleri arastirilmaktadir.

Burada R (x),Q,(x),K; (x,t), K, (x,t) veg(x) fonksiyonlar;, a<x<b arahgnda
tanimli bilinen analitik fonksiyonlardir; ayrica aj, p i
A u, v, 1, 0,0, /Ij ,Qy Ve bjk uygun sabitlerdir; y(x) bulunmasi gereken
bilinmeyen fonksiyondur. C, (X,a) , Kesim 2.2.de tanimlanan o« —parametreli

Charlier polinomlar1 ve a, bulunmasi gereken Charlier katsayilaridir.

Diger taraftan;

e Eger (2.10) denkleminde o =0, =0 iken; denklem m. Mertebe karisik
argimentli gecikmeli diferansiyel denklem , «; =1 olmasi halinde de denklem

m.mertebe diferansiyel-fark denklemi olur.

® (2.10) denkleminde a; =1 =y =1 olmasi halinde, bu denklem m.mertebeden

lineer fonksiyonel integro-diferansiyel-fark denklemi olarak adlandirilabilir.

® (2.10) denkleminde, Q, (X) =0, A=y=1, wp=n=0 halinde denklem Volterra-

Fredholm integro-diferansiyel denklemine indirgenir.



e Ozet olarak, (2.10) ile tanimlanan lineer fonksionel integro-diferansiyel denklemi;

adi diferansiyel denklemi, Fredholm ve integral denklemi, pantograph tipindeki tiim

denklemler gibi olduk¢a ¢ok denklemleri i¢inde bulundururlar.

Bu tez ¢aligmasindaki amacimiz, (2.10)-(2.11) probleminin (2.12) formunda
¢Ozlimiinii bulmak i¢in, Kesim 2.1 de bahsedilen matris-siralama yontemleri de
g0zoniine alinarak, standart siralama noktalarina ve Charlier polinomlarina dayali bir
“matris-siralama yontemi” gelistirmektir. Ayrica, rezidiiel (kalan) fonksiyonla
baglantili hata analiz teknigi kullanilarak, gelistirilen yontemin etkinligini ve

uygulanabilirligini test etmektir.



3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Charlier Polinomlarimin Temel Matris Ozellikleri

Bu kesimde, (2.1), (2.2) ve (2.6), (2.8) ile tanimlanan binom katsay1
fonksiyonlari, faktoriyel polinomlar1 ve Stirling sayilar1 arasindaki matris bagintilar
olusturulmakta ve elde edilen sonuglar, Charlier polinomlar1 ile Charlier matris
yonteminin kurulmasinda kullanilmaktadir. Bu ifadelerle ilgili agiklamalar kisaca
asagida sunulmustur.

Once 1.tip Stirling sayilari, azalan faktoriyel polinomlar1 ve binom katsay1

polinomlar1 arasindaki (2.6) bagintisin,

n! n! = n!

X

) 0,25 s

X
olarak yazariz ve n=0,1,2, .. Nigin, [nj ve x" tabanlaria gore, bu ifadeyi
5(0,0)

X)_ < s(O,k)Xk _ (0,0 0
0 - 0! 0!
X\ _ ! S(l’k)xk=S(1’0)x0+s(l’l)x‘
1) & 1 I I
2
X =Zs(2,k)xk =5(2’0)x°+s(2’1)x‘+S(2’2)x2
2) & 2 2! 2! 2!

acik hale veya
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X (0.0) 0o .. 0 |[1 ]
0 0!
X s(1,0) s(L1) 0 0 X
1 1! 1!
x) | _[s(20) s(2,1) s(2,2) ol Ly
2] | 2 2! 21
X s(N,0) s(N,1) s(N,2) s(N,N) "'N
N N N NI TN X
L _ L i %f—;d
(Z(X))T S]T (X (X))
matris formuna veya kisaca
T - T
(x(x)) =S7(X(x)) = x(x)=X(x)S, (3.1)

[5(0,0) s(1,0) s(2,0) s(N,0) |
0! 1! 2! N1
s(L1) s(2,1) s(N,1)

1! 2! N1

S, = 0 s(2,2) s(N,2)
2! Nt

0 0 0 s(N,N)

I Nt

olarak tanimlanmaktadir. Benzer sekilde, (2.7) bagintisindan

"3 sk = > SMk) K [Xj
X' = ,K) [x], = , !
k:O k k:O k
yazilabilir ve n=0,1,2, .. N i¢in, asagidaki matris bagintilar1 elde edilir:
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1 [ 01'S(,00) 0 0 0 X
:
X! 115,00  11S(,1) 0 0 [X
:
|1 2182,00 2121 218(2,2) - 0 [;‘ ’
xV N1S(N,0) NIS(N,I) NIS(N,2) NIS(N,N) | |/
XTx) 3 (x<X>)T
veya kisaca
T _sT V = S = X (x)S7; 3.2
(X(x) =8;(x(x)) = X(x)=x(x)S; = x(x)=X(x)87; (32)
[01S(0,0) 1!S(1,0) 2!S(2,0) --- N!S(N,0)]
0 11S(1,1) 2!1S(2,1) --- NIS(N,)
S, = 0 0 215(2,2) --- NIS(N,2)|.
0 0 0 -+ NISN,N) |

Agiklama: (3.1) ve (3.2) esitliklerinden S, ve S, matrisleri arasinda S, =S;
bagintisinin oldugu goriiliir.

Charlier polinomlarinin matris formu ise, (2.9) da tanimlanan

C,(X,a)= Zn:(::jk ()" (:J

ifadesinde, kesme sinir1 N alinarak asagidaki gibi olusturulur. Buna gore, 6nce
n=0,1,2, ... ,Nic¢in, (2.9) ifadesi acikca

12



C,(X, @) =g (Ejk!(—a)“ :J =@ 0! (~ax)’ (g]
C ()= Z( ]k'( )" k( ] ((1) 0! (-a) (2}@11(—@“@
)

C,(X,a) = ( Jk'( a)”(:

oo G () ren (G eer(3)

C. (%a)= ZN:(':jk!(—a)Nk [:)

0

0 0 1 1 2 2
+....+(NJN !(—a)o( X]
N N

olarak yazilir ve

Coxa) | |lo)rce 0 0 0 0
e | |[o)oee (e o : !
sl [sr e e )
matis formana veya kisaca

Cloe) =207 (2) 63

matris denklemine doniistiiriiliir; burada i¢erilen matrisler
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olarak tanimlanmaktadir.

Sonug olarak (3.1) ve (3.3) veya (3.2) ve (3.3) bagmtilarindan Charlier
polinomlarinin matris formu sirasiyla,

C(x.a)=x(x)d(a)=|C(x,a)=X(x)S,I(a)

veya

C(xa)=x(x)d(a)=|C(x.a)=X(x)S;JI(a) (3.4)

olarak elde edilir.

3.2. Charlier Polinomlarina Dayali Matris Siralama Yontemi

Bu kesimde, (2.10)-(2.11) ile tanimlanan problemin (2.12) sonlu Charlier
serisi formunda ¢O6ziimiinii bulmak i¢in  Charlier Matris-Siralama yontemi

kurulmaktadir. Bu amag i¢in, problemin her bir teriminin (parc¢asinin) matris formlari
asagidaki kesimlerde olusturulmustur.
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3.2.1. Diferansiyel Kisimn Matris Formu

Verilen (2.10) denkleminin (2.11) kosularina gore (2.12) Charlier polinomlar1
cinsinden ¢oziimlerini bulmak i¢in, dncelikle, y(x) ¢6ziim fonksiyonu ve tiirevlerinin
matris formlarini agsagidaki gibi olusturmamiz gerekmektedir. Bu nedenle, (2.12) ile
tanimlanan kesilmis Charlier serisinin matris formu

a,
=[C,(xa) G, (x.a) . Cy (xa)]| "
C(x,a)
LN
——
A
olarak yazilir ve (3.4) matris bagintisin1 kullanarak, kisaca
V()= Y () =C(x2) A YO0= v ()= C(x.a) A
veya (3.5)
=X(x) S, J(a)A =X(x) S;'J(a)A
haline indirgenir; ayrica y(k) (X) tlirevinin matris formu , k=0,1,2, ...,N i¢in,
(k) = v :X(k) S.J A
0= 000 =X (s @] |
=X(x)B*S;J(a)A
y“ (x) 2y (x) = X" (x)S7d(a) A 3:6)
=X(x)B'S;J(a)A
olur. Burada A ve B matrisleri
[ 0] 10 0 - 0] 0
0 0 0 1 0 0 ay
B=|: : ¢ . i], B’=[0 0 1 of, A= :
0 00 O N Do oo
a
000 0 O] 00 0 - | LN

olarak tanimlanmaktadir. S,, S, ve J(«) matrisleri sabit olduklarindan,
M(a) =S,J(a) veya M(a)=S,J(a) alarak, (3.5) ve (3.6) bagmntilarmin

yerine
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y® (x) 2 v (0 = X(x) B*M(a)A, k=0,1,2, ..., m (3.7)

matris formu kullanilabilir.

Dolayisiyla, (3.7) tiirev ifadesini, (2.10) denkleminin diferansiyel
kisminda(pargasinda) yerine koyarak

D(x)= 3P (X)y" (x) = P, (X)X(x)B* M(a) A (3.8)

k=0 k=0
matris formu elde edilir.

3.2.2. Fonksiyonel Diferansiyel Kismin Matris Formu

Fonksiyonel diferansiyel kisminin matris formu i¢in, 6dnceki kesimde verilen (3.7)
matris bagintisinda X - « X+ p i konularak ve diizenlenerek [ 2,4,10,11],

y(r)(ajx+,[;’j )Ey(’\rl-)(aJX-FﬂJ):X((ZJX-FﬂJ)BrM(a)A
= X(x) B(a;, 8,)B" M(a)A

r=0,1,2,....m (3.9)

matris bagintis1 kurulur; burada

X(ajx+fj) = X B(a;, 5;)

oldugu iyi bilinmektedir [ 11,12,16 ] ve B(ozj , j) matrisi

I 0 0 10 1 0 pl 2 0 2 0 N |
0 aJﬂ 0 ajﬂj 0 aJﬂJ 0 aJﬂJ
0 I al.ﬂp 2 alﬂ] al.ﬂ.N_]
1 177 1 177 1 177
B 21 = 2 2 n0 N 2 pN-2
(a:8)=] 5 ety (V)ers
N N 0
0 0 0 0 (N)aj P

olarak tanimlanmaktadir. Boylece, (3.9) tiirev ifadesini, (2.10) denkleminin
fonksiyonel diferansiyel kisminda(par¢asinda) yerine koyarak fonksiyonel
diferansiyel kismina kars1 gelen matris formu

m

Dy (0= °Q; (X)¥" (er;x+ ;) =2 Y Q; (X) X(X) B(e;. 5B M(a)A (3.10)

r=0 j=0 r=0 j=0

olarak elde edilir.



3.2.3. Fonksiyonel Fredholm Integral Kismin Matris Formu
Kesim 2.4. da (2.10) fonksiyonel denkleminin

b
F(X)= j K, (xt)y(At+mdt , a<xt<b

ile verilen Fredholm integral kismin matris formunu olusturmak i¢in, bir onceki

kesimde olusturulan (3.9) matris bagintisinda, 6nce X=t, a; =4, S j=Huove =0

J
almarak
YAt +u) = X(At+u) M(a) A
bagintis1 kurulur. Ayni zamanda, X (AX + u) = X(X) B(4, ¢) oldugundan, bu baginti
y(At+ p) = X(t) B(4,u) M(a) A (3.11)
olarak elde edilir.

Sonra, K, (X,t) ¢ekirdek fonksiyonun matris formu
1
2 N t T
Ko =[1 x X x" K| [=X0K, XT(0)
tN
alinarak, kisaca,

K(x,t)= XK, X"(t) ; (3.12)

burada
. 1 6p+qu (01 O)
p'q!  oxPot?

K, =[k},‘q}, kpg . 0,d=0,1,2,..,N.

olarak yazlir [27-29,33-35]. Elde edilen (3.11) ve (3.12) ifadeleri Fredholm kisminda
yerine konularak ve diizenlenerek, F(x)’ in matris formu

F(0=X(0K, [ XT@®X (1) dt B(Z,4)M (a)A 613)

= X(OK; Q¢ B(4, 1) M(a) A;
Bulunur; burada
b M amened
Q, =J.XT ()X (t)dt =[q,;n];qn:n :m, m,n=0,1,2,..,N

a

seklinde hesaplanir [27-29,33-35].
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3.2.4. Fonksiyonel Volterra Integral Kismin Matris Formu

Bir dnceki kesimde olusturulan (3.11)-(3.13) islemlerinden yararlanarak,

V(x)=.[Kv(x,t)y(;/t+77)dt ,a<xt<b

Volterra integral parcasi ile baglantili
y(yt+m) = X(®) B(y,7) M(a) A,
K, (x,t) = X(X)K, X" (1),

ve

V(X)= X(X)KVI XT ()X (t) dt B(y,n)M(a)A

(3.14)
= XK, Q,(X) B(y,m) M(a) A;
matris bagintilar1 elde edilir.Burada K, ve Q,(X) matrisleri
v v 1 0K, (0,0)
K, =[ki, |, ki, = ST s P02

ve

X Xm+n+1 _ am+n+1

Q0 =[X"() X®dt=] g5, (0 ]; gi () =———————, m.n=0,12,....N
. m+n+1

formiilleri ile hesaplanir [11,27,29,35].

3.2.5 Coziim Yontemi

Bu kesimde, (2.10) ile tanimlanan fonksiyonel lineer integro-diferansiyel

denkleminin, Charlier ve Taylor polinomlart cinsinden ¢dziimlerini bulmak icin bir
matris-siralama yontemi gelistiririz.Bu amacla, ilk once D(X), D, (X), F(x) ve
V(x) ile gosterilen (3.8), (3.10), (3.13) ve (3.14) matris bagmtilarim (2.10)

denkleminde yazarak

m

R (x)X(x)B* +ZZQ”.(X)X(X) B(at;, ,)B" —6X(X) K, Q, B(A,x)

k=0 r=0 j=0

=8, X(0K, Q,(x) B(y.n) } M(a) A=g(x)

matris denklemini elde ederiz. Daha sonra, bu denklemde

b-a). .
X =a+ N i,i=0,1,2,...,N, a=X%<X <...<Xy =b

18



ile taniml1 siralama noktalarini yerlestirirsek,

m

SR (%)X(x)B +33Q, (x)X(%) B(@,.5)B" —8,X(%)K, Q, B(4 1)

k=0 r=0 j=0

=0, X(X)K, Q,(x) B(y,nm) } M(a) A=g(x)
matris denklemler sistemi olusturulur. Bu sistem, kompakt formunda,

m mJ
D P XB* +> > QX B(a;,p,)B" -5 XK, Q;B(4, 1)
(3.15)

_52 >Z|Zv QVBO/’U) } M(a) A=G
matris denklemi olarak yazilir ki buna (2.10) fonksiyonel integro diferansiyel

denkleminin temel matris denklemi denir; bu denklem ic¢indeki matrisler asagidaki
gibi tanimlanmaktadir:

R(x) 0 0 Qy (%) 0 0
I L O L
0 0 P (%) 0 0 Q; (%)
x(o)] 11 x @ 9(%,)
x =| X%) . XTN LG = 'g(X1) :
x| 1t % ) Lete)]
X(x) 0 0
of ¢ R
0 0 X(.xN)
K, 0 0 Q, (%)
< - 0 K, 0 o | QO |,
0 0 K, Qv(.XN)

Ayrica, (3.15) temel matris denklemi,
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w =[w, ]= 1P XB* +3Y°Q,X B(a,. 5,)8" XK, Q, B(Lx)
k=0 '

r=0 j=0

-3, XK, Q,B(r,n) }M(a), p,q=0,L...,N,

olmak tizere, kisaca,
WA=G veya [W;G] (3.16)

formunda yazlabilir. Ayni zamanda, (3.15) veya (3.16) matris denklemi,
{ao,al,. . .,aN} bilinmeyen katsayili, (N+1) cebirsel denklemden olusan bir sisteme

karsilik gelir.

Simdi, (2.11) baslangi¢-sinir kosullari i¢in matris formu, (3.7) matris bagintisi

yardimiyla,
m-1
>a;X(a)+b;X(b)[B*M(a)A=4;, j=012,...m-1
k=0
olrak bulunur veya
m-1
U; =Y [agX(a)+byX (b) | B*M(a) =[uj, uj, ... uy ]
k=0

olmak iizere,

UjA=4 veya =[U;: 4], j=01...,m~1 (3.17)

elde edilir.

Sonug olarak, temel matris denklemine karsi gelen (3.16) arttirilmis matris
formunda bulunan son m tane satir matrislerinin silinip, yerine kosullara kars1 gelen
(3.17) arttirilmis matrisinin konulmasiyla, asagidaki gibi yeni arttirllmis matris elde

edilir:
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Woo Wo, Won ) g(xo)
Wi Wi, Wiy ) g(xl)
: . :
s o2 [ Waemo Waema 0 Waimn s g(XN—m)
[ , G:I Uoo U Uon ) Ay . G19
Ujo Uy, Uiy ) 4
: : . :
| Uno Uno Unn 5 A i

Eger, (3.18) de rankW =rank [V\~/ ; é] =N+1,ise A= (V\7 )_1 G belirlenir.
Dolayistyla, A katsayilar matrisi tek olarak elde edilir. Dolayisiyla, (2.10)-(2.11)
problemi bir tek ¢oziime sahip olur. Eger rankW # rank [V\~/ ; é] ise, problemin bir

¢Ozlimii bulunamaz

3.3. Rezidiiel Fonksiyona Dayali Hata Analizi

Bu kesimde, (2.10)-(2.11) probleminin Kesim 3.2.5. de sunulan kesilmis
Charlier seri formuna dayali matris-siralama yontemiyle elde edilen (2.12)
¢Ozlimlerinin dogrulugunu ve kullanilabilirligini kontrol edebilmek i¢in asagidaki

islemler yapilmaktadir.

(2.12) ile taniml1 y, (X) kesilmis Charlier serisi (veya Charlier polinomu),
(2.10) fonksiyonel integro-diferansiyel denkleminin bir yaklasik ¢oziimi

oldugundan, Yy, (X) ¢oziimii denklemde yerine konuldugunda denklem saglanmalidir;
yani, her x e[a,b]igin,

M

R (X)= 2R ()Y (X)+ D30, (X)) (% + 5, )-8 FOO -8,V (0 (x) 20

k=0 r=0 j=0

olmalidir. Boylece, olusan bu R, (X) fonksiyonuna rezidiiel (kalan) fonksiyon
denir. Diger yandan, eger problemin y(x) tam ¢6ziimii biliniyorsa, y(x) ve Y, (X)

¢Oziimleri arasindaki farka, €, (X) fonksiyonuna, hata fonksiyonu denir;

ey () =Yy(X¥) =Yy (%)
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olarak tanimlanmaktadir. ‘EN (X)‘ fonksiyonuna da mutlak hata fonksiyonu denir.

Ayrica, R, (X) rezidiiel fonksiyonunu ve [a,b] arallgmda‘RN (X)‘ in
ortalama degerini kullanarak da, ¢6ziimiin dogrulugu veya hassasiyeti incelenebilir
ve hata smir1 tahmin edilebilir [4,10,11,12,16,26,51]. Burada N, yeterince biiyiik
oldugunda hata azalir; yaniR, (X)—)O olur. Ayrica, Ortalama Deger Teoremi

vasitastyla, hatanin Ry st smirn asagidaki gibi tahmin edilebilir
[9,25,29,36,37,52,53 ]:

b

J'RN(x)dx

a

ST‘RN(X)‘dx,

a

i)

ii) .TRN (x)dx=(b-a)Ry(c), ce[a,b]

iii) =(b-a)[R, (c)|.

ERN (x)dx

(1) ve (iii) ifadelerini kullanarak ortalama hatanin iist sinir1

. j X)|dx
(b=a)[Ry () = J[Ru (9 dx = [Ry () < 2 ——

a

.

olarak tahmin edilebilir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI VE TARTISMA

Ornek 4.1 Oncelikle
1 X
Y'(X)=Xy' (X+1) =X+ X+ J. xy(t —1)dt —j y(t+1)dt,
0 0

Fredholm-Volterra tiirii integro-diferansiyel denkleminin y(0)=-1, y'(0)=2

kosullar1 altindaki ¢6ziimiinii inceleyelim.Bu problem i¢in P (X) =0, P,(X) =0,
P,(X)=1, Q,(X)=0,a,=0,8=0,Q,X) =X =14 =1, g(X)=x"+x, a=0,
b=LF(X)=8 =LK, (xt)=x, A=Lu=—-1V(X)=8, =1, K,(x,t)=1y=17n=1

olup problemin tam ¢6ziimii Y(X) =2X—1dir. N =2 igin Charlier polinomlarina

dayali

2
y,(0) =Y a,C,(xa), a=1,0<x<1
n=0

formunda ¢ozlimler aranacaktir. N = 2 i¢in siralama noktalar1

{X, =0,%x, =)5,% =1}

olarak hesaplanir.Problemin temel matris denklemi,

{P,XB" + PXB' + P,XB” +Q,,XB(a,, 3,)B’ + Q,,XB(e,, 5,)B' = 5, XK ,Q,B(4, 1) — 5,XK Q,B(7,7)}
M(a)A=G

seklindedir.Bu denklemdeki matrisler

1 0 0 0 0 O 1 1 1 1 -1 1
P,={0 1 0], Q,=/0 % 0/[B1Lh=[0 1 2B1-D=[0 1 =2,
0 0 1 0 0 -1 0 0 1 0 0 1
1 0 0 01 0 1 00
X=(1 Y% V|,B'={0 0 2[,B"=|0 1 0}, B(4,x)=B(1,-1), B(y,n)=B(,])
111 000 0 0 1
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_3’

0 00 1 00 1 % X%
Ki=|1 0 0,K,=|0 0 0,Q,=|% % VIl
0 00 0 00 w %
[0 0 0] 10 000000 O]
0 0 O 000 0O0OO0OO0OTO0OO
0O 0 O 000 0 O0OO0O0OTU OO
Sk 0001 0O0O0OO0OTO
Q=|% % Yul.K,=|0 0 0000O0O0 0,
S Vea Ao 000 0O0OO0OO0OTU OO
| A 000 0O0OO0OT1TTO0ODO
YA/ 000 0O0OO0OO0OTU OO
2N/ 100000 0 O0 0 0]
1 000 0 0 O0OO 1 —a o 1 -1 1
X={0 001 % /4 00 O0,Ma=0 1 2a|=>MD=(0 1
000 0 0 0 1 1 0 0 2 0 0 1
seklindedir.Probleme karsilik gelen [W ; G] matrisi,
0 0 2 ;0
[WsGI=|0 % 0 5 %
o1 -3 ; 2

olup verilen kosula karsilik gelen matris ise,

U:[U-A]:UOQ%:I_IO;_I
’ u ;A4 0 1 -3 ; 2

seklindedir.Bdylelikle probleme ait genigletilmis matris

00 2 : 0
[W;G]:l—l 0 ; -1
0 1 -3 : 2

seklindedir.Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

bilinmeyen katsayilar matrisi
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A= 1 2 o]

olarak bulunur; katsayilar (3.5) te yerine yazilarak Y, (X) yaklasik ¢6ziimii
Y5(X) = 2x 1

olarak bulunur.Boylece tam ¢6ziime ulagilir.

Bu problemi bir de & parametresine bagli olarak ¢6zelim.Burada
M (a)=S,.J(«) olmak iizere M () matrisi

2

1l -« o
M(a)=|0 1 =2a-1
0 O 1

olarak elde edilir.Problemin ¢6ziim matrisi ise

0 0 2
w=lo 2 Zg42
8 4 4

0 1 —-2a-1

0 O 2 ;0
(w:Gl=[0 2 Z2aid 7
8 4 4 4

01 2a-1 ; 2

olup kosullara karsilik gelen matris ise,

uo;/lo_l_a o’ ; —1
u 5 4 0 1 2a-1; 2

U=[U ; /1]:{

seklindedir.Bdylece probleme ait genisletilmis matris
0
[W,G] =1 -« a’ ;=1
0

biciminde olacaktir.Bu matrise karsilik gelen lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

elde edilen bilinmeyen katsayilar matrisi
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A=[2a-1 2 o]
seklinde elde edilir; katsayilarin (3.5) de yerine yazilmasiyla da vy, (X) yaklasik
¢Ozumu
¥, (X)=2x-1

olarak bulunur ki bu da problemin tam ¢oztimiidiir.

Ornek 4.2 ikinci 6rnekte
y'(x)=2y(x)+y (x—1)-2y(x—1)=—€*—*"

gecikmeli diferansiyel denkleminin ¢6ziimiinii y(O) =1 kosulu altinda
aragtiralim.Problemin tam ¢oziimii y(X)=e*tir.Burada P,(x)=-2, B(x)=1,
Qu(X)=-2,Q,(X)=Lea,=18,=-1,09(x)=—€"-e",a=0,b=1,6=0,6,=0 dir.

N =2 i¢in Charlier polinomlarina dayali

2
y,(0) =Y a,C,(x,a), a=1,0<x<1

n=0

formunda ¢oziimler aranacaktir.Siralama noktalari
X =0,x =)4,% =1}

olarak hesaplanir.Problemin temel matris denklemi,

0

{21‘, RXB*+3 2 Q;XB(a, j)Br}.M (a).A=G

1
= r=0 j=0

seklindedir ve bu denklemdeki matrisler

2 0 0 1 00 2 0 0 1 0 0
P=l0 -2 0| P=[0 1 0,Q,=[0 -2 0[Q,=/0 1 0],
0 0 -2 00 1 0 0 -2 00 1
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1 0 0 0 10 1 00 —1.36788
X=(11/2 1/4|,B'=/0 0 2[,B'=|0 1 0[,G=|-2.25525],
1 1 1 0 00 0 0 1 -3.71828

seklindedir.Probleme karsilik gelen [W ; G] matrisi,

4 8 20 ; -1.36788
[W; Gl=|-4 6 -11 ; -225525
4 4 -4 ; -371828

olup kosula karsilik gelen matris ise,

U=l -1 1 ; 1]

seklindedir.Bdylece probleme ait genisletilmis matris

4 8 20 ; —1.36788
[W : G]: 4 6 —11 ; -2.25525
1 -1 1 1

biciminde olacaktir.Bu matrise karsilik gelen lineer denklem sisteminin ¢oziilmesiyle

A matrisi

A=[2.9441 237279 0.42869]
seklinde bulunur.Katsayilar (3.5) serisinde yerine yazildiginda vy, (X) ¢Oziimii
¥, (%) =1+1.08672x+0.42869x’

olarak bulunur. N =3,4 ve Si¢in ¢6ziimler

Y, (X) =0.999994 +1.04437x +0.628804 X" +0.193976x’
Y, (X) =1+0.982363x +0.495586x” +0.191266X> +0.0452267x"

Ys (X) =1+0.998936X +0.490346x> +0.1619673%” + 0.0460545x* +0.0092139%’
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olarak bulunur.

B

l o &
2.5__ ) - ‘:‘aa —

L _,.“.‘

I .|

- . - .
2.0_ - ‘__‘.a'ﬁ. -

L ) 'I-;ﬁ-‘

Y Wi T e
- ol .0 Tam ¢6ziim
1'5_ i ;a”‘ -
*._-:.-'“'-.

: e X Y5(X) :
1.0H==""" -

: --o- - Ya(X) -
0.5} -0 - Ya(X) -

[ y2(X) :
0'0 C 1 I I I | 1 1 1 | 1 I I | I I I | 1 1 I [

0.0 0.2 04 0.6 0.8 1.0

X
Sekil 4.1. N=2,3.4,5 i¢cin Ornek 4.2°deki Charlier polinom ¢dziimlerinin tam ¢dziim

ile karsilastirilmasi.

Ornek 4.2 icinTahmini Hatalarin Ust Smirlar::

{R2, R, Ru,Rs} = {8.2373e 02, 1.4033¢ - 02, 8.2038e—04, 3.1770¢ - 05}

Tablo 4.1 N=2,3,4.5 icin Ornek 4.2 deki mutlak hatalarin karsilastirilmasi

X y(x)=€* |e2(Xi)| ‘e3(xi)‘ |e4(Xi)| |e5(Xi)|
0 1 0 0 0 0
0.1 1.0517 7.788e-03  5.855e-03 1.783e-03  2.072e-04
0.2 1.2214 1.309¢-02  1.022e-02  3.504e-03  6.293e-04
0.3 1.34986 1.474¢-02 1.24¢-02 5.017e-03 1.278e-03
0.4 1.49182 1.145e-02  1.155e-02  6.187e-03  2.156¢e-03
0.5 1.64872 1.811e-03  6.721e-03  6.908e-03  3.254e-03
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0.6 1.82212 1.576e-02  3.215¢-03  7.115e-03  4.562¢-03

0.7 2.03137 4.3e-02 1.953¢-02 6.78e-03 6.067¢-03

0.8 2.22554 8.18¢-02 4.37¢-02 6.022¢-03  7.760e-03

0.9 2.4596 1.343¢-01 7.736e-02  4.946-¢03  9.650e-03

1 2.71828 2.03e-01 1.224e-01 3.84¢-03 1.176e-02
Ornek 4.3 Uciincii 6rnekte

1

y'(x)—e"?y' (x+1)=e" +Iy(t—1)dt

0

integro diferansiyel fark denkleminin y(O) =2ve y'(O) =—1 kosullar1 altindaki
¢Oziimiinii inceleyelim.Burada P, (x)=P,(x)=0,P,(x)=1,Q,(x)=0,

Qo(x)=—€e"%0,=14,=19(x)=e",a=0b=16 =LK, (xt)=1,A=Lu=-1,6,=0

olup problemin tam ¢dziimii y(x)=1+e *dir.Dikkat edilecek olursa &, =0

oldugundan dolay1 problem Fredholm tipi integro-diferansiyel fark denklemi olarak

adlandirilir.Cozlime gegecek olursak, bu probleme N=2 i¢in Charlier polinomlari ile

M

Y,(x)=> aC, (xa), a=1 0<x<I1

n=0

formunda ¢6ziim aranacaktir.N=2 i¢in siralama noktalari
{X, =0,%x, =),% =1}

seklindedir.Problemin temel matris denklemi

{ki;PkXBk +ZI:ZO:Q”-XB(0:J., j)Br _é‘IXKfoB(l,u)}.M (1).A=G

r=0 j=0

seklinde olup bu denklemdeki matrisler
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1 00 1 0 0 1 00 010 00 2
P,=/0 1 0,X=|1 1/2 1/4|,B°=|0 1 0|,B'={0 0 2|,B*=/0 0 0
0 0 1 11 1 0 0 1 000 000
—7.38906 0 0 111 1 -1 1
Q= 0 -12.1825 0 [B(L)=|0 1 2|,B(L-1)=|0 1 -2
0 0 —20.0855 0 0 1 0 0 1
1 00 1 1/2 1/3 1 -1 1 1
Ki={0 0 0,Q=[1/2 1/3 1/4|,M(1)=[0 1 -3|,G=|0.606531],
000 1/3 1/4 1/5 0 0 1 0.36789

seklindedir.Probleme karsilik gelen [W ; G] matrisi,

1 -5.88906 6.55573 ; 1
[W G]=|-1 -10.6825 -0.83333 ; 0.606531
-1 -18.5855 -20.9188 ; 0.367879

olup verilen kosullara karsilik gelen matris ise,

1 -1 1 ; 2
U=
[O 1 -3 ; —1}

seklindedir.Boylelikle probleme ait genisletilmis matris

1 -5.88906 6.55573 ; 1
[W : G]: 1 -1 1 : 2
0 ] 3. ]

biciminde olacaktir. Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklem sisteminin

¢oziilmesiyle A bilinmeyen katsayilar matrisi

A=[1 5932309 -0.1101535 0.296615]T
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olarak elde edilir; katsayilarin (3.5) serisinde yerine yazilmasiyla da Y, ( X) yaklasik

¢Ozimi

Y, (X) =2-0.99999856x +0.296615x%

olarak elde edilir. Bu problemin N=3,4 ve 5 i¢in yaklasik ¢oziimleri

Y5 (X)=2-x+0.395627x* —0.0592314x’
Y, (X) =2-X+1.27963x> —0.859634x> +0.200026x*

A (X) =2-X+0.510584x> —0.173223%’ +0.038406x" — 0.00412465x’

olarak bulunur.
2.0 -
I u'T‘:.: ]
1.8 R )
‘¥ a‘.ﬁnum""*-uh- .
I -3 il = SE TP )
L, T=---
1.6+ R o T
. -0 Tam ¢ozum UL -
_ ~ ~":ﬂ'.';-,.
1.4 X .V5(x) "w.‘,_"'h-..g._‘“l“?:
- - Ya(X) -
1.2+ ~
@ - Y3(x)
10l Ya(X) )
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

Sekil 4.2. N=2,3.4,5 icin Ornek 4.3°deki Charlier polinom ¢oziimlerinin tam ¢oziim

ile karsilastirilmasi.

Ornek 4.3 icinTahmini Hatalarm Ust Smirlar::

{R2, R, R, Rs | ={1.8566, 4.5710e-02, 1.1876, 2.9598¢ - 03}
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Tablo 4.2 N=2,3.4,5 icin Ornek 4.3 deki mutlak hatalarmn karsilastiriimasi

X y(x)=1+e™ |e2(Xi)| ‘e3(xi)‘ |e4(Xi)| |es(xi)|
0 2 0 0 0 0
0.1 1.9048 1.871e-03  9.404e-04  7.119e-03  9.90e-05
0.2 1.8187 6.866e-03  3.380e-03  2.590e-02 3.67e-04
0.3 1.7408 1.412e-02  6.881e-03  5.276e-02 7.584e-04
0.4 1.6703 2.286e-02 1.081e-02  8.453e-02 1.228e-03
0.5 1.6065 3.238e-02  1.503e-02  1.184e-01 1.734e-03
0.6 1.5488 4.203e-02  1.920e-02  1.521e-01  2.239e-03
0.7 1.4966 5.124e-02  2.304e-02  1.836e-01 2.713e-03
0.8 1.4493 5.949e-02  2.645e-02  2.114e-01 3.134e-03
0.9 1.4066 6.631e-02  2.930e-02  2.345e-01 3.486e-03

1 1.3680 7.126e-02  3.148e-02  2.521e-01 3.763e-03

Ornek 4.4 Dordiincii 6rnek olarak

y”’(x)—xy’(x)+y”(x—l)—xy(x—l):—(x+1)[sin(x—1)+cosx]—cosz+1+j.y(t—l)dt

-1

Fredholm tiirii gecikmeli integro-diferansiyel denkleminin goziimiinii y(0) =0,
y'(0)=1,y"(x)=0 kosullari altinda aragtiralim.Problemin tam ¢dziimii
y(x)=sin(x) olup burada P,(x)=0, B(x)=—x, P,(x)=0, P,(x)=1, Q(X)=

Qu(X)=1,Q(X)=1 &, =1, B, =-1,8 =1, K, (x,t)=1,2=1, u=—1,

g(x): X+l [sm X l)+cos )]—cos(2)+l,a=—l,b:1 dir.N=3 i¢in

2
y(x)=> aC,(xa); a=1, -1<x<1
n=0
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sonlu Charlier seri formunda ¢6ziim aranacaktir.N=3 i¢in siralama noktalar1

{XOZ_LXI :_%9)(2 :%9)(3 :1}

olarak hesaplanir.Problemin temel matris denklemi,

{:ZOPKXBK +iiQ”‘XB(0[J—, j)Br —é'IXKfoB(/l,,u)}M (1)A=G

r=0 j=0

olup ag¢ik formu,

F’OXB0 + PIXBI + F)sz2 + P3XB3 +QooXB(ao>ﬂo) B +Q10XB(ao’ﬂo) B'+
QuXB (%, £,) B ~ 8 XK Q;B(4, 1)

}M (1).A=G

seklinde olup 0’ a esit olan terimleri yazmamak suretiyle matris denkleminin en sade

hali

{PXB'+PXB’+Q,XB(«,.5,)B’ +Q, XB(a,.,)B* - 5,XK,Q,B(L,u)| M (1) A=G

bigiminde olur ki bu denklemdeki matrisler,

1 O 0 0 1 0 0 O 1 O 0 0
0 1/3 0 0 01 0 O 0 1/3 0 0
1= 9'33: aQoo_ >
0O 0 -1/3 0 0 01 O 0O 0 -1/3 0
0 O 0 -1 0 0 0 1 0 O 0 -1

100 0 0100 -1 1 -
0100 002 0 1 —1/3 1/9 —-1/27
Q20: ,B= , X = 5
001 0 00 0 3 1 1/3 1/9 1/27
000 1 000 0 111 1
100 0 1 -1 1 -1
000 0 0 1 -2 3
K: ,BC{, :Bi —BL—I: 9
=lo o o ofBlawA)=B(hu)=B(L-)= " = =
000 0 00 0 1
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1.4161468 2 0 2/3 0 I -1 1 -1

1.4341341 0 2/3 0 2/5 0 1 -3 8
= , Qf = , M (1):

0.9806973 2/3 0 2/5 0 0 I -6

0.3355422 0 2/5 0 2/7 0 0 1

seklindedir.Probleme karsilik geen [W ; G] matrisi

-1 2 -2 -6

5 32 206 1610
wig<| 39 2 8l

7 38 244 2402
39 27 8l

-3 -— 34
L 3 |
verilen kosullara karsilik gelen matris ise,
1 -1 1 -1 ; 0
U=0 1 -3 8 ; 1

-1 2 % -6 ; 1.4161468

AU I TS R T T 0
| W:G)= 1 3 8 |
0 1 —6 ; 0

seklinde elde edilir.Bu matrise karsilik gelen lineer cebirsel denklem sisteminin

¢Oziilmesiyle bilinmeyen katsayilar matrisi A

A=[0.7027523 0.4055045 -0.3566973 —0.0594495]'

olarak bulunur; katsayilarn (3.5) serisinde yerine yazilmasiyla y;(X)yaklasik

¢Ozimil
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Y5 (X)=—-1.249%x107"° + x—5.55112x107"" x* —0.05945%°

olarak bulunur.N=4, 5 i¢in yaklasik ¢oziimler asagidaki sekildedir.

¥, (X)=1.627171x107" + x+5.551115x107"°x* — 0.18882x° — 0.03056 "

Y5 (X) =—1.4433x107" + x=0.176996x> + 0.013347x* + 0.010469x’

1.0+ .
_ .
@ Tam ¢ozum &7 B
' e |
05 X Ys(X) et :
_ o
--or- Ya(X) -
0.0 o Ya(X) A
’/,l'
: ar
X
-0.5F " 1
_ .
I e
-1.0-® 1
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
X

Sekil 4.3. N=3,4,5 i¢in Ornek 4.4’deki Charlier polinom ¢dziimlerinin tam ¢dziim ile

karsilastirilmast

Ornek 4.4 icin Tahmini hatalarin  Ust Simirlar:

{R;, R, Rs} ={3.8018e 01, 3.2267e - 01, 6.0058e —02}
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Tablo 4.3 N=3,4,5 i¢in Ornek 4.4 teki yaklasik ve tam ¢oziimlerin karsilastiriimasi

X y(X) =sinX; Y5 (%) Ya (%) Ys(X)
-1 -0.8415 -0.9406 -0.8418 -0.820126
-0.9 -07833 -0.8567 -0.7824 -0.768395
-0.8 -0.7173 -0.7696 -0.7159 -0.707342
-0.7 -0.6442 -0.6796 -0.6426 -0.637845
-0.6 -0.5646 -0.5872 -0.5632 -0.560853
-0.5 -0.4794 -0.4926 -0.4783 -0.477368
-0.4 -0.3894 -0.3962 -0.3887 -0.388438
-0.3 -0.2955 -0.2984 -0.2952 -0.295138
-0.2 -0.1986 -0.1995 -0.1985 -0.198566
-0.1 -0.0998 -0.0999 -0.0998 -0.0998

0 0 -1.2490e-16 1.6278e-15 -1.4433e-15
0.1 0.0998 0.0999 0.0998 0.0998
0.2 0.1986 0.1995 0.1984 0.1986
0.3 0.2955 0.2984 0.2947 0.2953
0.4 0.3894 0.3962 0.3871 0.3891
0.5 0.4794 0.4926 0.4745 0.4790
0.6 0.5646 0.5872 0.5553 0.5643
0.7 0.6442 0.6796 0.6279 0.6442
0.8 0.7173 0.7696 0.6908 0.7183
0.9 07833 0.8567 0.7423 0.7860

1 0.8415 0.9406 0.7806 0.8468

Ornek 4.5 [52]

y"(x)+In(x+3) y'(x)+exy(§j =g(x)-

O T <
<
—_~
~—+
N~
Q.
—+
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denklemi, y(0)=In*(3) ve y'(0)=2In(3)/3 baslangic kosullar1 altinda

tanimlanmaktadir. Burada, tam ¢6ziim y(x)=In’(x+3) olarak verilip, g(x)

fonksiyonu asagidaki gibidir:

g(x)= . +e 7 In’(x/2+3)+
(x+3)
Y, (X) =1.20695 +0.732408x — 0.010957 x>
¥, (X) =1.206949 +0.732408x — 0.010957x" —0.007528x’
2.0 -
... Tam ¢6ziim st
- PC M
13-— X y3(X) ‘d"',"' __
--v-= Ya(X) X
I e
1.6} - -
I A
f’l"
14} el .
- I 4
Bt
1.2 -
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
X

2(1-In(x+3))+2(x+3)In*(x+3) In’(x+3)-In"(3)

Sekil 4.4. N=2,3, i¢cin Ornek 4.5’deki Charlier polinom ¢dziimlerinin tam ¢dziim ile

karsilastirilmast

Ornek 4.5 icin Tahmini Hata Ust Simirlar:

{§2,§3} = {2.6232e-02, 7.0159%¢ - 03}
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Tablo 4.4 Ornek 4.5’teki Charlier polinom c¢oziimleri ile Dickson polinom
¢Oziimlerinin [52] karsilastirilmasi

N YZ(Xi) y3(xi) yz(xi) y3(xi)

T y(x)=1n" (% +3) [52] [52] a=1 a=1
0.0 1.20694896 1.20694896 1.20694896 1.20694896 1.20694896
0.2 1.35291981 1.35299232  1.35293210 1.35299232 1.35293209
0.4 1.49762631 1.49815913 1.49767731 1.49815913 1.49767731
0.6 1.64079152 1.64244939 1.64082323 1.64244938 1.64082323
0.8 1.78222785 1.78586309 1.78200850 1.78586309 1.78200850
1.0 1.92181206 1.92840023 1.92087175 1.92840023 1.92087175
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, Charlier polinomlarinn matris 6zelliklerine dayanan bir
matris- siralama yoOntem gelistirilmis ve yOntem, sabit gecikmeli ve degisken
katsayili gecikmeli yliksek mertebeden Fredhol-Volterra tipi fonksiyonel integro-
diferansiyel denklemlerin baslangig-sinir kosullar1 altinda yaklasik ¢oziimlerini
bulmak i¢in kullanilmistir. Bu tip denklemlerin analitik ¢oziimlerini bulmak oldukca
zor oldugundan, calismada sunulan Charlier matris-siralama yontemine gerek
duyulmus; ;ayrica, yontem kalan fonksiyona ve Ortalama Deger Teoremine bagli bir
hata tahmin teknigi ile beraber bes probleme uygulanarak sonuclarin dogrulugu
gosterilmis; yontemin bahsedilen tip problemler icin etkin oldugu sonucuna
varitlmigtir. Bu durum, hata tahminleri ile beraber sunulan oOrneklerin ¢oziim
sonuglarinin sergilendigi tablolardan ve sekillerden gézlemlenmektedir.

Ornek 4.2- 4.5 deki Tablo 4,1-4.4 ve Sekil 4.1-4.4 lerin incelenmesinden
goriildiigii gibi, « -parametresinin « =1 degerinin uygun oldugu; kesme sinir1 N
arttikca hatalarin azaldigi ve tahmini hatalarim st sirlart olan R, nin altinda
kaldigy; elde edilen sayisal sonuglarin, tam ¢oziimlerle karsilastirilmasindan yaklagik
¢Oziimlerin tutarl oldugu; ayrica Ornek 4.5 de, Tablo 4.4 ve Sekil 4.4 de goriildigi
gibi diger yontemlerle karsilastirmalarindan ve hata tahminlerinden, yontemin tutarh
ve etkili oldugu dogrulanmistir.

Sonug olarak, sunulan Charlier matris-siralama yonteminin giivenirligi ve

uygulanabilirligi goriilmiis, bilgisayarda elde edilen sonuglarin dogrulugundan emin
olunmus; dolayisiyla, bu yontemin gecikmeli fonksiyonel diferansiyel, diferansiyel
fark, gecikmeli integro—diferansiyel denklemlerin yani sira, diger tekil ve lineer
olmayan fen ve mihendislik problemleri i¢in de gelistirilebilir oldugu
diistiniilmektedir. Fakat baz1 ek diizenlemelerin yapilmasi gerekmektedir.

39



KAYNAKLAR

[1] Iserles, A., Liu, Y. On Neutral Functional-Differential Equations with
Proportional Delays. Journal of Mathematical Analysis and Applications. 1997, 207,
73-95.

[2] Oguz, C., Sezer, M. Chelyshkov collocation method for a class of mixed
functional integro- differential equations. Applied Mathematics and Computation.
2015, 259, 943-954.

[3] Dehghan, M., Shakeri F. Solution of an integro-differential equation arising in
oscillating magnetic field using He’s homotopy perturbation method. Progress In
Electromagnetics Research. 2008, 78, 361-376.

[4] Erdem, K., Yalcinbas, S., Sezer, M. A Bernoulli polynomial approach with
residual correction for solving mixed linear Fredholm integro differential-difference
equations. Journal of Difference Equations and Applications. 2013, 19(10), 1619—
1631.

[5] Wang, W.S., Li, S.F. On the one-leg Q-methods for solving nonlinear neutral
functional differential equations. Applied Mathematics and Computation, 2007, 193,
285-301.

[6] Bhrawy, A. H., Assas, L. M., Tohidi, E., Alghamdi, M. A. A Legendre-Gauss
collocation method for neutral functional-differential equations with proportional
delays. Advances in Difference Equations. 2013, 2013(1), 1-16.

[7] Rashed, M.T. Numerical solution of functional differential, integral and integro-
differential equations. Applied Mathematics and Computation. 2004, 156, 485-492.
[8] Kurt, N., Sezer, M. Polynomial solution of high-order linear Fredholm integro
differential equations with constant coefficients. Journal of the Franklin Institute.
2008, 345, 839-850.

[9] Balci, M., Sezer, M. Hybrid Euler-Taylor matrix method for solving of
generalized linear Fredholm integro-differential difference equations. Applied
Mathmematics and Computation. 2016, 273, 33-41.

[10] Baykus N., Sezer M. Hybrid Taylor-Lucas Collocation Method for Numerical
Solution of High-Order Pantograph Type Delay Differential Equations with
Variables Delays. Applied Mathematiccs & Information Sciences. 2017, 11(6), 1795-
1801.

[11] Biger, K. E., Sezer, M. Bernoulli Matrix-Collocation Method for solving general
functional integro-differential equations with hybrid delays. Journal of Inequalities
and Special Functions. 2017, 8(3). 85-99.

[12] Giilsu, M., Oztiirk, Y., Sezer, M. A new Chebyshev polynomial approximation
for solving delay differential equations. Journal of Difference Equations and
Applications. 2012, 18 (6), 1043-1065.

[13] Sezer, M., Das¢ioglu, A. Diferansiyel Denklemler I Teori ve Problem
Cozlimleri. Dora Yaynlari, Bursa, Tiirkiye, 2016.

[14] Sezer, M., Kaynak, M. Chebyshev polynomial solutions of linear differential
equations. Intern. Journal of Mathematical Education in Science. 1996, 27 (4), 607-
618.

[15] Driver, R. D. Ordinary and Delay Differential Equations. Springer-Verlag, New
York, USA, 1977.

[16] Giimgiim, S., Baykus N., Kiirk¢ii, O.K., Sezer, M. Lucas polynomial solution of
nonlinear differential equations with variable delays. Hacettepe Journal of
Mathematics & Statatistics. 2020, 49(2), 553-564.

40



[17] Gok, E. Gecikmeli diferansiyel denklem sistemlerinin yaklasik ¢éziimleri igin
Miintz-Legendre s1 ralama ydntemi. Celal Bayar Universitesi, Fen Bilimleri
Enstitlisti, Matematik Anabilim Dali, Manisa, 2016, 125 s. (Doktora Tezi).

[18] Sezer, M., Akyiiz-Dagcioglu, A. Taylor polynominal solutions of general linear
differential- difference equations with variable coefficients. Applied Mathematics
and Computation. 2006, 174, 1526-1538.

[19] Saadatmandi, A., Dehghan, M. Variational iteration method for solving a
generalized pantograph equation. Computers and Mathematics with Applications.
2009, 58(11-12), 2190-2196.

[20] Kolmanovskii, V.B., Nosov, V.R. Stability of Functional Differential Equations.
Academic Press, London, 1986.

[21] Cheng, K., Chen, Z., Zhang, Q. An approximate solution for a neutral
functional differential equation with proportional delays. 2015, 260, 27-34.

[22] Evans, D.J., Raslan, K.R. The Adomian decomposition method for solving
delay differential equation. International Journal of Computer Mathematics. 2005,
82 (1), 49-54.

[23] Dai, C., Zhang, J. Jacobian elliptic function method for nonlinear differential
difference equations, Chaos, Solitons & Fractals. 2006,27, 1042-1047.

[24] Sezer, M., Akyiiz, A., Dascioglu, A. A Taylor method for numerical solution of
generalized pantograph equations with linear functional argument. Journal of
Computational and Applied Mathematics. 2007, 200, 217-225.

[25] Kiirkeii, O.K., Aslan, E., Sezer, M., A novel collocation method based on
residual error analysis for solving integro-differential equations using hybrid Dickson
and Taylor polynomials. Sains Malays. 2017, 46, 335-347.

[26] Sahin, N., Yiizbasi, S., Sezer, M. A Bessel polynomial approach for solving
general linear Fredholm integro-  differential-difference equations. International
Journal of Computer Mathematics. 2011, 88 (14), 3093-3111.

[27] Yalcinbas, S., Sezer, M., and Sorkun, H.H. Legendre polynomial solutions of
high-order linear Fredholm integro-differential equations. Applied Mathematics and
Computation. 2009, 210, 334-349.

[28] Akyiiz-Dagcioglu, A., Sezer, M. A Taylor polynomial approach for solving
high-order linear Fredholm integro-differential equations in the most general form.
International Journal of Computer Mathematics, 2007, 84 (4), 527-539.

[29] Kiirkeii, O.K., Aslan, E., Sezer, M. A numerical approach with error estimation
to solve general integro-differential-difference equations using Dickson
polynomials. Applied Mathematics and Computation. 2016, 276, 324-339.

[30] Lopez, J.L., Temme, N.M. Convergent asymptotic expansions of Charlier,
Laguerre and Jacobi polynomials. Proceedings of the Royal Society of Edinburgh
Section A: Mathematics. 2004, 134(3), 537-555.

[31] Dunster, T.M. Uniform Asymptotic Expansions for Charlier Polynomials.
Journal of Approximation Theory. 2001, 112, 93—-133.

[32] Goh, W.M.Y. Plancherel-Rotach Asymptotics for the Charlier Polynomials.
Constructive approximation, 1998, 14, 151-168.

[33] Giirbiiz, B., Sezer, M., Giiler, C. Laguerre collocation method for solving
Fredholm integro-differential equations with functional arguments, Journal of
Applied Mathematics. 2014, 2014, 1-12.

[34] Yuzbasi, S., Sahin, N., Sezer, M. Bessel matrix method for solving high-order
linear Fredholm integro-differential equations. Journal of Advanced Research in
Applied Mathematics. 2011, 3, 23-47.

41



[35] Yiizbasi, S., Sahin N., Sezer, M. Bessel polynomial solution of high-order linear
Volterra integro-differential equations. Computers & Mathematics with Applications.
2011, 62(4),1940-1956.

[36] Mollaoglu, T. Volterra tipi gecikmeli fonksiyonel integro-diferansiyel
denklemler i¢in Gegenbauer Polinom Yaklasimi. Manisa Celal Bayar Universitesi,
Fen Bilimleri Enstitiisi, Matematik Anabilim Dali, Manisa, 2017. (Yiiksek Lisans
Tezi).

[37] Yildiz, G., Tinaztepe, G., Sezer, M. Bell Polynomial Approach for the Solutions
of Fredholm Integro-Differential Equations with Variable Coefficients. Computer
Modeling in Engineering & Sciences. 2020, 23(3), 973-993.

[38] Akkaya, T., Yal¢inbas, S., Sezer, M. Numeric solutions for the pantograph type
delay differential equation using first Boubaker polynomials. Applied Mathematics
and Computation. 2013, 219, 9484-9492.

[39] Akgoniillii, N., Sahin, N., Sezer, M. A Hermite Collocation Method for the
Approximate Solutions of High-Order Linear Fredholm Integro-Differential
Equations. Numerical Methods for Partial Differential Equations. 2011, 27, 1707—
1721.

[40] Biazar, J. Numerical solution of functional integral equations by the variational
iteration method. ournal of computational and applied mathematics. 2011, 235, 2581-
2585.

[41] Hsiao, C.H. Hybrid function method for solving Fredholm and Volterra integral
equations of the second kind, ournal of Computational and Applied Mathematics.
2009, 230, 59-68.

[42] Maleknejad, K., Mollapourasl, R., Mirzaei, P. Numerical solution of Volterra
functional integral equation by using cubic B-spline scaling functions. Numerical
Methods for Partial Differential Equations. 2014, 30, 699-722.

[43] Reutskiy, S.Y. The backward substitution method for multipoint problems with
linear Volterra-Fredholm integro-differential equations fo the neutral type, J.
Comput. Appl. Math. 296 (2016) 724-738.

[44] Reihani, M.H, Abadi, Z. Rationalized Haar functions Method for solving
Fredholm and Volterra integral equations. Journal of Compututational Applied
Mathematics. 2007, 200, 12-20.

[45] Butzer, P.L., Hauss, II., Schmidt, I. Factorial functions and Stirling numbers of
fractional orders. Results in Mathematics. 1989, 16, 1-48.

[46] Mansour, T., Schork, M. Commutation relations, normal ordering, and Stirling
numbers. Taylor & Francis Group, Boca Raton, FL, 2016.

[47] Quaintance, J., Gould, H.W. Combinatorial identities for Stirling numbers.
World Scientific Publishing Co. Pte. Ltd., New Jersey, 2016.

[48] Kruchinin, V.V., Kruchinin, V.D. Composita and its properties. Journal of
Analysis & Number Theory. 2014, 2, 37-44.

[49] Qi, F. Several identities involving the falling and rising factorials and the
Cauchy, Lah, and Stirling numbers. Acta Univ. Sapientiae Mathematica. 2016, 8(2),
282-297.

[50] Huangl, X.M., Lin, Y., Zhao, Y.Q. Asymptotics of the Charlier polynomials via
difference equation methods. Analysis and Applications. 2021, 19(4),

[51] Baykus Savasaneril, N.B., Sezer, M. Laguerre Polynomial Solution of High-
Order Linear Fredholm Integro-Differential, Equations. New Trends in Mathematical
Science. 2016, 4(2) 273-284.

[52] Kiirkgii, O.K., Aslan, E., Sezer, M., Ilhan, O. A Numerical Approach Technique
for Solving Generalized Delay Integro-Differential Equations with Functional

42



Bounds by Means of Dickson Polynomials. International Journal of Computational
Methods. 2018, 15(1), 1850039.

[53] Erdem Biger, K., Sezer, M. A Computational Method for Solving Differential

Equations with Quadratic nonlinearity by using Bernoulli polynomials. Thermal
Science. 2019, 23(1), 275-283.

43



