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OZET

CHEBYSHEV-GRUSS TiPLi ESITSiZLIKLER VE UYGULAMALARI

Stimeyra KAPLAN
Diizce Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii, Matematik Anabilim Dali
Yiiksek Lisans Tezi
Danigsman: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
Aralik 2019, 48 sayfa

Chebyshev ve Griiss tipli esitsizliklerle ilgili olan bu tez dort béliimden olugmaktadir.
Birinci boliimde esitsizlikler ve esitsizliklerin tarihi gelisimi kisaca verilmistir. Ayrica
birinci béliimde literatiirde bilinen bazi esitsizlikler ifade edilmistir. Ikinci boliimde,
esitsizliklerle ilgili genel kavramlar ve Griiss esitsizligi ifade edilmistir. Konveks
fonksiyon, mutlak siireklilik, integraller icin Holder esitsizligi, Lebesque integralinin
varlik teoremi ve bir ¢ok tanimla birlikte Griiss esitsizligi tanimlanmstir. Ugiincii
boliimde ise ikinci bolimde verilen tanimlar ve ozellikler yardimiyla Agirlikli Griiss
integral esitsizligi maddeler halinde ispat1 verilmistir. Dordiincii boliimde ise Chebyshev
ve Griiss tipli integral esitsizliklerinin genellestirilmesi yapilmistir.

Anahtar sozciikler: Konveks fonksiyon, Holder esitsizligi, Chebyshev esitsizligi,
Griiss esitsizligi.
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ABSTRACT

CHEBYSHEV-GRUSS TYPE INEQUALITIES AND APPLICATION

Stimeyra KAPLAN
Diizce University
Graduate School of Natural and Applied Sciences, Department of Mathematics
Master’s Thesis
Supervisor: Prof. Dr. Mehmet Zeki SARIKAYA
December 2019, 48 pages

This thesis on Chebyshev and Griiss type inequalities consists of four chapters. In the
first part, inequalities and their historical development of the inequalities are given
briefly, and some inequalities known in the literature are mentioned. In the second part,
the general concepts related to inequalities and Griiss inequality are expressed, and
convex function, absolute continuity, Holder's inequality for integrals, existence
theorem of Lebesque integral and Griiss inequality with many definitions are defined. In
the third part, the weighted Griiss integral inequality is given as proof with the help of
the definitions and properties given in the second part. In the fourth chapter,
generalizations of integral inequalities of type Chebyshev-Griiss are made.

Keywords: Convex function, Holder inequality, Chebyshev inequality, Griiss
inequality.
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1. GIRIS

Matematikte bu alanda kendimize sordugumuz ilk soru ‘‘Neden Matematiksel
Esitsizlikler” sorusu olmustur. Gegmise doniik yapilan arastirmalar sonucunda 1978
yilinda R. Bellman tarafindan soyle bir cevap verilmistir: “Esitsizlik ¢alismak i¢in bazi
nedenler vardir. Pratik agidan bakildiginda, bir¢ok arastirmada bir niceligi diger bir
nicelikle sinirlandirma durumu karsimiza ¢ikmaktadir. Klasik esitsizlikler de bu sekilde
ortaya ¢ikmistir. Teorik agidan bakildiginda ¢ok basit sorular sorularak tiim temel
teoremler olusturulabilir. Son olarak estetik agidan bakildiginda genel olarak resim,
miizik ve matematigin bazi parcalarinin uyumlu oldugu goriiliir. Elde edilen
esitsizliklerin gbze hitap etmesi de esitsizlikleri ¢ekici hale getirir.” Esitsizlikler

matematigin hemen hemen tiim alanlarinda var olup bir¢ok alanda uygulamalar1 vardir.

Matematiksel esitsizlik alaninin temelleri XVIII. ve XIX. yiizyillarinda K. F.
Gauss(1775-1885), A. L. Cauchy(1785-1857) ve P. L. Chebyshev(1821-1894) olmak
lizere bircok matematik¢i tarafindan atilmistir. Matematiksel esitsizliklerin alaninin
A.L. Cauchy, P.L. Cebysev'den sonraki zamanda da 6nemli bir roliiniin var oldugu
bilinmektedir. C.F. Gauss ve bu alanda ¢alisan diger matematikg¢iler, uygulama
teknikleri i¢in alt yap1 olusturulmasinda etkin olmustur. 19. asrin sonlart ve 20. asrin
baslarinda hemen hemen matematik alanina ait tiim dallarda sayisiz esitsizlik incelenmis
ve kullanima baslanmistir. Bu incelemelerin sonuglart bilim alani ve miihendisligin
diger alanlarinda da kullanilmistir. Esitsizlikler ile ilgili ilk temel calisma 1934’te
Hardy, Littlewood ve Polya tarafindan yazilan ‘‘Inequelities” adli kitaptir (1952).
Esitsizlik alant yalitilmis bir formiil formundan sistemli bir disipline ¢evirmislerdir.
Yapilan ¢aligma sonraki bir¢ok arastirmanin ana taglarini olusturmus, farkli yontemler
sunarak ¢oziime ulasilmasinda destek olmustur. Bu salt esitsizlikler konusunu ele alan
ve bir¢ok yeni esitsizlikler ve uygulamalar iceren ilk kaynak kitaptir. Ayni1 ¢alismay1
1961 yilinda E. F. Beckenbach ve R. Bellman'in tarafindan iistelik ayni isim verilerek
“Inequalities’” adli kitap takip eder. Bu c¢alismanin devaminda 1965 yilinda J.
Szarski'nin ‘‘Differantial Inequalities’’, 1991 yilinda Mitrinovic ve arkadaglar
“‘Inequalities Involving Functions and Their Derivatives’’, yine 1963 yilinda

Mitrinovic ve arkadaglarmin ‘‘Classical and New Inequalities in Analysis’’ isimli
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kitaplar1 bu caligmalarin devaminda izler.

Tiim bu kitaplarin diginda S. S. Dragomir, V. Lakshmikantham, Ravi P. Agarwal gibi
arastirmacilar tarafindan esitsizlikler konusunda pek cok kitap, makale ve monografi
yazilmistir. Gegmisten giiniimiize G. V. Milovanovic, C. P. Niculescu, C. E. M. Pearce,
J. E. Pecaric, A. M. Fink, M. E. Ozdemir, M. Z. Sarikaya, E. Set, 1. iscan, A. O.
Akdemir, M. Tung gibi birgok bilim insanlarinin da ¢aligmalart literatiirde mevcuttur.
Bu alanda ¢ok biiyiik sayilan yukarida belirtilen kitaplar, yalnizca basamak taslar
olarak gorev yapar. Yiizyil siiresince teorik alanda ve uygulama alaninda inceleme
yapan bir¢ok arastirmaci tarafindan farkli esitsizlik tiirlerinin arastirilmasi biiyiik ilgi
gormiistiir. Farkli analitik esitsizlikleri incelemek i¢in farkli aragtirmacilar tarafindan
cesitli yaklasimlar ile yeni bircok caligmalar ortaya cikarilmistir [1]-[12]. Yeni
arastirmalart tanitmayir amaclayan birka¢ klasik ve Onemli kitaplar litaratiire
kazandirilmigtir. Bu kitaplardan elde edilen temel sonuglar, yontem teknikleri ve
uygulamalar1 olduk¢a Onemli bir yere sahip olmustur. Ayni zamanda matematik
alanindaki bir¢cok farkli dalda calisan lisansiistii Ogrenciler icin ders kitaplar
konumunda okuyuculara sunulmustur. Geride kalan yirmi yil zarfinda, esitsizlik alani
cok Onemli bir biiyiime evresine girmistir. Analitik esitsizlik konusunda, 6zellikle
bir¢ok arastirma makalesinde, Cebysev, Griiss, Trapezoid, Ostrowski, Hadamard ve
Jensen isimli esitsizliklerle alakali ¢ok sayida arastirma makaleleri yazilmistir. Son
yillar igerisinde yayinlanan ¢ok sayida makale ve monografi yillar icerisindeki
ilerlemenin biiyiikliigiinii ortaya koymustur. Tiim bu verilerle birlikte, yapilan
aragtirmalar hizla gelisen bu alan i¢in kaynaklarin tam olarak yeterli oldugu
tartisilmaktadir. Ismi verilen esitsizliklerle alakali literatiirde cok sayida ve farkli konu
alanlarim1 iceren esitsizlikler ¢esitli dergilerde basilmis durumdadir. Bu sebeple, bu
dergileri okuyan kisilerin kendilerini bu alanda yapilan arastirmalara ait 6n bilgilere
gotliren bir kitaba ihtiyaglar1 vardir. Dolayisiyla, monografi yazabilmek adina bir¢ok
yazar bu alanin hizli gelisimiyle alakali bilgi birikimine sahip ve farkli alanlardan ortaya
konulmus uygulamalarini bir arada toplamanin g¢abasi i¢ine girmislerdir. Esitsizlikler
konusu oldukca genis bir alana sahiptir, bu konuda yazilan son kitaplar icerisinde
yalnizca esitsizlik smifina degil bu konu ile iliskili bircok uygulamayir da icinde

baridiran kitaplar, son yillarda hizla bir sekilde literatiire kazandirilmaktadir.

Cebysev'nin temel matematiksel kesiflerinden biri asagidaki klasik integral

esitsizligidir:



(.9l <= -yl le ], (1.1)

Burada, f,g : [a,b]—)R tanimli fonksiyonu [a,b] araliginda tiirevleri siirli olan

fonksiyonlar1 olmak tizere ve,
T = J 7zt [ﬁ | f(x)de (ﬁ | g(x)de (12)

(1.2) 1icerisinde yer alan integrallerin mevcut olmasi sartiyla, literatiirde Cebysev'in
fonksiyonelligi olarak bilinir. ilk baslarda 1882 yilinda ortaya cikan (1.1) esitsizligi
simdi literatiirde Cebysev'in esitsizligi olarak ge¢cmektedir. Yillarca, bu esitsizlik ¢cok
farkli arastirmacinin dikkatini ¢ekmis ve bu esitsizlikle alakali fazla sayida sonug

yayinlanmistir [13], [14].

1935 yilinda G. Griiss, iki fonksiyonun ¢arpiminin integrali ile integrallerinin ¢arpimi

arasindaki farkliligin bir tahminini veren degisik bir integral esitsizligini ispatladi:
1
7.2 <5 (@=-9)(T=7) (1.3)

f,g : [a,b] — R taniml ve [a,b] araliginda integrallenebilir ve her x € [a,b] icin
saglaniyorsa

p<f(X)<®, y<g(x)<T,
her xe [a,b] icin ¢, ®,y,I" gercek sabitler bulunur ve 7(f,g) (1.2) ile verilir.
Gruss tipinin diger biitiinlesik ve ayrik esitsizliklerinin yani1 sira (1.3) basit bir ispat i¢in,
Mitrinovic, Pecaric ve Fink'in [13] adl1 kitabina bakiniz.

Asagidaki esitsizlik literatiirde Yamuk(Trapezoid) esitsizligi olarak gegmektedir:

f/!

. (1.4)

b
b-a 1
[ ==—=[f @)+ fB)] < (b-a)
Burada f : [a,b]— R iletamimh f déniisiimii (a,b) arahiginda ikinci

mertebeden tiirevlenebilir ve (a,b) araliginda smirh yani,

I

(1.4) esitsizligi ¢cok sayida yazarin ilgisini ¢ekmistir ve bu esitsizlikle ilgili ¢ok farkl

_ = sup |f"(x)| < o0,
xe(a,b)
sonug literatiirde ortaya ¢ikmistir. Esitsizlikle alakali detayli bir arastirma da, Cerone ve

Dragomir tarafindan son donemde yayinlanan makalelerinde (1.4) esitsizligi bulunabilir

[15]-[18].



Burada tezin amaci, fonksiyonlarin farkli durumlar g6z oniine alarak Chebyshev-Griiss
tipli yeni esitsizlikler elde etmek olacaktir. Elde edilen sonuglar daha once yapilan

caligmalarin bir genellestirmesi olacaktir.



2. KURAMSAL KAVRAMLAR

2.1. GENEL KAVRAMLAR

Bu boliimde tezimiz igin gerekli olan tanim ve teoremler verilerek gerekli goriilen bazi
onemli teoremlerin ispatlar1 da verilmistir.
Tamm 2.1.1. Lineer uzaydan reel(kompleks) uzaya olan doniistimlere fonksiyonel

denir.

Tamim 2.1.2. Fonksiyonlar ciimlesini fonksiyonlar climlesine doniistiiren doniisiime

operator denir.

Tamm 2.1.3. (Konveks Fonksiyon) f : [a,b]c R— R fonksiyonu her x,y € |[a,b]
ve A€[0,1] igin

fAx+A=D)y) < () +A=-D) f(y)
esitsizligini sagliyorsa bu f fonksiyona konveks fonksiyon denir. Esitsizlikte " > "
olmast halinde de f fonksiyona konkav fonksiyon denir. Yukardaki esitsizlikte 1=+

alinirsa

f(x+y)< S+ [ ()
2 ) 2

olur. Bu tip esitsizlikleri saglayan fonksiyonlara da J-konveks fonksiyon denir.

Konveks Fonksiyonlarin Temel Ozellikleri:

i. k tane fonksiyon R" — R ye konveks fonksiyonlar olsun. Bu takdirde;
k
F)=Ya,f,x)ha, >0;(j=123,..k)
j=1

fonksiyonuda konvekstir.
ii. g: R" >R konkav ve S={x: g(x)>0} olsun. f : SR, f(x)=§(1;5

olmak lizere f, S de konvekstir.
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iii. g : R —> R azalmayan ve konveks fonksiyon ayrica % : R" — R konveks olsun.

Bu takdirde; f : R" >R, f (x)=(goh)(x) olarak tanimlanan f  bileske
fonksiyonuda konvekstir.
iv. g: R >R konveksve A, h(x)=Ax+B formunda 4 : R" — R konveks

olmak iizere (Burada A uygun matristir.)

fonksiyonu konveks fonksiyondur.

vi. f ve g fonksiyonlar J-konveksise f(x)+g(x) de J-konvekstir.

vii. f, I ‘'de J -konveksve g, I de J -konveks ise bu takdirde f(x)g(x)
de 1 :7 m? de J -konvekstir.
Tanim 2.14. Q, :[a,b],§22 =[c,d] —w0<a<b<ow, -w<c<d<oo ve f(x,y) ,

Q, xQ, tlzerinde tanimli olsun. Bu durumda,

b

T(ff (x,y)dyJ dx = f{i f(x, y)de i

seklindeki esitlige Dirichlet formiilii denir.
Tanim 2.1.5. (Mutlak Siireklilik) / c R , f : I — R bir fonksiyon ve (x,,y,)

sonlu bir aralik olsun. Bu durumda, &£ >0 i¢inenazbir 6 >0 vardir oyle ki,

Zk‘,lyk —x,|<5=> Zk:|f(yk)—f(xk)| <¢

ise f ye mutlak siirekli denir ve [a, b] izerinde mutlak siirekli fonksiyonlarin sinifi

AC"[a,b] ile gosterilir.
Tamim 2.1.6. x,y € R,
e+ 2] <[]+ ]3]
seklindeki esitsizlige licgen esitsizligi denir.
Tanim 2.1.7. (Ucgen Esitsizliginin Integral Versiyonu) f | [a,b] araliginda siirekli

reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu takdirde

b

.[f(x)dx

b

b

S_“f(x)|dx, (a<b)

a

esitsizligi gecerlidir.



Tamm 2.1.8. (Holder Esitsizligi) « =(a,,a,,..,a,) ve b=(b,,b,,...,b,) reel veya

kompleks sayilarin iki # -lisi olsun. Bu takdirde
l + l — 1
b 9
olmak iizere

a. p>1 ise,
S <[ 3o | (Sl ]
k=1 k=1 k=1

b. p<0 veya ¢g<0 ise,

S <[ Sal | (S
k=1 k=1 k=1
esitsizlikleri gecerlidir [19].

Tamim 2.1.9.(Integraller icin Holder Esitsizligi) p>1 ve i+ =1 olsun. [ ve

1
q

g, [a.b] arahginda tammli reel fonksiyonlar, |f|” ve |g|’, [a,b] arahiginda

integrallenebilir fonksiyonlar ise

1 1

f |f(X)g(X)|deU| f<x>|ﬂdxj”[f|g<xydqu

esitsizligi gecerlidir. [13]
Teorem 2.1.10. (Minkowski Esitsizligi) p>1 olsun. f,ge L’ ise, f+gel’

yazilir ve
[eeewopa]”
<[Lrepa] "+ flawop ]

1/p

esitsizligi vardir.

Ispat: Once, f+geL” oldugunu gosterelim. Eger | f | S|g| veya | f | >|g| icin

')

oldugundan, f+geL” oldugu hemen yazilir. p=1 ise, esitsizligin dogru oldugu

reg <277+

apaciktir. p >1 oldugunu kabul edelim. Holder Esitsizligini kullanarak,



jb|f+g|pdx
= Jj|f+g||f+g|p_ldx
< [UAI1F + gl de+ [ [g]Lf + gl ax

< U:|f|pdx}”p[j:|f+g|pdx}(p_l)/p

+Uj|g|pdx}l/pUj|f + g|pdx}

yazilir. Her iki taraf, sifirdan farkli kabul edecegimiz

D.b|f+ |pd }(p—l)/p
g| ax

(p-D/p

ifadesine boliiniirse,
Ve seal]
<[[repa] "+ [lecof ]

seklindeki Minkowski Esitsizligi bulunur.

1/p

Tamm 2.1.11. E Oolgiilebilir bir kiime olmak tizere f bu kiime iizerinde tanimli ve
reel degerli bir fonksiyon olsun. Bu durumda keyfi K sayisi icin E {x s f (x)> k}
kiimesi Olgiilebilirse, f* fonksiyonuna ol¢iilebilir fonksiyon denir.

Teorem 2.1.12. (Lebesque integralinin varhk teoremi) Sonlu dl¢iimlii £  kiimesi
tizerinde f fonksiyonu smirli ve Olgiilebilir ise f  fonksiyonunun Lebesque
integrali vardir.

Tanmm 2.1.13. /c R, f : I - R bir fonksiyon ve Vxe/l igin |f(x) <K olacak

sekilde bir K pozitif reel sayisi varsa f fonksiyonuna sinirl fonksiyon denir.

Tanim 2.1.14. 1< p <oo olmak iizere

r=L,=1f: @f(x)rdx]p <eop /1. :@f(x)'pdx]p

normuna gore bir Banach uzaydir.

Teorem 2.1.15. /' fonksiyonu [a,b] araliginda konveks ise
a. f, (a,b) araliginda siireklidir ve

b. [, [a,b] araliginda sinirhdir [19].



Teorem 2.1.16. / fonksiyonunun [ aralhiginda ikinci tiirevi varsa, f fonksiyonunun

bu aralik {izerinde konveks olmasi i¢in gerek ve yeter sart x € [ igin

f"(x)=0
olmasidir [20].
Tanmm 2.1.17. f : X < R —> R reel degerli bir fonksiyon olsun. Her x € X i¢in

f(x)<M ,ise M ye f ninbir st siniri denir. (Yani,

£ (u,0) = {x eX : f(x)> M} kiimesi bostur). Burada

Uy =M eR: £ () =g]
kiimesi f* nin tst sinirlarinin kiimesi olsun. f* nin supremumu, eger U, kiimesi
bostan farkli ise bu durumda,

sup f =infU,
olarak tanimlanir. Diger durumda ise
sup f = +o0

dir. Ayricaher xe X i¢cin f(x)<M olacak sekilde M € R varsa bu durumda
sup f <M dir.

(X,X,u) Oolgiilebilir bir uzay ve f de dlgiilebilir fonksiyon olsun. Bu durumda
hemen hemen her xe€ X igin f(x)<M yada [~ (/,z,oo) Olciilebilir kiimesi sifir
Olgtimliiise M 'ye f nin esas iist sinir1 denir.

US =M eR : plf™ (u,0))=0f
esas lst siirlarmin kiimesi olsun. Bu durumda, U5" #¢ ise yukardaki tanima benzer
olarak
esssup [ =infU"
olarak tanimlanir. Aksi halde, yani U;” #¢ ise esssup f=+oo dir. Ayrica, bu
durumda hemen hemen her xe€ X i¢in f(x)<M olacak sekilde M € R wvarsa

esssup f <M dir.

Ayrica esas infimum tanimi da esas alt sinirlarinin supremumu olarak tanimlanir yani

esas alt sinirlarinin kiimesi bostan farkli ise

essinf f =suplke R : u({x : f(x)<k})=0}



olarak tanimlanir. Eger esas alt sinirlarin kiimesi bos ise bu durumda ess inf f = —
dir.
Eger u(X)>0 ise
inf f <essinf f <esssup f <sup f
bagintis1 vardir. Eger #(X) =0 ise budurumdada esssup f =+ ve
ess inf [ =—o0 dir.

Tamm 2.1.18. f : [a,h] > R fonksiyonu her x,y e[a,b] icin

)= f()] <
sart1 saglaniyorsa f ye r -Holder denir. Burada r=1 i¢in Holder kosulu f

O0<r<i

Lipschitzian kosulu olur (Burada, f Lipschitzian kosulu f Lipschitzian yada f
Lipschitz siireklilik olarak da adlandirilir.) [14].

2.2. GRUSS ESITSIiZLiGi

Teorem 2.2.1. f,g : [a,b] — R iki integrallenebilir fonksiyon ve y < g(x) <T" igin

tim x e [a,b], ki burada y,I" € R sabitler olmak tlizere

ez g)| YINT(S ) (2.1

esitsizligi vardir.

ispat: f ve g senkronize fonksiyonlar olduklarindan
(S0 - f())et)-g() =0

yazilir. Buradan da
F)g)+ f(s)g(s) 2 f(1)g(s) + f(s5)g(?)

olup esitligin her iki taraf ¢+ ve s ye gore [a,b] tizerinde integral alinirsa

I(f.g)
1 1 1
= E! F(O)g(@)dt _(E j f(t)dtJ (ﬁ j g(t)dt] >0 (2.2)
seklinde Korkine'nin 6zdesliginin elde edilmis olur. Boylece
T8 =50 S U= ©)e@)-g)dids

yazilir. Dolayisiyla, (2.2)’den

10



T )= | 2w —( [ f(X)de

bulunur. Ayrica, 7(f,f)>0 ve T(g,g)=0. oldugunda Cauchy-Schwarz integral
esitsizligini ¢ift katl integraller kullanarak

7,8

(2.3)

= {mﬁ(]‘(z) - f()(g@)- g(s))dzdsF
1 b b
Lo ]

{ﬁ [[(2)- g(s))zdtds}
=T(f.N)T(g.g)

(f(t)—f(s))zdtds} (2.4)

yazilir. Diger yandan yukaridaki esitsizligin sag tarafindaki 7'(f, f), T(g,g) ifadeleri
hesaplayalim. O halde kabulumuz dogrultusunda

T(g.g)= [r B — j g(x)dx] [b% j g(x)dx - y}

e [UBTE0) (RN 2.5
1

yazabiliriz. (2.5) ifadesinde (I" - g(x))(g(x)—y)>0 olup ayrica temel esitsizlik olarak
bilinen

2
cdé[c+dJ ; c¢,deR,

esitsizligini kullanirsak,
1 I
T(g,g)< (F —E!;g(x)dxj(ﬁlg(x)dx - 7]

'y ?
(=), ”

olarak elde edilir. Boylece, (2.6) esitsizligi (2.4) de yerine yazilir ve yeniden

diizenlenirse, (2.1) esitsizligi elde edilmis olur.

Teorem 2.2.2. f,g : [a,b] — R iki integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu durumda

11



(1.2
L
b-a-

esitsizligi saglanir.

< dx

[f(x) S j f(y)dyj[g(x) o j g(y)dyj

Ispat: ik 6nce ilk integralin igindeki ifadeler agilarak diizenlenirse
1§ 1
—_— X)——— d
b_aﬂf( ) b_g{f(y) yj
1 b
><[g(X) - Ejg(y)dyjdx

1
b—a

= ﬁj{f(x)g(x)—g(x) If(y)dy

1
b—a

—f ()— [ g(»)dy

¥ ﬁ j f(y)dyﬁ j g(y)dy}dx

1
b—a

1
b—a

_ {ﬁ [ f0)ge)dx ———[ g(x)dx——[ £ (»)dy

1
b—a

[ s [y

1
b—a

+(b-a)—[rav| g(y)dy}

1 b
- j f(x)g(x)dx

1 % 1§
fits oo

=T(f.g)

yazilir. Buradan da (2.8) ifadesindeki 6zdesligin modiilii alinirsa,

T(f.g)

b

1
= b—a;.:

elde edilir ki buda (2.7)’deki esitsizligi ispatlamis olacaktir.

[f (x) - ﬁ!f (y)dyJ (g(X) - ﬁ!g(y)dyJ

12

dx

2.7)

(2.8)



Teorem 2.2.3. f,g : [a,b]—)R ,[a,b]’da siirekli, (a,b) tirevlenebilir ve ', g’

fonksiyonlar (a,b) araligma sinirli ise her x € [a,b] icin

Tl s He@Ir L +lreollel. Jaen

dir. Burada

E(x)z%(b—a)2 +(x—a;b}

dir.
Ispat: p(x,7) fonksiyonu

t—a te[a,x]

p(x’t):{t—b t €(x,b]

seklinde tanimlansin. Bu kismi integrasyon yardimiyla,

[ PGty @t
~ [=a) e+ [~y s

= (t-a)f (1)

T r@de+ @b - [ Fo)dr
=(x-a)f(x)+(b—-x)f(x)— If (t)dt

b
= (b-a)f(x)- [ f()dt
yazilir. Buradan gerekli diizenlemeler yapilirsa

1 % 1 % ,
f=— j floyde=—— j p(x,0) f'(1)dt,

(2.9)

(2.10)

(2.11)

bulunur. Burada ki (2.11) esitligi Montgomery'nin 6zdesligi olarak bilinir. Benzer

sekilde (2.12) ifadesi g fonksiyonu i¢in de dogru olacagindan

g - Jor= "~ [ Ptz @

(2.12)

yazilir. Boylece, (2.11) ve (2.12)’lin her iki tarafin sirasiyla g(x) ve f(x) ile ¢arpilir

ve gerekli diizenlemeler yapildiktan sonra elde edilen sonucu « 'dan b 'ye integrali

alinirsa,

13



2[ £ (x)g(x)dx (2.13)

- ﬁ@f(x)dx)[ig(x)dxj

* i p {[g(X) I p(x,0) f'(@)dt + f(x) j p(x,1) g'(t)dt} dx

bulunur. (2.13)’den ve modiiliin 6zelliklerini kullanarak asagidaki esitsizlik

7(f. )
1

{|g(x>|j|p(x,t)

a

[ ofde+ £ ol lpeenlg'@) df} "

2

<
<

oo |
e ULl e

a)’
elde edilir ki buda (2.9) esitsizligi olarak elde edilir.
Teorem 2.2.4. f,g : [a,b]—) R, iki siirekli fonksiyon olsun. Eger f e L, [a,b] ise

1.0 ) e @14

dir.
Ispat: f ve g fonksiyonlar icin, Korkine'in 6zdesligi olarak da bilinen (2.2)
0zdesligi vardir. Burada (2.1)’deki ispat teknigi yardimiyla (2.4) elde ederiz. Herhangi

bir s,t€ [a,b] icin

O f(s) = f1(&)dé

oldugu kolayca goriiliir. (2.2) 'de bu gercegi kullanarak , asagidaki esitsizligi elde edilir:

(. Nl= (f(6) - f(s5)) deds

Qe >
Qe >

2(b—a)

i[jf '(f)de dtds

N

Il
—
S — >

2(b - a)2

14



1 bbb/t , 2
< 2(b_a)2”(jf(§)|d§J dtds (2.15)

S

1 " bb .
SW”’}(‘ ||w££(t S) dtds

12
Ayrica, (2.4)’de (2.15) esitsizligi kullanarak, (2.14)’de istenen esitsizlik elde edilir.

ol yp

Teorem 2.2.5. f,g : [a,b] — R taniml tiirevlenebilen ve siirekli fonksiyonlar olsun.

f',g’eLq[a,b], g >1, ise

1 , , ! 2
ol 51, [(Be) d (2.16)
Burada, x €[a,b] icin
B(x) = ﬁ[(x —af" +(p-x)"] 2.17)

ve ++=1 d.
Ispat: Teorem 2.2.3.’{in ispatinda oldugu gibi asagidaki dzdeslikleri yazabiliriz:

1§ 1 ° ,
S T j SOt =5 j p(x,0)f'(t)dr

g(x) —ﬁ [ g(oydi = ﬁ [ p(x.0g 0y

Burada, x e [a,b] icin p(x,t) cekirdegi (2.10) de tanimlandig1 gibi olsun.
Dolayisiyla,

f(0)g() —f(x)[ﬁ | g(t)dt]
1 b
_g(X)(m}[f(t)dtj

+[ﬁjf(r)dz](ﬁigmdt}

@ —la)2 ( [px.t) f’(t)dtj [j p(x,1) g'(t)dtj (2.18)

15



olur. Buradan da (2.18)"in her iki tarafin1 @ dan b ye x e gore integrali alinarak,

(b—a) de bolerek,

U= )j [I p(x, t)f(t)dt](j p(x,1)g’ (r)dr]dx (2.19)

yazilir. Son olarak, (2.19)’un her iki tarafinin mutlak degerini alir ve Holder integral

o vl
] frore]

, }MJ
el e

olur. Buradan da basit bir hesaplama ile,

esitsizligi kullanilirsa,

T(f.2)|

IA
S

I | =
{Q
~
Qe

IA
S
[ -
{
~
Q —

j |p(x,0)| dt

b
= a|’dt+j|t—b|’dt

Il
ey R C—

[(t-a dt+jb t)

A~ ]

X — a)r+1 (b _ x)r+1
r+1

= B(x) (2.21)

bulunur. (2.21) ifadesi (2.20) de yerine yazilirsa (2.16) esitsizligi elde edilmis olur.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. AGIRLIKLI GRUSS INTEGRAL ESiTSiZLiKLERI

f ve g fonksiyonlari [a,b] araliginda integrallenebilir ve x e [a, b] i¢in
p<f(x)<g,  y<g)<T (3.1
kosullarini saglayan bu fonksiyonlar i¢in

1
b—a

ﬁ j F()g(x)dx ﬁ!f(x)dx j g(x)dx

<1 B-p)r-)

esitsizligi 1935 yilinda G. Griiss tarafindan ispatlanmistir. Daha sonra bu esitsizlik
literatiire Grliss esitsizligi olarak girmis ve bir ¢ok yazar tarafinda farkli tiirde

esitsizlikler ve yeni ispatlar yapmistirlar. Burada x € [a,b] icin

£() = g(x) = sgn[x e j

se¢ilmesi halinde esitsizlikteki 4  sabiti en iyi sabit oldugu, Griiss tarafindan
verilmistir. Simdi asagida verecegimiz agirlikli Griiss esitsizliginin  farkli  bir
versiyonunu Dragomir 1998 yilinda ispatlamistir [15].

Teorem 3.1. f ve g fonksiyonlar [a,b] aralifinda integrallenebilir olsun.
b
xe[a,b] icin (3.1) kosulunu saglayan reel ¢,¢,y,I" sabitleri ve [Ah(x)dx >0 sartim
saglayan integrallenebilir 4 : [a,b]—)[O,oo) igin
b b
{f h(x)dx ] f (x)g(x)h(x)dx

- f f (X)h(X)dX£ g(X)h(X)dX}

<

(¢—o)( - 7)@ h(X)dx]z (3.2)

e

esitsizligi vardir. Burada + miimkiin olan en iyi sabittir.

Ispat: f ve g nin (3.1) kosullar1 yardimiyla

17



[ f(0)g(x)h(x)dx (3.3)
[ h(x)dx @

[ f@hdx;
[ h(x)dx « I h(x)dx

j g(0)h(x)dx

1 bb
= ———— [[ (1) = F ) (x) ~ 2())A(x)h(y)dxdy
2(Ih(x)dxj “f
yazilir. Buradan da, Cauchy-Buniakowski-Schwarz's ¢ift katli integral icin integral

esitsizligi uygulanirsa,

2

—————[[(r) - )& (x) - () A(x)h(y)dxdly
(I h(x)dxj @
— [0 @7 heh(yyddy
2(! h(x)dxj @ a

————— [ [ ((x) = 2 h(x)h(y)dxdly (3.4)

[I h(x)de .

<

—_—

= J-f (X)h(x)dx —| 5 If(x)h(x)dx
I h(x)dx @ I h(x)dx ¢

x j 22 ()h(x)dx —| - j g(x)h(x)dx
Ih(x)dx a I h(x)dx ¢

olur. Yukaridaki bu son iki ifadeye denk olan asagidaki ifadeler yazilabilir.

18



2

L[ heode-| — [ foh0ods

[ h(x)dx « [ h(x)dyx @

= | - [ FhR)d || [ F -

[ h(x)dx @ [ h(x)dx @
L (g F)(F - P
[ h(x)ax @

Ayrica, her bir x € [a,b] icin {((¢ -f (x))( f(x)— go))} >0 oldugundan

2

[ s | [ Fondx

[ h(x)dx « [ h(x)dx @

<|9-3 1 If(x)h(x)dx - : If(x)h(x)dx—¢ (3.5)
[ h(x)dx « [ h(x)dx @

yazilir ve benzer sekilde

2

[ hd | [ gConds
[ h(x)dx @ [ h(x)dx @
<|T—5 1 Ig(x)h(x)dx - ! jg(x)h(x)dx—y (3.6)
[ h(x)dbx @ [ h(x)dx «

bulunur. Simdi (3.3), (3.4), (3.5) ,ve (3.6) ifadeleri yardimiyla
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b

b

[ h(x)dx @

1

b

[ h(x)dx @

1 b

<

<|@g-

b

[ h(x)dx «

b

xr—b

[ h(x)dx «

j F0)h(x)dx
[ £GOh(x)dx

jg(x)h(x)dx

[ £()2(0)h(x)dx

1

. [ gCo)h(x)dx
[ h(x)dx @

[ fhx)de—g
[ h(x)dx @

[ gh(x)dx -
[ h(x)dx @

(3.7)

yazilir. Reel sayilar i¢in temel esitsizlik olarak bilinen

bu esitsizlik yardimiyla

1

b

4 -

<(¢-of

Ve

P p—

b

<(C-7f

j F)h(x)dx
[ h(x)dx @

[ (yh(x)x
[h(x)dx «

4pg<(p+q), p.qER

; [ f)h(x)dx—g
[ h(x)dx @

(3.8)

1

; [ g(r)h(x)dx—y
[ h(x)dx @

(3.9)

yazilir. Boylece, (3.8) ve (3.9) esitsizlikleri (3.7)’de yerlerine yazilirsa istenilen

esitsizlik elde edilmis olur. Ayrica (3.2) esitsizligin de

x €la,b]

h(x)=1 segilebilir ve

a+b

J(x)=gx) = Sgn[x -

)

olarak f ve g fonksiyonlar secilirse

;iﬁﬂwsz
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1 1
— j fGde=— j g(xX)dx =1,

p-—p=I'-y=2
olacagindan (3.2) esitsizliginde ki esitlik durumu saglanacaktir.

Simdi, f ve g ’nin durumlarina gore asagidaki sonuglari verelim:

3.1.1. Her iki Fonksiyonun Lipschitzian Oldugu Durum

Teorem 3.1.1. f,g : [a, b] — R fonksiyonlar Lipschitzian olsun yani her x,y e [a,b]
i¢in
f) = fW)|<Lx=y], |g(x)—g»)|< Ly|x- ] (3.10)

kosulunu saglayacak sekilde sabit L, >0, L, >0 var olsun. Ayrica, eger

p: [a,b]—)[O,oo) fonksiyonu integrallenebilir ise

[ () [ p(x) f(x)g(x)dx

— [ () f()dx [ p(x)g(x)dx

<LL, [j‘p(x)dxjp(x)xzdx - [ji p(x)xde } (3.11)

esitsizligi vardir.
Ispat:  f,g : [a,b]—) R fonksiyonlar Lipschitzian oldugundan dolay1 (3.10)
esitsizlikleri yardimiyla her x,y e [a, b] icin
(S =S ~gW) < LiLy(x~»)
yazilir. Yukaridaki esitsizlik p(x)p(y) >0 1ile carpar ve [a,b]2 iizerinde integrali

alinirsa,
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)P (x) = F("))g(x) - g(»))dxdy

p@)p(f ()= £F())(g(x) - g(»))dxdy

I
I

Q'—;& Qe >

IN

L, ”p(x)p(y)(x ~y) dxdy

aa

olur. Ayrica burada kolaylikla goriildiigi gibi

%I [(F) = £())(e(x) = g(1) p(x) p(y)dxdy
{f p()dx [ p(x) f(x)g(x)dx

- [ p(x)/ ()dx | p(x)g(x)dx}
Ve

% [[ PG p()x= ) dedy

= jip(x)dxjfp(x)xzdx —Up(x)xdx]

ifadeleri yazilir. Buda istenilen esitsizligi saglamis olur. Diger yandan,
f(x)=Lx, g(x)=L,x olarak secilirse f , L, Lipschitzian ve g de L,
Lipschitzian olacagindan, (3.11) deki esitlik durumu saglanilmis olur.

Sonug 3.1.2: Yukaridaki Teorem 3.1.1 deki varsayimlara gore

- [ 7gn — [ reary — [0

2
< W (3.12)

esitsizligi vardir ve buradaki -5 sabiti miimkiin olan en iyi sabittir.
Yukaridaki sonu¢ Cebysev tarafindan verilen iyi bilinen bir sonu¢ olduguna dikkat
edelim.

Sonug¢ 3.1.3: f.g : [ab]—> R fonksiyonlar (a,b) iizerine tiirevlenebilir ve tiirevleri

de smirli olsun. Yani,
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[ = sup|F'@] <0
te(a,b)

olarak tanimlansin. O zaman asagidaki esitsizlik vardir;

giiﬂﬁﬂﬂﬁ—;%{ﬂ@ﬁ 24&@%

b—

|f'00 g,”w 2
ST(b—a). (3.13)

Burada ki -5 sabiti miimkiin olan en iyi sabittir.

3.1.2. f -nin Lipschitzian Oldugu Durum

Simdi asagidaki her bir fonksiyonun Lipschitzian oldugunu varsayarak Griiss tipindeki
bagska bir esitsizligi kanitlayabiliriz.
Teorem 3.1.4. f : [a,b]—)R taniml1 fonksiyon M -Lipschitzian fonksiyon olsun. O

zaman agagidaki esitsizlik vardir:

1 ¢ > 1 &
e GG MO el EQT
Ml genfw
<Ml (b-a) ||, geLfablp>1, +i=1; (3.14)
Mg, gel,[ab]

ispat: Her x,y e[a,b] icin
S (0)g() = f(EW)] < Mx - )||g(»)]

yazilir. Burada son esitsizligin her iki taraf [a,b]2 tizerinde integrali alinirsa,

[[(r@e0) - f(g()dxdy

bb
< M [ [x = || dxdy

yazilir. Diger yandan soldaki integrali
b

- j f(x)dxjf g(x)dx —(b - a)j f(x)g(x)dx.

(f()g(y) - f(»)g(y))dxdy

R C— >
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seklinde yazar ve ge L, [a,b] oldugundan

T
’ b

<(b-a) max = y[le)ldy

= (b-a)el,

birinci kisimdaki esitsizlik elde edilmis olur.

|x = y||g(»)| dxdy

Q —

Simdi p>1 ve L+l=lgel, [a,p] olsun. O zaman, Holder integral esitsizligi

yardimiyla

olup buradan da

Il
[V— > R ] ——

basit hesaplamalar ile
b b
[ [l = || dxdy

[eatre) 6-or e

istenilen ikinci esitsizlik saglanilmis olur.

Son olarak varsayallmki ge L, [a,b] olsun. Boylece g ’nin smirliligindan
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bb
[ [l =[] cxay

b b b 3
< e, Je—sfatay = =L g

istenilen ticlincii esitsizlik de saglanilmis olur.

Simdi agagidaki 6nemli sonugu verelim.

Sonu¢ 3.1.5: [ :[a,b] >R tammli ve (a,b) de tiirevli ve bu aralikta smurl

fonksiyon olsun. O zaman, asagidaki esitsizlikler vardir.

1§ 1 ¢ 1 ¢
— j F@g(x)dx—— j Sy — j g(x)dx
Sllel, geLa]
<t - el,  geLlabl p>1iei=t; (3.15)
)71, el gel.lab]

3.1.3. f-nin M -Lipschzian ve g -nin Lipschitzian Oldugu Durum

Griiss integral esitsizliginin bir bagka genellemesi olan asagidaki teoremi verelim:
Teorem 3.1.6. f ve g [a,b] iizerinde iki integrallenebilir fonksiyon olsun dyle ki
her x,ye [a,b] i¢in

f ()= f(0)] < M|g(x) - g(»)| (3.16)

kosulu saglansin. O zaman

[ P [ p(x) £ (0)g(x)dx — [ p(x) f(x)dx | p(x)g(x)dx

< M[jp(x)dxjp(x)g%x)dx—( J p(x)g(x)de } (3.17)

esitsizlik vardir. Burada p : [a,b]—) [0,00) fonksiyonu [a,b] de integrallenebilir
keyfi bir fonksiyondur.
ispat: (3.16) sart1 ile her x,y €[a,b] igin

(f @) = F())(g(x) - g() < M(g(x) - g(»))

yazilir ve bu esitsizligi  p(x)p(y) =0 ile carpar ve [a,b]2 tizerinde integrali alinirsa
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PP () = f()(g(x) - g(»))dxdy

<

p)pW|(f(x) = f())(g(x) - g(»)) dxdy

D — > Q C— >
[ C— R

< M [ [ p(x)p(»)(g(x) — g(»)) dxdy

aa

olup bulunan bu sonu¢ (3.17) esit olur. f(x)=Mx, g(x)=x olarak secelim. Daha
sonra herhangi bir p i¢in yukaridaki esitsizlik durumu saglanilmis olur.

Yukaridaki Teorem 3.1.6 nin 6nemli bir sonucunu asagidaki sekilde verebiliriz.

Sonu¢ 3.1.7: f,g : [a,b]—> R fonksiyonlar (a,b) araliginda tiirevlenebilir iki
fonksiyon, (a,b) araliginda g(x)#0 veher xe (a,b) icin

f'(x)
g'(x)

<M (3.18)

sartin1 saglayan M >0 olsun. Bu durumda, (3.17) esitsizligi saglanilir.
Ispat: Cauchy ortalama deger teoremini kullanalim. Yani, her x,y e [a,b] icin x#y

ve x ve ) arasindabir ¢ vardir dyle ki;

S - _ [
gx)-g(y) g

yazilir. Sonug olarak her x,y e [a,b] icin

f(x)= f(0)] < M|g(x)-g(»)|
olacagindan Teorem 3.1.6 yardmiyla (3.17) esitsizligi elde edilir.
Uyar 3.1.6: Sonug 3.1.4 yardimiyla,

S

!

g

J'(x)

M = sup |~
g'(x)

xe(a.b)

o0

normun sonlu oldugu gosterilir.

Uyan 3.1.7: f ve g yukarida verilen teoremde ki sartlar1 saglamak iizere asagidaki
esitsizlik

1
b—a

ﬁ J F(g()dx —ﬁ j F(x)dx j g(x)dx

< M{ﬁ j gz(x)dx—(ﬁ j g(x)dx] } (3.19)
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vardir.

Sonug 3.1.7°deki f ve g fonksiyonlar icin

1
b—a

[ﬁj’gz (x)dx — [ﬁjg(x)dx] ]

ﬁ j F()gx)dx - ﬁ j F(x)dx j g(x)dx

S

!

<

o0

esitsizligi elde edilir.

3.1.4. Her Iki Fonksiyonun Hélder Kosulu Saglandign Durum
Bu boliimde asagidaki gibi Holder'in durumunu karsilayan fonksiyonlar i¢in Griiss tipi
bir esitsizlige dikkat ¢ekelim.
Teorem 3.1.8. f ve g fonksiyonlarinin Hélder kosulunu sagliyor olsun yani her
X,y € [a,b] ve r,s € (O, 1] icin

)= <H x=y ve |g(x)-g()|<H,x—) (3.20)
olacak sekilde H,,H, >0 sabitleri var olsun. O zaman asagidaki esitsizlik saglanilir:

1
b—a

ﬁ I f (x)g(X)dx—ﬁ j F(x)dx j g(x)dx (3.21)

Hle(b_a)HS
T (r+s+D(r+s+2)

Ispat: Teorem 3.1.8 kosullar1 yardimiyla her x,y e [a,b] icin

s+r

(F )= f ) (g(x) - g(»)) < H H,|x—y

yazilir. Boylece, esitsizligin her iki tarafini [a,b]2 izerinde ¢ift katli integrali alinirsa;
(70 = F () (x) - g(»)) dxdy

<

(£ ()= f()(g(x) - g()) dxdy

Y — > R —
QA — > R >

IA

b b
HH, J..”x—yr” dxdy

olur. Buradan da sagdaki integrali asagidaki sekilde hesaplanilirsa:
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b b

j”x — y|s+r dxdy

b

j |x — y|w dy] dx
:

=y

B _ r+s+1 _ r+s+l1
(x—a)™"" (b—x) } o

r+s+1

b
o dy+ “y - x|w dy} dx

Il
PN S SR N S ST N S— :

B z(b _ a)r+s+l
B (r+s+1)(r+s+2)

ve benzer sekilde
[[{(r @ = 1)) - g(»)))dxdy

b b
= (b- a)jf(x)g(x)dx — [ f(odx [ g(x)dx
oldugu kolayca goriiliir. Dolayisiyla istenilen (3.21) esitsizligi elde edilir.
3.1.5. f' ve g’ min L, Uzayma Ait Oldugu Durum

Bu boliimde ilk olarak Lw(a,b) ye ait olan fonksiyonlar ic¢in Griiss tipi bazi
esitsizliklere dikkat ¢ekiyoruz.

Teorem 3.1.9. f ve g (a,b) iizerinde differansiyellenebilir iki fonksiyon ve
p: [a,b]—) [O,oo) tanml ve [a,b] araliginda integrallenebilir fonksiyon olsun. Bu

durumda f',g" €L, (a,b) ise

j p()dx [ p(x) f(x)g(x)dx— [ p(x) f(x)dx | p(x)g(x)dx

%ilp(x)l?(y) I|f'(f)|df I|g'(2)| dz| dxdy
< | I le’ w[j-p(x)dxjip(x)xzdx —Up(x)xdx} ] (3.22)

esitsizligi vardir.

ispat: Her x,y e[a,b] igin,
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(@)= e@)-g0)=[[ 1 (g (2)drdz

bagintisinin saglanildigi kolayca goriilir. Buradan da  f”, g'eLw(a,b) oldugu
g6zoOniine alinirsa her x,y € [a,b] icin

PP = f())g(x)-g(»))

y

[l @]t

X

y

I|g'(z)| dz

X

< p(xX)p(y)

<| (x=2) p(x)p(»)

f!”oo g/

olur. Modiilun 6zellikleri ile

[ [ PP = £ () (2(x)— (1)) dxdy

< ﬁp(x)p(y) dxdy

f| £(t)|dt

'T|g'(z)| dz

<I7 LI, [ [ o= ) p)p(y)drdy (3.23)

istenilen (3.22) esitsizligi elde edilir.
(3.22) esitsizligini kanitlamak i¢in, [a,b] tizerinde f(x)=ax+pf, gx)=m+0

(a, y>0,8,0 € R) tanimlansin. Basit bir hesaplama ile;

[ P()dx [ p(x) £ (x)g(x)dx = [ p(x) £ (x)dx [ p(x)g(x)dx

y

J

o ﬁ p(X)dxjip(X)ﬂdx - U p(x)xdx] ]

(x =) p(x)p(y)dxdy

f(0)|dt dxdy

Q C— >

fp(x)p(y) Jlg' )z

=71,

g!

ar
2

Q —
QY ——

olur. Bu da (3.22)’deki tiim esitsizliklerde esitlik saglayabilecegimizi kanitlar.
Sonu¢ 3.1.10: / ve g fonksiyonlar Teorem 3.1.9°daki sartlar saglansin, bu durumda
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‘ﬁ j fgdv-——— [ rwary - Jiod
< % [TU[Lr @) de||[|g'(2)|dz| dxy
< M(b ~af (3.24)

dir. Strastyla § ve 15 sabitleri miimkiin olan en iyi sabittir.

Uyan 3.1.9: Klasik Griiss esitsizligi tarafindan verilen farkli hesaplamalar i¢in

1 b
b2 I g(x)dx

b b
e OO O
farkinin en iyi islemlerinin anlasilmasi i¢in asagidaki 6rnegi verelim. (3.24) esitsizligi
i¢in bir tahmin yapalim:
f.g : [O,l] - [0,00) fonksiyonlar1
J()=x"gx)=x", p,g>1.
seklinde verilsin. O halde

p=inf, o, f(X)=0, ¢=sup g/ (¥)=1
y=inf, o 8(x)=0, 7=supg(r)=1

bulunur ayrica
f@=p"" g@=gx"", xelol]

olup ve bu fonksiyonlarin sinirliliklar

17, = p.|g], =4

olur. Simdi bunu yerlerine yazilirsa
1 1
Z(¢—§0)(T—7)— 1

1L e 2o
12 12

sonu¢ olarak eger pg >3 ise, Griiss esitsizligi tarafindan saglanan sinirli, (3.24)
tarafindan saglanan sinirdan daha iyidir. Eger pg <3 ise (3.24) esitsizligi (3.1)’den
daha iyidir.

Uyan 3.1.10: (3.24) esitsizligi ayn1 zamanda (3.11) esitsizliginde yer alan Cebysev

esitsizliginin de bir iyilestirilmesidir.
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Teorem 3.1.11. f,g : [a,b)]> R tammh (a,b) araliginda tiirevlenebilir iki
fonksiyon ve p : [a,b]—) [0,00) de [a,b] araliginda integrallebilir fonksiyondur.
Eger f'eL,(a,b), g’eLﬂ(a,b) ile a>1 ve L+4=1 isebudurumda

[ P(x)x [ p(x) £ (¥)g(x)dx = [ p(x) f () [ p(x)g(x)dx

1

dxdyj
%
dxdy}

< %”f LIel, [ ] peo G = y|dxdy (3.25)

< %mp(x)p(wlx )

T| @) dt

X(j [ PP —] %

dir. (3.25)’teki ilk esitsizlik en iyi esitsizliktir.

Ispat: Holder esitsizligini ¢ift katl integraller i¢in kullanilirsa,

I

i yy %
[[lg'@ ardz

1 1
a

I|g'(z)|ﬂdtdz

|k o 1
:|x—y|; j|f’(t)| dtdz |x—y|/’

1

y i y
=fei|flrf a |flg'@)"é

X

yazilir. Simdi, (3.22) esitsizliginin ispatinda oldugu gibi

j j PP () = () (g(x) - g () dxdy

a

ﬁ *)p(¥) ”|f (Hg'(2)|dtdz

7
} dxdy

olur. Cift kath integrallerde Holder esitsizligini tekrar kullanarak

dxdy

(P p(x -

gl—.@ 2
Q>

1

1f(0)|" dt

I|g'(z)|ﬂdz
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1 1

aly B
j|g'(z)|ﬂ dz| dxdy

X

y

Jlr @l ar

X

[[ PG -

aa

< ﬁ i p(x)p(»)x=y| dxdyJa

Jy'| RGN

X(ﬁp(X)p(y)lx -y

T| g'(2) dz

dxdy] (3.26)
yazilir ve benzer olarak
[ [ PP (0)= £ (1))~ g () dxdly

= 2{ [ p(x)x [ p(x) f(x)g(x)dx

b b
— [ px) f (x)elx p(x)g(x)dx} (3.27)
bulunur. (3.26) ve (3.27) esitsizligi (3.25)’te ilk esitsizligi saglar. Simdi bunu

gbzlemleyelim: her x,y e [a,b] icin

¥

J

X

{(

X U j p(X)p(»|x -] f|g’(z)|ﬁ dz dxdyJ }

ﬂVLUhmm@meﬂw@j

y

J

X

B

dt 5

g’(z)|ﬂdz <

J'@®

<|r

g/

a
a)

olup buradan da

y

J

X

“dt

Q C— >

1'®

[ P P(x )] dxdy}

1

%Ehﬁjmmmwh—ﬂw@J

!

=[1.

g, [ [ P p()x =y dxy

bulunur. Bu da (3.25)’teki ikinci esitsizlik de ispat edilmis olur.
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(3.25)’deki ilk esitsizligin netligi icin  f,g : [¢,b] >R  tamml fonksiyonlar

f(x)=mx+n, g(x)=sx+z ile m,t>0 olacak sekilde alalim. O zaman

[ p(x)x [ p(x) f(x)g(x)de = [ p(x) f (x)elx [ p(x)g(x)dx

= %ms f I p(x)p(y)x— y) dxdy

Ve
TAGIRE e’ @) dz| = 57 |x— 5
daha sonra
[ [P p(x-)] dxdy]
x [ [[ppl—||[lg'2)] dz dxdyJ

1

= mS[ [[ PG px—» a’xdy]

1

(ﬁ (xX)p(»)|x—y| dxdy}
il

p(x)p(y)(x - y) dxdy

g'—.@

ve esitsizlikdeki ilk esitlik (3.25)’te gerceklesmistir.
Sonu¢ 3.1.12: f ve g fonksiyonlar Teorem 3.1.11°deki kosullar sagliyor olsun. O

zaman agagidaki esitsizlik vardir:
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ﬁ!f(x)g(x)dx— bia;[f(x)dxbia;[g(x)dx
1 1 bb ¥y o i
< 5[(b_a)z [Jb=stflrofa dxdy}
1 bb ¥y ' 7
X((b—a)z !£|x—y| .[ g (t)|ﬁdt dxdy}
1 ! ’
<1111, e, 6-0)

Burada, (3.28)’deki ilk esitsizlik en iyi sabittir.
Teorem 3.1.13. f,g : [a,b]—)R taniml (a,b) araliginda tiirevlenebilir iki

fonksiyon olsun. Eger f'e L, (a,b) ve g'eL,(a,b) ise asagidaki esitsizlige sahip

vardir;

[ p)dx [ p(x) £ (x)g(x)ekx

— [ p() .S (x)dx [ p(x)g(x)dlx

¥

.[ | g'(z)| dz

X

<

[[p)p()x —ylts[up]lf @) dxdy

N | —

1 b b
<110, J] 2o p(ofe - yldudy (3.29)

Burada, (3.29)’deki ilk esitsizlik en iyi sabittir.
Sonuc¢ 3.1.14: /' ve g fonksiyonlari Teorem 3.1.13’deki kosullar1 sagliyor olsun. Bu

durumda

1
b—a

1
b—a

y

J

X

ﬁff(x)g(x)dx— j F(x)dx jg(x)dx

b

1 b
< W'{ a px)p(Mx—y| :{t}g]

f@)

g'(z)| dz|dxdy

<L

6

fl

g, (b-a) (3.30)

0

dir. Burada, (3.30)’deki ilk esitsizlik en iyi sabittir.
Uyar 3.1.11: (3.30) esitsizliginde verilen iist sabit, (3.29) esitsizligindeki iist sinirdan
daha iyi olduguna dikkat edelim. Gergekten de, f,g : [0,1] — R fonksiyonlarin
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f(x)=x", g(x)=x'(p,q>1)

olarak segelim. O halde o, >1 ve L +4=1 i¢in

[ =px", g =qx", |1, =p. ¢, =1
£, = P
[a(p—1)+1]
Ve
g = q

bulunur. Ayrica

. . P
4 =1 le',6-a)=
Ve
1 r 4
B::gf g 1(b—a)
Pq

6la(p—1)+1][Blg—1)+1]

dir. Eger o = =2 almrsa

A _[2p+1)(2g+1)f

B q

dir. Diger durumda p,qg>1 degerlerii¢in 1 den biiyiik veya kiiciik olabilir.
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4. BULGULAR VE TARTISMA

1935 yilinda Griiss asagidaki (4.1) esitsizligi kanitlamistir [4]:

1
b—a

ﬁ j f(x)g(x)dx—ﬁ j F(x)dx j g(x)dx

< %((D )T =). (4.1)

Burada, f ve g’nin [a,b] aralifinda integrallenebilir iki fonksiyon olmak sartiyla
her x e€[a,b] icin
P f(x)SDvey<gx)<I
1

kosulunu saglamalidir. Ayrica esitsizlikteki - sabiti en 1yi sabittir.

Diger yandan, 1882 de P .L. Chebysev [21] (4.1) esitsizligini asagidaki sekilde verdi:
1
(18l S -7, e

Bu esitsizlikte, f,g :[a,b] > R tanimli f ve g fonksiyonlar birinci tiirevleri

sinirlt olan mutlak siirekli fonksiyonlar olup
1 1 1
(f0)=1— j f()g(x)dx - (Eif(x)dxj [m{g(’c)d’cj

bu ifadeye de literatiirde Chebysev fonksiyoneli olarak bilinir. Ayrica, (4.1)

esitsizligindeki |||, normu |p| = esssup|p(s) ile tanimlanir [21].
tela,b]

Beesack ve digerleri ilk tiirevleri Lp uzayma ait olan siirekli fonksiyonlar i¢in

asagidaki Chebysev esitsizligini

|T(f’g)|g(b—a)( a_1 j( 29 _1 jq”f”,,”g”q 42)

4 \p(p+D) \q(g+1)

1

b P
ispatladilar. Burada ki ||||p normu ||h||p = (ﬂh(x)r’ dx] ile tanmli ve her p>1 ve

+L1=1 d.

1
q

RSEE
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Tezin bu kisminda , Chebyshevs fonksiyonel ile ilgili baz1 esitsizlikler ispatlanacaktir.
Ozellikle, tiirevleri ve kendisi L ,la,b] aitolan 1< p <o araliginda tiirevlenebilir

fonksiyonlar i¢in bir ¢ok yeni esitsizlikler elde edilecektir.

4.1. CHEBYSHEV-GRUSS TiPLi ESITSIZLIKLER VE UYGULAMALAR

Teorem 4.1. f,g :[a,b] > R tanimli [a,b] araliginda mutlak siirekli bir fonksiyon
ve | f '| ve |g'| fonksiyonlar [a,b] araliginda konveks olsun. Bu durumda

i) Eger f,f', g, g’eL [a,b] ise, 0 zaman

r(r,g)< &= ﬂ el (4.3)

ii) Eger f,f’,g,g’eLp[a,b], p>1, +,=1 iseozaman

27 , ,
U e)s i e o) i o], +Lsel, el I, U, | 4

iii) Eger f,f',g,g" € L,[a,b] ise o zaman

r(r.e)=lerl +121, ]+ ﬂlgll 171+ 17} (4.5)

Ispat: Herhangi bir x,7 €[a,b], x #1¢, igin

f)-f@® _ 1 ¢,
x—t _x—t-!.f(u)du

yazilir. Buradan da u = (1 - /1)x + At degisken degistirmesi yapilirsa,

S)-/@ _ 1 If’(u)du=j'f’[(1—/1)x+/1f]d/1
x—t x—tt 0

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa
1
S = O+ =0 [ £10-)x+At]dA (4.6)
0

dir. (4.6)’1 tekrar g fonksiyonu i¢in de saglanacagindan

g(x) = g(O)+(x—1) [ g1-Dx+At]dA (4.7)
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dir. (4.6) ifadesini g(x) ile ve (4.7) ifadesini de f(x) ile carpar, ¢ikan sonuglar

toplayarak

1

2/ (g () = glx) /(1) + £(x)g(e) + g(x)x—0) [ £ (1= 2)x+ ]z

0
1

+/ () (x—1)[ 1= 2)x + 2t]dA

0

yazilir. Buradan da bu son esitligin her iki taraf x,z € [a,b] araliginda integralini

alinarak, (b—a) ile de boliiniirse,
b b
2 j j F(x)g(x)dtdx
b
= [ [ g(x) £ (¢)dtax + j j £(x)g(¢)drdx

o
|
|

1

g()x=0)[ £1(1=2)x + Ae]dAdrx

(=]

+

i
e

f(x) g'[(1= 2)x + At]dAdtdx

o'—.»—

olup gerekli diizenlemeler yapilirsa,

—zjig(x)dxj‘f(x)dx

[ f g 7

1

g(x)(x =) [ £ /[0 A)x + t]dAdiax

ke
|

jlf(x)(x - t)jg'[(] - ﬂ,)x + ﬂt]dﬁdtdx

elde edilir. Diger yandan yukaridaki esitsizligin sag tarafini

7(f.8)= (bia)z [[ =g [ £10-2)x+ Ae)dadrx

1
_l’_ P —
2(b-a) 4
seklinde tanimlayalim. Boylece, modiiliin 6zelliklerini kullanmasiyla,

IT(f, g)l

; ] [l e[|l 2y + i) d s

il
apl

2

38
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(4.9)



olur. | f '| fonksiyonu [a,b] araliginda konveks oldugundan

) TACIEFIA

olup buradan da

£1Ge)+ Al (e Nz

'(x] +A
A flf'(r)q |

0

1'(e)]da

ATy A (4.10)

dir. Benzer sekilde, |g'| fonksiyonu [a,b] aralgnda konveks oldugundan

e 0l

j)-[l /1|g

_ EWTIE YL (4.11)

Eger bu (4.10) ve (4.11) degerleri (4.9)’da yerine yazilirsa

IT(f,g)IS

2( J j '(¢)||ardrdx
_a)2 T i e —tl|g Cx )I{M} dtdx

b b '(x N '(l‘
1a)2 ££|x‘f||f(X)|{%} dtdx
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e — [ g )| (0| + g ()] £ (0)|Jdeaix

b
zI
a

2

QD ——

[P~ 4l @g' @)+ g’ @)]rex

—_

> ess sup U
—d xe[mb]

(4.12)

Burada son integraller hesaplanilrsa
b b b
J-J.|x—t|dxdt= ‘f(t—x)dx+‘|.(x—t)dx}dt

(el +oiY],

L C— > ] —

S
|
N
~
53]

bulunur. Bu son esitlik (4.12) yerine yazilirsa her x,z e [a,b] icin

e b,

bl 2 2
lg], ess sup| o) | L=+ E=1" gy
* tela,b] al 2

T(f.g) <

1
4b-a) |

N
Ho—ay

b[ 2 2
111, ess suple'co)[| L=+ |
© tefab] i 2

+;
4b-a)
-2y, +

bulunur ki bu esitsizlik de (4.3) ispat edilmis olur.
ii) Yukaridaki gibi 7' ( f, g) 0zdesligi gbzoniine alinirsa

b
(s, ZII
ab
zfl

(4.13)

R D —
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yazilir. Burada, p>1, -+ =1 i¢in (4.13) esitsizliginde Holder'in esitsizligi
uygulanirsa,
1 2i(h—a)"
7(s.¢)< boa)

4b-af [(g+1)(g+2)}

X U J leColl /@) +|f @)|lg' @) dtdx]p

1
P b b
a a

1

b b
g
2 (b-a)"

g0 +2)F
XU(b—a)Ug "(x)|+ g ]pdtdep

+ flg(x)r’ flf'(ﬂr’dtdxjp + U|f(x)|p flg'(r)r’dzdx]”}

27 (h—a) o
= (b—a)"||gf
[(g+1)g 2ﬂ{ ﬂlﬂp

olup bu esitsizlik de istenilen (4.4) esitsizliginin ispati olur.

. +||f||p||g'||p]

iii) (4.13) esitsizligini yeniden incelenir ve f,f',g,g" € L,[a,b] oldugu gbz 6niine

alinirsa

]sup |x—t|dx

|T(f’g)|S (bl_ )Jblﬂ

LN

()]t

(b a) J-sup|x t”
il

S

]maxx a,b—x}dx

Jmaxti - a.b - xi[gColl ], +[rcofle] o

b a)2
1 j o , [(b—a)+|2x‘b“’|de
2
L (el Brbma o ol e
4(b_a)2a > 1 1
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<7,

oo |

ol

Jax

sup t9|2x b- a”

.)CE

(ba

)«
I [ecoll s, +17 ol Je

!

H

olup istenilen (4.5) esitsizligi ispat edilmis olur. Bu da ispat1 tamamlar.

1)

( _ Ulgll

Teorem 4.2. f,g :[a,b] > R tamml [a,h] mutlak siirekli bir fonksiyon |f'|” ve
lg|” ile p>1 olup [a,b] araliginda konveks olsun. Bu durumda,
i)Eger f,f",g,g'eL [a,b] ise

T fg)|< U el (4.14)

i) Eger f,f’,g,g’eLp[a,b], p>1 L+l=1 ise

r(,g)< 2 b=a)”

[g+Dig+2)F
o-a)ler

iii) Eger f,f',g,g"eL,[a,b] ise

2281

cle-alel 1t} @)

Vil

IT(f, g)IS

j ‘l’ } (4.16)

Ispat: 11k olarak Holder esitsizligini uygular ve daha sonrada integralin i¢ kismina

fl

p

‘nin konveksligi kullanilirsa,
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1 1

Fla=2)x+ at]dr < jw)q(l Ta- "ngp

0

) S——

1

- j|f’[(1 —A)x+ ;u]%u]p

IN

j - alr@r + drep ]d;t}p

2

_(lr@l +lr J

yazilir. (4.8) 6zdesligi ele alinir ve yukaridaki sonug bu 6zdeslikte yerine yazilirsa her

x,t €[a,b] igin

7(f.8)= 5 ”’”Hg(x)l( 2|f(t)| ] didx

p ' p %
2+|g @) j ddx (4.17)

olur.

i) f.fg.g €L, [ab] alrsak, (4.17) ifadesi her x,¢ €[a,b] igin

xeab

|T(f,g)| < 2(bia) ess sup |g(x)|

Xess sup [f'(x)| ;f’(t)| J j.j).|x—t|dtdx

x,te[a,b]

1
2(b - a) ess sup |f(x)|

xeab

A
xessx?:;fb]( J jj| t|dtdx
b— '
< =gl 171, +171 e,

esitsizligi elde edilir.
i) Eger f,/f".g,g'€L,a,b], p>1, -+, =1 ozaman (4.17) esitsizligi ve Holder

esitsizligi yardimiyla
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1

.1 s o |

=

x{f J|g(x)|p[ 2|f!(t)| dtdx
+[ﬁ|f(x)lp(|g’(x)| ; drdx

- U_ x—a) 4 (b x)" dx];
2 ” - a
(o - | p);

+((b—a) 'i)ﬁ
R 0 2 Y
(oo et et
Ho-a) 94

bulunur ki bu da istenilen (4.15) esitsizligi saglanilmis olur.

iii) f,7",g,g"€L,[a,b] olsun. O halde, (4.17) ve Holder esitsizligi ile

7(f.g)

1 b b |fl(x)|P +|f’(t)|p %
< m];ﬁgﬂx—ﬂyg(x){ 5 J dxdt
J dxdt

a

f Y lg'(x)|" +
ooyl smpe- il

:—J.maxt a,b— tﬂg(x)mf (x)|

2 7 (b-a) .

+m£maxt a,b— zj|f(x)|Qg(x)| )dxdt
. 1 ji( —a +|2t—b—a|J

2(b-a) 2
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X{U lg(x)|” Qf ‘@) |10 )dep Ulq deq ]dt

2(b1a) I( —a)+|22t—b—a|j

x{@|f(x)| Qg @l +lg'0)’ ) ) Jl(zlquj;]dt

< (b—a)ﬁ*2 Sup][(b—a)+|221—b—aqﬂ(b_a)vf(l)p

2 te[a,b
(b—a) (b—a)+[2t—b—a|)? : s
| == [le-alor st fa

%[J [o-alrp +1ert: ]dr);[ m]l
Jb=a)” U[b O + ke ]dtyulqdz};
=‘T“q{ﬂ|f'nz+ 1y

istenilen (4.16) esitsizligi ispatlanmis olur.
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5. SONUCLAR VE ONERILER

Esitsizlik konusu son zamalarda ciddi bir anlamda c¢aligma alanina sahip olup yapilan
her ¢alisgma yogun bir ilgi odagna sahiptir. Bu esitsizliklerden en Onemlisi olan
Chebyshev ve Griiss esitsizlikleri yogun bir calisma konusudur. Farkli tiirden
fonksiyonlar icin bu esitsizlikler elde edilmeye ve yeni genellemeler yapilmaktadir. Bu
tezimizde, Chebyshev ve Griiss tipli integral esitsizliklerinin genellestirilmesi

yapilmistir. Bu ¢caligmalar farkli konveks uzaylarda da yapilabilir.
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