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OZET

CIFT INDIiSLi DIZILERDE MATRIiS KARAKTERIZASYONU
VE CEKIRDEK TEOREMLERI

KIZIL Nevzat
Yiksek Lisans Tezi, Matematik A.B.D.
Tez Yoneticisi: Yrd. Dog. Dr. Kuddusi KAYADUMAN
Eyliil 2009, 56 sayfa

Dort boliim olarak hazirlanan bu ¢aligmanin birinci boliimiinde sonsuz matris yar-
dimiyla elde edilen doniisiim dizisi tarif edilerek regiilerlik, hemen hemen yakinsak-
lik, kuvvetli regiilerlik ve hemen hemen regiilerlik hakkinda yapilmis tanimlar
verildi. Ayrica siirli bir dizinin Knopp ve Banach cekirdeklerinin tanimlar1 yapila-
rak bu iki ¢ekirdek arasindaki iligkileri veren ve daha once elde edilen teorem ve

sonuglar verildi.

Ikinci béliimde; ¢ift indisli dizinin ve déniisiim dizisinin tanimlar1 yapilarak cift
dizilerde regiilerlik, hemen hemen yakinsaklik, kuvvetli regiilerlik, hemen hemen re-
giilerlik ve hemen hemen kuvvetli regiilerlik ile ilgili tanimlar ve ayrica bolim so-

nunda ¢ift indisli bir dizinin Pringsheim ¢ekirdegi ve MR-¢ekirdegi tanimlar verildi.

Ugiincii béliimde; (¢, ¢ )-regiiler, ( f,,c;)-kuvvetli regiiler, (¢, f,)-hemen he-
men regiiler ve ( f,, f,)-hemen hemen kuvvetli regiiler matris siniflar1 karakterize e-

dildi.

Son boliimde ise; x sinirli ve ¢ift indisli bir dizi olmak {izere MR -Cek (AX) cP-
Cek(x), MR -Cek (Ax) = MR-Cek(x) ve P -Cek(Ax)< MR -Cek(x) kapsama ba-

gintilariin gegerli olmasi i¢in A matrisinin tagimasi gereken sartlar belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Cift indisli dizi, hemen hemen yakinsaklik, kuvvetli regiilerlik,

hemen hemen kuvvetli regiilerlik, P-cekirdek, MR-¢ekirdek.



ABSTRACT

MATRIX CHARACTERIZATION IN DOUBLE SEQUENCES AND THE
CORE THEOREMS

KIZIL Nevzat
M.Sc. in Mathematics
Supervisor: Assit. Prof. Kuddusi KAYADUMAN
September 2009, 56 pages

In this study, that is prepared as four chapter, after the definitions of a transforma-
tion sequence that is obtained with an infinite matrix, regularity, almost convergence,
strongly regularity, almost regularity; the Knopp core and the Banach core of a boun-
ded sequnce are defined and some covering theorems and results between these are

also presented in the first chapter.

In the second chapter; in addition to the definitions of a double sequence and a
transformation sequence that is obtained with a four dimentional matrix, regularity,
almost convergence, strongly regularity, almost regularity, strongly almost regularity
of a four dimentional matrix, the P-core and the MR-core of a double sequence are

defined.

In the third chapter; (c5,c; )-regular, ( f,,c; )-strongly regular, (c;’, f, )-almost re-

gular and ( f,, f,)-almost strongly regular matrix sets are characterized.

In the fourth chapter; supposing X is a bounded double sequence, the properties of

a four dimentional matrix A should have, for the covering relations that is MR -

Cek (Ax) cP-Cek(x), MR-Cek(Ax)c MR-Cek(x) and P -Cek(Ax)c MR-

Cek(x) to be hold are established.

Key Words: Double sequence, almost convergence, strongly regularity, almost

strongly regularity, P-core, MR-core.
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SEMBOL ve KISALTMALAR LiSTESI

Q =®B Z

(@]

Dogal sayilar kiimesi

Reel sayilar kiimesi

Kompleks sayilar kiimesi

Tek indisli yakinsak dizi uzay1

Tek indisli sinirli dizi uzay1

Tek indisli hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1

Tek indisli sifira hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1
Sinirl tek indisli dizileri sinirh dizi uzayina tasiyan matris sinifi

Sinirl tek indisli dizileri yakinsak dizi uzayina tagiyan matris sinifi

Iki boyutlu regiiler matris sinifi

iki boyutlu kuvvetli regiiler matris sinifi

iki boyutlu hemen hemen regiiler matris sinifi
F-regiiler matris sinifi

E’den F’ye taniml1 biitlin matrislerin sinifi

F’den E’ye tanimli regiiler matris sinifi
Cift indisli dizi uzay1

Yakinsak ¢ift dizi uzayi
Siirh ¢ift dizi uzayi

Smirhi-yakinsak cift dizi uzayi

Hemen hemen yakinsak ¢ift dizi uzayi

Dort boyutlu regiiler matris sinifi
Dort boyutlu kuvvetli regiiler matris sinifi
Dort boyutlu hemen hemen regiiler matris sinifi

Dort boyutlu hemen hemen kuvvetli regiiler matris sinifi

v



h.h.y
h.h.regiiler
h.h.k.regiiler
K —cek

P —cek

MR —cek

Hemen hemen yakinsak

Hemen hemen regiiler

Hemen hemen kuvvetli regiiler

Tek indisli bir dizinin Knopp ¢ekirdegi
Bir ¢ift dizinin Pringsheim ¢ekirdegi
Bir ¢ift dizinin MR-¢ekirdegi



GIRIS

Yeni bir dizi uzay1 insa etmek ve bu uzayin diger uzaylar arasindaki yerini belirle-
yecek sekilde kapsama bagmtilarin1 vermek, bu uzay iizerindeki ve bu uzay igine
matris doniisimlerini karakterize etmek ve ayrica bir dizinin ¢ekirdeginin

incelenmesi, nitelikli problemler arasindadir.

1911 yilinda Alman matematik¢i O. Toeplitz[1] dizi uzaylan iizerindeki matris

doniistimleri ile ilgili problemleri ¢6zmek i¢in lineer uzay teorisi metodunu ortaya at-

tive Ae (c, c; p) matris sinifin1 karakterize etti. 1948 yilinda Lorentz[2], Banach li-

mitlerinden hareketle hemen hemen yakinsaklik denilen yeni bir yakinsaklik kavrami
tanimladi ve bu matris sinifina ait matrislerin karakterizasyonunu verdi. 1946’da J.

P. King[3] hemen hemen regiilerlik tanimin1 vererek matris sinifin1 karakterize etti.

Dizinin ¢ekirdegi kavrami, toplanabilme teorisinin énemli konularindan biridir. i1k
olarak 1926 yilinda Knopp[4], yakinsaklik kavramindan hareketle dizinin ¢ekirdegini
(K- ¢ek) tanimladi. Knopp daha sonra, doniisiim dizisinin ¢ekirdeginin esas dizinin
cekirdegi tarafindan kapsandigini ifade eden teoremi verdi. 1979 yilinda, Knopp Ce-
kirdek Teoremi’nin Maddox[5] tarafindan bir esitsizlik problemi olarak goriiliip ye-

niden ispatlanmasindan sonra, bu kavram ilgi gérmeye basladi.

1948 yilinda Lorentz [2] tarafindan verilen hemen hemen yakinsakligin karakteri-
zasyonuna dayanarak 1987°de Das [6], siirli bir dizinin Banach ¢ekirdegini (B-¢ek)
tanimladi. Sonraki yillarda K ve B-¢ekirdekleriyle ilgili birgok ¢aligma yapildi.

x:(xnk) gibi ¢ift indisli dizilerde yakinsaklik tanimu ilk olarak 1900°de Pringsheim

[7] tarafindan verildi ve bu dizilerin yakinsakligi P- limx, seklinde ifade edildi.

Cift dizi kavram ile beraber ¢ift dizilerin doniisiim dizisinin tanimlanmasi, yukarida

bahsedilen kavramlarin bu uzay igerisinde tekrar ele alinmasi problemini dogurdu ve

bu anlamda 1921°de Robison [8] (cfo,c;"’)-regiiler matris smifin1 karakterize eden



teoremi verdikten sonra, 1998’de Moricz ve Rhoades[9] ¢ift indisli dizilerde hemen
hemen yakinsaklig1 tanimlayarak Ae( f,,c;) kuvvetli regiiler matris simnifini
karakterize eden sartlar1 verdi. Bunlarin disinda, 2003 yilinda Mursaleen ve Savag[]
hemen hemen regiilerlik kavramini ortaya atarak bu matris sinifin1 4e(c, f,) seklin-

de ifade etti.

Cift dizilere ¢ekirdek konusunu ilk olarak, 1999 yilinda Patterson [11] tasidi ve bir
cift dizinin ¢ekirdegini P-gekirdek seklinde tanimlayarak, 4 € (c,,c; )-regiiler matris
sinifi sartlarindan faydalanarak doniisiim dizisinin esas dizinin ¢ekirdegi tarafindan
kapsandigini ifade eden teoremi verdi. 2004 yilinda Mursaleen ve Edely [12], bir ¢ift
dizinin MR-¢ekirdegini tanimladiktan sonra Pringsheim cekirdegi ile MR-¢ekirdek

arasindaki kapsama iliskilerini verdi.

Bu calismada; sonsuz matris yardimiyla elde edilen doniisiim dizisi tarif edilerek
regiilerlik, hemen hemen yakinsaklik, hemen hemen regiilerlik, kuvvetli regiilerlik ve
siirl bir dizinin Knopp ve Banach ¢ekirdekleri tanimlar1 yapilarak bu iki ¢ekirdek
arasindaki iligkileri veren ve daha once elde edilmis teorem ve sonuglar yer aldi.
Ayrica; ¢ift indisli dizinin ve doniisiim dizisinin tanimlar1 yapilarak ¢ift indisli
dizilerde regiilerlik, hemen hemen yakinsaklik, hemen hemen regiilerlik, kuvvetli
regiilerlik ve hemen hemen kuvvetli regiilerlik ile ilgili tanimlar ve ayrica bdliim
sonunda ¢ift indisli bir dizinin Pringsheim ¢ekirdegi ve MR-¢ekirdegi tanimlar1 veril-

di.

Son olarak; (c;,c; )-regiiler, ( f,,c, )-kuvvetli regiiler, (¢, f,)-hemen hemen regii-
ler ve ( f,, f,)-hemen hemen kuvvetli regiiler matris siniflar1 karakterize edilerek x
sirh ve ¢ift indisli bir dizi olmak tizere, MR- Cek (Ax) < P - Cek(x), MR- Cek ( Ax)
c MR - Cek(x) ve P - Cek(Ax) c MR - Cek(x) kapsama bagintilarinin gecerli ol-

mast icin 4 matrisinin tagimasi gereken sartlar belirlendi.



BOLUM 1
TEMEL TANIM ve TEOREMLER

Bu boliimde, sonraki boliimlerde kullanilacak olan bazi temel tanim ve kavramlar

verildi.

Tammm 1.1. X bos olmayan bir kiime ve C kompleks sayilarin cismi olsun.
+: XxX > X
CxX > X

fonksiyonlar, eger x,y,ze X ve A, ueC igin

Ll) x+y=y+x,

L2) (x+y)+z:x+(y+z) ,

L3) x+a =x olacak sekilde bir ¢ € X vardr,
L4) x+(—-x)=a olacak (—x)e X vardr,

L5) xl1=x,

L6) /1(x+y):/1x+/1y,

L7) (/1 +,u).x =Ax+ux,

L8) 4 (ﬂ.x) = (/1.,u)x ,

sartlarin1 saglarsa X kiimesine C cismi ilizerinde bir vektdr uzayr denir ([13], sf.

69).

X, C cismi iizerinde vektor uzayr ve ¥ c X ise, Y kiimesinin de X iizerinde

tanimlanan + ve - islemleri altinda vektor uzay:r olmasi icin A€ C ve y,y, €Y

alindiginda Ay, +y, €Y saglanmasi yeterlidir.

Tanim 1.2. X bir vektor uzay1 ve g: X — R fonksiyonu, Vx,ye X ve 4, € C i¢in,



P3) g(x+y)£g(x)+g(y),

P4) 1, — 4, ve x, > x, oldugunda g(4,x, —4,x,) >0,

n-n

sartlarin1 sagliyorsa, g fonksiyonuna X iizerinde bir “ paranorm” ve (X , g) ikilisi-

ne de “ paranormlu uzay” denir ([13], sf. 69).

Tamm 1.3. X bir vektor uzayi ve |||| : X >R olsun. Eger Vx,y e X ve her A skaleri

i¢in;
YN1) [x]| >0,

YN2) ||| =0,

2

YN3) 2] =4

YN4) [t o] < ]+ [y

b

sartlar1 saglaniyorsa,

| fonksiyonuna X {lzerinde bir “ yari-norm™ ve (X , ) iki-

lisine de “yari-normlu uzay” denir. Eger ||x|| =0<x=0 sart1 saglaniyorsa ||||

fonksiyonuna bir “norm”, (X , ) ikilisine de “normlu uzay denir ([13], sf. 103).

Tanmm 1.4. X bos olmayan bir kiime d : X x X — R bir fonksiyon olsun. Vx,),zeX

1¢in;

sartlarini saglayan d fonksiyonuna X iizerinde bir “metrik”, (X ,d ) ikilisine de bir



“metrik uzay” denir.

Tamm 1.5. (X,d) metrik uzayinda bir x =(x,) e X dizisi i¢in n,k —o oldugun-

da d(x,,x,) — 0 oluyorsa, yani Ve >0 igin d(x,,x,) <& ise x dizisine bir Cauchy

dizisi denir ([13], sf. 104).

Tamim 1.6. Eger (X,

) normlu uzaymdaki her Cauchy dizisi yakinsak ise X norm-

lu uzayina “tam normlu uzay” veya “ Banach uzayr” denir ([13], sf. 104).

Teorem 1.1. f,, I c R iizerinde f fonksiyonuna noktasal yakinsak bir fonksiyon di -

zisi olsun . f,’ nin [ iizerinde diizgiin yakinsak olmasi icin gerek yeter sart,

limsup|f, — f|=0 (1.1)

xel

olmasidir ([13], sf. 18).
1.1. Matris Doniisiimleri

Tanim1.1.1. 4= (ank) reel terimli bir sonsuz matris ve x =(x, ) bir dizi olsun. Eger

her n igin,

4,(x)=>a,x, (1.1.1)

serileri yaknsak ise, (4, (x)) dizisine (x,) dizisinin 4 matrisi ile elde edilen dénii-
siim dizisi denir. Ileri konularda karisikliga neden olmamasi igin bir 4 = (an . ) matri-

si ihtiyag duyuldugunda 4 =(a,, ) seklinde de ifade edilecektir.

E ve F herhangi iki dizi uzay1 ve A bir sonsuz matris olsun. Vx € E alindiginda

(An (x)) e F ise, A matrisi £’den F ’ye tanimlidir denir ve 4 € (E,F) yazilir. E’

den F ’ye tanimli biitiin matrislerin sinifi (E ,F ) ile ifade edilir.



Eger E ve F iizerinde limit ve toplam var ise, (E,F ) nin elemanlarmin limiti

korumasi halinde (E,F )reg yazilir. Mesela; Ae(c,c)reg ise, her x ec igin Axec ve

limx =1lim 4, (x) dir. Bu siiftaki matrislere regiiler matrisler denir. Bir 4 matrisinin

regiiler olmasi i¢in gerek ve yeter sartlar asagidaki gibi verilir.

Teorem 1.1.1. Bir A matrisinin regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart

< 00

i) |4 =sup, 2.

k

ank

ii) im a, =0 (her k igin)

iii) lim, Y a, =1
k
olmasidir ([13], sf. 221).
Teorem 1.1.2. 4 (lw,lw) olmast i¢in gerek ve yeter sart

a,| <o (1.1.2)

il =sup, 3

olmasidir ([13], sf. 222).

Teorem 1.1.3. A€ (l“’,c) olmast i¢in gerek ve yeter sart Z k|ank| serisinin n’ ye gore

diizgiin yakinsak ve lim  a,, =0 olmasidir ([13], sf. 223).

1.2. Hemen Hemen Yakinsakhk

Tanimm 1.2.1. X, R iizerinde bir vektor uzayi olmak tlizere, f: X - R doniisiimiine

bir reel fonksiyonel denir. Her x,y € X ig¢in,

fx+y)<f(x)+f(») (1.1.3)



ise, f ’ye alt toplamsal ve

f(x+y)=r(x)+f(») (1.1.4)
ise, f ’ye toplamsaldir denir ([13], sf. 222).

Eger >0 ve her xe X i¢in f(ax)=af(x) ise f’ye homojendir denir. Alt-

toplamsal ve homojen bir fonksiyonele alt lineer, toplamsal ve Y« € R i¢in homojen

olan bir fonksiyonele de lineerdir denir.
Tamm 1.2.2. L:/” — R lineer olsun. Eger,

i) x=(x,) olmak iizere her n igin x, >0 ise L(x)>0,
i) e=(LL11,...) igin L(e)=1,
iii) (Sx) =x,,, olmak iizere L[(Sx)n} =L(x),

n+

sartlarin1 sagliyorsa L ’ye bir Banach limiti denir. Biitiin Banach limitleri esit olan

diziye “ hemen hemen yakinsaktir” denir [2].

Hemen hemen yakinsak dizilerin uzay1 F', sifira hemen hemen yakinsak dizilerin

uzay1 da F; ile ifade edilir. Eger x dizisi bir a degerine hemen hemen yakinsak ise

F —limx=a yazr.
Teorem1.2.1. F - limx=a olmasi i¢in gerek ve yeter sart,

P

1 1 L) .. . ..
lim, Dl anﬂ» =a (n’ye gore diizgiin ) (1.1.5)

olmasidir [2].

Tamm 1.2.3. Eger A €(F,c) ise A’ya “kuvvetliregiilerdir” denir [2].

reg



Teorem 1.2.2. Regiiler bir matrisin kuvvetli regiiler olmast igcin gerek ve yeter sart

lim, )

k

A =, ;0| =0 (1.1.6)

olmasidr [2].

Tamm 1.2.4. Eger 4 € (c,F)re(g ise A ’ya “hemen hemen regiilerdir” denir [3].

Teorem 1.2.3. Bir A matrisinin hemen hemen regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

Teorem 1.1.1.(1') sarty ile birlikte

i) F-lima, =0 (her k igin)

iy F-lim, > a, =1
k

sartlarimin saglanmasidir [3].

Tamm1.2.5. Eger Ae(F,F) ise A’ya F -regiilerdir denir [14].

1.4. Cekirdek Kavram

Bu kisimda; sinirhi bir dizinin Knopp ¢ekirdegi (kisaca K - ¢ek ) ve Banach ¢ekir-
degi (kisaca B -¢ek ) tanimlar1 verildikten sonra, ¢ekirdekler arasindaki kapsama ba-

gintilar1 verildi.

Tamm 1.4.1. L(x) =limsupx ve / (x) =liminf x olmak fiizere, sinirlhi bir x dizisi-

nin K — cekirdegi [l (x),L(x)] kapali araligidir ([4], sf. 138).

Bu tanimdan sonra Knopp, doniistim dizisinin ¢ekirdeginin esas dizinin ¢ekirdegi

tarafindan kapsandigini ispatlayan asagidaki teoremi verdi.



Teorem 1.4.1. Eger A matrisi regiiler ve pozitif terimli ise, her x €l” i¢in,
K —gek(Ax) ckK —gek(x)
olur ([4], sf. 138).

Eger, Vxel” igin L(Ax)<L(x) ise, I(x)<I(Ax)<L(Ax)<L(x) esitsizligi el-
de edilir. Boylece L(A4x)<L(x) olmast K —¢ek(Ax)c K —¢ek(x) ile aym anlam-

dadir. Buna dayanarak Maddox, 1979°da Knopp’un[4] ¢ekirdek teoremini bir esitsiz-
lik problemi olarak ele ald1 ve asagidaki gibi ispatladi.

Teorem1.4.2. L(Ax) < L(x) olmasi icin gerek ve yeter sart, A’ mn regiiler olmast

ve

lim, Y

=1 (1.4.1)

ank
sartimi saglamasidir [5].

Tamm 1.4.2. P ve Q , [” lizerinde sirastyla alt lineer ve lineer fonksiyoneller
olsunlar. Her x €/ igin Q(x) < P(x) esitsizligi, O 'nun Banach limiti olmasini zo-
runlu kiliyorsa, P’ye Banach limitlerini iiretir denir. E§er her 0 Banach limiti ve

xel” i¢in Q(x)< P(x) oluyorsa, P ye Banach limitlerine baskindir denir [6].

Eger P hem Banach limitlerini iiretir hemde Banach limitlerine baskin ise, bir si-

nirlt x dizisinin hemen hemen yakinsak olmast i¢in gerek ve yeter sart —P(—x)=P(x)

olmasidir. Ayrica, sinirli bir x dizisinin Banach ¢ekirdegi [—P(—x),P(x)] kapal1 a-

ralig1 ile tanimlanir.

. ) 1 &
q(x)= inf 11/{nsup—2xk+ni (1.4.2)

ny,ny ..., Y



ile tanimlanan ¢ alt lineer fonksiyoneli hem Banach limitlerini iretir hemde Banach
limitlerine baskindir. Dolaysiyla, sinirli bir x dizisinin B-gekirdegi [—q(—x),q(x)]

kapali aralig1 ile tanimlanir.
Ayrica [” lizerinde,

1 P
D X (1.4.3)
+143%

L' (x)=limsupsup
P n p

seklinde tanimlanan alt lineer fonksiyoneli de Banach limitlerine baskindir ve

Banach limitlerini iiretir. Bu nedenle dizinin B-g¢ekirdegi ayn1 zamanda [—Ll(—x),

r (x)] seklinde de verilir.

Teorem1.4.3. Her x €l” alindiginda K—g’ek(Ax) C K—g‘ek(x) olmasi i¢cin gerek

ve yeter sart, A’ nin regiiler olmasi ve (1.1.1) >in saglanmasidir [5].

Teorem1.4.4. Her x €l” alindiginda K—gek(Ax) c B—gek(x) olmasi i¢in gerek

ve yeter sart A’ min kuvvetli regiiler olmasi ve (1.1.1) "in saglanmasidir [15].

Teorem 1.4.5. Her x €l” alindiginda B -gek(Ax) ckK —gek(x) olmast igin gerek

ve yeter sart A’ nin hemen hemen regiiler ve

1
limsu _
p np;p+1

P
Z anﬂ',k
i=0

=1 (1.4.4)

olmasidir [15].

Teorem 1.4.6. Her x €l” alindiginda B —gek(Ax) cB —gek(x) olmasi igin gerek

ve yeter sart A’ min F -regiiler olmast ve (1.1.2) > nin saglanmasidir [15].

10



BOLUM 2
CIFT INDISLI DiZILER
Bu boéliimde, ¢ift indisli dizinin tanimi, Pringsheim yakinsaklik, hemen hemen ya-

kinsaklik, dizinin Pringsheim ¢ekirdegi ve MR-¢ekirdegi kavramlar1 detayli olarak

verildi.

Tamm 2.1. X bos olmayan bir ciimle olmak {izere,

f:NxN->X

(n,k)—> f(nk)=x,

seklinde tanimlanan f fonksiyonuna bir “¢ift indisli dizi” denir. Bundan sonraki ki-

simlarda cift indisli dizi yerine kisaca ¢ift dizi veya dizi ifadesi kullanilacaktir. Bir x

cift dizisinin x,, elemanlari,

1 X2 13 e Mg
X1 X2 X3 Xk
X31 X32 .x33 X3k
.xnl .an .xn3 e .xnk

seklinde bir tablo olarak diisiiniilebilir. Kompleks veya reel terimli biitiin ¢ift dizile-

rin kiimesi Q ile ifade edilecektir. Buna gore;

Q:{xz(xnk): Vn,k eN igin x,, € C}
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olup bu kiime Ve € C ve Vx,y € Q i¢in a.x =(ax, ) ve x+y=(x, +, ) islemle-

r1 altinda bir vektor uzayidir.
2.1. Ciift Dizilerde P-Y akinsakhk

Tek dizilerdeki durumun tersine, ¢ift dizilerde birden fazla yakinsaklik kavrami

mevcuttur. Bunlardan en ¢ok calisilan1 Pringsheim ve regiiler yakinsakliktir. Bu
calismada kullanilan yakinsaklik Pringsheim anlaminda yakinsaklik oldugundan sa-

dece bu yakinsama tiirii tanimlanacaktir.

Tamm 2.1.1. Reel veya kompleks terimli x =(x,, ) ¢ift dizisi, verilen bir &> 0 i¢in

n,k > N oldugunda,

x, —l|<e 2.1.1)

olacak sekilde bir N dogal sayisi bulunabiliyor ise, x =(x,, ) dizisine Pringsheim

anlaminda yakinsak, /’ye ise x dizisinin Pringsheim [imiti denir [7].

Pringsheim anlaminda yakinsak bir diziye kisaca P - yakinsak denir ve x dizisi-
nin yakinsak olmasi1 P-limx =/ ile ifade edilir. Pringsheim anlaminda yakinsak

dizilerin kiimesi ¢, olup bu kiime,

czz{xz(xnk)eQ:Elpxe(C, Ve>0igin 3K e N, Vn,k2K3|xnk—px

<)
seklinde ifade edilir.

Tamm 2.1.2. x =(x,, ) kompleks terimli bir ¢ift dizi olmak iizere, sup|x,,| <o olu-
n,k>0

yorsa x dizisine “sinirlidir 7 denir [11].

Biitiin sinirl ¢ift dizilerin climlesi /) ile ifade edilecektir. Buna gore;
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Iy = {x =(x,)eQ: ||x||w = sup |xnk| < oo}
n,k>0

seklinde tanimlanir. Pringsheim anlaminda yakinsak bir ¢ift dizi sinirli olmak zorun-

da degildir. x, I’ye Pringsheim anlaminda yakinsak ve ilave olarak sup|xnk|<oo olu-
nk

yorsa x dizisine / noktasina Pringsheim anlaminda sinirh yakinsaktir denir. Bu se-

kildeki dizilerin kiimesi ¢,” olup bu kiime,

0 . _ _ o0
c, —{x—(xnk) €c,: ||x||w = s1k1[; X, |< oo} =c, NI,
nk>

seklinde ifade edilir. ¢, kiimesi koordinatsal toplama ve skaler ile ¢arpma islemlerine

gore vektor uzayidir.

Tanmim 2.1.2. Keyfi bir G >0 igin n, <n ve k, <k iken |xnk| > G olacak sekilde n,

ve k, dogal sayilari varsa x=(x, ) ¢ift dizisine kesin wraksak dizi denir ve P-limx, =co

seklinde ifade edilir [7].

Tanim 2.1.3. Verilen V& >0 igin n,k, p,q > N oldugunda

Xy —X,| <€ (2.12)

kalacak sekilde bir N dogal sayis1 varsa, x=(xnk) kompleks terimli diziye bir

P -Cauchy dizisi denir.

Teorem 2.1.1. Kompleks terimli bir x=(x,,) dizisinin P - yakinsak olmast i¢in

gerek ve yeter sart bir P-Cauchy dizisi olmasidwr .
Tamm 2.1.4. x=(x,) reel sayilarm bir ¢ift dizisi ve
a,=sup, {x,:kI>n}, B, =inf {x,:k,>n}
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olsun. Bu durumda; en az bir neN igin a, (x) <o ve £, (x)> - ise x=(x,) dizisi,
Pringsheim anlaminda bir iist ve bir alt limite sahiptir. Buna gore; bir x:(x,d) dizisi-
nin Pringsheim {ist limiti,

1) Eger her bir n € N igin @, =+ ise P-limsupx, =+wo,

2) Eger baz1 n € N ’ler i¢in , <o ise P -limsup x,, =inf, {an}
ve Pringsheim alt limiti,

1) Eger her bir n € N igin S8, =— ise P-liminf x,, =—o0,

2) Egerbaz1 n € N ler igin S8, > —o0 ise P -liminf x, =sup, {3, }

seklinde tanimlanir [11].

Asagidaki ornekte, bir ¢ift dizinin alttan ve listten sinirsiz olmasina ragmen Pring-

heim tist ve alt limitlerinin var olacagi anlatilmaktadir.

Ornek 2.1.1. x=(x,) cift dizisi,

k [=0 icin,
-1, k=0 icin,
X = k ..
(-1), [=k>0 igin,
0, diger hallerde,

seklinde tanimlamirsa sup x,, = +o0 ve inf x,, = -0 oldugu halde n>2 i¢in «,(x)=1

ve B, (x)=-1 bulundugundan, P -liminfx, =—1 ve P-limsupx, =1 olur [11].

Teorem 2.1.2. i) lim, (supn,kZN X, ) =L olmasi i¢in gerek ve yeter sart verilen
Ve>0 igin,
(a) Yeteri kadar biiyiik segilebilen her n,k>N i¢in x,<L+¢& ve

(b) Sonsuz ¢oklukta (n,k) i¢in x,, >L+& olmasidir .

i) lim, (infn,kZN xnk) =K olmasi icin gerek ve yeter sart verilen V& >0 icin,

(a) Yeteri kadar biiyiik segilebilen her n,k>N icin x, >K+¢& ve
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(b) Sonsuz ¢oklukta (n,k) i¢in x,, <K +& olmasidir.

Tanim 2.1.5. X #<J bir kiime ve

f:NxN - X

(n,k) = f(nk)=x,

dizisi verilmis olsun.

itN—> N

n—)i(n)zi

Ve

j:N—>N

k— j(k)=j,
artan iki fonksiyon (dizi) olmak iizere;

h:NxN — X
(k) = h(nk)=(i.j,)

seklinde tanimlansin. Bu durumda,

foh:NxN—> X
(n,k) - th(n,k)zx,.”jk

bileske fonksiyonuna ( xnk) dizisinin bir alt dizisi denir.

NxN ciimlesinin sonsuz goklukta (i,,,) elemani oldugundan, bir (x,, ) dizisi-

nin sonsuz ¢oklukta alt dizisi vardir. Burada alt dizi, orijinal diziden satir ve siitun a-
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tilarak elde edilmektedir. (xin jk) alt dizisinin her teriminin (xnk) dizisinin bir terimi

oldugu agiktir.

Ornek 2.1.1. 7,k ’inci terimi y,, =1 ve her n,k igin z,, =—1 seklinde tanimlanmus
diziler, n, k ’inci terimi x,, = (—l)mk olan x dizisinin birer alt dizisidir. Gergektende

1 ve —1 i¢in tanimlanmis her ¢ift dizi x ’in alt dizisidir [11].

Teorem 2.1.3. Yakinsak bir bir ¢ift dizinin her alt dizisi yakinsaktir.

Teorem 2.1.4.[11] x= ( nk) reel degerli bir ¢ift dizi olsun. Bu durumda dizinin
P —limitleri arasinda asagidaki bagintilar mevcuttur
(1) liminfx<limsupx,

2) P-limx=L< liminf x =L =limsupx,

3) limsup(—x)=—liminfx,

5

(2)

(3)

(4) limsup(x+y)<limsupx+limsupy,
(5) liminf (x+y)> liminf x + liminf y ,
(6) E

6 cer z, x ¢ift dizisinin bir alt dizisi ise

liminf x < liminf z <limsup z < limsup x .

Tamm 2.1.6. n<n've k <k’ oldugunda x,, <x,,. oluyorsa (xnk) dizisine monoton

artan, n>n' ve k >k’ oldugunda x,, > x,,. oluyorsa (x,, ) dizisine monoton azalan

dizi denir.

Teorem 2.1.5. Artan bir ¢ift dizi iistten sumirly ise limiti supremumuna , azalan bir ¢ift

dizinin limiti infumumuna egittir .

2.2. Iraksak Cift Seriler

Cesaro ve Holder anlaminda, 1raksak seriler i¢in yapilan bir ¢cok tanimlama sonsuz

matrisler ile tanitmlanmis lineer dontistimler tarafindan tanimlanabilir. Asagida licgen
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ve kare olmak tizere bu tip matrislere ait iki 6rnek verilmistir.

S = a, 4, a3 Ay ...

a,, a,, ay; Ay, ...

T tiggen matris S iiggen kare matris

Herhangi bir x, dizisi i¢in;

y, =Zn:amk-xk — (T matrisi igin) 2.2.1)
k=1
ve
Y, ZZan,k.xk — (S matrisi igin) (2.2.2)
k=1

seklinde, asagidaki anlama sahip yeni bir y, dizisi kurulmus olsun. Eger T tipindeki
herhangi bir matrise a,, =0 (k > n) olacak sekilde elemanlar bitistirilirse S tipinde

bir matris elde edilir. Bu ekleme transformasyonu etkilemeyeceginden 7' tipine ait
herhangi bir doniisiim, S tipine ait 6zel bir doniisiim olarak kabul edilebilir. Eger

baska bir doniisiim i¢in lim y, var ise, bu limite x, dizisinin genellestirilmis degeri

denir. Iki boyutlu bir 4 matrisinin regiilerligi, 7 ve S déniisiimleri igin sira ile

asagidaki gibi verilebilir.

T doniisiimii regiilerdir < 1) lima, = 0 her k igin , (2.2.3)

n—0

2) lim) a, =1
k=1

n—»0
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3) Zn:|ank| <A her n icgin ,
k=1

S doniisiimii regiilerdir < 1) lima, =0 (2.2.4)

n—»0

2)i

a, her n igin yakinsaktir ,

3) i|ank| <A her n i¢in ,
k=1

4) lim» a,, =1
k=1

n—>0

Bir tek serinin toplanabilme tanimina tekabiil eden bu agiklamalardan sonra agagi-

da 1raksak cift seri i¢in bir tanim elde edilecektir.

U,+U,+U,+U, + ... (2.2.5)
+U, +U,+U,;+U,, + ...
+ U, +U, +U, +U,, + ...

+U,+U,+U,;+U, + ...

seklinde bir seri tanimlansin. Bu seriden hareketle x,, cift dizisi,

n,k n k
Xy= >, U, veya x,=> > U, (2.2.6)
i=1, /=1 i=1 j=1
seklinde yazilir. Buradan;
Un,k = xn,k _‘xn—l,k—l _xn,k—l _xn—l,l (227)
Uk = X = X k>1
Uy =X, =X,y n>l1
U1,1 =X

yazilabilir.
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Tanmm 2.2.2. A= [an’k’i,j} (n,k,i,j =0,1,2, 3,...) reel terimli 4 - boyutlu bir matris

ve x =(x,, ) kompleks veya reel degerli bir ¢ift dizi olsun.

n_k
nk z a}’lkl] ij zanklj 11 (228)

i=1,j=1 i=l j=1

seklinde tanimlanmis y, dizisine, 4 matrisi ile elde edilen doniisiim dizisi denir

[8].

Bu doniisiim ve doniislimiin matrisi 4 = |:an,k,i,_i] gibi olup T tipinde matris sek-

linde okunur. Burada i <n ve j<k dir. Yukarida tanimlanmis y,, doniisiimiini,

00,00

Yk = Z Dok i zzanku Xij (2'2'9)
L=

i= 1 i=l j=1

seklinde de tanimlamak miimkiindiir. Bu durumda doniisiim ve doniisiim matrisi S
tipinde 4 matrisi olarak adlandirilir. 7' tipinde herhangi bir déniisiim S tipi donii-

slimiin 6zel halidir. Asagidaki sartlarda S tipi matrisin 6zel halleri elde edilir;

@iy =0 n<i , k<j (her i ve j igin)
Ay =0 1<i<n , k<n (her i ve j ig:in)
a,..;=0 n<i, 1<j<k (her i ve ] ig:in)

Eger (y,,) dizisinin limiti varsa bu limite (x,, ) dizisinin doniisiimle elde edilmis 1i-
miti denir. Eger bir seri yakinsaksa buna tekabiil eden dizi sinirlidir, fakat ¢ift seriler-

de bu durum zorunlu degildir. Ornegin U, serisi;

U, = 1
U,, = (-1)
U,=0 n>3
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seklinde tanimlanirsa, bu seri yakinsak fakat tekabiil eden dizi sinirli degildir. Bu se-
beple raksak bir ¢ift seri, tekabiil eden dizilerin sinirli veya sinirsiz olmasina bagh o-
larak iki simifa ayrilir. Bir doniisiimiin regiilerligi i¢in yapilacak tanim, yakinsak-

sinirlt bir dizi tizerinde olusturulmustur.

Tanim 2.2.3. A= I:an,k,i, j] matrisi ve sirli, yakisak olan x =(x,, ) ¢ift dizisi i¢in

x—>t iken y,, — ¢ oluyor ise A matrisine “regiilerdir "denir ve Ae(c§c ,Cy )seklinde

ifade edilir [ 8].
Bu matris sinifinin karakterizasyonu Robison[ 8] tarafindan yapilmustir.
2.3. Cift Dizilerde Hemen Hemen Yakinsakhik

Bu kisimda ¢ift dizilerde hemen hemen yakinsaklik, kuvvetli regiilerlik, hemen he-

men regiilerlik ve hemen hemen kuvvetli regiilerligin tanimlar1 verilmistir.

Tanim 2.3.1. x= (x,j) (i, j=0,12,.. ) reel sayilarin bir dizisi olsun. Eger,

1 n+p—1k+g-1

EE I I

pq i=n  j=k

0 (2.3.1)

lim sup
Pd=% k>0

ise x cift dizisine a ’ya “hemen hemen yakinsaktir ” denir ve f, —limx = a ile ifade

edilir [9].

Hemen hemen yakinsak ¢ift dizilerin uzay: f, ile ifade edilecek ve kisaca “h.h.ya-
kinsak” veya “h.h.y.” ifadeleri kullanilacaktir. Yukarida verilen tanim ig¢in (xl.j) ‘nin
(i, j) :n<i<n+p-1, k< j<+q-1 diktortgeni lizerinden alinan ortalama degerinin
limitinin p,q — oo i¢in, n ve k’ya gore diizgiin sekilde a ’ya yakinsamasi gibi bir ir-
deleme yapilabilir. “Tek indisli dizilerde oldugu gibi hemen hemen yakinsak bir ¢ift
dizi smirhdir. Yakinsak bir ¢ift dizi sinirli olmak zorunda olmadig gibi, tek indisli

dizilerdeki durumun tersine, yakinsak bir ¢ift dizi hemen hemen yakinsak olmak zo-

runda degildir”[9].
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Tamm 2.3.2. Hemen hemen yakinsak x =(x,, ) dizisinin 4 matrisi ile elde edilmis
doniisiim dizisi (Ax)nk, x ile ayn1 degere yakinsiyor ise 4 matrisine ““ kuwetli regiiler -

dir ” denir ve kisaca 4 ( frsCy ) seklinde ifade edilir [9].
Ornek 2.3.1. x=(x, ) dizisi

Xy

B 1 , tek olan i ve Vj igin,
o , diger hallerde,

seklinde tanimlanirsa, bu dizi % ye hemen hemen yakinsaktir [12].

Ornek 2.3.2. X; = (—l)i (her jigin) seklinde tanimlanirsa bu dizi 0’a hemen he-

men yakinsaktir [12].

Ornek 2.3.3. Eger 4= [an,k,i, J 4-boyutlu matrisi,

1 .. .
n_2 , n==k ve l,]Sn(clﬁ),
1 L
A = R n=k ve i# jvei,j<n(tek),
0, diger hallerde,

seklinde tanimlanirsa, kuvvetli regiilerlik sartlarini sagladigi kolaylikla ispatlanabilir.
Ornek 2.3.1. deki dizi igin,

o0 o0
z z an,k,i,j 'xi,j = ann,ll"xll + ann,lZ 'x12 +...F ann,ln "xln
i=1 j=1

+ann,21 "x21 + ann,22 'x22 +...+ ann,2n 'x2n

-|'(1rm’31 Xyt (lrm’32 Xy t...ta X3,

nn,3n

+ann,n—1,1"xn—1,l + ann,n—1,2 "xn—l,Z +...+a

nn,n—1,n "xn—l,n
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+ann nl* xnl + ann n2* an +...t ann,nn 'xnn

—%.g(eg“er n ¢ift ise)
n

e o1
buradan 7,k — oo i¢in limit alinirsa, limit — olur.

Benzer sekilde,

iiank” X, ;= n-l .n;—l (eger n tek ise)

2
i=l j=1 n —n

n,k — oo iken —>% olur. P- limAx = f,- limx :% oldugundan 4 matrisi kuvvet-

li regiilerdir [12].

Ornek 2.3.4. 4= [an’k,i’j] 4-boyutlu matrisi,

2 o .. .
T n=k vel+]:¢lftvel,j£n(§lft),
1
Aypij = R n=k ve i# jvei,j<n(tek),
0, diger hallerde,

seklinde tanimlanirsa sinirli-regiilerdir fakat kuvvetli regiiler olmaz. Regiilerlik sart-

larin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir. Fakat,

© & 2, ngiftise,
liIIPZZ‘ nklj nk,i+l,j‘:

par 0, ntek ise,

ve ayni zamanda

lim» > |a

i=l j=1

nklj nk,i,j+1 =

{2, n ¢iftise,

0, ntek ise,
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oldugundan, A kuvvetli regiiler degildir [12].

Tamm 2.3.3. 4= I:an,k,i,j:| 4 - boyutlu matris ve x € c; olmak iizere, (4x) = € f, ve
f,-limAx =limx ise A’ya hemen hemen regiilerdir (kisaca h.h.regiiler) denir ve

Ae(cy. f,) seklinde ifade edilir [].

Tanim2.34. A= [an,k,[,j] 4 - boyutly matris, x = (x,.j) € f, ve Ax e f, olmak lizere,
f,-limAx = f, -limx ise 4’ya hemen hemen kuvvetli regiilerdir (kisaca hhk.regiler)

denir ve Ae(f,,f,) seklinde ifade edilir [16].

Lema 2.3.1. A= [an’k’i,j} hemen hemen regiiler bir matris olsun. Su halde

0

lim supsupzw:ia(i,j,p,q,u,v)xlj = lim supsup Zi‘a(i,j,p,q,u,v)‘ ve
- Dsq—®© -

P> uv20 720 j=0 g uv20'i=0 j=0

||x|| <1 olacak sekilde bir x = (xy) € l” mevcuttur].

2.4. Cift Dizilerde Cekirdek Kavramm

Bu kisimda, Knopp’un[4] ¢ekirdek kavramini, ¢ift indisli dizilere tagiyan Patterson
[11]’nun Pringsheim c¢ekirdegi ve Mursaleen’nin [12]’de tanimladig ¢ift dizilerin

MR -¢ekirdegi tanimlar1 verilecektir.

Tamm 2.4.1. x =(x,, ) ¢ift indisli dizisinin P—lim[y] =/ olan [y] alt dizisi varsa

f’ya x’in “ Pringsheim limit noktasi” denir [11].

“ Pringsheim limit noktasinin tanimi ile, * # ’nin Pringsheim limit noktas: olabil-
mesi i¢in gerek ve yeter sart p—lim[xn i }= p olacak sekilde artan iki n, ve k,

indeks dizisinin var olmasidir.” tanimui ile esanlamlidir” [11].

Tamm 2.4.2. P-C, {x} kiimesi her i, />n igin biitiin x,, noktalarim ihtiva eden

en kiigiik kapali konveks kiime olsun. x = (xl.j) cift dizisinin Pringsheim ¢ekirdegi ,
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P-C{x}=([P-C,{x}] (2.4.1)

n=1
seklindedir [11].

Klasik limsup ve liminf tanimlarina benzer olarak cift indisli dizilerde limsup
ve liminf tanimlar1 kullanilarak Pringsheim c¢ekirdegi, [P—lim inf ,P-lim sup]

kapal1 aralig1 olarak da tanimlanabilir.

Tamm 2.4.3. /5 lizerinde,

n+p—1k+q-1
L(x)= pl,}]r_r}w sup E?E)E ; ,Z/:‘ X, (2.4.2)

seklinde tanimli bir alt lineer fonksiyonel olsun. Bu durumda reel degerli-sinirli bir

¢ift dizi olan x’in MR - ¢ekirdegi [—L* (—x),L (x)} kapali araligidir [12].
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BOLUM 3

4-BOYUTLU MATRIS SINIFLARININ
KARAKTERIZASYONU

Bu béliimde, Robison[8], Moricz ve Rhoades[9], Mursaleen ve Savas[] ve Mursa-

leen[12] tarafindan verilen matris siniflarinin karakterizasyonu incelendi.

T tipindeki bir doniisiimiin regiilerligine ait kriterler agsagidaki teoremle verilmis-

tir.

Teorem 3.1.[8] T tipindeki bir doniigiimiin regiiler olmasi icin gerek ve yeter sart

a) lim a

n,k—oo

nkij 0 (Vi:j iQin) 5

n,k
lim Z @iy =1

n,k—>o Py

¢) lim > an,k,i,j‘ =0  (Viigin),

b)

k
n,k—o0 “
J=1

d) lim ) an’k,l.’j‘ =0 (V) igin),

n
n,k—o0 “
i=1

n,k

) 2

i=1j=1

an,k,[,j‘ <A (A bir sabit),

Ispat: (Sart gerektir);
a) x,, dizisi;

x, =1 (n=p ve k=q igin)

x, =0 (n#p ve k#q icin)
seklinde tanimlanirsa,

limx, =0 ve y,=a,,;

n,k—o0
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olur.

n,k

ynk = z an,k,i,j'xn,k (32)

i=1j=1

oldugu hatirlanirsa, n = p ve k =q disindaki degerlerde x,, =0 oldugundan

ynk = an,k,i,j (33)

elde edilir. Buradan llim v, =0 olabilmesi her p ve g i¢in llim a, . =0 olmasi-
n1 zorunlu kilar. O halde (a) sarti saglanir.
b) Ozel olarak x,, =1 olarak alinrsa,
n,k
Yu= 2 s (34)

i=1, j=1

n,k
ve lim y, =1oldugundan, lim > a,,,, =1 elde edilir.

n,k—oo gt

c) (d) sartinin ispat1 i¢in a 'nin saglandigi fakat (d )’nin saglanmadigi kabuliinden

an,k,i,J‘

celiskiye ulasilacaktir. Bunun i¢in, j = j, ( herhangi bir sabit tamsay1) i¢in Z
i=1

‘nin sifira yakinsamadigi kabul edilirse, 6nceden belirlenen sabit /4 > 0 i¢in bu dizinin

her eleman1 /4 °den biiyiik bir alt dizisi olmalidir, dyle ki; n, ve k, sayilarmin seci-

minden dolay1

a”l kst o
i=1

ve n, >n,, k, >k, sayilarinin se¢iminden,

n

>h

a . a -
1y 5k i o 1y ks 51, Jo

<h
2

i=1
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ve genel halde n,>n, |, k >k, sayilarinin se¢imi ile

n, ]’l n,
Z anp,kp,i,jn 2p—1 \E z anp,kp,i,jo > h
i=1 i=1
esitsizlikleri saglanir. (3.6)’dan;
“ h 1
Doty sl =5 =h |1 —
elde edilir. Su halde (x,, ) dizisi;
x, =0 (k # jo)
xnk = Sgn an] ki1, o (n < nl)

xnk = Sgn anz,kz,i,jo

xnk = Sgn anp,kp

S Jo

seklinde tanimlanir ise,

lim x, =0

n,k—o0

ve x,, dizisi i¢in,
n,
Yy, = 2an, iy iy

i=
n,| n,

= R + X

anp,k,,,t,«/o 'xlxlo an,,,k,, s Jo 'xl,‘/o

i=1 i=n, +1

dir. (3.6), (3.7) ve (3.8)’den;

< h
27!

a .
.k, o
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np np 1
Z AT z @y ko Zh(l_2p_lJ (3.12)

olur. Buradan,

1 1 1
Yo . 2h [1—2p1]_2p1 :h.(l—zpzj (3.13)

yazilabilir. Boylece y,, 'nin limiti sifir degildir. Bu sonug (c) ‘nin saglandigini ispat
eder.
d) Yukaridaki ispatta, matrisin satir ve siitunlarinin yer degistirmesiyle (¢ )’de ispat
edilir.
e) (a) ve (b)’nin saglandigi fakat (e )’ nin saglanmadigi kabul edilsin. Buradan,

n, ve k, tam sayilari,

n,k

> 1 (3.14)

a”l NoEN ‘
i=1, j=1

esitsizligini saglayacak sekilde secilebilir. Benzer sekilde n, >n, ve k, >k, olacak

sekilde n, ve k, sayilarida,

ny,ky ny,ky

Z a”zakz,iaj‘gz ? Z a

i=l,j=1 i=1,j=1

=2 (3.15)

ny,ky i,

esitsizliklerini saglayacak sekilde segilebilir ve genel olarak n,>n, ., k, >k, |
sayilari,
np*l,kpfl ”p,kp
r-1 2p
a, il <277, D] 22 (3.16)
i=l,j=1 i=1,j=1

esitsizliklerini saglayacak sekilde secilirse, (3.16)’dan;
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”p71~kp np,kp,I np,kp
2p p-1
>olag. ]+ a, .| + 4, .| =27 -2 @a7)
i=1,j=n, +1 i=n,_+1,j=1 i=n, +1,j=k, +1
> 22p _ 22p—l
_ 22p—1
elde edilir. Boylece,
npfbk[)fl
p-1
a, i ij| <2 (p>1) (3.18)
i=1, j=1
ve
n,_5k, n,.k, n,.k,
2p-1
@ kii| T Z @y kil T a, i ij| =2 (3.19)
i=1,j=k, +1 i=n,_+1,j=1 i=n, +1,j=k, +1
toplamlarini saglayacak sekilde
no<n,<n,<n,<..
k, <k, <ky<k,<...
gibi iki tamsay1 dizisi elde edilebilir. $imdi x,, dizisi,
X, =sgna, . i<m , j<k
| n <i<n, 1<j<k
X, =Esgnanz,k2,i,j I<i1<n k, <j<k,
n < i<mn, k, <j<k,
n,, <isn, 1<) 1
Xy =—o7sgna, . .. 1<i1< n,, km1 J<k, (3.20)
217 P>p
<ig <j
n,, <isn, 1 SISk,

n,k—oo

seklinde tanimlanir ise lim x, =0 dir. Buradan,
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"y Kp My kp-r 15Ky ny .k,
yn"k” N z an”’kl’ 4] 'xi’j - a"p ki 'xi’j + Z a"l”kp ) 'xi»j + Z aﬂ,nkp i, 'xi,j
= =1 =1 i=1.j=ky 141 i=n, 71, j=1
nyk,
SR DR A (3.21)
i=n, +1,j=k, +1
toplam1 g6z Oniine alinirsa, (3.19) ve (3.20)’den
npiskpt ny,_.kp,
<or!
ny ki i | = z Q| = 2 (3.22)
i=1,j=1 i=1, /=1
ve
My kp n, k, n,k,
a"p’kp’i’«i.xi’j + a”p’kp’i’j.xi)j + Z an[,,kp,i,j‘xi,j =
i=1,j=n, +1 i=n,_+1,j=1 i=n, +1, =k, +1
1 np .k, n,k, n, k, 1 -
> ol _9p
op- Dy | T a, it 2 | |2 Y 2 2 (3.23)
i=Lj=k, 1 +1 i=n, +1,j=1 i=n, +1,j=1
yazilip,
-1 -1
Yoy | 220 =207 =27 (3.24)
p*p

sonucuna varilir. Bu, lim‘ ¥, . | =00 oldugunu ve dolayis: ile y , 'min alt dizisi olan
p—>0 PP

v, , ‘nin wraksak olmasindan dolay1 y,, ’nin da iraksak olacagini ifade eder. Bu ise
bir ¢eligkidir. Ciinkii regiilerlikten y , *nin limiti “0 ” olmaliydi. Celiski (e) ‘nin sag-

lanmadig1 kabuliinden ¢ikmistir. Su halde (e) saglanir.

(Sart yeterdir); Yakinsak olan x, dizisinin limiti x olsun. O halde;

ynk —X= z an,k,i,j "xn,k -X (325)
ve (b) sartindan,
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(limrk =0 kabul edilmek L'izere) (3.26)

Z anktj nk

i=l,j=1

yazilabilir. Boylece;

n,k
= > ay (x - x) - (3.27)
i=1,j=1
ve
.49
Yk _x|< z D geij\ %, ( i ) z Do j\ X ( )+ 4 z an,k,i,j'(xij_x)
i=l, =1 i=1, j=g+1 i=p+l, j=1
+ ik: an,k’i,j.(xl.j —x) + rnk.x| (3.28)
i=p+l, j=q+1
seklinde yazmak miimkiindiir ve x, —x oldugundan sabit & >0 i¢gin
%, ~A <5iA (i>p,j>q) (3.29)

esitsizligi saglanacak sekilde yeterince biiyiik p ve ¢ sayilar segilebilir ‘x —x‘

sayilarmin (Vi, j i¢in) en bityiigii L kabul edilirse, her n> N ve her k > K igin

(a ;amndan)

. pz’q: ‘ &
l) i=1,j=1 Grtis] < Spq.L
i) |r< ﬂ (3.26 dan)

(c §artlndan)

n

i) Y.

i=1

"3

& .
an,k’i’j‘ < 5l (] = 1,2,...q)

(d §artmdan)

(i:1,2,...p)

a"’“f‘ SpL

ifadeleri saglanacak sekilde N ve K sayilari secilebilir. Burada n > N ve k> K ol-

dugunda,
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& &
V=2 € = pgL+ ——pL+—— qL+gZu4+ﬂg¢ﬂ_g (3.30)

Spgl SpL SqL

elde edilir ki bu da lzm Y —x=0,yani y, — x demektir.

Teorem 3.2.[9] Simirli yakinsak her ¢ift dizi hemen hemen yakinsaktir.

ispat: x; “a” ya yakimsak bir ¢ift dizi olsun. O halde her &> 0 i¢in yeteri kadar

bliytiik sabit N sayis1 alindiginda ve her n,k > N oldugunda,

v, —a| << (3.31)

ij
esitsizligi yazilabilir. Burada, B = sup‘xl.j — a‘ seklinde tanimlanir ve
n,k ’

BN ¢ BN ¢
—<= ve —<—
p 3 q 3
ifadeleri saglanacak sekilde yeteri kadar biiyiik p ve g sayilar1 segilebilir. Boylece

h.h.yakinsakligin tanimi kullanilirsa,

1 n+p—1k+q-1 n+p—1k+q-1 k+q-1 n+p-1 N nt+p-lk+q-1
FOIREIEDIDISEEV I 70 3 T

pq i=n j=k i=n j=k i=n j=k =N+l j=k =N+l j=N+
B B
BN BN E (3.32)
p q 3

elde edilir. Sag taraf n ve k ’dan bagimsiz oldugundan x, hemen hemen yakinsak o-

lur.

Teorem 3.3.[9] A matrisinin kuvvetli regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart

1) A simirly - regiilerdir
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0 ['e]

2) nll%l;noo Zz‘an,k,i,j - an,k,prl,j‘ =0
i=0 j=0
00 0

3) nlirilwzz an,k,i,]‘ _a",k,i,j+1 =0

Il
(=}
Il
(=}

=vJ

saglanmasidir .

Ispat: (Sart gerektir); x ’in @ ’ya h.h.yakinsak oldugu kabul edilsin. Bu durumda, y,

‘nin yakinsak ve sinirli oldugu ispat edilecektir.

H.h.yakinsaklik tanimdan, sabit p, g > 2 tamsayilari i¢in;
Y Y ox,=a+n, ||[n]<e(nk=01..) olmak iizere] (3.33)

yazilabilir. Boylece;

1 =) n+p—-1k+q-1 ) ©w oo
—— 2 D s D Do Xy = ADD A T DD Ay ki T (3.34)
P9 n=0 k=0 i=n  j=k n=0 k=0 n=0 k=0
yazilip,
0 o0
Ay x = ZZaN,K,n,k (3.35)
n=0 k=0

oldugu dikkate alinirsa

1 ) n+p—1k+g-1 ©
zpq :_ZzaNKnk Z Z X, = ady g +ZzaN,K,n,k'77n,k (3.36)
P4 =0 k=0 i=n =k =0 k=0

elde edilir. (3.36) esitliginin sol tarafindaki n ve k& ’ya bagl toplamlar ile i ve j’ye

bagli toplamlar yer degistirilip tekrar yazilarak diizenlenirse,

p=29=2 i J © i J ] 2 & i J
LSS Y e Z RTINS 35y YO I
P9 =0 =0 n=0k=0 q i=p-1j=0  n=j—p+1 k=0 P9 =0 j=g-1  n=0k=j—g+l
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i J

1 0 0
t— Z Z Xi,j Z z Ay Kok (3.37)
= ;

n=j—p+l k=j—q+l1

dir. Teorem 3.1.(a) dan dolay1, [eger minimum(N,K)> N, ise]

1 82242 i J (p_ p=2g-2 p=2g-2
E i=0 j=0 T n=0 kZ:(; . m < pq ”x”nzz(; k=0 ‘aN’K’n’k = ”x” n=0 k=0 ‘aN o k‘
(3.38)
elde edilir.
Teorem 3.1.(d ) den; [eger minimum(N,K)> N, ise]
I B I
_szlj zaNKnk_ z ‘aNKnk‘
Pq i=p-1j=0  n=i-p+1k=0 i=p—1n=i k=0
© g-
<||x||22\aw AEY: (3.39)
1=0 k=0

REY (3.40)

J 0 0 1 i
Z aN,K,n,k:Z zxi‘ Z Z Ay knk ANk

pPq i=p-1 j=q-1 n=i—p+l k=j—-q+1 i=p-1 j=q-1 PYq n=i- p+lhk=j—g+1
p—2q-2 P ®
+yN,K_ZZaNK1JH ZZCZNKUU ZZ AN ki, j%i.j (3.41)
i=0 j=0 i=p-1 j=0 i=0 j=¢g-1

yazilabilir. Burada, Teorem 3.1. (a) , (b) ve (d ) ’den [eger minimum(N K ) >N, ise]

2q-2

p=24- p=249-2
2 2y S D] <& (3.42)
i=0 j=0 i=0 j=0
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ve [eg‘er minimum(N,K) > N, ise]

LS}

o0 o g-2
Z L Nk % <[+ 22 Z‘“N,K,i,_/‘gg (3.43)

i=p—1 i=p-1 j=0
-2

&N

\
O

“t:

™

Ay g X |S€ [eger minimum(N,K) > N, ise] (3.44)

2y

i=0 j=g-1

<

elde edilir. Bu asamadan sonra amag, (3.41)’in sag tarafindaki ilk ¢ift toplamin,

N ,K — o iken istenilen kadar kiiciik kalacaginin ispatlanmasidir. Bunun igin;

Mss

P‘Jz_p—u =q-1

i
i
r—gx
= |H

z z Ay gk Ok,
qn—l—p+l k=j—q+1

z Z Ay ki P9 k.

n=i—p+l k=j—q+1

||.X|| p-1 g-1 0
< Z (p_ﬂ-_l)zz‘aNKt/ aNKl+lj
q 7=0 p=0 i=0 j=0
o0 o0
+(q_p_1)zz‘aNsz aNK1]+1 <€ (345)
i=0 j=0
[eger minimum(N,K)> N, ise]
yazilabilir. Yukarida,
i1
AN K rviepriprj—gr AN ki = Z AN K o.ptj—qtl ~ AN K o4l pt jgtl

o=n+i—-p+l

+ Z Ay kir ANzl (3.46)
T=p+j—q+l

olarak alinmistir. (3.36), (3.45) toplanarak, [eger minimum(N,K) > max(]\fl,Nz,]\@,]\Q)

ise]
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o0 o0
yN,K - aAN,K - Z Z aN,K,n,k -77n,k

n=0 k=0

<7.& (3.47)

sonucu, Teorem 3.1.(b),(e) ve (3.33) hesaba katilarak, eger minimum(N,K)> N;

olarak secilirse;

o0

|ady « —a| =al. ay o —1|<|ale (3.48)

n=0 k=0

Ve

< 8'2 Z ‘aN,K,n,k

n=0 k=0

o0 o0
Z Z Ay &k Mk

n=0 k=0

<eC (NK=012.) (3.49)

elde edilir. Son iki esitsizlikle beraber (3.47) dikkate alinirsa;
‘yN’K - a‘ < (7 + |a| + C).g [eger minimum(N,K) = max(N,,N,,.. )] (3.50)

bulunur. & >0 keyfi oldugundan bu sonu¢ N,K — o igin y, 'nin a ’ya yakinsadi-

g1 sonucunu verir. y,, ‘nin smrhligi ise (e) ve x ’in sinirhiligindan elde edilir.

(Sart yeterdir); A= [ank‘i‘ j] smirl ve regiiler bir matris olsun. Su halde 4, Teorem

3.1. (a)-(e) sartlarm saglar. Oncelikle (2) ‘nin saglanmadig1 durum ele alinacaktir.

O zaman dyle bir & > 0 sayist vardir ki her sonsuza yaklasan N, K c¢ifti i¢in;

o0

ZZ‘aN,K,n,k — Ay k| 2 12¢ (3.51)

n=0 k=0

yazilabilir. Boylece her N, K icin;

ZZ‘aN,K,Zi,j - aN,K,zm,j > 6& (3~52)

i=0 j=0

veya
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o0 o0
ZZ‘aN,KJHI,j - aN,K,2i+2,j‘ > 6¢& (3-53)

i=0 j=0

yazilabilir. Genellikten bir sey kaybetmeden (3.52) esitsizliginin gecerli oldugu kabul
edilebilir. (e) ve (3.52) kullamlarak, pozitif tamsayilarda artan, N,, K, ve p, gibi

li¢ dizi kuruldugunda, 6nce R, =0 alinmasindan sonra N,, K, ve P ’in se¢iminden

‘aNl,Kl 20 AN, K 20t >5¢ (3'54)

ve

i > laycil<e (3.55)

saglanir. Eger p=1,2,...,r—1 igin N K, ve P, sayilar1 tamimlanirsa N, K, ve

P
Pl p—l p=lop-l
Z ‘aN,,K,. ,t,j‘ se Z Z ‘aN,,K,,i,j - aNr,K,,M,f‘ 25¢ (3.56)
=0 j=0 i=p,y J=Pry

Ve

<e (3.56)

o0 o0
Z Z ‘aN,,Kr,i,.f

I=2p, J=Pr

ifadeleri saglanacak sekilde segilebilir. Bu segimler Teorem 3.1. (a), (e) ve (3.52)

"den dolay1 yapilabilir. Simdi x; dizisi;

,
Xop +2iP ) (_1) sgn (aN,. K, 2p,+2ip 4+ AN K 2p,  +2itLp,_+] )

Xop aiip o) = Xop w2ip i (z,] =0,1,....,p,—p,_,—lve r= 1,2,...)

x.=0 (diger hallerde) (3.57)

g
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seklinde tamimlamir ve (r=2,3,4,... icin) Sy k. :(—l)r, oldugu dikkate alinirsa

p-l p-l 2p -1 pal
‘J’N K, ‘_ ZZ% K% |2 ‘“Nr,Kr,zu —dy k2| T2 Z Z ‘afv,,Kr,i,j‘
i=0 j=0 =P,y J=Pra =0 j=0
o0 o0
— > — — =
237 S oy o |2 56-20-26 -0
i=2p, j=p,

(3.58)

elde edilir. » =1 olmas1 durumunda benzer yolla ‘ Vv k, ‘ > 3¢ oldugu goriilebilir. Bu

sekilde y, . dizisi N,K — oo igin wraksak olacaktir. Diger taraftan x; dizisinin si-

nirli ve “0” a h.h.yakinsak oldugu kolayca kontrol edilebilir. Bu, (2) sartinin gerek

oldugunu ifade eder. (3) sartinin varligi benzer yolla elde edilebilir.

Teorem 3.4.[] A= [amk’i,_}.] 4 - boyutlu matris ve

ali,j, p.q.u,v)=

+p-lv+g-1
Z Z @y ki,
n=u k=v

=L
pq =

(3.59)

olmak tizere, A matrisinin h.h. regiiler yani A€ (c;’ , fz) olmast igin gerek ve yeter

sart
i)pl’(i]r_l)lwa(i,j,p,q,u,v) =0 (i,j=0,L...), (u,v=0,1,... icin diizgiin)
i) pl}lr_l)lwiga(i,j,p,q,u,v)zl (u,v=0,1,... icin diizgiin)
iii)p1ingg\a(i,j,p,q,u,v)\:0 (j=0.1...), (u,vy=0,1,... icin diizgiin)
iv)pl’grjlwg‘a(i,j,p,q,u,v) |=0 (i=0.1...), (w,v=0,1,... icin diizgiin)
V) 2}2\%]\ <C<o  (mk=0l,...)

saglanmasidir .
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Ispat: (Sart yeterdir); (i)-(v) sartlari saglansin ve x = (xlj) €c, i¢in lim, ; x, =L

kabul edilsin. O halde yakinsakligin tanimindan Ve >0 igin ve i, j > N oldugunda,
|, | < |L|+ & (3.59)

olacak sekilde bir N >0 vardir. Simdi;

ii 1 u+p-1lv+q-1 ii 1 uil\)il
e P = X, Ay i
i:Oj:Op'q n=u  k=v ” o l] i=0 j=0 l]pqnu k=v e
p-2q-2 o g-2
= a(i,j,p,q,u,v).xi’j + Z Za(i,j,p,q,u,v).xi’j
i=0 j=0 i=p-1j=0
p-2 © © 0
+ Z a(l J»>P>q,u, v X+ z z a(i,j,p,q,u,v).xl.,j (3.60)
i=0 j=g-1 i=p-l j=q-1

yazilabilir. Su halde,

0 o 1 u+p-1lv+q-1 w q-2
DN DD NP IT N LS & EIDIDN (NN ARY
i=0 j=0 PY n=u i=v i=p-1 j=0

-2 «
S S [l pgaey)| + (L] +e)

_11

> ali,j, p,q,u,v) (3.61)
=q

i -1

esitsizliginden ve sartlar dikkate alinarak p,g — oo i¢in limit alinirsa,

) 1 +p-1lv+g-1
20— Z a5, S| +e (3.62)
i=0 j=0 p q n=u k=v
ifadesine ulasilir. ¢ keyfi olugundan
© 1 u+p—1v+q-1
lim —_— cox, .= lim x. =L 3.63
pq—)w;; pq n=u k=v an’k’l’j xz’j P,q—>> xy ( )

elde edilir. Bu ise f,~limx= lim x=L, yani A€ (c,f,) demektir. Su halde A

P.g—>®

hemen hemen regiilerdir ki bu da sart yeterdir.
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(Sart gerektir); d,z,w ve h dizileri

_{1 ;ij —inci noktada, _{1 ;i=] ise,

0 ;diger noktalarda, 0 ;diger noktalarda,

{1 ;J —inci siitiinda, {1 ;i—inci satirda,
lj =

0 ;diger noktalarda, 0 ;diger noktalarda,

seklinde tanimlanirsa, d ,z ,w,hec; ve doniisiim dizileri f, ’ye aittir. Buradan dec/
(i)i, zec, (ii)yi, wece, (iii)Uve hec, (iv)l verir. Her bir pozitif tamsay1 r

igin y =(y, ) dizisi,

sgna, .. ,0<i<r,0<j<r,
Yi = 0 , diger noktalarda(n,k =0, 1,...).

seklinde tanimlanirsa yec; ve || y|| =1 dir. Ayn1 zamanda ||A" =SUP, 4= iia}hk’i’ j‘ ol-

i=0 j=0
dugundan,
PIDIAWENED I I (3.64)
i=0 j=0 i=0 j=0
ve
53 0,0, | Il - 1] 3.5
i=0 j=
yazilir. Doniisiim dizisi sinirl oldugundan,
2y <4< C (3.66)
i=0 j=0

elde edilir. Boylece (v) saglanmis olur ve ispat biter.
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Teorem 3.5.[16] A= |:an,k,i, J] matrisi h.h.k —regiiler olmasi igin gerek ve yeter sart ,

A’ min h.h.regiiler ve

i) pl}]lllwzi:;‘a(i,j,p,q,u,v)—a(i+l,j,p,q,u,v)‘ (u,v >0’ gore diizgiin)
ii) p%}lrilwzi:;‘a(i, j,p,q,u,v)—a(i,j +1,p,q,u,v)‘ (u,v=0’ gore diizgiin )

sartlarim saglamasidir .

Ispat: (Sart yeterdir); x = (xy) cift dizisi i¢in f, —limx=L olsun. Moricz ve Rhoa-

des[9]’in ispat yOntemi ve h.h. regiilerligin sartlari ile beraber (i), (ii) sartlar1 da

kullanilarak

Yo = zzan,k,i,j X (3.67)

i=0 j=0

olmak iizere, n,k — oo iken y, — L ve y, , 'min sinirh oldugu gosterilebilir. Sinirli-
yakinsak bir ¢ift dizi ayn1 zamanda hemen hemen yakinsak oldugundan, 4x € f, ve

f, —lim Ax = L yazilabilir. Boylece A4, h.h.k. regiilerdir.

(Sart gerektir); A< (£, /), olsun. (£.f,) c(cgo , fz)mg oldugundan Ae(cf : fz)

reg

dir. Boylece 4 matrisi h.h. regilerdir. (i) nin ispat1 i¢in, asagida x=x; dizisi u,v>0

olmak iizere,

Xoy s2jm gtk = (—1)" sgn [0{(2\471 +2j,v.,+k,p..q.,u, v) - 05(2\/H +2j+Lv._ +kp..q.u, v)}

Xy 2wt vk = Xy 12j ik (i,j=L2,...,v.—v_ ver=12,... icin)

x; =0 (diger hallerde) (3.68)

seklinde tanimlanirsa x sinirli ve 0’a h.h.yakinsak ve ayni zamanda ||x||£1 olur.

A, h.h.k. regiiler oldugundan,
f,—limAx=f,-limx=0
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elde edilir. Sonug olarak Lemma 2.3.1°den

0= lim supsupiia(i,j,p,q,u,v)—a(i+1,j,p,q,u,v).xy.

p,g—>® u,v20 ;= j=0
o0

= lim sup supZi‘a(i,j,p,q,u,v)—a(i+1,j,p,q,u,v)‘ (3.69)

p,q—>® u,v20 j—o j=0

yazilabilir. Dolayist ile (i) sart1 saglanir. (i7)’nin de saglandig1 benzer sekilde ispat
edilebilir.
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BOLUM 4
CIFT IDISLi DIZILERDE CEKIiRDEK TEOREMLERI

Bu béliimde, ilk olarak ¢ift indisli bir x dizisinin Pringsheim cekirdegi yani, P-

Cek(Ax)c P - Cek(x), daha sonra

n+p—1k+q-1
L(x)= 17]1’(1]2100 sup S?E)E ; ]Z;:‘ X; 4.1)

[y tizerinde tanimli altlineer fonksiyonel olmak tizere, sinirlt her x ¢ift dizisi igin,
MR - Cek(Ax) cP- Cek(x) , MR - Cek(Ax) c MR - Cek(x) ve P - Cek(Ax) c MR
- Cek( x) ¢ekirdek teoremleri incelendi. Aslinda bu sonuglar, dnceki boliimde karakte-

rize edilen matris siniflarinin bir alt sinifinin belirlenmesi ile ilgilidir.

Oncelikle sonuglarda kullanilacak bir Lemma verilecektir.

Lemma 4.1.[12] Eger A =':an,k,i,_ /] reel veya kompleks degerli 4 - boyutlu bir matris ve

’1/{!/‘ 4

i) lim Z

n,k—o
if) hmz a, ‘ 0 ve
n,k—>0 o

00,00
iit) P—lim,, sup z ‘ nk”‘
0,/=0

i=

sartlarint  saglyyorsa, herhangi bir simirli ¢ift x dizisi igin
P—lim sup|Ax| < G.(P—lim sup|x|)
dir.
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Teorem 4.1.[11] A4 negatif terimli olmayan 4 -boyutlu regiiler bir matris olsun .

Su halde swmirli olan bir x ¢ift dizisi i¢in
P-C, {Ax} cP-C, {x} 4.2)

olacak sekilde (Ax) mevcuttur .

Ispat: Eger P—C{x} kompleks diizlemde ise sonug¢ agiktir. x’in sinirli ve siirsiz

olma durumlar ayr1 sekilde incelenecektir.

Eger w icin wgP-C {x} sartin1 saglayan bir ¢ varsa, wgP—C {4} sartini saglayan
bir p vardir. x smirli oldugunda P—C{x| kompleks diizlem olmay1p bir we P—C{x]

mevcut olacaktir. Bu, wg P—C, {x} olacak sekilde bir ¢ oldugu anlamimi tagir. w

sonlu oldugundan ve A’nin lineerliginden w=0 kabul edilebilir. Ayn1 zamanda

P—-C,{x} bir konveks kiime oldugunda P—C, {x} ihmal edilebilir dyle ki, sifirdan
P-C, {x} ya olan uzaklik {|y|:y eP-C, {x}} ’in minimumu ve pozitif x ekseni
lizerinde, 3d olsun. P-C, {x} konveks oldugu i¢in P—-C, {x} ’in biitlin noktalar1

en az 3d kadar reel bir kisma sahip olur. F = maks{‘xﬁ‘} olsun. Eger a, ., >0 ve

regiilerligin (a )-(d ) sartlar1 dikkate alinirsa n,k> N ig¢in,

0<i<i; ve 0<j<}j,

J

1y <i<oo ve 0£j<j0} (4.3)
J
J

Ny<i<oo ve j,<j<oo

olmak iizere;

d d
z an,k,i,j < 3F 2 Z an,k,i,j <

i,jel i,jel, 3F
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d
Z a”,k,i,J <§ > z anklj S (44)

i,jely

saglayan bir N vardir. Boylece n,k > N igin;

9{2 an,k,i,j.xi,j} {z Ayiii X }‘9{2%“, }

i,j=0,0 i,jel i,jel,
+m Za”kl] +9{ Zanklj
i,jels i,jely
>-F Z Ak -F z Ak —F z Ak +3d Z Ak
i,jel, i,jel, i,jely i,jely
3d 2
_F=43d.=2=d (4.5)

3F 3

elde edilir. Sonug olarak R{A4x} >d olur ki bu sonug P—C,{A4x}’in disinda w=0"1

saglayan bir p 'nin var olmas1 anlamina gelir.

Simdi x ’in sinirli olmadigi kabul edilsin. w sonsuzda veya sonsuzda olmayan bir

nokta olabilir. Eger sonsuzda olmayan bir nokta ise n,k > N i¢in

d 2
2 Sy 2, >3 (4.6)

i,jel, VIVl

saglayan bir N segilebilir. Ispatin birinci kisimda elde edilen sonug gibi R{Ax} >d
elde edilir. w’nin sonsuzda olan bir nokta oldugu durumda biitiin ¢ ’lar i¢in
P-C, {x} sinirhh olur ki bu i,j>¢ i¢in x’in smirli olacagi anlamina gelir.
Genellikten bir sey kaybetmeksizin B > 0i¢in |x| < B kabul edilebilir ve yeteri kadar

biiyiik secilen n ve k igin

Z ankz/

i,j=0,0

Zankl/‘x”‘_ Zank” 4.7)

i,j=0,0 i,j=0,0

esitsizligi ve boylece P—-C, {Ax} disinda sonsuza ait bir p ’nin varlig1 elde edilir.

Bu da ispat1 bitirir.
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Teorem 4.2.[12] x sl bir ¢ift dizi olmak iizere , P— Cek (Ax) = MR — Cek (x)

olmasi icin gerek ve yeter sart

i) A= [an,k,[,j] kuvvetli regiiler ,

00,00

iy P-lim,, Z

i=0, ;=0

r‘lklj‘

saglanmasidir .

(4.8)

Ispat: (Sart gerektir); x siirli ve a’ya hemen hemen yakinsak bir ¢ift dizi olsun.

O halde L'(x) =—L (=x) yazilabilir. (4,8)’den

a=—L(—x)<-L(-Ax) < L(AX)< L' (x)=a

elde edilir. Buradan (Ax) , P-yakinsak ve P—lim(Ax) = f,—limx=a oldugu icin

A kuvvetli regiilerdir. Yani (i) sart1 saglanir.

Her kuvvetli regiiler matris ayrica sinirh - regiiler oldugundan, Lemma 4.1°den

limx|=1 ve P-lim(A4x)=G (G bir sabit)

sartlarini saglayan bir x ¢ift dizisi vardir. Boylece,

1< P—limnﬂ

elde edilir. Yani (ii) sart1 da saglanir.

(Sart yeterdir); Verilen herhangi bir £ >0 i¢in,

n+p-1k+g-1

Z Y x, <L(x)+e (4.7)

pqzn/k
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olacak sekilde sabit p, ¢ > 2 tamsayilari bulunabilir. Simdi [9]’da oldugu gibi,

1 00,00 n+p-1k+q-1 p—2q-2
Z]: Z aN,Kn,kZ in,_/ ) Zﬁzzawuxl,
P-4 n=0k=0 i=n  j=k i—0 j=0
-1 p=24-2 i o q-2
22: Z Xij ZaNKnk ) 2722 Ay ki j%ij
q =0 j=0 n=0 k=0 i=p-1 j=0
_1 o g-2 i j p-2 o
23: Z Xij ZaNKnk , 28:_ Zawuxu
g i=p-1j=0  n=i-p+1k=0 =0 j—q1
-1 p=2 o i J
D=2 N0 2 ks
g =0 j=g-1 =0 k=j—q+l
o0 o0 1 1 j
ZSZ_Z in,j Z Ay knk ~ AN ki
i=p—1 j=q-1 PG n=i—p+1k=j-q+l

olmak iizere,

= Z A I D IE D IPE S DU JPE S S PN 4.11)

i=0, j=0

yazilabilir. 4 ’nin kuvvetli regiilerlik sartlar1 kullanilarak, yani Teorem 3.1-(a )’dan,

-2 q-2

"e:

‘z Z‘S”x” ~ ko‘aNKnk (N,K—M’O) (4.12)
vE
p—2q-2
\Zé\sllxllzo O\aNK,,\ 4.13)
par s

Teorem 3.1- (d )’den,

2

®_ g-
‘23‘£||x||22‘a,vmk

n=0 k=0

(4.14)

A~
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0 2
3] <l 2 Sfanc |0 @1s)
i=p—1 j=0
Teorem 3.1- (¢ )’den ;
>0 ve X0 (4.16)

oldugu gozlenebilir. Su halde, Teorem 3.3.°lin (2) ve (3) sartlarinin dikkate alinmast

ile
\ZFM% (p—r— 122] a1 a1, ] 0 (4.17)
pqrd)tjo nkz] nk1+lj e nklj nk,i,j+ :
i=0 j

elde edilir. Boylece (4.11)’den ;

0,00 1 n+p—1k+g-1
L(Ax)<lim, , sup z N Z inj
n=0,k=0 p (] i=n  j=k
- 1k+g-1
. N ‘aN,K,n,k T Ay Kok ‘aN,K,n,k Aynr | 1 "G
<lim, . sup z + — X, .
’ 2 2 "
1=0,k=0 P4 i=n =k

00,00
P2 (v

n=0,k=0

ZZ

i=n j=k

n=0,k=0

—aN,K,,,,k)} (4.18)

w
<limy sup{ ‘aN Kok

yazilabilir. Sonugta Teorem 3.1’in (a ) ve (¢) sartlar1 dikkate alinarak
L(AX)< L (x)+¢& (4.19)
yazilip, ¢ keyfi secildiginden,
L(Ax) < L'(x) (4.20)

elde edilir.

Ornek 4.1. Teorem 4.2°de verilen kuvvetli regiilerlik sartinin smirli-regiilerlik ola-

mayacagi,
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2 . . . . . .
PEE n=k ve i+ j=g¢ift ve i, j <n(cift),
1 . . . .
Ui =7 n=k ve i# jvei,j<n(tek),
0, diger hallerde,

seklinde bir 4-boyutlu 4 matrisi tanimlanarak aciklanabilir. Bu matris, sinirli-regii-

ler olup kuvvetli regiiler degildir ve ayn1 zamanda,

a,.,|=1 4.21)
i=0,j=0

oldugundan Teorem 4.2’nin (ii) sarti saglanir. Eger x dizisi x, = (—l)i” seklinde ta-

nimlanirsa bu dizinin 0’a h.h yakinsak oldugu bilindigi i¢in L’ (x) =0 olur. Simdi,

2 n o
—.=n n ¢ift ise,
_jn 2
2 iy iy = 1
" 5 N/ n tek ise,
n —n

seklinde yazilirsa,

lim sup Zj %, =1 (4.22)

Ve

liminf 2 iy iy =0 (4.23)
LJ

olacagindan L(Ax)=1 ve buradan L(A4x)> L (x)olur. Bu ise Teorem 4.2‘nin sag-

lanmayacagi anlamina gelir.

Teorem 4.3.[] x sunrl: bir ¢ift dizi olmak iizere, MR —Cek(Ax) < P—Cek (x)
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(veya L (Ax) < L(x)) olmast igin gerek ve yeter sart

i) A= [an,kﬁi’J hemen hemen regiilerdir,

ii) phm sup Z ‘a(i,j,p,q,u,v)‘=1 (u,v=0,1,... iin diizgiin).

.
AT =00

u+p-lv+qg-1

saglanmasidir . Burada , a(i, j, p,q,u,v)=— Ay

n=u k=v

dir .

Ispat: (Sart gerektir); 1 gibi reel bir saytya yakinsayan smirli bir ¢ift dizi olarak

x secilsin. Bu durumda
A=-L(-x)<-L (-Ax)< L (Ax)<L(x)=2 (4.24)

yazilabilir. Buradan 4x hemen hemen yakinsak ve f, —lim Ax =limx = A oldugun-

dan A, hemen hemen regiilerdir. Lemma (4.1)’den; x|| <1 ve

n+p-lk+gq-1
r- e LSS @z

olacak sekilde bir x €[, vardir. Eger x=v = (V[j) dizisi,

L, eger i=j Iise,
i 0, diger durumlar,

n+p—1k+q-1
seklinde tanimlanir ve I (x) = lim inf sup— z z x; dikkate alinirsa
PADE k2l PGS, ok

1=1"(Av)< lim infsup % ‘a(i,j,p,q,u,v)‘ <L (4x)<L(x)< ||x|| <1 (4.26)

p,q—>> u,v=1 i,j=0

elde edilir. Boylece (ii) saglanmis olur.
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(Sart yeterdir); N,K >1 secilerek

2

0 ‘a(i,j,p,q,u,v)‘+a(i,j,p,q,u,v)
i

_‘a(iajapaQauav)‘_a(iajapaqauav)]x
2 ij

Szzo‘ (i:jvpaq:u’v)Hxij‘
j=
22,
N K
<2l prgey)
+||X|| Z.O: Z‘a l j pb.q.u, V)‘
i=N+1 j=0

N w0
A2 2 @ inds prgousv)

i=0 j=N+1
+sup‘ ‘z Z‘aZJp,q,uv

+ ZZ(\O! £.J.P.g. 1)
i,j2N,K i=N+1 j=K+1

a(ij, p.g:u.v))x,

(‘a i, ], Dq,u, v)

(i,j,p,q,u,v)) (4.27)

yazilabilir. Hemen hemen regiilerligin sartlar1 ve (ii) kullanilarak,
L (Ax)< L(x) (4.28)

elde edilir. Bu ise ispati bitirir.

Teorem 4.4.[16] x simirli-reel degerli bir ¢ift dizi olmak iizere , MR—Cek(Ax) c

MR — Cek (x) olmasi icin gerek ve yeter sart

i) A= [an,kﬂ.,j] hemen hemen kuvvetli regiilerdir .

ii) lim sup z ‘a 1 J»>P>q,U, v)‘ 1 (u,v=l,2,... igin diizgiin)

Pg— i=0,;=0
saglanmasidur .

Ispat:( Sart gerektir); Reel degerli-smirli x ¢ift dizisi A gibi bir reel say1ya yakin-
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sadig1 kabul edilsin. Bu durumda L' (4x)< L (x) oldugundan
A==L(—x)<—-L (—Ax)< L' (4Ax)< L' (x)= 4 (4.29)

yazilabilir. Buradan, A4x, h.h.yakinsak ve f,-limAx=f,—-limx=A4 oldugundan

A, h.hk. regiilerdir. Lemma 2.3.1.den ||x|| <1 ve

L (Ax)= lim supsup Z‘a (i, /. P q.u, v)‘ (4.30)

p.q—>® uv>Olj 0

olacak sekilde bir x € /;° vardir. Eger x = (xl.j) dizisi,

1, i=jise
X, =
Y |0 , diger hallerde,

n+p—1k+q-1
seklinde tanimlanir ve l*( )— lim inf sup— Z Z x; dikkate alinirsa,

Pg=® nk20 P.q =y j=k

1=1"(Ax)= lim 1nfsup2‘a (i, j, P> g1, v)‘ L' (Ax)< L' (x)< x| <1 (4.31)

pP.q—o® u V>01] 0

elde edilir. Bu sekilde (i) sart1 saglanmis olur.

(Sart yeterdir); Verilen bir £ > 0i¢in

1 n+p—1k+g-1
o 2 25 <L(x)+e (4.32)
B i=n  j=k

olacak sekilde p,qg >2 sabit tamsayilar1 bulunabilir. N,K >1 igin,

@ @] = = (la(i, j, p.g.u,v)|+a(i, j, p.q,u,v)
22— 2 iy = ZZ(‘ ‘2
J
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_a(i’j’paq’u’v)

(i) p.g.usy) .
2 e/l

+ii(‘a(i,j,p,q,u,v)‘—a(i,j,p,q,u,v)).xﬁ

i=0 j=0

<22 fa(ij.prguv)
i=0 j=0

<||X|IZZ\0! g+l 3 Ylelispauy)

i=0 j=0 i=N+1 j=0

Hd 2 2 |ali . pagauny)

N ©
2 2 e pgoey)

i=0 j=K+1 i=N+1 j=K+1

(i,j,p,q,u,v)) (4.33)

+||X|§0§0(‘6¥ l] p.q,u, V)

yazilabilir. H.h.regiilerlik sartlar1 ile (ii) sart1 ( A4, h.h.k.regiiler oldugundan) kullani-

larak,

L' (Ax)< lim supsup Z 2 ‘a (i, prgu,v)|x; (4.34)

P4 U,v20 i ZN+1 j=K+1

elde edilir. Boylece

Z z ‘a(i,j,p,q,u’v) X

i=N+1 j=K+1

o0

Z Zw: (‘a(i,j,p,q,u,v)‘—a(i—n—l,j—k—l,p,q,u,v).xij

i=N+1 j=K+1

0 o0

> Y ali-n-Lj-k-Lpquv).x,

i=N+1 j=K+1

<3 +( )ii‘ i j,p,q,u,v) X,

i=0 j=0

(4.35)

dikkate alindiginda, (4.32)’den

(i—n—l,j—k—l,p,q,u,v)).xl.j

T = i i (‘a(i,j,p,q,u,v) -

i=N+1 j=K+1
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N+1 K+1

snxn-zz[uv—m Sl (i, pagsites) (i1, s o)

=1 r=1 i=0 j=0

8

0

K r+1 ZZ‘OC zj,p,q,u,v)—a(i,j+1,p,q,u,v)0 (4.36)

i=0 j=0

yazilabilir. (4.34)-(4.35) ile h.h.k. regiilerlik sartlar1 kullanilarak ve & keyfi oldugun-

dan,
r (Ax) <r (x) (4.37)

elde edilir.
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