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OZET

Bu tez calismasinin konusu ¢ift {istel fonksiyon ile iiretilen Newtonyen olmayan
analizdir. Tezde ilk olarak 1967 ve 1970 yillar1 arasinda Michael Grossman ve Robert
Katz tarafindan ortaya atilan Newtonyen olmayan analizler ve bu analizlerden biri olan
geometrik analizdeki temel tanim ve teoremler verilmistir. Sonrasinda g¢ift iistel
fonksiyonlarla ¢alismak i¢in klasik analiz ve geometrik analiz yerine bir alternatif olarak
a(t) = exp{k-exp(t)} ¢ift tistel fonksiyonunun iireteci oldugu Newtonyen olmayan analiz
tanitilmistir. Bu analiz ¢ift iistel analiz olarak isimlendirilmistir. Tezde ¢ift iistel analizde
temel islemler, ¢ift {istel tiirev, ¢ift iistel integral verilmistir. Son olarak klasik analizdeki

kavramlar ve temel teoremlerin bu analizde karsiliklar1 incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Cift iistel analiz, Cift Gistel fonksiyon, Cift istel integral, Cift

ustel tiirev, Newtonyen olmayan analiz
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SUMMARY

The subject of this thesis is non-Newtonian analysis produced by the double
exponential function. In the thesis, non-Newtonian analyzes first put forward by Michael
Grossman and Robert Katz between 1967 and 1970 and the basic definitions and theorems
of geometric analysis, one of these analyses, are given. Subsequently, non-Newtonian
analysis, which is the generator of the double exponential function a(t) = exp{k-exp(t)},
was introduced as an alternative to classical analysis and geometric analysis to work with
double exponential functions. This analysis is called double exponential analysis. In the
thesis, basic operations in double exponential analysis, double exponential derivative and
double exponential integral are given. Finally, the equivalents of the basic definitions and
theorems in this analysis in regard to those of derivatives and integrals in classical

analysis were examined.

Keywords: Double exponential analysis, Double exponential function, Double

exponential integral, Double exponential derivative, Non-Newtonian analysis
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SIMGELER VE KISALTMALAR DIiZiNi

Re - a reel sayilar kiimesi
/. : a tam sayilar kiimesi
|| g : @ mutlak deger fonksiyonu

uRy = Rp: Rydan Ry ya tanimli izomorfizma
M,{..} :aortalama
[u, v], . a aralik

Mg f[u,v],: f fonksiyonunun [u, v], a-araliginda *-ortalamasi

Rexp : Ustel reel sayilar kiimesi
Ricp : Ustel pozitif reel sayilar kiimesi
Rexp : Ustel negatif reel sayilar kiimesi
[x]|. : Geometrik mutlak deger

« lim f(x) : Geometrik limit
xX—a

f*(x) : Geometrik tiirev

“KYim £ (x): f fonksiyonunun a noktasindaki ¢ift iistel limiti
xX—a

f'ak(xy) : f fonksiyonunun x, noktasindaki gift tistel tiirevi

ke [ f(x)dx: f fonksiyonunun gift {istel belirsiz integrali



1. GIRIS

Isaac Newton ve Gottfried Wilhelm Leibniz’in olusturdugu analizde (Newton
analizi) bir biiyiiklilkte meydana gelen kiiglik degisimler (artiglar) ¢ikarma islemiyle
hesaplanmaktir. Bu analiz bir biiyiikliigiin anlik degisim hizin1 hesaplamak (veya iki
biiytikliikteki anlik degisimleri karsilastirmak) i¢in ¢ikarma iglemiyle bulunan farklarin
boliimiine dayanan tiirevi kullanmaktadir. Geometrik olarak (Kartezyen diizlemde) bir
noktada fonksiyona yaklasim o noktada fonksiyonun grafigine teget olan (polinom
olarak) dogrusal bir fonksiyon ile yapilir. Kesfedildigi 17. Yiizyilin sonundan giiniimiize
toplamsal tiirev ve integrale dayanan Newtonyen diferansiyel ve integral hesabi bilimin
en 6nemli araclarindan biri haline gelmistir. (Giirbulak, 2023)

Michael Grossman ve Robert Katz, Newtonyen olmayan analizleri (geometrik
analiz, harmonik analiz, kuadratik analizi ve digerlerini) 1970 yili ve Oncesinde
tanimlamisglar ve dnemli temel bilgileri vermislerdir (Grossman ve Katz, 1972; Grossman,
1979).

Geometrik analiz 6nemli bir Newtonyen olmayan analizdir. Dick Stanley ve Duff
Campbell’in bu analiz ile ilgili ¢alismalar1 vardir (Stanley, 1999; Campbell, 1999). Bu
analiz ile ilgili bir diger 6nemli ¢alisma Bashirov ve arkadaslarinin 2008’de yaptiklari
caligmadir (Bashirov vd., 2008). Son yillarda ¢arpimsal analiz ve onun cesitli bilim
dallarindaki uygulamalarini igeren pek ¢ok sayida calisma yapilmistir (Glirefe, 2009;
Filip ve Piatecki, 2014; Cordova-Lepe, 2006; Cérdova-Lepe vd., 2015; Florack ve van
Assen, 2012; Cakmak ve Basar, 2012; Goktas vd., 2022; Goktas vd., 2022; Gulsen vd.,
2022; Giilsen, 2023; Yal¢in, 2016; Duyar ve Erdogan, 2020; Yal¢in, 2021; Yal¢in ve
Dedeturk, 2021; Yilmaz vd., 2023; Giingor ve Durmaz, 2020; Yalcin ve Dedeturk, 2023;
Bal, Yal¢in ve Dedetiirk, 2023).

Malthus niifus modeli, radyoaktif maddelerin bozunmasi gibi problemler iizerinde
calisilirken polinomlardan daha hizli artan (veya daha hizli azalan) h(t) = Nye*t; N, >
0,k € R biciminde iistel fonksiyonlar karsimiza ¢ikar. Fakat bu iistel fonksiyonlardan
daha hizli artan (veya daha hizli azalan) fonksiyonlar da vardir. Ornegin f(t) =
a®) ; a,b > 0 fonksiyonu h(t) bigimindeki fonksiyonlardan daha hizli artmaktadir
(daha hizl1 azalmaktadir). Bir sabitin kuvvetine bir iistel fonksiyon yazilarak olusturulan
bu fonksiyonlar (yani f(t) bi¢imindeki fonksiyonlar) ¢ift {istel fonksiyon olarak
adlandirilir. Bu tez ¢aligmasinda cift iistel fonksiyonlarla ¢alismak i¢in klasik analiz ve

geometrik analiz yerine bir alternatif olarak iireteci a(x) = e¥**P™) k € {—1,1} olan



Newtonyen olmayan analiz tanitilmistir. Bu analiz ¢ift {istel analiz olarak
isimlendirilmistir. Bu iiretecin ters fonksiyonu a~*(x) = In[k In x] fonksiyonudur.

Pozitif bliylime oranina sahip fonksiyonlar incelenirken iirete¢ fonksiyonda k = 1
alimmalidir. Bu sekilde olusturulan analize parametresi k = 1 olan ¢ift iistel analiz
denilmigtir. Negatif biiylime oranina sahip fonksiyonlar incelenirken iirete¢ fonksiyonda
k = —1 alinmalidir. Bu sekilde olusturulan analize parametresi k = —1 olan ¢ift tistel
analiz denilmistir.

Tez calismasinda ¢ift iistel analizde kullanilan temel islemler verildikten sonra
klasik analiz hesabiyla alakali kavramlar ve teoremlerin gift {istel analizde karsiliklar

verilmistir.



2. NEWTONTEN OLMAYAN ANALIZ

Bu boliimde a aritmetik, * analiz ve geometrik analiz ile ilgili temel bilgiler verilmistir.
Bunun i¢in Grossman ve Katz’in kitab1 (Grossman ve Katz, 1972), Murat Erdogan’in yiiksek
lisans tezi (Erdogan, 2016), Tekin ve Basar’in makalesi (Tekin ve Basar, 2013), Bashirov ve
arkadaslarinin makalesi (Bashirov vd., 2008) ve Stanley’in kitab1 (Stanley, 1999) kaynak

olarak kullanilmustir.

2.1. a Aritmetik
Tamm 2.1: a: R - R, C R birebir ve orten fonsiyon olsun. a toplama (+), «a
cikarma (=), a carpma (X), a bdlme (/) islemleri asagidaki bigimde tanimlanir:
Vx,y € R, i¢in
) xty = ala™'(x) + a 1(y)),
i) x~y = a(a™'(x) —a~(y)),
i) x Xy = ala~1(x) x a71(y)),
V) x/y = a(a()/a (), y # a(0)
(Grossman ve Katz, 1972).
Tanmm 2.2: a: R - R, c R birebir ve orten fonsiyon olsun. a siralama bagintisi

(<) asagidaki bicimde tanimlanir: Vx,y € R, i¢in
x<yeallx)<al(y)

(Grossman ve Katz, 1972).

Tanmm 2.3: a: R - R, c R birebir ve 6rten fonsiyon olsun. Bu durumda eger
(]Ra, +, =, X, / ,<) tam sirali cisim ise bu cisim aritmetik veya a-aritmetik olarak
adlandirilir. Ayrica a bir iireteg olarak adlandirilir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.4: a say1 kiimeleri asagidaki gibi tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972):
a) a reel sayilar kiimesi: R, = {a(x)|x € R},
b) a pozitif reel sayilar kiimesi: RY = {a(x)|x € R, x > 0},
C) a negatif reel sayilar kiimesi: R; = {a(x)|x € R, x < 0},
d) a negatif olmayan reel sayilar kiimesi: R}° = {a(x)|x € R, x = 0},
e) a pozitif olmayan reel sayilar kiimesi: R;° = {a(x)|x € R, x < 0},

f) a tam sayilar kiimesi: Z, = {a(n)|n € Z}



Gosterim 2.1: (]Ra, +,=, X, / , <) aritmetigi verilsin. a € R bir reel say1 olmak

uzere a ile
a=ala)

a reel sayis1 gosterilecektir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.5: |-|,: R, = R}°, @ mutlak deger fonksiyonu

x, x>0veyax =0,
lxlg =1 . . .
0—x, x < 0.

bi¢iminde tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).

2.2. x Analiz

Iki keyfi aritmetik a aritmetik= (R,, +, =, X, /,<) ve B aritmetik= (Rg, ¥, =,
X, /,<) olarak alinsin. * (y1ldiz) ise bu iki aritmetigin = (a aritmetik, f aritmetik)
bi¢iminde sirali ikilisi olsun. x analizde fonksiyonlarin tanim kiimesi a aritmetikte bir
kiime (R, nin bir alt kiimesi) ve deger kiimesi ise 8 aritmetikte bir kiime (R nin bir alt

kiimesi) olarak alinacaktir. Bu boliimde keyfi bir f fonksiyonu
fiR;DA—->BCRg

olarak kabul edilecektir (Grossman ve Katz, 1972).

a aritmetik = (Ry, +,=, %, /,<) ve B aritmetik = (Rg, +, =, X, /,<) tam
sirali cisim olduklarindan birbirlerine izomorftur. Tek tirlii belirli olan t: R, — Rg
izomorfizmasi, birebir ve orten fonksiyondur ve asagidaki sartlari saglar: Vx,y € R,

i) tlx+y) = (x)+u(y),

i) 1(x=y) = () =u(y),

iii) «(x X y) = ux) X 1(y),

iv) ((x/y) = () /u(y),y # 0,
V)x <y e ix) <uy)
(Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.6: Eger her ¢ 3 0 i¢in 0 < |x=x,|, < & iken |f(x)=L|s < & kalacak
sekilde § > 0 varsa f fonksiyonunun x, x, € R, noktasina yaklasirken * limiti L dir
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denir

*xlim fx)=1L

—Xg

ile gosterilir (Tekin ve Basar, 2013).

Tamm 2.7: Eger x lim f(x) = f(x,) ise f fonksiyonuna x, € R, noktasinda *
X—Xg

stireklidir denir (Grossman ve Katz, 1972).

Tamm 2.8: f:R, D A > B c Ry bir fonksiyon olsun. Eger asagidaki * limit var

ise xo € R noktasinda f’nin * tiirevi
DfGxo) =+ Jim {[f () o)l 1) “4xo)] }

olarak tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).
Tanmm 2.9: x4,x,,...,x, € R, , verilmis n tane a -reel say1 olsun. Bu n tane

sayinin a-ortalamasi
(g Fxy+ o xy) /0

formiilii ile bulunan a-sayisidir (Grossman ve Katz, 1972).

Gosterim 2.2: x4,x,, ..., x, € R, sayilarinin a-ortalamasini gostermek ig¢in
Mo {x1, %5, o, X} = (g 42x,+ .. 4x) /11

kullanilacaktir.

Onerme 2.1: x4, x5, ..., X, € R, sayilarinin a-ortalamasi i¢in

n

Ma{xl.xz, ...,xn} =a <a‘1(X1) + a‘l(xz) + 4 a—l(xn)>

esitligi gecerlidir (Grossman ve Katz, 1972).
Ispat:

M {xy, %5, ., Xy} = (1 F2x,F .. 4x,) /10



Ma{x1'x2' ""xn} = a(a‘l(xl) + a_l(xz) + et a_l(xn))/a(n)
(a‘l[a(a‘l(xo +a (xy) + o+ a‘l(xn))]>

My {x{, x5, ..., %0} =«

a~1(a(n))
Ma'{xl;xz; ---,Xn} — (a_l(xﬂ + a’_l(x:l) + -4 a—l(xn)>.

Tanim 2.10: (x,)1<n<m terimleri R, kiimesinden segilen bir sonlu dizi ve K €

R, olsun. Eger bu dizinin ardisik herhangi iki teriminin

farki sabit ise bu sonlu diziye bir a-ilerleme denir (Grossman ve Katz, 1972).
Tanmm 2.11: {x e R Jlu <x <v; u,v € R,} kiimesi bir a -aralik olarak

adlandirilir ve

[w,vl, ={x ERJlu<x <v; u,vER,}

ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).

Reel sayilarda oldugu gibi u¢ noktalarin dahil olup olmamasina gore agik, kapali ve
yari-agik a-araliklar tanimlanabilir.

Altta a-pargalanisin tanimi verilecektir. Bu tanim Grossman ve Katz’in verdigi
tanimdan farklidir.

Tamm 2.12: [u,v], € R, kapali a-aralig1 verilsin. R, kiimesinin terimlerinden

olusan bir (x,,)1<n<m sonlu dizisi i¢in

U=X; <X, <X3< .. <Xy =V

siralamasi gegerli olsun. Bu durumda (x,,);<n<m SONlu dizisine [u, v], araliginin bir a-
parcalanis1 (boliintiisii) denir.

Tamim 2.13: m terimden olusan bir a-pargalanisa m-katli denir (Grossman ve
Katz, 1972).

Tammm 2.14: (x,)1<n<m SONlU dizisi [u, v], araligmmn bir a-pargalanisi olsun.
Eger (x;,)1<n<m Dir a-ilerleme ise bu a-parcalanisa tekdiizedir (uniformdur) denir.

Tanmm 2.15: (x,)ney terimleri R, kiimesinde olan sonsuz bir dizi ve x € R,

olsun. Eger x elemaninin i¢inde bulundugu her agik a-aralik ayn1 zamanda sonlu sayidaki

6



terimleri hari¢ (x,,) dizisinin biitiin terimlerini igeriyorsa x elemanina (x,,) dizisinin a-
limiti denir. (x,,) dizisi, x elemanina a-yakinsar denir (Grossman ve Katz, 1972).
Asagida *-stirekli bir fonksiyonun kapali [u,v], a-araliginda x-ortalamasinin
tanim1 verilecektir. Bu tez galismasinda bu ortalama Mg f[u, v], ile gosterilecektir.
Tamm 2.16: f:R, D A > B c R fonksiyonu * -siirekli bir fonksiyon olsun.
Ayrica (X,)1<n<m dizisi [u, v], c A araliginin m-kath tekdiize a-pargalanisi olsun. Bu

durumda f fonksiyonunun kapali [u, v], a-araliginda *-ortalamasi eger yakinsak ise
Mpfl,vle = © lim Mg{f (eo), £ (2), o, f Com))

bigimindeki f-limit ile tanimlamir ve Mg f[u, v],, ile gosterilir (Grossman ve Katz, 1972).
Tamm 2.17: f: R, D A —» B c R bir *-siirekli fonksiyon olsun. f’nin [u, v], ©

A kapal1 araliginda  integrali

[ £ = =0 % Mpfu v

[ulv]af
olarak tanimlanir (Grossman ve Katz, 1972).

2.3. Geometrik Analiz

Bu bélimde a(x) = I(x) (birim fonksiyon) ve B(x) = exp(x) liretegleri igin
olusturulan ve geometrik analiz olarak isimlendirilen * analiz verilecektir. (Bu kisimda
ilgili yerlerde = (yildiz) yerine * (asteriks) isareti kullanilacaktir.)

Tamim 2.18: Ustel say1 kiimeleri asagidaki gibi tanimlanur:
a) Ustel reel sayilar kiimesi: R,,, = {e*|x € R},
b) Ustel pozitif reel sayilar kiimesi: R}y, = {e*|x € R, x > 0} = (1, ),
c) Ustel negatif reel sayilar kiimesi: Rg,, = {e¥|x € R, x < 0} = (0,1)
(Tiirkmen ve Basar, 2012).

Tamim 2.19: Asagida tistel dort islem tanimi verilmistir (Cakmak ve Basar, 2012):
Vu, v € Reyp
Q) u@uv=en+n® =

b) u e v = eln(u)—ln(v) —

-v,

SH R

C) u @ v = eln(u)-ln(v) — uln(v),



In(u) 1
dDu@v = eln® = yh®, v+ 1,

Tanmm 2.20: A c R olmak iizere bir f: A - R,,, fonksiyonuna bir geometrik
fonksiyon denir.

Bir geometrik fonksiyonunun tanim kiimesi reel sayilarin bir alt kiimesi iken deger
kiimesi tstel reel sayilardir.

Tamm 2.21: |[.: R,y — RZ,‘C% U {1} tammh |x|, = exp(]In(x)|) fonksiyonuna
geometrik mutlak deger fonksiyonu denir.

Bu tanima gore

, x =1,

X
x|, =11
x| - x <1

X

yazilabilir (Bashirov vd., 2008).

Tanim 2.22: Eger Ve > 1 segildiginde 0 < |[x — x,| < § igin |¥

< & kalacak

bicimde § > 0 varsa f geometrik fonksiyonunun x — x, € R noktasina yaklasirken

geometrik limiti L’dir denir ve

* lim f(x) =1L

X=X

ile gosterilir (Bashirov vd., 2008).
Tammm 2.23: Eger * lim f(x) = f(x,) ise f geometrik fonksiyonu x, € R
X—Xo

noktasinda geometrik siirekli oldugu sdylenir (Bashirov vd., 2008).
Tamm 2.24: f:R — R,,,, fonksiyonu verilsin. (a, b)) c R, bir agik aralik ve x €

(a, b) olsun. Var oldugu durumda

1
oy — o |[fEFD]T
frx) = ll_r)% [W
limiti x noktasinda f’nin geometrik tiirevi olarak adlandirilir (Bashirov vd., 2008).
Geometrik analizde klasik tiirevlenebilme ile geometrik anlamda tiirevlenebilme

arasindaki iliski i¢in asagidaki 6nerme verilmistir.



Onerme 2.2: f:R - Reyp fonksiyonu verilsin. f* fonksiyonu klasik tiirevlenebilir

ise geometrik anlamda tiirevlenebilir ve asagidaki esitlik gegerlidir:
£(x) = e

(Stanley, 1999).

Tamm 2.25: f(x) bir geometrik fonksiyon olsun.

F*(x) = f(x)

esitligini saglayan bir F (x) fonksiyonuna f’nin bir geometrik ters tiirevi denir (Bashirov
vd., 2008).
Tamm 2.26: F(x), f (x) geometrik fonksiyonunun bir geometrik ters tiirevi olsun.

Bu durumda f(x)’in en genel ters tiirevine f(x)’in geometrik belirsiz integrali denir ve
[ ream=cr@
ile gosterilir. Burada C € R,,,, bir iistel keyfi sabittir (Stanley, 1999).
Onerme 2.3: f:R — R,xp fonksiyonu igin ilgili integraller tanimli ise asagidaki
esitlik gecerlidir:

% .l-f(x)dx — ef(lnof)(x)dx

(Stanley, 1999).
Asagida belirli integralin geometrik analizdeki karsilig1 verilmistir.
Tamm 2.27: f:R — R,,, fonksiyonu [u,v] € R kiimesinde geometrik siirekli

olsun. Bu durumda
v
* f F(x) = el nonodx
u

seklinde tamimlanan integrale f(x) geometrik fonksiyonunun u’dan v’ye geometrik

belirli integrali denir (Stanley, 1999).



3. CIFT USTEL ARITMETIK

Bu boliimde iireteci a(x) = e*e*P™) k € {—1,1} olan a aritmetik tanitilmistir. Bu
aritmetik ¢ift {stel aritmetik olarak adlandirilmistir. Bu iretecin ters fonksiyonu
a~1(x) = In[k In x] fonksiyonudur.

Cift tstel say1 kiimeleri, bu say1 kiimelerinde siralama bagintilari, ¢ift istel

aritmetikte kullanilan temel islemler agagida verilmistir.

3.1. Cift Ustel Sayilar

Cift tistel aritmetikle dort islem ve diger islemleri yapabilmek i¢in once ¢ift iistel
sayilar tanimlanmalidir. Asagida cift tistel aritmetik i¢in reel say1, tam say1 ve dogal say1
kiimeleri tanimlanacaktir.

Tamim 3.1: Cift dstel aritmetik i¢in reel sayi, tam say1 ve dogal say1 kiimeleri

sirasiyla asagidaki gibi verilir:

]Rd,k = {ekeXp(r)lT' € ]R},
k k
Zd,k — {ekexp(n) |n € Z} — {"-,ee_z, e;,ek, ek.e, ek.ez’ }’

Ngj = {eke*P() |n € N} = {ek, ele, ek, .. ],

Cift tstel pozitif ve ¢ift iistel negatif sayilar sirasiyla asagidaki bicimde

gosterilecektir.

RE . = {e*e® |r e R*} = {e**"|r e R,r > 0},
Ry, = {e**® |r e R7} = {e**"|r e R,r < 0},
2%, ={ek**®™ |ne 7t} = {e*"|n € Z,n > 0},
Zg, ={e***®™ |ne 7z} ={e*"|n € Z,n < 0},

Ayrica, ¢ift listel aritmetikte negatif olmayan ve pozitif olmayan reel sayilar ile tam

sayilar su sekilde verilir:

Ry = {e®®[r = 0},
Ry = {e®®[r <0},
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Zyy ={ek**™ |n € Z,n > 0},

Zyy ={ek**™ |n € Z,n < 0}.

3.1.1. Cift Ustel Siralama
Tamm 3.2: S = R,Z,N olmak iizere S;; say1 kiimesinde siralama asagidaki

bi¢imde tanimlanir: Vx,y € S;

x<gry e Inlk-Inx) <In(k-Iny)

3.1.2. Parametresi k = 1 Olan Cift Ustel Sayilar

Reel sayilardaki siralama ile R ; reel say1 kiimesindeki siralama ayni sekildedir:

Vx,y € S411¢in (x <g1yEx< y) dir. Cilinkii

x <g1y © In(lnx) < In(ny)
©Inx <lny

=>x<y

Reel sayilardaki siralama ile R;; reel sayr kiimesindeki siralama ayni sekilde
oldugundan ¢alismanin devaminda <; ; siralamasi yerine < kullanilacaktir.
Onerme 3.1: Parametresi (k = 1) olan ¢ift iistel reel sayilar i¢in asagidaki esitlikler

gecerlidir:

Ryq1 = {eeXp(r)|r € ]R} = (1, ),
R:h = {eeXp(r)|r > 0} = (e, ),

Rz1 = {eeXp(r)|r < 0} = (1,e),

3.1.3. Parametresi k = -1 Olan Cift Ustel Sayilar

Reel sayilardaki siralama ile R, _; reel say1 kiimesindeki siralama zit sekildedir:

Vx,y € Sy icin (x <g1yS x> y) dir. Ciinkii

x<g-1 Y < In(=Inx) < In(-=Iny)
© —Ilnx < =Ilny

< lnx >Iny
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x<d’_1y@x>y

R, -1 reel say1 kiimesindeki say1 araliklarinin <; _; siralamasiyla bulunan kiigiik
ve biiylik degerleri bildigimiz reel sayilardaki < siralamasiyla bulunanin tersidir. Bu

sebeple R,; _; deki say1 araliklart igin bu dikkate alinmalidir. Ornegin;

(1 1) (1 1)
2’4 d-1 4’2)’

3 1) (1 3
4’8 d-1 8’4l

Onerme 3.2: Parametresi (k = —1) olan ¢ift iistel reel sayilar i¢in asagidaki

esitlikler gecerlidir:

Ry_1 = {e7**D|r e R} = (1,0)4_1,
Ri_; ={e®PO|r >0} = (e71,0)4_1,

Ry_, ={e ®*O|r <0} =(1,e Vg_1,

Onerme 3.3: 0 < a # 1 sayisi verilsin. k = sgn(In a) igin a € Ry, dir.

ispat: 0 < a<1,(a €Ry_,) durumuiginlna < 0 vek = sgn(lna) = —1 olur.
Bu durumda a € Ry ; saglanir.

a>1,(a€Ry;)durumuiginlna > 0, k = sgn(Ina) = 1 olur ve boylelikle a €

R, x saglandigr goriiliir.

3.1.4. Cift Ustel Aritmetigin Temel Islemleri

Tanmm 3.3: x,y € Ry, (kK = —1,1) olmak iizere ¢ift iistel aritmetigin dort temel
islemi asagida verilmistir:
i) x Dy y = ekexplin(knx)+in(klny))

iNxOury= ek exp{ln(kInx)-In(k In y)}

iii) x Qd,k y = ek exp{ln(kInx)In(kIny)}
iv) x @d,k y = ek exp{ln(k lnx)+ln(klny)}'y + ek

Tanim 3.4: x € R, ve n € N olmak lizere

x”Od,k = ek exp{[In(kInx)]"}
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bi¢iminde tanimlanir.

Bu tanima gore

XOOd_k — ekexp{[ln(klnx)]o} = ek

XlGd'k = ek exp{[In(kInx)]*} — x

olur. Diger taraftan kuvvet alma islemi cift listel ¢carpma yapilarak da hesaplanabilir.

Ornegin,

2
x“Odk =x®d,k X,

x3®d'k = (X Qd,k X) Qd,k X.

Verilen bu tanim, kuvvetler, reel say1 olacak sekilde genellestirilebilir.

Tamm 3.5: x € R, ver € R i¢in kuvvet alma islemi su sekilde verilir:

erd,k = ek exp{[In(kInx)]"}

Onerme 3.4: k = 1 parametreli ¢ift iistel aritmetigin temel islemlerinin klasik

aritmetikte karsiliklar1 asagida verilmistir.

) x @gqy=x"Y

1
i) x Oy, y = xny
i) x Qg1 y = exp{(ln x)l“(l“y)}
iV) x Qg y = exp{(Inx)/Intn»}

V) x"d1 = gexpllin(nl"}

Ispat:
i)
X @d,l y = e,exp{ln(lnx)+ln(lny)} — eexp{ln(lnx-ln )}
XDy1y = elnxIny — (elnx)lny
xDa1y = xny
i)
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1 In x
x Og,y = eplninx-In(ny)} - eexp{ (5}

Inx 1
XOgq1y =elny = (elnx)m
1
XOg1y = xMny

i)
x @d,l y = eexp{ln(lnx)-ln(lny)} — eexp{ln(lnx)ln(lny)} — e{(lnx)ln(lny)}

xOgry = exp{(lnx)ln(lnw}
IV) y # e igin

1 1
exp{ln(ln x)In(n y)} {(m x)In(n y)}

x @d e = eexp{ln(lnx)+ln(lny)} =e —e

1
X Dgyy = €xp {(hl X)l“(ln”}

V) Reel iislerin tanimindan asagidaki esitlik agiktir:

xTOd1 = eexp{[In(nx)]"}

Onerme 3.5: k = 1 parametreli ¢ift iistel toplama islemine gore

[IP2)

i) etkisiz eleman “e” sayisidir,

1/Inx »

i) x € Ry ; elemanin tersi ise ““ e sayisidir.

Ispat:
i) Vx € Ry 4 igin

x @y, e=x¢=x

e@gq,x=e"*=x
ii) x € Ry, icin

1/1
X Da1 el/Inx — xln(el/lnX) = x1/Inx _ (elnx) /Inx — e

Inx
el/lnx ®d,1 x = (el/lnx) — elnx/lnx —e
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Onerme 3.6: k = —1 parametreli ¢ift iistel aritmetigin temel islemlerinin klasik

aritmetikte karsiliklar1 asagida verilmistir.
)x@g_y=x"1Y

i) x4,y = x~1/Iny

i) x Qg-1y = exp{_(lnx—l)ln(lny—l)}
V) x Dg-1Y = exp{—(lnx‘l)l/ln(lny‘l)}

v) x Od-1 = e—exp{[ln(lnx—1)]r}

ispat:
i)
X @d -1 y — e_exp{ln(— lnx)+ln(— lny)}
x@®y_qy = e cxplin(nxiny)}
X @d_l y = e—lnx.lny
-1
X@g_1y = (elnx) ny
XDa-1y= x~Iny
i)
X ed -1 y = e_exp{ll’l(— Inx)-In(-1ny)}
In x
xOQy-1Y = e_eXp{ln<W)}
_Inx
XOqy-1y=e Iny
-1
XBOg-1Yy = (elnx)lny
xOq_qy=x"1/My
i)
X Qg1 y = e~ plin=Inx)In(=Iny)} — e—exp{In(lnx~*)In(Iny~*)}
xOg-1Y = e_eXp{ln(lnx_l)ln(lny_l)} = e{_(lnx‘l)ln(lny_l)}
x C)d,—l y = eXp{—(ln x_l)ln(lny_l)}
iv)

X @d Ly = e—exp{ln(— Inx)+In(-1ny)} — e—exp{ln(lnx_1)+ln(lny‘l)}
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—exp{ln(ln x‘l)l/ln(lny_l)} {—(lnx‘l )1/1'1(1"3'_1)}

x ®d,—1 y=e
XDa-1y = exp{—(lnx‘1)1/ln(lny‘1)}

£ 0d-1 = g expllin(-Inx)]T} — ,~exp{[in(inx"1)]}

Onerme 3.7: k = —1 parametreli ¢ift iistel toplama islemine gore

i) etkisiz eleman “e~1” sayisidir,

i) x € Ry _; elemanin tersi ise el/Inx » sayigidir.
Ispat:

1) Vx € Ry _q igin

_ _ -1
x @y e t=x"ne =4

e—l Gad,l x = (e—l)—lnx — elnx = x
i) x € Ry _; igin

XDy -1 el/nx — x—ln(el/lnx) = x~1/Inx — (elnx)—l/lnx iy

—Inx
el/lnx Gad,—l x = (el/lnx) — e—lnx/lnx —e1

Gosterim 3.1: x elemaninin hem R, ; deki ¢ift Gistel toplamaya hem de R, _, deki

cift iistel toplamaya gore tersi aymi ve el/I"¥ esittir ve bu ters eleman O, x ile

gosterilecektir:

Oyx = el/Inx

16



4. CIFT USTEL ANALIZ
Tanim 4.1: X c R bir kiime olsun. Bu durumda g: X —» R, , fonksiyonu ¢ift iistel

fonksiyon olarak adlandirilir.

4.1. Cift Ustel Mutlak Deger
Bu kisimda ¢ift iistel mutlak degerin tanimi1 ve oOzellikleri ile birlikte ornekler
verilecektir.

Tanm 4.2: | - |4, Ry p — ]R;:g tanimli ve

uly = u, e <4 u,
g ed u, 1 <d,k u <d,k ek

bi¢imindeki fonksiyona k parametreli ¢ift iistel mutlak deger fonksiyonu denir.
Onerme 4.1: k = 1 parametreli ¢ift {iste]l mutlak deger fonksiyonu i¢in asagidaki

esitlikleri saglar:

Il { u, e <u< oo,
u =
a1 el/nu l1<uc<e.

Ornek 4.1: Asagida iki saymin cift iistel mutlak degerleri hesaplanmustir.

|5|d,1 = 51

1
|el/2|d1 = el/n(e"?) = ¢1/2 = ¢2,

Onerme 4.2: k = —1 parametreli ¢ift iistel mutlak deger fonksiyonu i¢in asagidaki

esitlikleri saglar:

ul _ { u, O<u<e?
-1 el/nu e l<u<l.

Ornek 4.2: Asagida iki sayinin cift {istel mutlak degerleri hesaplanmustir.

|e_4|d,—1 = e_4l
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1
let/8| = e1/In(e™%) = =178 = -8,
-1

Onerme 4.3: u, v € R, olmak iizere cift iistel mutlak deger fonksiyonu asagidaki
ozelliklere sahiptir.
o [ulgr =qx €,
o lulg, = ek @ u=ek

o [uOau Vld’k = |ularx Oak [Vla,

o |x Do 3’|d’k <ak Xlag Paj ¥lak

4.2. Cift Ustel Limit ve Cift Ustel Siireklilik
Tammm 4.3: f:R - R, fonksiyonunun x, a € R, noktasina yaklasirken k

parametreli ¢ift Gistel limiti L € Ry, sayisidir denir eger Ve >4, e* sayisi secildiginde
x€(a—6,a+6)\{a}

i¢in
k Ine
f(x)E(LGdke,LEBdkg) =(Llne,Lk)
! ’ dk dk

olacak bicimde bir §=8(e) >0 bulunursa. Cift ustel limit  i¢in
TKim f(x) = L
x—a

gosterimi kullanilacaktir.
f:R - Ry fonksiyonunun x, a € R noktasina yaklasirken ¢ift Gistel limiti igin

asagidaki esitlik gecerlidir:

Uelim f(x) = ek-exp{)lci_r)l}l (ank-anf)(x)}.
x—-a

Tanmim 4.4: f:R — R, ;, fonksiyonu a € R noktasinda k parametresi ile ¢ift istel

stireklidir denir eger
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“lim £ (x) = f(a)

esitligi varsa. f bir agik I araligindaki her noktada cift {istel siirekli ise I aralig1 iizerinde
cift tistel siireklidir denir.
Ornek 4.3: g:R > Ry, g(x) = 6% fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyon her

yerde cift stel stireklidir.
In(In g)

Coziim: x, € Ry, keyfi olarak alalim. Keyfi € >;, e igin § = e alinsin
|x — x| < 6 igin
In g(xo) = In(6*5°) =4 - 5% - (In6) = (41n 6) - 5%
ve
1 1
9() Qa1 9(xo)],, = |[gMIG| = |6+ @5
' a1 a1
4-5% i
— .5X 1/In6 5xo
l9(x) ©an g(xo)ld,l = |6¢41n6)5%0 ‘(6 ) »

19() ©a1 90, = |e(5x_x°)|d’1 = e(S'H"') < (59

In(In &)
5 Ins ]
=&

l9(x) B4, g(xo)|d,1 <a1 e[

elde edilir. Boylelikle |x — xo| < & iken [g(x) ©41 g(x0)|,, < € oldugu goriiliir. x

noktasinda fonksiyon siireklidir. x, keyfi alindigindan fonksiyonun her yerde siirekli

oldugu ispatlanmais olur.

4.3. Cift Ustel Tiirev

f stirekli fonksiyonu igin

N pis FOHR)=f ()
f00) = lim ===

limiti varsa bu limit degerine f (x) fonksiyonunun klasik anlamda tiirevi denir.
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Tamm 4.5: f:R — R, , fonksiyonu verilsin. I c R bir acik aralik ve x, € [ ise

varlig1 halinde
flak(xo) = d'k}li_f}g[f(xo + 1) Oup f(x0)] D "

limitiyle bulunan sayiya f fonksiyonunun x, noktasindaki k parametreli ¢ift iistel tiirevi
(veya kisaca ¢ift tistel tiirevi) denir.
Gosterim 4.1: f(x),f:R— Ry, fonksiyonunun x =x, noktasindaki k

parametreli ¢ift listel tiirevi
’ Td k
frax(xo) veya (f () .2

ile gosterilecektir.

Gosterim 4.2: Dy, f(x) ile f(x) fonksiyonunun cift istel tiirev fonksiyonu
gosterilecektir.

Tek tarafli ¢ift iistel tiirevler, ¢ift istel limit kullanilarak klasik analizdeki tek tarafli
tiirevlere benzer sekilde tanimlanir.

Teorem 4.1: f:R — R, fonksiyonu hem klasik anlamda hem de ¢ift iistel
anlamda tiirevlenebilir olsun. Bu durumda bu iki tiirev i¢in asagidaki esitlikler gecerlidir:
i) Frak(x) = ek-exp{%(lnok«lnof)(x)}

(nep)’ @)
i) frak(x) = ek'eXp{anof)(x)}

JCY)
iii) fak(x) = ek'eXp{f(x)-(lnof)(x)}

V) f/'(x) =f(x)-(no f)(x)- (Inek-Ino f'ak)(x)
Ispat:

frex(x) = “lim[f G+ 1) ©ax f)] Da €

f’d'k(x) — d,k}lim[ekexp{ln[k In(f(x+h))]-In[k ln(f(x))]}] Dax ekeh
-0 ’

In[k In(f (x+h))]-In[k In(f (x))]
frak(x) = “¥lim ekexp{ " }
h-0
_In[k-In(f Ce+h))|-In[k-In(f ()]
f’d'k(X) — ekeXp{}llB}) h }

. (Inok-Inof)(x+h)—(Inok-Inof)(x)
f’d,k(x) = ekeXp{ilf—% h }
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f’d,k (X) — ek-exp{:—x (lnok-lnof)(x)}

i)
f’d_k(x) — ek-exp{(lnok-lnof)'(x)}
exn (ko] ()
flax(x) = " x| e )
e f (o) (0)
frax(x) = e" 2| e}
Boylelikle

el 02N) @)
flax(x) = " x| e

esitligi elde edilir.
iii) Tkinci siktan sonug aciktir.

iv) Uciincii siktaki esitlikten £’ (x) tiirevi
f'(x)=f(x)-(nof)(x)-(Ineok-lIne f'ak)(x)

olarak hesaplanir.
]
Sonu¢ 4.1: f: R — R, ;, fonksiyonu hem klasik anlamda hem de ¢ift iistel anlamda

tiirevlenebilir olsun. Bu durumda bu iki tiirev arasinda asagidaki gibi bir iliski vardir:
(Inek-Ino f'dk)(x) = (Inok -Ino f) (x).

Ispat:

f’d,k (x) — ek~exp{dd—x (lnok~lnof)(x)}

Fas) = expfkesp [ (no ke N}

(Inok-Ino f'ak)(x) = (Inok - Ino exp){k exp[(Inck -Ino ) (x)]}
Buradan

(Inek-Ino f'ak)(x) = (Inok -Ino f) (x)
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esit oldugu goriiliir.
|
Teorem 4.2: f:R-> R, fonksiyonu bir x € R noktasinda gift iistel
tirevlenebilirdir ancak ve ancak o noktada klasik anlamda tiirevlenebilirdir.
Ispat: f: R > R, fonksiyonu keyfi bir x noktasinda ¢ift iistel tiirevlenebilir olsun.
Bu durumda f'ak(x) € Rzy, (Inok-Ino f'ak)(x) € R olur. Ayrica 0 < f(x) # 1

oldugundan f (x)’in logaritmasi tanimlidir. Boylelikle

f') =) (ne f)(x) - (Inek-Ine frak)(x)

esitliginin sag tarafinin tanimli oldugu goriiliir yani f fonksiyonunun x noktasindaki
klasik tiirevi vardir.
Diger yandan, f:R—> R;,, x noktasinda Kklasik tlirevlenebilir ise

0 < f(x)# 1ve(lno f)(x) # 0 olur. Bundan dolay1

‘ f'x)
frax(x) = e {7y (e Py}

esitliginin sag tarafinin tanimli oldugu goriiliir yani f fonksiyonunun x noktasindaki ¢ift
iistel tiirevi vardir.
|
Teorem 4.3: Sirastyla ¢ift istel anlamda tiirevlenebilir ve klasik anlamda
tirevlenebilir f:R - Ry, Ve g:R — R fonksiyonlar1 verilsin. h(x) = (f o g)(x),
fonksiyonu igin asagidaki esitlik gecerlidir.

_(fTe9)x-g")
hak (x) = ok eXp{(ﬁg)(x)-(ln°f°g)(x)}

Ispat:

h'ak (x) = ek exp{(Inck-Inoh)’ (x)}
h'dk (x) — e,k eXp{(lnok-lno(fog)),(x)}
h'ak (x) = e exp[("'lm(ﬂg))(x)
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k- oq) o
h'ak (x) = exp {k exp l [(1]: | gz (9;)/ ;;‘) (x%)(x)]]}

K ex { (f'=g)(x)-g'(x) }
nak(x)=e TG (nefeg)(®)

esitligi elde edilir.
]

Ornek 4.4: f:R - Ry, f(x) = 23* fonksiyonunun ¢ift iistel tiirevini bulunuz.

Céziim: Once f(x) fonksiyonunun logaritmasini ve tiirevini hesaplayalim:
(Ine f)(x) =3-4*-In2=3-In2-4*

Ve
(Inef)'(x) =3:In2-(In4:-4*) =3-In2-In4 - 4*

Cift tistel tiirevin tanimindan,

(Inef)'(x)
flai(x) = el i)

ex {3«ln2«ln4«4x}
= P 3247
— eexp{ln 4}

= e?
olarak hesaplanir.
Ornek 4.5: f(x) = 7%, x € (—o, 0) fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonun k = —1
parametresi i¢in ¢ift listel tiirevini bulunuz.
Coziim:

Once f(x) fonksiyonunun logaritmas ve logaritmasinin tiirevi

(Ine f)(x) =(Un7) - x,
(Ine f)'(x) =In7

olarak hesaplanir. Simdi ¢ift iistel tiirevin tanim1 kullanilarak,
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(nep)'(x)
fra@)=e °F (e}

_ { In7 }
e EXPlln7-x

= e_ eXp(l/x)

bi¢giminde bulunur.
Ornek 4.6: Tanim kiimesi {x € R| x # n - m; n € Z} olan f(x) = e°5i"*,c € R,

fonksiyonu veriliyor. Bu fonksiyonun cift istel tiirevini hesaplayiniz.

Coziim:
(csinx)’
f’d,k(x) = ekexp { csinx }
cosx
= ekeXp{sinx}
— ek exp{cot x}

olarak hesaplanir.

Gosterim 4.3: g''ak ile g'ak (birinci mertebeden gift istel tiirev) fonksiyonunun
cift tstel tiirevi gosterilir ve g fonksiyonunun ikinci mertebeden ¢ift tistel tiirevi olarak
adlandirilir.

Tamim 4.6: g: R - R, ; fonksiyonunun x € R noktasinda n kez tekrarlanan tiirev

alma islemi ile n. mertebeden cift {istel tiirevi

gMak(x) = e"‘eXp{%(lmk‘lnog)(x)}

seklinde tanimlanir.
Teorem 4.4: f fonksiyonunun a noktasinda gift iistel tiirevi varsa bu noktada klasik
anlamda siireklidir.
Ispat: f fonksiyonunun a noktasinda ¢ift iistel tiirevi varsa klasik anlamda da tiirevi
vardir. Bu sebeple f fonksiyonunun a noktasinda klasik anlamda siirekli oldugu goriiliir.
|
f fonksiyonu a noktasinda klasik anlamda siirekli olup fakat bu noktada ¢ift istel
tiirevi var olmayabilir.

Ornek 4.7: Asagidaki pargali fonksiyon verilsin.
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() = {exp(47"+2), x>0,
g\ = exp(2°%*t4), 0 <ux.

Bu fonksiyonun x = 0 noktasinda siirekli oldugunu ancak cift iistel tiirevlenemeyecegini
gosteriniz.

Coziim: g fonksiyonunun x = 0 noktasina sagdan yaklasirken limiti ile soldan
yaklasirken limiti fonksiyonunun x = 0 noktasindaki degerine yani g(0) = 16’ya esit

oldugundan fonksiyon bu noktada siireklidir. Sag taraftan ¢ift iistel tiirev

Vol (Dazexp(47), = lim (exp{(47 72 D
= d’lhlirgg(exp{y})x:h
_ a1y, 7
=" lim exp{4’}

= exp{4’}

olarak bulunur. Diger yandan sol taraftan ¢ift iistel tiirev

dal . 9x+4 N T 9x+4\/
hll)rgl_(Dd,lexp{Z x })x=h = hll)r(r)l_(exp{(z *T4)a1}) x=n
= % lim (exp{2°}) -1
h-0"
_dly. 9
- g o)

= exp{2°}
olarak bulunur. Tek tarafli ¢ift {istel tiirevler esit olmadigindan g'¢1(0) tanimh degildir.

4.4. Cift Ustel Tiirevin Ozellikleri

Teorem 4.5:f: R > Ry, fonksiyonu verilsin. f'ak(x) = e* esittir ancak ve ancak
f(x) = C € Ry, seklinde sabit bir fonksiyondur.

Ispat: f(x) = C € Ry ise

. ')
Frar(x) = e" exp{f(x)-(lnof)(x)}

_ ek-exp{ﬁ(c)}

— okl
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bulunur. Diger yandan f'ak(x) = e* ise

flak(x) = ek

f (%)
e eXp{f(X) (ln°f)(X)}

N { () }= )
PUF@) - ne H(x)

f'(x) _o
fG) - (ne f)(x)

flx)=0

fx)=c¢C

esit olur.

Teorem 4.6: g,h:R = Ry cift Ustel tiirevlenebilir ve a € Ry, ise (a- g),

(g - h) fonksiyonlarinin gift tistel tiirevleri igin

g’ ()
i) (a-g)ak(x) = e"exp{g(x)[1n(a)+(1ncg)(x)]},

g (x) h' ()
g TR }

(Ineg)(x)+(Ineh)(x)

k exp{
i) (g-h)ak(x) =e ,

esitlikleri saglanir.

Ispat:
i)
In[a-g(x)]
d
"eXP{ Tnla 9GOl }
(a-g)ek(x) =e
{dx[ln(a)+ln(g(x))]}
1 1
(a gy =e L MO
9 "(x)
g(x)
ln(a)+ln(g(x))
(a . g)’d,k(x) =e
g x)
(a-g)ek(x) = ekeXp{g(x) ln(a)+(1n°9)(x)]}

seklinde bulunur.

i)
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{(1n°(9 h)' (X)}

(g - h)'ak(x) = e (In>(g-h))(x)

p{ [(Ineg)+(Inoh)] (x)}
(g -h)'ak(x) = 6 [(Aneg)+(Inoh)](x)

(Inog)’ (x)+(Inoh)’ (X)}

(g - h)'ek(x) = " P neg) () +(Ineh) (x)
g((X)) h((X))
g(x h(x
K eXP) (Tnog) () +(neh) (%)
(g-h)ar(x) =e

bi¢ciminde yazilir.
]

Teorem 4.7: g:R - Ry, ve h: R - R, _ cift iistel tiirevlenebilir iki fonksiyon
olsun. Bu durumda, (%) (x) fonksiyonu k parametreli ¢ift iistel tiirevlenebilirdir ve bu

fonksiyonun ¢ift listel tiirevi

gx)  h(x)

(g)’d'k (x) kex"{(lmg)(x)—(lnch)(x)
= X)=¢e
h

g® }

)

bi¢imindeki formiil ile hesaplanir.
Ispat: g:R - Rgx Ve h: R = R, _ cift tistel tiirevlenebilir iki fonksiyon olmak

uzere

"dk [(Anog)—(Inoh)]"(x)
(g) (x) = e" exb{ Tnog= anoh)](x)}

'd k (Ineg)’ (x)—(Inoh)’ (x)
(—) (x) = R TIGE TN

g x)  h'(x)

gyak o g(x)  h(x)
() @) =expikew |G e S
bulunur.

Teorem 4.8: a € R 1 bir sabit say1 ve 0 # x, € R ise
i) (@)'ek = ek k =k,
27



’ kexp{i} 7
ii) (ax)xd;kx(] =e %) k =k - sgn(x,)
esitlikleri saglanir.

ispat:

;—x[ln al
k exp na
(a)'ak = e

(@)'ak = ekexp(0)

(a)'ak = ek

ii) k = k - sgn(x,) igin a® € Ry olur.

d

—=[In(a®)]
kexp{—dxln(ax) }
(ax),d'k =e X=Xo

X=X0
;—x[x Ina]
gy xIna
— X=X

"d,k =
(ax)xzxo =e€ v
'd,k K exp{xl ?naa}
(ax)x;x i *=%o
=Xo
xY dk kexp{i}
(a)zy, =€ o

Ornek 4.8: Asagida verilen fonksiyonlari ¢ift iistel tiirevlerini hesaplaymiz.

a) f(x)=8 sabit fonksiyonunun cift iistel tiirevini hesaplayiniz.

X
b) g(x) = (2) fonksiyonunun x, = —2 noktasindaki ¢ift {istel tiirevini hesaplayiniz.
Coziim:
) a =8 dir. k =sgn(In8) = 1 bulunur (Yani a = 8 € Ry, dir). Buradan cift iistel

tirev
f’d,l(x) = (8)’d,1 —el=¢

olarak elde edilir.

b) a = g diir. k = sgn (lnz) = —1 bulunur (Yani a = g € Ry 4 dir). k parametresi

k=k-sgn(x,) =—1-sgn(-2)=(-1)-(-1) =1
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olarak hesaplanir. Buradan cift iistel tiirev

bi¢iminde elde edilir.
Teorem 4.9: a € Ry, 0 # r € R ve h: R - R klasik anlamda tiirevlenebilir bir
fonksiyon, g:R — R, cift iistel tiirevlenebilir bir fonksiyon olsun. Ayrica x, € R,

h(x,) # 0 olan bir nokta olsun. Bu durumda asagidaki esitlikler gecerlidir:
, 1! (xg) -
i) (@h™) ¥ = ekeXp{h(xo) } k =k - sgn{h(x,)},

X=Xg

i) (g = (g'4%(xe)) ™"k = k- sgn(r),

, W), g'Gxo) -
i) ( g(x)h(x))xd:; = e"e"p{mo) g(x0)~(1n°9)(x0)}, k =k - sgn{h(x,)}

Ispat:
i) k = k - sgn{h(x,)}icin g(xy) = a**0) € Ry, olur.

,;’—xnn(ah(x))]}
In(ah®))

k exp{
(aht)'* =

(ah(x));d;kxo = exp 1k exp

[[In(a) - h(x)]'
| In(a) - h(x) x=xq

[In(a) - h'(x)
 In(a) - h(x) x=xq
-h’(xo)

_h(xo) }

(ah(x));d;kxo = exp 1k exp

(ah(x));d;kx() = exp {k exp

i) Oncelikle g: R - R igin k = sgn((In e g)(x)) oldugu gésterilsin. g: R — Ry ise

Vx € Rigin g(x) € Ry dir. Tki durumda inceleyelim. k = —1 icin

g(x) € (0,1)
In(g(x)) <0
sgn(In(g(@))) = -1
sgn((Ino g)(x)) = -1
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olur ve k = 1 i¢in

g(x) € (1,)
ln(g(x)) >0
sgn(In(g(x))) =1
sgn((Ine g)(x)) =1

olur. Buradan

i = sgn((no ) ()

esitligi bulunur.

Simdi g(x)" fonksiyonunun deger kiimesi olan gift lstel reel sayilarin parametresi

hesaplansin:

k = sgn[In(g(x)")]

= sgn[r - In(g(x))]

= sgn[r - (In e g)(x)]

= sgn(r) - sgn((ln ° g)(x))
k =k -sgn(r)

Yani g(x)":R - Ry tanimhidir 8yle ki k = k - sgn(r) dir. Son olarak fonksiyonun gift

iistel tiirevi x, noktasinda

da
2 (g
a
, ""e"p{ (g7 }
(gL, = o

[r In(g)]’
"exp{ (g () }

e X=X0

d
-2 (Ineg)(x)
& e"p{ r(neg) ()

= e =X0

k-sgn(r)-exp{((llr:fg)) ((;C))

= e }x=x0
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o ((0°9)' () sgn(r)
_ <ek exp{ (Inog)(x) }xsz)
’ . sgn(r)
(g2, = (g'*%(xo))

seklinde bulunur.

iii) Once g(xy)"*0) degerinin ait oldugu cift iistel reel say1larin parametresi hesaplansin:

k = sgn{ln[g(xo)"*]}

k = sgn{h(x,) - In[g(x0)]}

k = sgn{h(xo)} - sgn{ln[g(x,)]}

k = sgn{h(xo)} - sgn{(In° g)(x0)}
k =k - sgn{h(xy)}

olarak bulunur. Yani k = k - sgn{h(x,)} i¢in g(x)"*® € Ry olur. Ayrica cift iistel

tliirev
. [(lnogh)’(x)}

h(x) 'dk  _ (lnogh)(x) x=x

(g(x) )x=x0 B °

ln(g(x)h(x))

' ~ In(g(0)h™)

h(x)Ydk _ x=x
(g(X) )x=x0 B °

(g0 ) -

X=Xo

dx[h(x) In(g(0)]
CRI(g0) |

h' (x)-(Ineg) (x) +h(x)-Z ((x"))
exp RGO (Ineg) ()
h(x) "ak X=X,
(g(x) )x =X9 0
h’(xo) g’(xo)
h(x)\dk _ kexp{h + (o }
(gor@) = (%0) " 9(xo)-(In°g)(%o)

olarak hesaplanir.

|
Ornek 4.9: g: (——,g) - Ry 1,9(x) = e2¢°s* fonksiyonunun ¢ift istel tirevini

bulunuz.

31



Coziim: k = 1 parametresi i¢in

ex {(2 cosx)'} —2sinx
(62cosx)ld_1 —e Pl 2cosx | — e {Zcosx} — eexp(—tanx)

olur.

Onerme 4.4: h: R - R fonksiyonunun her noktada tiirevi olsun. a € Ry, b > 0

bh(X)]

ve g(x) = al fonksiyonu verilsin. Bu durumda g (x) fonksiyonunun gift Gistel tiirevi

(a[bh(x)])’d'k — pkdM'®

fonksiyonudur.

Ispat: a € Ry, ve b > 0 igin g(x) = alt"®1 e Ry x olur.

(Ino g)(x) = (Ina) - b"™
(In° g)' (x) = (Ina) - (Inb) - b"™) . ' (x)

esitlikleri kullanilarak

(In e g)(x)

(Ina) - (Inb) - b"® . p'(x)
= exp {k exp [ (na) - e l}

= exp{k exp[(ln b) - h’(x)]}
= exp{k exp[ln bh’(x)]}

g'ek(x) = exp {k exp (In° g)'x) }

= exp{k . bh’(x)}

elde edilir.
|
Onerme 4.5: g: R - Ry, bir fonksiyonu verilsin. g’ak(x) = e* esittir ancak ve
ancak g'(x) = 0 esittir.

Ispat: g'ak(x) = e ise
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, g'(x)
g'ak(x) = e" P e = ek

esitligi yazilabilir. Buradan

N { g'(x) }= )
Plat) - ne 9

g'(x) 3

90 - (neo g)(x)

gx)=0

0

bulunur.

Diger taraftan g'(x) = 0 ise

_ 9'x®)
gluk(x) =e" {5 (e 03)

, k~exp{+}
g dk (x) =e g(x)-(Inog)(x)

g'ek(x) = e

bulunur.

u

Teorem 4.10: g:R — Ry, fonksiyonunun (u,v) agik araliginda cift istel
tirevlenebilir ve bu fonksiyon [u, v] kapali araliginda siirekli olsun. Bu durumda g (u) =
g(v) ise g'ik(c) = e¥esitligini saglayacak en az bir ¢ € (u,v) sayis1 vardir.

Ispat: g fonksiyonunun (u, v) acik araliginda cift iistel tiirevi var ise aymi aralikta
klasik anlamda da tiirevi vardir. Ayni zamanda g fonksiyonu [u,v] kapali araliginda
siirekli ve g(u) = g(v) oldugundan klasik analizdeki Rolle teoremi geregi g'(c) = 0
esitligini saglayan bir ¢ € (u, v) vardir. Boylelikle g'ak(c) = e* saglayan bir ¢ € (u, v)

noktasinin varligi ispatlanir.

Teorem 4.10, cift iistel Rolle teoremi olarak adlandirilacaktir.
Teorem 4.11: g: R = Ry, fonksiyonunun (u, v) agik araliginda cift iistel tiirevi

var ve bu fonksiyon [u, v] kapali araliginda siirekli olsun. Bu durumda
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o (Ine ()
g '(C)‘e"p{" (e 9@

E
vu}

esitligini saglayan en az bir ¢ € (u, v) sayisi vardir.

Ispat: Asagidaki iki fonksiyon

G(x) = g(a@) D {[9(5) Ouk 9(@)] Ou ekexp(%)},
Hx) =G(x) Oqx g(x)

seklinde verilsin. Bu durumda G(a) = g(a), G(b) = g(b) ve H(a) = H(b) = e

esitlikleri vardir. Cift iistel Rolle teoreminden H'ak(c) = e esitligini saglayan ¢ € (a, b)

sayis1 vardir.

H'ak(c) = e
G'ax(c) © g'ax (c) = e

esitliginden g'ak (¢) = G'ak(c) elde edilir. Ispat

g'ek (c) =19(a) Dax ([g(b) Our 9(@)] Oy ekexp(%))}ld‘k

xX=cC

X—a

-
e Du ([9) O (@] O [ekexp(m)]ld‘k)}m
{

= {[9(®) Bux 9(@)] Oy e***=a) } ]

= [9(b) Oux 9(@)] Ouy e***F=a)

= exp {k . [k In (g(b) Bux g(a))]l/(b_a)}

{ k 1/(b—a)
=expik- Ik In (g(b)(lnog)(a)>l }
I N (RO

Pl [ne 9@

esitligiyle biter.
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Teorem 4.11, ¢ift iistel ortalama deger teoremi olarak adlandirilacaktir.
Teorem 4.12: g,h:[a,b] = Ry, (a, b) acik araliginda cift istel tiirevi olan ve

tanimli oldugu kapali aralikta siirekli fonksiyonlar olsun. Bu durumda

9’4 (c) @y h'ek(c) = [g(b) Oux 9(@)] Dayx [A(D) O gy h(d)]

esitligini saglayan en az bir ¢ € (a, b) sayisi vardr.

Ispat: Ino k -Ino g) ve (Ino k - In o h), verilen kapal1 aralikta siireklidir. Ayrica
ilgili agik aralikta bu iki fonksiyonun klasik tiirevi vardir. Cauchy Teoreminden (klasik
analizde) bir ¢ € (a, b) sayisi igin

(Inok-Inog)'(c) B (Inek-Inog)(b)—(Ineok-Ineo g)(a)
(Inok-Inoh)'(c) (nek-lnoh)(b)—(nok-Inoh)(a)

esitligi saglanir. Boylelikle bu ¢ sayis1 i¢in

D (Inok-Ineg)’(c) kexp (lnok«lnog)(b)—(lnok'lnog)(a)]
e

(Inek-Ineh) (0)] = ¢ (Inok-Inoh)(b)—(Inok-Inoh)(a)

g’d'k(C) @d,k h'ak(c) = [g(b) ed,k g(a)] @d,k [h(b) ed,k h(a)]

esitliginin saglandig1 goriiliir.
Onerme 4.6: g: R - R cift iistel tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
e g'ek(x) > ek ise g klasik anlamda artan bir fonksiyondur,
e g'ak(x) = ek ise g klasik anlamda azalmayan bir fonksiyondur,
e g'ak(x) < ek ise g klasik anlamda azalan bir fonksiyondur,
e g'ak(x) < ek ise g klasik anlamda artmayan bir fonksiyondur.
Ispat: g:R > R, (k = 1igin) ift iistel tiirevi olan bir fonksiyon oldugu kabul

edilsin. Bu durumda g'e1(x) > e* = e ise g’(x) > 0 oldugunu gosterelim:

g'it(x) >e

9’
e‘”‘"[g(x)-(lnog)(x) > e
g'(x)

P Ig(x) o)~
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g'(x)

900 (e g0 °

g(x) > 0ve (Ino g)(x) > 0 oldugundan

g'(x)>0

bulunur. Benzer sekilde g: R - R, ; fonksiyonu i¢in g'd1(x) < e¥ = e ise g'(x) < 0
oldugu gosterilir.

Simdi k = —1 parametresi i¢in durumu inceleyelim. g: R — R, _; cift listel tiirevi
olan bir fonksiyon oldugu kabul edilsin. Bu durumda g'¢-1(x) > e* = e 1ise g'(x) >

0 gosterelim:

g'a-1(x) > et

e—exp[% > e—l
g'(x)
— exp Ig(x) “(ne ) > —1
g'(x)
=P lg(x)'(lnog)(x) <1
g'(x) -0

g(x) - (nog)(x)
g(x) > 0ve (Ine g)(x) < 0 oldugundan
g'(x) >0

bulunur. Benzer sekilde g:R — R;_; fonksiyonu igin g'e-1(x) < ek =e~1 ise
g'(x) < 0 oldugu gosterilir.
u
Onerme 4.7: g:R - R, cift iistel tiirevi olan bir fonksiyon olsun. Bu durumda
c € Rigin
i) Eger g'ak(c) = e*ve g"ak(c) > e* ise ¢ noktasinda g nin bir yerel minimumu vardir,
ii) Eger g'ak(c) = e ve g"ak(c) < e ise ¢ noktasinda g’nin bir yerel maksimumu

vardir.
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Ispat: g(x) fonksiyonunun ikinci mertebeden ¢ift iistel tiirevi

. 9'x®)
gluk(x) =e" {5 e}

9" () g(x)(Ineg)(x)—g' () [g(x) (lnog)(X)]’}

k'e"p{ [9(0)-(Ineg) ()2

g”d,k (X) —e

et neg)i I @8 anegE+g0 L) }

. g(x)
ke"p{ [9(0)-(Ineg) ()12 [9(0)-(neg) (012
gnd_k(x) =e

ool 9" g @] l(neg)@)+1]
g"ek(x) =e Pla®-neg)0 ™ T9(0-aneg) @)1

olarak hesaplanir.
i) g'ak(c) = e* ve g'ak(c) >e* oldugu kabul edilsin. Burada g'ak(c) = ek

oldugundan
g'(c)=0
olur. Diger taraftan

ool 9"©@ '@ [neg)(©)+1]
g''ak(c) =e Pla@-aneg)(© ~  g(c)-aneg)(0)]?

‘ 9" ()
g'ak(c) = e" e"p{g(c)‘(lnog)(c)}
esitligi ve g"'ak(c) > ek esitsizligi kullamldiginda

, 9" ©
e~ o meae ) > ek

gll(c)
o e |

elde edilir. Burada k = 1 ((Ino g)(c) > 0) i¢in

gll(c)
P {g(c) n e )@ } =

gII(C) >
g(c) - (neg)(c)

0
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g'(c)>0

ve ayni sekilde k = —1 ((In o g)(c) < 0) igin

exp{ 9°(©) } <1

g(c) - (Ine g)(c)

g”(c) <
g(c) - (neg)(c)

g"'(c)>0

0

bulunur. g’(¢) = 0 ve g"'(c) > 0 oldugu igin ¢ bir yerel minimum noktasidir.

i) Ik sikka benzer sekilde ispat yapilir.

4.5. Cift Ustel Integral
Bu boliimde cift tistel ters tiirev tanitilmus, cift iistel belirsiz integral kavrami verilip
Klasik analizdeki karsilig1 ile iliskisi verilmistir. Ayrica gift iistel belirli integral tanimi ve

alakal1 teoremler verilmistir.

4.5.1. Cift Ustel Belirsiz integral

Tanm 4.7: f,F:R = Ry, olsun. Eger F'ak(x) = f(x) ise F fonksiyonu, f
fonksiyonunun bir ¢ift iistel ters tiirevi olarak adlandirilir.

Tamm 4.8: f:R —» R, fonksiyonunun tiim ¢ift {istel ters tiirevlerinin kiimesi f

fonksiyonunun  ¢ift  istel  belirsiz  integrali olarak  adlandirilir  ve

" f f(x)dx

biciminde gosterilir.

Onerme 4.8: f:R - Ry, fonksiyonunun ¢ift Ustel belirsiz integrali i¢in

d,k
ff(X)dx = ek exp{[(Inok-Inof)(x)dx}

esitligi gecerlidir.
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Ispat: /R - R, fonksiyonunun bir keyfi ¢ift iistel ters tiirevi F olsun. Bu

durumda

F'ak(x) = f(x)

ek exp{(Inok-InoF)' (x)} — f(X)
(Inek-InoF)' (x)=(Uneck-Ino f)(x)
(Inok -InoF)(x) = f(ln ok -Ino f)(x)dx

F(X) = ek exp{[(Inek-Inef)(x)dx}

F(x) fonksiyonu f(x) fonksiyonunun g¢ift {istel ters tiirevlerinden keyfi olarak

secildiginden
dk
f f(x)dx = ekexptf/(nekInef)(x)dx}

esit oldugu gortiliir.

Ornek 4.10: f(x) = e* k € {—1,1} fonksiyonunun cift iistel belirsiz integrali
nedir?
Coziim: e* € Ry, oldugundan k parametreli ¢ift iistel integrali hesaplanmalidir.

d,k
fekdx — ekexp [In[k-Ine¥]ax

kexp [ In[k-k]dx

®

kexp [In[1]dx

®

kexp [ 0dx

®

kexp(c)

I
= ©

elde edilir. Burada c € R ve K = e**P(c) > 0 bir cift iistel keyfi sabittir.
Onerme 4.9: f:(a,b) > Ry, fonksiyonunun bir cift iistel ters tiirevi F(x)

fonksiyonu olsun. Bu durumda f fonksiyonunun gift istel belirsiz integrali igin

dk
[ reax = reor

esitligi gecerlidir. Burada C > 0 cift iistel integral icin bir keyfi sabittir.
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ispat:
d,k
ff(x)dx — ekexp [(Inok-Inof)(x)dx

— gkexp f(lnok-lnoF’d'k)(x)dx

— pkexp f(Inck-InoF)’ (x)dx
— ek exp{(Inek-InoF)(x)+c}
Yukarida kullanilan ¢ klasik integral i¢in bir keyfi sabittir. 0 < C = e olarak

tanimlayalim bu durumda

d.k
ff(x)dx = ekexp{(Inok-IneF)(x)+c}

—e k-e€-exp{(Inck-InoF)(x)}

e ek«C-exp{(lnokolnoF)(x)}
;. [ek«exp{(lnokolnoF)(x)}]C

= F(x)¢

elde edilir.
Dikkat edilirse ¢ift iistel belirsiz integral hesaplanirken keyfi sabit, toplam olarak
degil iis olarak yazilmaktadir.

Ornek 4.11: f(x) =a,a € R, fonksiyonunun ¢ift iistel belirsiz integralini
hesaplayiniz.
Coziim: In a ile k ayni isaretlidir. kIna > 0 ve klna = |In a| esitligi vardir.

dk
ff(x)dx _ pkexp [In[k-Ina]dx

k exp{x-In[k-In a]+c}

k exp{ln[k-In a]*+c}

e
=e
ek exp{ln[k-ln a]*}-C

— [eklln alx]c

elde edilir. Burada C = e€ > 0 gift iistel integral i¢in bir keyfi sabittir.
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4.5.2. Cift Ustel Belirli Integral
Tamm 4.9: Verilen bir [u, v] c R araliginda ¢ift @istel siirekli olan bir f: R = Ry,
fonksiyonunun bu aralik tizerindeki k parametreli ¢ift iistel integrali asagidaki bicimde

tanimlanir;

dk v
j f)dx = My flu,v] Oy e PE—

u

(Grossman ve Katz, 1972).
Onerme 4.10: Verilen bir [u, v] € R araliginda cift iistel siirekli olan bir f: R —

R, x fonksiyonu i¢in asagidaki esitlik gegerlidir:

dk v
.f f(X)dx = ek eXp{fz(lnt)k«lnz)f)(x)dx}

u

Ispat: (x,)1<n<m, [w, v] araliginin m kath tekdiize pargalanis1 olmak iizere

dk

f vf (x)dx

u

Md,kf[ul v] Qd,k ekexp(v_u)

= d'kr}zilrc}o Mg i f (e, £(52), oo f ()} O e xR

Y (nek-In) (f (xn))
m Qd,k ekexp (v—u)

_ Ak i ok exp(Tt Ty (nekeIn) (f ()

m—oo

_ Ak iy ok exp(ZRia Ty (nek ) (£ (xn))

m—oo

pkexp{ Jim (S7L 72 (nok Inef)(xn) )}

— ek exp{f;}(lnoklnof)(x)dx}

Teorem 4.13: f: R - R, fonksiyonu [u, v] araliginda siirekli ve Vx € [u, v]

i¢in

dk

g0 = [ feodx
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esit olsun. Bu durumda Vx € (u, v) i¢in

g'4k(x) = f(x)

saglanir.

Teorem 4.14: f'ak gift Gistel tiirevi [u, v] araliginda siirekli ise
dk .y
f f’d.k (x)dx = f(v)k/(ln°f)(u)
u

esitligi vardir.
Ispat:

dk v dk .y
frak(x)dx = f ek exp(neleIner) () g
u

u
_ ok exp{f;’ (lnok«lnof)’(x)dx}
i ek exp{(Inck-Incf)(v)—(Inok-Ineof)(u)}
= gk exp{In[k-In(f ())]-In[k-In(f(w))]}

_ ool

e

— ek«ln(f(v))/ln(f(u))
:[édﬂw”wmvwn

= f(v)k/(ln°f)(u)

elde edilir.
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5. SONUC VE DEGERLENDiRME

Tezde ilk olarak Michael Grossman ve Robert Katz tarafindan 1967 ve 1970 yillari
arasinda tanitilan Newtonyen olmayan analizler ve bu analizlerden biri olan geometrik
analizdeki temel tanim ve teoremler verilmistir. Sonrasinda ¢ift iistel fonksiyonlarla
calismak i¢in klasik analiz ve geometrik analiz yerine bir alternatif olarak a(t) =
exp{k-exp(t)} ¢ift iistel fonksiyonunun iireteci oldugu Newtonyen olmayan analiz
tanitilmistir. Bu analiz ¢ift listel analiz olarak isimlendirilmistir. Tezde ¢ift iistel analizde

temel islemler, ¢ift {istel tiirev, ¢ift iistel integral verilmistir. Son olarak klasik analizdeki

kavramlar ve temel teoremlerin bu analizde karsiliklar1 incelenmistir.
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