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Bu tez bes bolimden olusmaktadir.

Birinci boliimde, ¢alisilan konu, tezin amaci ile ilgili bilgi ve literatiir arastirmalari-
na yer verilmistir.

Ikinci boliimde, ciro-gruplar ve ciro-vektor uzaylar1 tanitilmis ve ciro-teorideki bazi
kavramlar tanitilmistir.

Ugiincii bdliimde, ciro-hiperbollerin ¢alisgitimasinda énemli bir yere sahip ciro-
barisantrik koordinatlarin tanimlart verilmis, ciro-ag1, ciro-iiggen gibi bazi ciro-geometrik
yapilarin ingas1 incelenmistir.

Doérdiincii bolimde, Einstein ciro-vektor uzayimdaki ciro-hiperboliin tanimi ve bazi
ozellikleri kullanilarak Oklidyen diizlemdeki hiperbole ait baz1 sonuglar elde edilmistir.

Besinci ve son boliimde ise elde edilen veriler 1g18inda literatiir kazanimlari ve so-

nuglarma yer verilmistir.
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This thesis consists of five chapters.

In the first chapter, information and literature researches about the subject studied
and the aim of the thesis are given.

In the second chapter, gyrogroups and gyrovector spaces are introduced and some
basic concepts and propositions used in gyroalgebra are given.

In the third chapter, the definitions of barycentric coordinates which have an im-
portant place in the study of gyrohyperbolas are given and the construction of some hyper-
bolic structures such as gyroangles and gyrotriangles are examined.

In the fourth chapter, some results of hyperbolas in Euclidean plane were obtained
by using definition and some properties of gyrohyperbollas in Einstein gyrovector spaces.

In the fifth and last chapter, the contributions to the literature and the results are
given in the light of the obtainments.
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1. GIRiS

On dokuzuncu ylizyll matematiginin en kayda deger kesiflerinden biri, {izerinde
Oklid uzayinda dogrularin oynadig1 rolii oynayan geodezikler bulunduran aykir1 kiirenin
(psudosphere), Oklid geometrisine yakindan benzeyen bir geometriye sahip olmasidir. As-
linda Oklid geometrisi ile en yakin benzerlik aykir1 kiirenin hiperbolik veya Oklid dis1 ge-
ometri olarak adlandirilan daha genis bir geometri icine yerlestirilmesiyle elde edilir. Bu
durumda Oklid geometrisi “paralellik aksiyomu™ digindaki tiim aksiyomlarinin hiperbolik
geometride de gecerli oldugu goriiliir. (Pressley, 2000).

Hiperbolik geometrideki bir ¢ok formiiliizasyonu Eugenio Beltrami, Felix Klein,ve
Henri Poincare ortaya koymus olsa da bu geometri, birbirinden bagimsiz ve neredeyse es-
zamanl olarak Macar matematik¢i Janos Bolyai ve Rus Matematik¢i Nicolai Lobachevski
tarafindan kesfedilmistir. Yirminci yiizyilin en biiyiik matematikgilerinden birisi olan Da-
vid Hilbert, Oklid dis1 geometrinin kesfinin “Gegen yiizy1lin en anlamli ve dikkate deger
basarisindan birisi” oldugunu ifade etmistir. Bu kesif paralellik aksiyomunu Oklid geo-
metrisinin diger aksiyomlarin1 ¢ikarmaya yonelik, Yunan, Arap ve daha sonra Batili ma-
tematikgilerin yiizyillardir siiren girisimlerini sona erdirmis ve geometriye bakisimizi de-
rinden degistirmistir (Pressley, 2000).

Einstein 1905 te 6zel gorecelilik kuramini tanimlamistir. Bu fiziksel kuramdaki hiz
toplamu klasik fizige aykiri olarak ne degisme ne de birleme 6zelligine sahip bir islemdir.
Einstein toplam1 bu baglamda, daha sonralar1 tanimlanacak olan ciro-grup ve ciro-vektor
uzaylart olarak bilinen cebirsel yapilara daha uygun yapida bir islem olacaktir (Ungar,
2015).

Vektor uzaylarinm Oklid geometrisi igin bir cebirsel alt yap: sagladigi gibi Einstein
ciro-vektor uzaylari da hiperbolik geometri i¢in benzer bir rol oynamaktadir. Bu sebeple
ciro-vektor uzaylari igin elde edilecek cebirsel sonuglarin hiperbolik geometriye katkisi
onemlidir (Ungar, 2015).

Bu tez ¢alismasinda, Einstein ciro-vektor uzaylarinda tanimlanan ciro-hiperbollerin
ozellikleri incelenmis ve Einstein toplaminin 6zellikleri kullanilarak bazi sonuglar veril-

mistir.



2. GENEL BILGILER

Bu kisimda, grup ve vektdr uzaylarinin Oklidyen geometriye sagladig: cebirsel alt-
yapitya benzer sekilde, hiperbolik geometriye cebirsel bir altyapi saglayan ciro-vektor
uzaylar tanitilacak bazi tanim ve teoremleri verilecektir. Bu tanim ve teoremler Abraham
A. Ungar’in “Analytic Hyperbolic Geometry in N Dimensions” isimli kitabinda bulunabi-

lir.

Tamm 2.1. (ikili islem) S bos olmayan bir kiime olmak iizere S kiimesi iizerinde tanimli
bir
+:SXS->S (2.1)

fonksiyonuna S kiimesi {izerinde bir ikili islem denir. Bu ikili islem ile birlikte S kiimesi

grupoid olur ve (S, +) ile gosterilir (Ungar, 2009).

Tammm 2.2.(Grupoid otomorfizmi) (S,4) grupoidi lizerinde tanimli birebir ve Orten

¢:S —» S doniisiimii eger grupoid islemini koruyorsa, yani Va, b € S i¢in

¢(a+b) = ¢(a) + ¢(b) 22

oluyorsa ¢ doniistimiine (S, +) grupoidinin bir otomorfizmi denir. Bir(S, +)grupoidinin

tiim otomorfizmlerinin kiimesi Aut(S, +) ile gosterilir (Ungar, 2009).
Tamm 2.3. (Birimli grupoid) (S, +) bir grupoid olsun. Vs € S i¢in
O+s=s+0=s (2.3)

olacak sekilde bir 0 € S elemanma S grupoidinin birimi; (S,+) grupoidine de birimli

grupoid denir (Ungar, 2009).
Tamim 2.4. (Dongii) Birim elemanli bir (S, +) grupoidinde
a+x=bvey+a=»b (2.4)

denklemlerinin x ve y bilinmeyenleri igin bir tek ¢6ziimii varsa (S, +)grupoidine bir dongii
adi verilir (Ungar, 2009).



Tamm 2.5. (Grup) Bir (G, +) grupoidinin + ikili islemi asagidaki aksiyomlari sagliyorsa
grup adin1 alir:
Ya € G igin
O+a=a...(Gy) (2.5)

olacak sekilde tek bir 0 € G elemani vardir. Bu elemana sol birim ad1 verilir.
Ya € G igin Oyle bir —a € G vardir ki

—a+a=0 ..(Gy) (2.6)
dir. Burada —a € G elemanina a nin sol tersi denir.
Ayrica ikili islem birlesme 6zelligini saglar, yani Va, b, ¢ € G i¢in

a+Mb+c)=(a+b)+c
dir (Ungar, 2009).

Tanim 2.6. (Degismeli grup) (G, +) bir grup olsun. Eger Va, b € G i¢in
a+b=b+a (2.7)
oluyorsa (G, +) grubuna degismeli grup ad1 verilir (Ungar, 2009).

Tamm 2.7. (Ciro-grup) Bir (G, @) grupoidinin @ ikili islemi asagidaki aksiyomlari sag-
liyorsa ciro-grup adini alir:
Va € G i¢in
0@a =a ...(Gy) (2.8)
olacak sekilde tek bir 0 € G elemani vardir. Bu elemana sol birim ad1 verilir.
Va € G i¢in Oyle bir © a € G vardir ki
© ada =0 ...(Gy) (2.9)
dir. Burada © a € G elemanina a nin sol tersi denir.
Va,b,c € G igin Gyle bir tek gyr[a, b]c € G eleman1 vardir ki
a®(b®c) = (a®b)®gyr|a,b]c (2.10)

dir. Bu 6zellige sol ciro-birlesme 6zelligi denir.

gyrla,bl:G — G, ¢ — gyr|a, b]c doniisimii (G, @) grupoidinin bir otomorfizmidir.
Yani,

gyrla,b] € Aut(G,®) ... (G,) (2.12)
dir. G nin gyr[a, b] otomorfizmine, a ve b elemanlar tarafindan iiretilen cirasyonu veya

cirootomorfizmi denir.



gyr:G X G — Aut(G,®) (2.12)

operatoriine G nin ciratorii adi verilir. a, b € G tarafindan tretilen gyr|[a, b]cirasyonu sol

dongii 6zelligini saglar (Ungar, 2009):

gyrla,b] = gyr[a®b, b] ... (Gg) (2.13)

Tamim 2.8. (Ciro-degismeli ciro-grup) (G, ®) bir ciro-grup olsun. Va, b € G igin

a®b = gyr[a, b](b®Da) ... (Gg) (2.14)
oluyorsa bu ciro-gruba ciro-degismeli ciro-grup adi verilir.(Gg)ozelligine de ciro-degisme
ozelligi denir (Ungar, 2009).

Notasyon 2.9. Grup teoride oldugu gibi ciro-grup teoride de
a©b=a®d(ODb) (2.15)
gosterimi kullanilir (Ungar, 2009).

(Degismeli) gruplarin, tiim ciro-otomorfizmleri asikar olan dejerene (ciro-
degismeli) ciro-gruplar oldugu agiktir. Tanim 2.7. ve Tanim 2.8. deki gyr[a, b] cirasyonu
yerine Ozel olarak I € Aut(G,®) birim otomorfizmi alinirsa ciro-gruplardan klasik grup
yapisi elde edilir. Bu yiizden ciro-gruplarin bu cebirsel yapisi gruplarin cebirsel yapisin-

dan daha zengin bir yapidir(Ungar, 2009).

Tanmim 2.10. (Einstein hiz toplami) R" = (R", +,-) dogal toplama ve skalarla ¢arpimla
birlikte Oklidyen n — uzay ve s > 0 her hangi belirli bir sabit olmak iizere

R? ={v e RY: ||v|| < s} (2.16)
olsun. RY yuvari tizerinde V u,v € RFi¢in

udv =%{u+iv+i Yu

+7 Yu s2 1+yy,

(u-v)v} (2.17)

olarak taniml @ ikili iglemine Einstein hiz toplami denir. Buradaki



>1 (2.18)

reel sayisina da gama carpani denir. @ ikili islemi ile birlikte RY s-yuvari bir grupoid olup

Einstein grupodi olarak adlandirilir (Ungar, 2015).

Lemma 2.11. R™ vektor uzayinin R} s-yuvari, iizerinde tanimli @ Einstein toplami ile

birlikte bir ciro-degismeli cirogruptur (Ungar, 2015).

Analitik hiperbolik geometride s > 0 parametresi, 6zel gorecelik teorisinde 15181n
bosluktaki hiz1 c ile aym anlamdadir. Oklidyen limit halinde n — oo iken R? yuvari Ok-
lidyen n-uzayina doniisiirken, R} yuvari lizerinde tanimli @ Einstein hiz toplam1 da R™

tizerindeki vektor toplama islemine doniigiir (Ungar, 2015).

Tammm 2.12. (Ciro-vektor uzayr) (G,®) bir ciro-degismeli ciro-grup olsun. Eger
(G, ®) asagidaki aksiyomlar1 sagliyor ise bir ciro-vektor uzay1 adini alir ve (G, D, ®) ile
gosterilir.

1) Gkiimesi, V reel i¢ ¢arpim uzayinin bir alt kiimesi olmak tizere Va, b, u, v € G igin

(V) gyrlu,v]a - gyrlu,vlb = a - b (i¢ ¢arpimin ciro-invaryantligi)

2) G kiimesi iizerinde asagidaki kosullari saglayan bir @ skalar ¢arpim vardir:Va € G ve
vr, 1,17, € R igin

(V,)1®a = a (Birim skalar ¢carpim)

(V3)(r + )Qa = (11 a) @ (r,®a) (Skalarin dagilma kuralr)

(V) (1) ®a = r,®(r,®a)(skalarin birlesme kuralr)

r®a _ a TP
(Vs) roal ~ 1@ * 0 » 7 # 0(Oran ozelligi)

(Ve)gyr[u, v](r®a) = r @ gyr[u, v](a)(ciro-otomorfizm dzelligi)
(V)gyr[n® v,r,®@v] =1 (Asikar ciro-otomorfizm)
3) 1- boyutlu vektorlerin kiimesi
(Ve) Gl = {Fllall: a € G} (2.19)

kiimesi lizerinde @ vektor toplami ve @ vektor ¢arpimi ile birlikte 1-boyutlu vektor uzayi-

dir. Oyleki Va,b € G ve Vr € R igin



Vo) llr®all = |r|®lall
(V10)lla®b]| < |lal|@]b]|

dir (Ungar, 2015).

Yukaridaki sonucta verilen her iki toplam hem degismeli hem de birlesmelidir. Bu-
na gore kisitlanmis Einstein toplami Einstein’in ifade ettigi gibi bir islemdir. Buna karsin
Einstein, paralel olmasi gerekmeyen hiz vektorlerinin toplami i¢in herhangi bir yorumda
bulunmamistir. Gergekte genel Einstein toplami, bir grup islem degil bir ciro-degismeli

ciro-grup islemidir ve bu matematiksel yap1 80 yil sonra 1988 de kesfedilmistir.
Einstein toplami ve Lorentz gamma c¢arpani, gamma 6zdesligi ile bagintilidir.

Lemma 2.13.(Gamma Ozdesligi) Vu, v € R? icin

Yuev = Yulv (1 + %) (220)
ve
Yousy = Vuly (1 - ) (2.21)
dir. Ayrica
2 _ vl _ ve-1
S== yyg (2.22)
ve
Yousw = Yuly (1 - ) (2.23)
dir.

Gamma 06zdesligi, hiperbolik geometri ve 6zel rolativite arasindaki koprii olup,

Roble un tanimladig1 terminoloji ile hiz Sommerfold ve Varicah tarafindan ¢alisilmistir.
Bu terminoloji ';’ parametresinin ¢, ile degistirilip
_ —1 vl
¢, = tanh — (2.24)

olarak tanimli v nin siiratidir. Bu taktirde v € RYin y,, gamma g¢arpani v nin ¢,siirati ile
asagidaki gibi bagintilidir (Ungar, 2015):
cosho, = v, (2.25)

sinhey, =y, 120 (2.26)



Gamma 6zdesligi, Hiperbolik geometride Oklid geometrisindeki kosiniis kuralina
benzer bir rol oynar. Tarihsel agidan gamma 6zdesligi Lobachevsky ve Bolyai’nin hiper-
bolik geometrisi ile 6zel gorecelilik arasindaki ilk baginti durumundadir (Ungar, 2015).

Einstein toplami, degismeli olmamasina karsin norm altinda degismelidir. Yani,
genel olarak

u®v + vu (2.27)
iken
luedv|l = [lvdull (2.28)
olur (Ungar, 2015).
Gamma 6zdesliginin bir uygulamasi olarak, Einstein ciro-liggen esitsizligi ispatla-
nabilir:
Teorem 2.14. (Ciro-iiggen esitsizligi) Vu, v € (R}, @) i¢in
ludvl < [lull@llvl (2.29)
Dir (Ungar, 2015).
Ispat: Gamma 6zdesligi ve Cauchy-Schwarz esitsizligi goz oniine alinsn.

vu,v € (RY, ®)igin

y lullllvll
Viulelwl = Yulv (1 +—3

u v
> Yubo (14+—-)
= Yuov
= Yiuevl

dir. Diger taraftan y, = ¥4, 0 < [|x]| <s olmak iizere ||x|| azalan bir fonksiyonu oldu-
gundan Yu, v € RY i¢in

ludv|| < |[ull®@||v] (2.30)
elde edilir(Ungar, 2015).

Teorem 2.15. (RE, @) Einstein ciro-grubu iizerinde tanimli Einstein skalar ¢arpimi @ ile
bir Einstein ciro-vektor uzayidir. Bu uzay R} = (R%, D, ®),n = 1,2, ..., n ile gosterilir.
Ozel olarak n = 2 i¢in bu uzaya Einstein ciro-vektdr uzay1 veya Einstein diizlemi ad1 veri-
lir (Ungar, 2015).

Ispat:(R?, @, ®) ciro-vektdr uzayinin Tanim 2.11.deki aksiyomlar1 sagladigini gdstere-
cegiz.

(V,) I¢ carpim ciro-invaryantligi.



(V) Birim skalar carpim: @ € R¥ olsun. a = 0 ise tanim geregi 1®0 = 0olup (V) aksi-
yomunu saglar. a # 0 i¢in

all\ |la
1®a = stanh <tanh‘1 g) g =a

oldugundanva € RY i¢in aksiyom saglanir.
(V3)Skalar dagilim kurali : v, 7, € Rolsun. a = 0 ise
(rn+nr)®a=0
ve
1 ®adr,Q®a =090 =0
Oldugundan (V3) aksiyomu saglanir. @ # 0 i¢in Einstein skalar ¢arpimin tanimi, hiperbo-

lik tanjant fonksiyonunun toplami ve kisitlanmis Einstein toplami1 geregince

all\ a
(r; + r,)®a = stanh <[r1 + 7,]tanh ™! g) Tal

a al\ a
= stanh <r1 tanh™1 g + rytanh™! u) —

s /llall

tanh (7”1 tanh™! M) + tanh (rz tanh™?! @) a

S

=s
—1 llall —1 llall
1+ tanh (rltanh L %) tanh (r2 tanh™! %) llall

_ T1®a+ T2®a
- 1
1+ 5 In®alllr.®al

= rl ®a$rz ®a

olup(V3)ciro-vektor uzayi aksiyomu saglanir.

(V) Skalar birlesme kurali: @ = 0 igin (V,) aksiyomu agiktir. @ # 0 olsun.
a

a
b = r;®a = stanh <r2tanh‘1 u) Tl

S

dersek ,
b a
IIbl = tanh <r2 tanh™! u)
s s

ve dolayisiyla
b a

IBIl ~ llall
olacaktir. Bu taktirde



1®(r®a) = 1, ®b

||b||> b
= stanh | r;tanh™ 1 — | —
(1 s )bl

a a
stanh | rytanh™* (tanh (rztanh‘1u>> —

s llall

llall
= stanh <r1r2tanh 1
||a||

= (n®n)Q®a

(V5)Oran 6zelligi : Einstein skalar ¢arpimin tanimi geregince, r € R ve a # 0 i¢in

all\ a
|r|®a = stanh (Irltanh_1 u) —
s /) llall
a
stanh <|r|tanh_1 g)‘

a
lr®al| = |stanh <rtanh_1 g)‘

a
= [stanh <|r|tanh‘1 ”S—”>‘

oldugundan, birinci ve ligiinci esitlikten istenen elde edilir.

Ir|®llall =

(Vs)Ciro-otomorfizm 6zelligi: v = 0 iken aksiyomu sagladigi agiktir. R} < R"™ oldugun-
dan

¢: R" — R"
doniistimil i¢ carpimi, dolayistyla da normu koruyan lineer tersinir bir doniisiim olsun. Ay-
ricav € R}, v # 0 olsun. Bu taktirde, Einstein skalar ¢arpiminin tanim1 geregince, r €

R, v € R¥i¢in

) -
(1+||v||) +( ||v||) vl

1_|_IIvI|) (1 IIVII) b(v)
1+ B (1 B

d(r®a) = ¢ |s

ST ) -(1-1%) sw)
(1+ ) () T




olur. Burada ¢ , R"in kendi iizerine doniigiimii oldugundan yukaridaki anlamda R}ye ki-
sitlanabilir.

R¥nin her cirasyon doniisiimii R™ in bir lineer doniisiimiine genisletilebildiginden,
R™in ¢ doniisiimii bir cirasyon ikenVa € R"™ ve belli u,v € R" vektorleri igin ¢p(a) =
gyrlu,v]a dir. Boylece (V) aksiyomu saglanir.
(V) Birim ciro-otomorfizm:

(Ve)gyr[u, v](r®a) = r@gyr[u, v](a)(ciro-otomorfizm 6zelligi)
()gyr[rn®v, Q@] =1 (Asikar ciro-otomorfizm)

3) 1- boyutlu vektorlerin kiimesi

VallGll = {*llall: a € G}

kiimesi tlizerinde @vektor toplami ve @ skalar carpimu ile birlikte 1-boyutlu vektor uzayi-

dir. Oyle ki Va,b € G ve Vr € Rigin
V)llr®all = |r[®]|all

(V10)lla®b]| < [[all®l|bl|
ozellikleri saglanir (Ungar, 2015).

Tanmim 2.16.(Ciro-metrik) (G,,Q) = G bir ciro-vektor uzayr olsun. Bu uzaymn ciro-
metrigi
dg:GXG— R ={reR:r =0} (2.31)
ciro-uzaklik fonksiyonu yardimiyla Va, b, € G igin
dg(a,b) = |©a® bl =|bO al (2.32)
olarak tanimlanir. Burada dgy(a, b) reel sayist @’ dan b’ ye kadar olan ciro-uzakliktir
((Ungar, 2009).
Lemma 2.17. dg ciro-uzaklik fonksiyonunun temel &zellikleri su sekildedir: Va, b € G
i¢in
1) dg(a,b) =0
2) dg(a,b)=0 ©a=b
3) dg(a,b) = dg(b,a)
4) dg(a,c) < dg(a,b) @ dg(b,c)

(Ungar, 2009).
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Tamm 2.18.(Einstein Ciro-dogrular) Bir R} = (RY, @, ®) ciro-vektor uzayinda a ve b
iki farkli ciro-nokta olsun. a ve b ciro-noktalarindan gecen RY ciro-vektdr uzayindaki
Einstein ciro-dogrusu, t € R olmak iizere,

Lp=a®(©adb)t (2.33)
olarak tanimlanir. Bu esitlikte, 0 < t < 1 i¢in elde edilen ciro-noktalarin belirledigi kiime-
ye ug¢ noktalar1 a ile b ciro-noktalar1 olan ciro-dogru pargasi elde edilir. ab ciro-dogru
pargasinin ciro-dogru uzunlugu a ile b ciro-noktalari arasindaki ciro-uzakliktir:

lab| = dgy(a,b) = ||© a @ bl| (2.34)
(Ungar, 2015).

—wo<I<®

Ly=a®(Cadb)®¢

Sekil 2.1. Einstein diizleminde Einstein ciro-dogrusu

0=r=1

ab=a® (Ladb)®t

Sekil 2.2. Einstein diizleminde Einstein ciro-dogru parcasi
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a ve b ciro-noktalarindan gegen Einstein ciro-dogrusu R reel eksenin R} Einstein
ciro-vektor uzayina bir doniisimidiir. RY Einstein ciro-vektdr uzayinda bir ciro-dogrular
hiperbolik geometrinin Beltrami-Klein yuvar diizlemin geodezikleri olarak karsimiza gikar.
Bu geodezikler Sekil 2.1 ve Sekil 2.2 de goriildiigii iizere, Oklidyen dogrularin dogru par-
calar1 durumundadir (Ungar, 2009).

Teorem 2.19.(Einstein Ciro-orta Noktasi) Bir R} = (R, @, ®) ciro-vektor uzaymda a

ve b iki farkli ciro-nokta olsun. a ve b ciro-noktalarinin M, Ciro-orta noktasi

Mgy = 12028 (2.35)

denklemi ile tanimlanir.

R™ Oklid uzaymm Oklid geometrisindeki noktalar ve vektdrler arasinda iliski ve
R™in,n = 2,3, ..., R¥ yuvarinin hiperbolik geometrisinin ciro-noktalari ve ciro-vektorleri
arasindaki iliski denklik bagintisina ve nokta ciftlerinin denklik siniflar1 kavramlarindan

elde edilir.

Tamm 2.20.(Denklik Bagintisi ve Denklik Siniflari) S bostan farkli bir kiime olmak {ize-
re, S X S kartezyan ¢arpim kiimesinin bir R altkiimesine S kiimesi iizerinde bir bagint1 de-
nir ve (a,b) € R ise a~b olarak yazilir. Eger bir S kiimesi tizerindeki “ ~” bagintis1 asagi-
daki aksiyomlar1 sagliyor ise S kiimesi tizerinde bir denklik bagintis1 adini alir:

(1) Ya € Sicin a~a

(2) Va,b € Sicina~b = b~a

(3) Va,b,c € Sigina~b ve b~c = a~c.
Bir S kiimesi tizerinde bir “ ~” denklik bagintist denklik siniflarini ortaya ¢ikartir. Bir a €

S nin denklik smifi @ := {x € S: a~x} kiimesidir (Ungar, 2009).

RY ¢ R™ yuvarmin noktalarini 6zel olarak ciro-noktalar olarak adlandiracagiz. R™
Oklid uzaymin noktalarindan yola ¢ikilarak . R™ vektdr uzaymin vektdrlerinin insasinda
oldugu gibi R? Einstein ciro-vektor uzayinin ciro vektorleri insa edilebilir. Oklidyen halde
oldugu gibi, baslangi¢ noktas1 P bitis noktast Q olan ciro-vektor w =0 P @ Q olarak
tanimlanir (Ungar, 2009).
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Tamm 2.21.(Ciro-vektorler) (G,@) bir ciro-degismeli ciro-grup olsun. G kiimesi {izerin-
de “ ~” denklik bagintisi

PO~RS ©OP®Q ORDS
olarak tanimlanirsa, bu denklik bagintisinin denklik siniflarina ciro-vektor denir. (G,D)
ciro-degismeli ciro-grubunun bir P ciro-noktasi, baslangi¢ noktasi(orijin) olarak seg¢ilen bir

O noktast i¢in & O @ P ciro-vektori ile 6zdeslestirilebilir (Ungar, 2015).

Bu béliimde son olarak, bu ¢alismamizin motivasyonu olan Oklidyen hiperbol ve

bazi 6zelliklerini verecegiz:

Tanmm 2.22. (Oklidyen Hiperbol) Diizlemde F; ve F, noktalari ile pozitif bir k reel sayis
verilmis olsun. F; ve F, noktalarina uzakliklar1 farkinin mutlak degeri, k sayisina esit olan
P noktalarinin kiimesine bir hiperbol denir (Sabuncuoglu, 2007).

F; ve F, noktalarina bu hiperboliin odaklari; [F; F,] dogru pargasinin orta noktasi-
na hiperboliin merkezi denir. F; F, dogrusunun hiperbolii kestigi noktalar olan A; ve A,
noktalarina bu hiperboliin asal tepeleri; [A;4,] dogru pargasina da hiperboliin asal ekseni

adi1 verilir (Sabuncuoglu, 2007).
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3. CIRO-BARISANTRIK KOORDINATLAR VE CiRO-
UCGENLER

3.1. Barisantrik ve Ciro-barisantrik Koordinatlar

Tamm 3.1. n > 2 i¢in R™ Oklid uzayindaki N tane noktanin bir
S={44,..,Ayx} (3.1)
kiimesi verilsin. Bu taktirde N-1 tane vektorden olusan
{—A;+A,,—A; + A5, ..., — A + Ay} (3.2)
vektor kiimesinin elemanlari lineer bagimsiz ise S kiimesi R™ Oklid uzayinda barisantrik

lineer bagimsizdir denir (Ungar, 2010).

Tamm 3.2. R" Oklid uzayindaki N tane noktanm bir barisantrik bagimsiz kiimesi, n >
N — 1 i¢in
S = {Al, ...,AN}

olsun.

YN me#0 (3.3)
olacak sekildeki my, k = 1,2, ..., N skalarlar1 ve P € R™ noktasi i¢in

p — Zk=a Mk (3.4)

Yhe1 Mk
oluyorsa my, k = 1,2, ..., N skalarlarina P € R™ noktasinin S kiimesine gore barisantrik
koordinatlari adi verilir(Ungar, 2010).
P € R™ noktasimnin S kiimesine gore barisantrik koordinatlar1 homojendir. Yani
(m4, ..., my) barisantrik koordinatlar1 0 # A € R i¢in (Amg, ..., Amy) barisantik koordinat-
larina denktir. Barisantrik koordinatlar
SHmy =1 (35)

olacak sekilde normallestirilebilir. Bu koordinatlara 6zel barisantrik koordinatlar denir.

mp = Y-, my (36)
sabitine P € R™ noktasinin S kiimesine gore barisantrik temsilinin sabiti denir (Ungar,

2010).
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Tamm 3.3. n > 2 i¢in RY ciro-vektor uzayinda N tane ciro-noktanin bir

S = {Al,...,AN} (37)
kiimesi verilsin. Bu taktirde R} ciro-vektor uzayin N-1 tane ciro-vektoriinden olusan
{©A0A4,,0 A,BA;,...,© A,BAy} (3.8)

ciro-vektor kiimesi R™ Oklid uzayinda lineer bagimsiz ise S kiimesi R? ciro-vektdr uza-

yinda ciro-barisantrik lineer bagimsizdir denir (Ungar, 2010).

Tamim 3.4. R} Einstein ciro-vektor uzayinda N tane ciro-noktanin bir ciro-barisantrik ba-
gimsiz kiimesi, n = N — 1 igin
S = {All“"AN} (39)

olsun.

Yk=1MyYa, %0 (3.10)
olacak sekildeki my, k = 1,2, ..., N skalarlar1 ve P € R ciro-noktasi i¢in

P= Z—I"val Tk (3.11)
Lle=1 MUY g,

oluyorsa my,k = 1,2, ..., N skalarlarma P € R} ciro-noktasinin S kiimesine gore ciro-

barisantrik koordinatlar1 adi verilir. P € R} ciro-noktasinin S kiimesine gore ciro-

barisantrik koordinatlart homojendir. Yani (my, ..., my) Ciro-barisantrik koordinatlar1 0 #

A € R igin (Amy, ..., Amy) ciro-barisantik koordinatlarina denktir. Ciro-barisantrik koordi-

natlar
SN my =1 (312)
olacak sekilde normallestirilebilir. Bu koordinatlara 6zel ciro-barisantrik koordinatlar de-
nir.
mp = j (im0 + 22 ees e (You,0m, — 1) (3.13)
j<k

sabitine P € R} ciro-noktasinin S kiimesine gore ciro-barisantrik temsilinin sabiti denir
(Ungar, 2010).

Oklidyen limit halinde s — oo, gamma faktorleri 1 e yakinsarken R? s-yuvari R™

Oklid uzayma genisler. Bu yiizden ciro-barisantrik koordinatlar barisantrik koordinatlara

ve yukaridaki mp ciro-barisantrik temsil sabiti de mp barisantrik temsil sabitine doniisiir.
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Teorem 3.5. R} Einstein ciro-vektor uzayinda N tane ciro-noktanin bir ciro-barisantrik
bagimsiz kiimesi, n >N —1 igin S ={A4,..,Ay}ve P € R} olsun. P € R}.ciro-
noktasinin S kiimesine gore ciro-barisantrik temsili

N
_ Zk:l mkyAkAk

P = 3.14
legzlmkyAk ( )
seklindedir. Bu taktirde
Yk=1MkY 4y
Ve =" (3.15)
ve
Th=1MiY 4, Ak
ypP = BE— (3.16)
P
olur. Burada
N 2 N N N
mp = (Z mk> + 2 Z mjmy, (VGAJ@AR - 1) = Z m2 + 2 Z MMV o a,@a,
k=1 Jjk=1 k=1 J k=1
j<k j<k
dir. Ayrica VX € RY i¢in
Sh=1 MYy, XDAR)
X@p = 2L xon Tk (3.17)
Lie=1 MUV x@ 4,
Yh=1MKY x04;
Vxp = = (3.18)
Yh=1MKY x@a, XDAL)
Yxop(X@®P) = : (3.19)

mp

ve

mP = \/(Zg_l mk)z + 2 Z?{k:l mjmk (ye(XGBA})@(X@Ak) - 1) (320)
j<k

olur (Ungar, 2010).

3.2.  Ciro-ii¢cgenler

Tamm 3.6. R} Einstein ciro-vektor uzayinda © A; @ A, ve © A, @ A; iki ciro-vektor
olsun. Bu iki ciro-vektoriin belirledigi a; = £4,A;A; = £A3A1A, ciro-agisinin radyan
olarak Olc¢iisti

OA10A4A, ©OA1DA3
3.21
I©A1 DA |©A1DAs]| ( )

cosa, =
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veya

OA:P4; ©A1P4; )

-1
a4 = COS (
1 104, @4, 104, DA4s]

(3.22)

olarak tanimlanir. Buradaki cos ve cos~?! fonksiyonlar trigonometrinin standart kosiniis ve
arkkosiniis fonksiyonlaridir. Bu fonksiyonlaro, ciro-trigonometrinin ciro-kosiniis ve ciro-

arkkosiniis fonksiyonlar1 olarak adlandiracagiz (Ungar, 2015).

Tammm 3.7. . R} Einstein ciro-vektor uzayinda S = {F;, F,, F3} ciro-barisantrik bagimsiz
kiime olmak {izere, ciro-koseleri bu ciro-noktalar ve ciro-kenarlari ciro-koseleri birlestiren
ciro-dogru pargalarinin meydana getirdigi sekle ciro-iiggen denir ve F;F,F; ile gosterilir

(Ungar, 2015).
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4. CIRO-HiPERBOLLER

Bu boliimde, Einstein ciro-vektor diizleminde ciro-hiperbol tanimi ve bazi 6zellik-
leri incelenecektir. Ayrica Einstein ciro-vektor diizleminde herhangi bir ciro-noktanin ciro-

asal eksene uzakligi ispatlanarak bazi ciro-hiperbolik sonuglar verilecektir.

Tamm 4.1.(Ciro-hiperbol) (RZ, @, ®) bir Einstein ciro-vektor diizlemi ve Fy, F, € R? iKi
farkli ciro-nokta olsun. F; ve F, ciro-noktalarina ciro-uzakliklarmin ciro-farki sabit olan
P € R? ciro-noktalarmin geometrik yerine bir ciro-hiperbol adi verilir. Diger bir ifadeyle
bir ciro-hiperbol, a, belli bir sabit olmak tizere
I©OF, ®PIOIOF,®Pll=a (4.1)

onermesini saglayan P € R? ciro-noktalarinin geometrik yeridir. Buradaki F; ve F, ciro-
noktalarina ciro-hiperboliiniin ciro-odaklari denir.

Eger S = {F,, F,, F3} ciro-barisantrik bagimsiz kiime ve F; ve F, ciro-odakli ciro-
hiperbolii F; € R? ciro-noktasindan gegiyor ise bu ciro-hiperbol )F,, F,, F5( ile gosterilir
(Ungar, 2015).

Sekil 4.1.
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Bir (R%,®,®) Einstein ciro-vektdr diizleminde S = {F;, F,, F3} ciro-barisantrik
bagimsiz kiime ve Fj, F, ciro-odaklarina sahip F; ve P keyfi noktasindan gegen ciro-
hiperbol )F;, F,, F5( olsun. Bu ciro-hiperbol tizerindeki P(6) keyfi ciro-noktasinin ciro-
barisantrik koordinatlart (m;:m,: m3) olmak ilizere P ciro-noktasinin S = {F;, F,, F5}

kiimesine gore ciro-barisantrik temsili

myyr, F1+moyp, F2+mzyp  F3
i : 4.2)

ml)/Fl +m2YF2 +m3YF3

P =

seklindedir.

Teorem 3.4 geregince, X =O F; olarak alinirsa

3
_ Lk=1"UYOF1®F) _ myi+myyiz+msyis (4.3)
Yor,op ™y my, '

olur.

Notasyon 4.2. ygr,@r, = Yo = 1dir. Ayrica ciro-licgen indeks kavramimin F;F,F; ciro-

licgenine uygulanmasiile i,j = 1,2,3 icin

a;; =0OFDF (4.4)
a; = |lay| = |© F. © Kl (45)
Yij = Vaij = )/al-j (46)

olur (Ungar, 2015).
Yukaridaki m,, sayis1 P ciro-noktasinin S kiimesine gore ciro-barisantrik temsilinin
ciro-barisantrik temsil sabitidir. Bu taktirde F; F, F5 ciro-iiggeninin ciro-koseleri cinsinden
mp = mfi +m3 +mj + 2(mymyys, + mymgyi3 + mymsy,3) (4.7)

olur. O halde Yar = Yo, » k= 1,2 olmak iizere

Ya, = Yorep = Tt (48)
Ya, = Yorep = T IS (4.9)
seklindedir. Burada,

dir.
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ao > 0 ciro-hiperbol sabiti olmak iizere bir P ciro-noktasinin bir )F;, F,, F3( ciro-

hiperbolunun tizerinde bulunmasi kosulu

a; © a, = ta,

(4.12)

olarak diizenlenebilir. a, n isareti ciro-hiperbolun kollarma gore degisir. a,, P ciro-

noktasinin konumundan bagimsizdir(Ungar, 2015).

Ozel olarak a;3 > a,3 veya a;3 < a,3 olmasi haline gdre verilen F; ciro-noktasi

)F,, F,, F5( ciro-hiperbolii tizerinde oldugundan

a3 © az3 = ag
veya

a3 © az3 = —ag

denklemlerinden birisi saglanir(Ungar, 2015).

Gama 6zdesligi gozoniine alindiginda

a,a;
yao = Yaleaz = YQl)/az {1 - SZ }
Jra -1 jra-1
= Ya,Ya, y1—
i y{l]_ )/az

= Ya,Va, ~ \/(YC%1 - 1)(]’0%2 - 1)
seklinde olur. Bu esitligin kareleri alinip yeniden diizenlenirse
2
(vé, = )&, = 1) = (Va,Ya, ~ ¥ao)
veya denk olarak

ygl + )/52 - 2)/a1ya2)/a0 + yc%o - 1 = O

elde edilir. Benzer diisiince ile

Ya, = V13Vaz + V05 — D& — 1)

veya denk olarak

‘)/513 + Ygzg - 2)/a13)/a23ya0 + )/C%O - 1 = 0

esitlikleri elde edilir(Ungar, 2015).

Boylece ciro-hiperboller i¢in asagidaki teorem verilebilir:
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Teorem 4.3.(Ciro-hiperbollerin Ciro-barisantrik Temsili) (R2, @, ®) bir Einstein ciro-
vektor diizlemi ve S ={F;,F,, F3} kiimesi ciro-barisantrik bagimsiz olmak iizere
F,,F,,F; € R% olsun. Ayrica , F; ve F,ciro-odaklarma sahip F; ciro-noktasindan gegen
ciro-hiperbol )F;F,F;(olsun. Bu takdirde )F;F,F;( ciro-hiperbolii S ye gore ciro-

barisantrik koordinatlar1 asagidaki gibi verilen P(6)noktalarinin geometrik yeridir. 0 <

0 < 2m igin
P(6) = Zi3=31 my(0)yg,F;
i=1 mi(e)yFi

Burada

my(8) = sin8(yas¥a, — ¥13) + (1 + c0s 0) (Y13¥a, — ¥23)

m,(0) = sin 6 (V13Va0 = V23) + (1 —cos 9)()’23Va0 > V13)

ms(0) = —sin 6 (V12Va0 > 1) + Y12 = Ya,

ve

Ya, = V13V23J s -D@s -1

dir. Ayrica ,Sekil 4.1 de oldugu gibi,
1. P(0)ciro-noktasi Fzden farkli F; ve Fsciro-noktalarindan gegen ciro-dogru ile ciro-
hiperbolun arakesitidir.
2. P(m) ciro-noktasi Fzden farkli F, ve F;ciro-noktalarindan gegen ciro-dogru ile ci-
ro-hiperboluniin arakesitidir.
3. P(2m) = P(0)

olur(Ungar, 2015).

Tamm 4.4. R? Einstein ciro-vektor diizleminde )F;, F,, F5(ciro-hiperbolii verilmis olsun.
)F;, F,, F3( ciro-hiperboliiniin F; ve F, ciro-odaklarindan gegcen Lp g, Ciro-dogrusuna
)F,, F,, F5(ciro-hiperboliiniin ciro-asal ekseni denir. Ciro-asal eksenin ciro-hiperbolii kesti-
gi ciro-noktalara da )F;, F,, F3(ciro-hiperboliiniin ciro-asal tepeleri adi verilir (Ungar,
2015).

Tamm 4.5. R? = (R%,®,®) bir Einstein ciro-vektdr diizlemi ve s > 0 olsun.
2(x,y), x* +y*<s? (4.19)

bu diizlem iizerindeki Kartezyen koordinat sistemi olmak tizere
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1. Ciro-hiperboliin ciro-merkezi 3 koordinat sisteminin orijini ile gakisik,

2. Ciro-hiperboliiniin F; ve F, ciro-odaklar1 ), koordinat sisteminin x — ekseni pozi-

tif veya negatif kisminda yani F; = (—c,0),F, = (¢,0),0<c<s

ise bu ciro-hiperbole kanonik konumdadir denir(Ungar, 2015).

)F,, F,, F5(kanonik ciro-hiperbolii i¢in 0 < b < s olmak {izere

Fl = (_C' 0)
F, = (c,0)
0 = (0,0)

(4.20)
(4.21)
(4.23)

dir. Bu taktirde )F;, F,, F3(= ((—c, 0), (c, 0))) kanonik ciro-hiperbolii kisaca )c,b( ile

gosterilecektir(Ungar, 2015).

X
Lemma 4.5. Bir P = [y

noktasina olan ciro-uzakligi, z > 0 olmak {izere

de(ZP) =102 @ Pll = |- 22+
52 z
ispat:

ozor=[y]o[)

1 — 1 1 _
===+ bl i e [V

SZ
1 7 x 1 V2
=—|-2z+—+—=2% ]
1-Z0 v st 14y
1 7 X 1 Yz
=—a|—z+—+ (1 —-—) x]
1-ZL " r V22 1+,
x y—1
1 |~Z2+t+ X 1 X772
— Yz Yz — y l
zX zX —
1-3 Y 1-=Zly,
Yz
Sonuc¢ 4.6. ay = 222 dir.
tz

Ispat: P = [g] =A4,,7 = [(C)] =F,F, = [_OC] ise

1 a—c
dg(Ay, F) = P la —c| = = = ||AF1l

s2 s2

22

] € RZ? ciro-noktasinin x — ekseni iizerindeki bir Z = [0] ciro-

(4.24)



1 a+c
dg(AL, F,) = m|a+ c| = W = ||A, F |l

s2 2

dea(Al'Fﬂ ©® (_dea(Asz)) =

a—c+Ag—Acta+c—Aqg—Ac
(1-4)(1+4)

2
1-A2+= -2
S

s2

C2
2(@a—-a-)

a?¢?2  a? c?

1—

s sz 52
2
2a(1 —2—2)
c? a? c?
(1-5)+50-3)
2a
v

1 a?
F(1+S—2

2a

a2

1+Z

s2

Lemma 4.7. Bir )F;, F,( kanonik ciro-hiperbolii i¢in e=c/a ve

F; = (—¢,0)

F, = (c,0)
a

K = (E,O)

olmak tizere

dg(F, A1) dg(K,A;) _ _Yorea, Yokea
dg(Fy, Az) "dg(K,Az) Yoroa, Yok®a,

Ispat:

1
de(F2, A1) = —¢la—cl
oY T

s2

1
dg(Fp,Ay) = mm + c|
SZ

a
de(K, A1) = —az |—
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1 a
dg(K,Ay) = T—l;

es2

+ c|
ve diger taraftan

ac
Yorea, = Vc¥a(1+ S—z)

ac
Yorea, = Vc¥a(1+ S—z)

ac
Yorea, = Vc¥a(l— S—z)

aa
Yokeoa, = ViVa(l+ Q)

aa
Yokea, = ViVa(l— E)

oldugundan istenilen sonug elde edilir.
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5. SONUC

Yapilan bu tez ¢alismasinda, Oklidyen geometriye cebirsel bir taban olusturan grup
ve vektor uzaylar gibi, hiperbolik geometriye cebirsel altyapi saglayan ciro-grup, ciro-
vektdr uzaylari bazi kavram ve araglar1 ile birlikte incelenmistir. Oklid geometrisinde iyi
bilinen koniklerden birisi olan hiperbol yapisi, A. Abraham Ungar tarafindan Einstein ci-
ro-vektor uzaylarinda ciro-hiperboller olarak tanimlanmis ve literatiire dahil edilmistir

Bu ¢alismada, ciro-hiperboller ve 6zellikleri kullanilarak bazi sonuglar verilmistir.
Oklidyen hiperbollere dair daha bir ¢ok &zelligin ciro-hiperbol kavramlarma uyarlanarak
cebirsel ve geometrik yeni ara¢ ve sonuglarin elde edilebilecegi diistiniilmektedir..

Matematik ve fizikte, 6zellikle de hiperbolik geometri alaninda Einstein ciro-vektor
uzaylarinda yapilacak ¢alismalarda temel kavramlari i¢eren bu ¢alismanin bir kaynak ola-

cag1 diigtiniilmektedir.
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