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1. GIRIS

Grobner tabanlar teorik olarak 1899 yilinda Gordan, daha sonra 1964 yilinda
Hironaka tarafindan kullanilmistir. Fakat Grobner tabanlarinin ger¢ek Onemi,
hesaplanabilmeleri gercegidir. Bu baglamda 1965 yilinda Bruno Buchberger

tarafindan Grobner tabanlarmin hesaplanmasini saglayan bir algoritma gelistirildi.

F bir cisim olmak {izere F[xq,X5,...,Xx,] polinom halkasinda bir ideal i¢in
tamimlanan Grobner tabani ile birlikte bu idealin tirete¢ kiimesi daha basit hale
getirildi. F[xq,x5,...,x,] polinom halkasmin bir idealinin Grobner tabanini elde
etmek i¢in F[xq, X5, ..., X, ] lizerinde bir terim siralamasi ve bir bdlme algoritmasimna
ithtiya¢ vardir. Terim siralamasi yardimiyla indirgenme islemi ifade edilerek, ¢ok
degiskenli  polinom  halkalarinda  bolme  algoritmasi  olusturulmustur.
I, F[xq, x5, ..., X,] polinom halkasinin bir ideali ve G = {g4, g5, ..., g;} sifirdan farkli
polinomlarin bir kiimesi olmak tizere G S I olsun. Her f € I — {0} i¢in Ip(g;), lp(f)
yi bolecek sekilde en az bir i € {1,2,...,t} varsa G kiimesine I ideali i¢in bir
Grobner tabani denir. F[x, x5, ..., x,,] polinom halkasinin sifirdan farkli her idealin
bir Grobner tabanina sahip oldugunu gézlemlenmistir. Grobner tabani tanimi
yardimiyla bir ¢ok teorem elde edilmisse de bu teoremler sadece bir kiimenin bir
idealin Grobner tabani olup olmadigini incelemek i¢in kullanilmig, fakat bu

teoremler bir ideal i¢in Grobner tabani bulmak i¢in yeterli olmamuistir.

Buchberger’in amaci bir cisim tizerindeki bir polinom halkasinda herhangi bir
ideal i¢in bir Grobner tabanini olusturmak i¢in S-Polinomu kavramimi tanimlamis ve
bu tabani elde etmek i¢in kendi adiyla Buchberger Algoritmasini olugturmustur. S-
Polinomu, iki polinom kullanilarak bulunan yeni bir polinomdur. Algoritmaya gore
bir ideale Grobner tabani bulmak i¢in 6nce bu idealin iirete¢ kiimesi alinir. Daha
sonra bu tirete¢ kiimesi i¢indeki polinomlarin ikiser ikiser S-Polinomlar1 bulunur ve
bulunan biitiin S-Polinomlart iirete¢ kiimesine gore indirgenir. Sifira indirgenemeyen
S-Polinomlar1 iirete¢ kiimesine eklenerek, sifira indirgenene kadar bu islem devam
eder ve sonunda istenilen Grobner tabani elde edilmis olur. Bu islem sonunda
bulunan kiime i¢inde birbiri cinsinden yazilabilen polinomlar kiimeden atilarak,

minimal ve ardindan indirgenmis Grobner tabami elde edilmistir. Indirgenmis



Grobner tabaninin tek oldugu da ispatlanmigtir. Bu sayede olusturulan indirgenmis
Grobner tabani verilen ideal i¢in bulunabilecek en uygun iirete¢ kiimesi olarak elde

edilmistir.

Tezimizin ilk boliimleri yukarida bahsedilen konular i¢in ayrilmis olup, son
bolimde katsayilar halkast olarak farkli bir cebirsel yapi olan Modiiller alinarak

Grobner tabanlari incelenmistir.



2. KURAMSAL TEMELLER

2.1. Temel Tamim ve Teoremler
Bu ¢alismada kullanilacak bazi temel tanim ve teoremler asagida verilmistir.

Tanim 2.1.1. F # @ kiimesi lizerinde tanimli iki ikili islem + ve - olsun. Asagidaki

aksiyomlar1 saglayan ( F,+, -) cebirsel yapisina bir halka denir (Callialp 2013).
H1: (F,+) bir degismeli gruptur.
H2: - isleminin F de birlesme 6zelligi vardir.
H3: - isleminin + iglemi {izerine sagdan ve soldan dagilma 6zellikleri vardir:
Va,b,c€Ficinalb+c)=ab+acve (a+c)b=ac+ bc.

F halkasinin + iglemine gore etkisiz (birim) elemanma halkanin sifir elemani denir
ve O ile gosterilir. Halkanin - islemine gore etkisiz eleman1 olmayabilir. Eger ikinci
isleme gore de etkisiz elemani varsa bu elemana, halkanin birim eleman1 denir ve
1 ile gosterilir. Boyle bir halkaya da birimli halka denir. Ayrica halka ikinci isleme

gore degisme Ozelligine sahip ise halkaya degismeli halka denir.
Grup, tek islemli cebirsel bir yap1 iken, halka, iki islemli cebirsel bir yapidir.

Tamm 2.1.2. F halkasinda, 0r # a € F eleman1 igin; ab = 0 (ba = 0;) olacak
sekilde 3 0 # b € F bulunabilirse a ya, F halkasinin bir sol sifir boleni (sag sifir
boleni) denir. Eger a hem sol sifir bolen hem de sag sifir bolen ise kisaca sifir bélen

olarak adlandirilir (Callialp 2013).

Tanim 2.1.3. Sifir bolensiz bir halkaya tam halka denir. Birimli, degismeli ve sifir
bdlensiz halkaya da bir tamhk bélgesi denir (Callialp 2013).

Tamm 2.1.4. F birimli ve degismeli bir halka olsun. F — {0z} = F* ifadesi ikinci
isleme (+) gore bir grup ise F ye bir cisim denir. Yani cisim; birimli, degismeli ve
sifirdan farkli her elemanin tersi olan 6zel bir halkadir (Callialp 2013).

Tamm 2.1.5. F bir halka ve @ # S c F olsun. F deki islemlere gore S alt kiimesi
kendi basina bir halka ise S ye F halkasmin bir alt halkasi denir (Callialp 2013).



Onerme 2.1.6. F bir halka ve @ # S c F olsun. S nin, F nin bir alt halkas1 olmasi

icin gerek ve yeter sart Va,b €S i¢in, a—b €S ve ab € S olmasidir (Callialp
2013).

Tammm 2.1.7. K, F halkasinm bir alt kiimesi olsun. F nin K y1 kapsayan biitiin alt
halkalarinin arakesitine K min iirettigi alt halka denir ve (K) ile gosterilir. K nin

elemanlarma da (K) nin iirete¢leri denir (Callialp 2013).
Ornek 2.1.8.Q da, K = {%} nin irettigi alt halka;

a, a;
_+_

>0 Z,i =0,1,2
5 22+ ...+?|r_ ,1r,a; €EZ,i =0,1, ,...,r}

{ao +
dir.
Tanim 2.1.9. F bir halka ve @ # I c F olsun.
i)Vabeligin a—belve
ii)Vael veVr eFicin, ra €l (veyaar € 1)

ise I ya F nin bir sol (veya sag) ideali denir. Hem sol, hem de sag bir ideale iki

tarafh ideal veya kisaca ideal denir (Callialp 2013).

Tammm 2.1.10. K, F halkasinin bir alt kiimesi olsun. F nin K y1 kapsayan biitiin
ideallerinin arakesitine K mn iirettigi ideal denir ve (K) ile gosterilir. Eger K = {a}
tek elemanli bir kiime ise K nin iirettigi ideale temel ideal denir ve (a) ile gosterilir
(Callialp 2013).

Onerme 2.1.11. F degismeli bir halka ve @ # K < F ise K nin iirettigi ideal

N t

<K>: Zriai-l_znjbj'riEF" leEZ,ai,bj €K,s,teN

i=1 j=1
dir (Callialp 2013).
Sonug 2.1.12. F birimli ve degismeli bir halka ve @ # K c F ise K nin iirettigi ideal

S
(K)={zriai|ri EF,a,€EK,seN1<i<s

i=1

dir (Callialp 2013).



Sonug 2.1.13. F birimli ve degismeli bir halka ve a € F ise
(a) = aF = {ar|r € F}
dir (Callialp 2013).
Tamm 2.1.14. F halkasinimn, bir I idealine gore tanimlanan denklik siniflar1 arasinda;
(a+DO®B+D=(@+b)+L(a+DOB+I) = (ab) +1
ile tanimlanan @ ve © islemlerine gore F /I bir halkadir. Bu halkaya F nin [ idealine

gore boliim halkasi denir ve F /I veya ; seklinde gosterilir (Callialp 2013).

Tamm 2.1.15. x;,x,, ..., x, ‘ler bilinmeyen ve B = (B1,B2, -, Bn) € N", B; €N,

i =1,2,..,n olmak iizere x8 = x5 . xP2. . xPn

(Adams and Loustaunau 1994).

ifadesine kuvvet ¢arpimm denir

Tamm 2.1.16. F bir halka, x bir bilinmeyen ve F halkasindan secilen ay, ay, ... , a
katsayilar1 olmak iizere, ag + a,x + -+ + axx* seklindeki bir ifadeye F den katsayili
bir polinom denir. F den katsayili tiim polinomlar halkas1 F[x] ile gosterilir.
X1,X5, ..., Xy bilinmeyenler i¢inde yine katsayilar1 F den segilerek olusturulan

Flxq, x5, ..., x,] ifadesine n degiskenli polinom halkasi denir (Callialp 2013).

Ornek 2.1.17. f =2x; —x3+5 iki degiskenli, f =x%+2x,—x3x,+ 1 dort

degiskenli polinom halkasinin birer elemanidir.

Tamm 2.1.18. F[xy,x,,...,x,], F lizerinde n degiskenli polinom halkasi olsun.

f(xq, %2, o, xp) € Flx1, %5, ..., X,] polinomlari, i =1,2,..,n igin B; ENve r € F

olmak tizere r - xiﬁ " terimlerinin sonlu toplamidir (Adams and Loustaunau 1994).

Onerme 2.1.19. Biitiin kuvvet carpimlarinm kiimesi
™ = {xfl -xgz . -xﬁ"l B; EN,i = 1,2,...,n}

olmak tizere F[xq,X,, ..., X,] polinom halkasi taban1 T™ olan bir F —vektor uzayidir
(Adams and Loustaunau 1994).

Tanmm 2.1.20. n € Z* icin

F* ={(r,1y, ..., ) | EF,i=1.2,..,n}



ifadesine afin n —uzayi denir (Tasg1 2018).
Ornek 2.1.21. F = R ise F* = R"™ ye Oklid n —uzay1 denir.

Onerme 2.1.22. F bir halka ise F[x] de bir halkadir (Tasc1 2018).

Onerme 2.1.23. F bir halka olsun.
i) F birimli ise F[x] de birimli,
ii) F degismeli ise F[x] de degismeli ve
iii) F tamlik bolgesi ise F[x] de tamlik bolgesidir (Tasc12018).
Tamm 2.1.24. f € F[xy, X5, ... ,X,,] i¢in f = 0 denkleminin ¢dziimlerinin kiimesi
V(f) ={(r,71y ....,1) € F*|f(r, 15, ..., 1) =0} S F™

seklinde olup V(f) kiimesine f tarafindan tanimlanan varyete (variety) denir (Adams
and Loustaunau 1994).

Ornek 2.1.25. V((x —1)? + y?2 + 22 —4) = {(x,y,2) e R®|(x — 1)? + y? + z? =
4} € R? olup, xyz —koordinat sisteminde (1,0,0) merkezli ve r = 2 yarigaph bir

kiire belirtir.

Tamm 2.1.26. f,, f5, ..., fs € F[xy, X5, ..., X,,] polinomlari verilsin.
i=0f£=0,..,=0 (2.1.1)

sisteminin biitiin ¢éziimleri V( fi, f5, ..., f;) varyete kiimesi olarak tanimlanir ve

V(fl’fZ' "'lf:S‘) = {(rlerJ ---;rn) E Fnlf;:(rl,rz, ...,Tn) = 0,l = 1,2, ...,S}

seklindedir. Burada

V(i fore ) = [ VD

seklindedir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 2.1.27. V(x?+y% —16,x — y> + 4) € R? varyete kiimesi x? +y? =4

cemberi ile x = y2 — 4 paraboliiniin xy —koordinat diizleminde kesisimidir.

Bununla birlikte genel olarak;

S ={fIf € Flxy, x5, ..., x,]} € Flx1, %5, ..., Xp]



ise,
V(S) ={(r, 1y ..., 1) € FM|Vf € Sicin f(ry, 13, ...,1,) = 0}

kiimesi tanimlanir.

N

I = (flle""}f_;‘) = {z uiﬁ|u1: € F[xl,xz, ...,xn],i = 1,2,...,5 ,

i=1
Flx{,x5,...,x,] nin bir idealidir. Burada {fi,f5,..,f;}, I idealinin bir iireteg
kiimesidir. Varyete kiimesini daha basit yazabilmek i¢in I = (fy, f5, ..., f) ideali g6z
oniine alinirsa, V(fi, f3, ..., f;) varyete kiimesi i¢in istenilen daha basit gosterim,

I ={f1, f2, .-, f) ideali i¢in daha iyi bir iirete¢ kiimesidir.
Teorem 2.1.28. (Hilbert Taban Teoremi)

i)I, Flxq,x5, ..,x,] polinom halkasinin herhangi bir ideali ise I =

(fi, f2, -, f5) olacak sekilde fi, f5, ..., fi € F[xq, x5, ..., X, ] polinomlar1 vardir.

ii) Eger L €I, <<, S, Fl[x{, x5 ..,%,] polinom halkasindaki
ideallerin artan bir zinciri ise Iy = Iy.q = Iy4, = -+ olacak sekilde bir N € N
vardir (Ozenir 2011).

Tamim 2.1.29. F degismeli bir halka ve I; €1, € --- € I, € -+, F nin ideallerinin
artan bir zinciri olsun. Iy = Iy, = Iy4, =+ olacak sekilde bir N € N varsa F
halkasina Noetherian Halka denir (Ozenir 2011).

Teorem 2.1.30. Degismeli bir F halkasi i¢in asagidaki kosullar denktir.

i) I,F nin herhangi bir ideali ise I=(fi,f,, ...,f;) olacak sekilde

fi, f2, -, fs € F elemanlar1 vardir.

ii) Eger I, €I, €SI, S, F nin ideallerinin artan bir zinciri ise
Iy = Iyyq = Iyyp = -+ olacak sekilde bir N € N vardir (Ozenir 2011).

Ispat: (i) = (ii): I, €I, € - S I, € -, F nin ideallerinin artan bir zinciri olsun.
Boylece I = U~ I, kiimesi F nin bir idealidir. Bu durumda i = 1,2, ...,s igin f; € I
oldugundan f; € Iy, olacak sekilde N; €N vardir. N = max;<;<sN; olsun.
Dolayisiyla her i = 1,2, ...,s i¢in f; € Iy dir. [; € I, € --- € [, € --- artan bir zincir

ve



oldugundan

olur. Buradan I = I ifadesi elde edilir.

(ii) = (i): (ii) nin sagladigimn fakat (i) nin saglamadig1 varsayilsm. Yani I, F
nin elemanlarmin sonlu bir kiimesi tarafindan {iretilmesin. Bu durumda I =
(fi, f2r oo for for1, ) OlUr. f; € I olsun. O zaman f, & (f;) olacak sekilde bir f, € I
vardir. Yani (f;) & (fi, f2) olur. Benzer sekilde f; € (f;, f,) olacak sekilde bir
f5 € I vardrr. Buradan (f;) & (f1, f>) G (fi, f2, f3) olur. Bu sekilde devam edilirse

<f1) & (fl)fZ) = (fl)f21f3) G & (flleJ rfs) C (fl!fZ’ ’fs’fs+1> G -

seklinde artan bir zincir bulunur. Bu (ii) ile ¢elisir. Dolayisiyla (i) saglanmalidir.

Teorem 2.1.31. F bir Noetherian Halka ise F[x] bir Noetherian halkadir (Adams and
Loustaunau 1994).

Yukaridaki Teorem ve n iizerinden tiimevarim kullanilirsa F[xq, x5, ..., X, ]
polinom halkasmin bir Noetherian halka oldugu goriiliir. Bu ise Teorem 2.1.28 in

kanitidir.

2.2. Tek Degiskenli Polinomlar icin indirgenme

[Ik etapta F[x] polinom halkas: ile ilgili bazi temel tanim ve bilgileri
verilecektir. Daha sonra bu tamim ve bilgileri ¢ok degiskenli polinomlara

genellestirilecektir.

Tammm 2.2.1. 0 # f € F[x] igin f polinomundaki x degiskeninin en biiyiik
kuvvetine f polinomunun derecesi denir ve degf ile gosterilir (Adams and
Loustaunau 1994).

Tammm 2.2.2. 0 # f € F[x] i¢in f polinomundaki en biiyiik dereceli terime f

polinomunun bas terimi denir ve lt(f) ile gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).



Tammm 2.2.3. 0 # f € F[x] i¢in f polinomundaki bas terimin katsayisina f
polinomunun bas katsayisi denir ve lc(f) ile gosterilir. ay, aq, ...,a, € F ve a, # 0

olmak iizere
f=aux"ta,_1x" =1+ -+a;x+ag
ise
degf =n1t(f) = anx™ lc(f) = a
olur (Adams and Loustaunau 1994).
Tanmm 2.2.4. f = a,x™ + a,_x™ 1 + -+ a;x + ag ve

g=Dbpx™+by_1x™—14+ -+ bix+by, n=deg(f) =m=deg (g)

iki polinom olmak tizere f nin g ile bolinmesinde ilk adim Z—"xn‘m - g carpimini f
m
polinomundan ¢ikarmaktir. Burada Z—:lx"‘m = % olup, h=f —%g nin ilk

kalan oldugu goriiliir. Bu islem f polinomunun g polinomu tarafindan h polinomuna

- ’ . g . i . .
indirgenmesi denir ve f — h ile gosterilir. Burada kalan polinomunun derecesi

bdlen polinomdan kiigiik ¢ikana kadar indirgenme islemi devam eder ve

FIShShS . Sh,

seklinde yazilabilir. Bu tekrarlanan indirgenme adimlar1 kisaca
*h
—
f—he
ile gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 2.25. f = x*+2x3 —4 ve g = 2x? + x € Q[x] olsun. f polinomunun g

. . vqee e . I x?  3x 3 3x
polinomu ile boliimiinden elde edilen bolim g = St Ve kalan r = P 4

olarak bulunur. Boliim ve kalani kullanarak f = (x2_2 + %x - Z) g+ (%x —4 ) ifadesi

elde edilir. Simdide Tanim 2.2.4 e gore indirgenme islemi yapilacaktir. h = f —

4 3
Mg formiilinden h, = x* 4+ 2x3 —4 — = (2x2 + x) = 2 — 4 ilk kalan elde
it(g) 2x? 2

3x3

. 3 = 2
edilir. Ikdnci adimda hy, = hy =55 g = (= 4) = @2 +x) = =5 —4

elde edilir. h, polinomunun derecesi g polinomunun derecesine esit oldugu i¢in son



bir indirgenme islemi daha yapilacaktir. O halde;

3x2
_py k) 3%, T
hs = h, 1t(g) 9=77 4 2x2

(2x% +x) =2 — 4 ifadesi elde edilir ve

f ifr h; seklinde gosterilir.

Teorem 2.2.6. F bir cisimve 0 # f, g € F[x] olsun. Bu durumda
f=q-g+rver=0yadadeg(r) <deg(g)

olacak sekilde tek tiirlii belirli g, 7 € F[x] vardir (Adams and Loustaunau 1994).

Asagida Bolme Algoritmasi olarak bilinen Algoritma 2.2.1 verilmistir.

Girdi: g # 0 olmak tizere f, g € F[x] almsin

Cikti: 3q,r€F[x]2f=q-g+7r,vr=0veyadeg(r) < deg(g)

1 Baslat: g :==0;7r:=f

2 Tekraret: r # 0 ve deg(g) < deg(r) oldugu siirece asagidaki islemler

yapilir
=g 4
3 4= atyy
4 o= — 20

it(g)

Algoritma 2.2.1. Tek Degiskenli Polinomlar i¢in Bélme Algoritmasi

Ornek 2.2.7. f =x*+2x3—4ve g =2x%+x € Q[x] olsun. £ polinomunun g

polinomu ile boliimiinden olusan boliim ve kalan Algoritma 2.2.1 ile bulunur.
Baslat: q :=0;7r:=f =x*+2x3 -4

x2

1.ADIM:q:=q + ) _ 0+x_4:_

1t(9) 2x2 2
rmr =20 gt —a- et 4 x) =2 -4
. ¥,
2.ADIM:q:=q+ll;g—;;:%+2i—2:%+%x
3 323 3 3 2 2
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3x2
t(r) x?  3x | —— _ x? n 3x 3
it(g) 2 4 222 2 4 8

3.ADIM: q:=q +

2
_w@ s, T
1t(g) 9=—7 2x2

ri=7 (2x2+x)=3?x—8

olup, deg(r) =1<2=deg(g) oldugundan algoritma tamamlanarak bdliim

2
q= x? + %x —Z ve kalan r = %x — 8 seklinde bulunur.

Iki polinom tarafindan iiretilen idealin {irete¢ kiimesi su sekilde

degistirilebilir: I = (f,g) olsun. f Sh oldugu varsayilsm. h=f —%9

oldugundan I = (h,g) dir. Dolayisiyla I idealinin iirete¢ kiimesinde f yerine h
yazilabilir ve bu sayede [ idealinin {irete¢ kiimesi degistirilmis olur. Bu fikir

tekrarlanarak kullanilirsa agagidaki sonug elde edilir.

Teorem 2.2.8. F bir cisim olmak iizere F[x] polinom halkasindaki her ideal tek bir

eleman tarafindan tiretilir (Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: I, F[x] in sifirdan farkl1 bir ideali olsun. g # 0 ve n = deg (g) en az olacak
sekilde g € I olsun. Herhangi bir f € I i¢in, Teorem 2.2.6 dan g, € F[x] ve r =0
veya deg(r) < deg(g) = n olacak sekilde f = qg + r elde edilir. Eger r # 0 ise

r = f —qg € I olup bu ise g nin se¢imi ile ¢eligir. Boylece
r=0,f =qgvel €(g)

olur. g, I nin eleman1 oldugu igin ters kapsama da saglanir ve dolayisiyla esitlik

durumu elde edilir.

Dikkat edilmelidir ki Teorem 2.2.8 deki g polinomu sifirdan farkli sabit bir
carpan farkiyla tektir. Yani eger I =< g, >=< g, > ise g, boler g, ve g, boler g,
dir. Ayn1 zamanda burada {g} kiimesi I = (fi, f5, ..., f;) ideali igin ‘daha iyi’ bir
iirete¢ kiimesidir. Burada g polinomunun nasil bulunacagina bakilacaktir. Iki
polinom tarafindan firetilen I € F[x] ideali i¢in I =(f;,f,) olsun. f; ve f,

polinomlarinin en biiyiik ortak boleni gcd(f;, f,) = g ise;

e g, f1Vef, yiboler,
e Egerh € F[x], f; ve f, yi bdliiyorsa h|g,
e lc(g) =1 (yani g moniktir)

11



dir.

Onerme 2.2.9. f; ve f, den bir tanesi sifirdan farkli olmak iizere f;, f, € F[x] olsun.
Bu durumda, gcd(fi,f,) vardir ve (fi,f>) =(gcd(fi,f>)) dir (Adams and
Loustaunau 1994).

Ispat: Teorem 2.2.8 den (f;, f,) = (g) olacak sekilde bir g € F[x] vardir. g sifirdan
farkli bir sabit ¢arpan farkiyla tek oldugundan lc(g) = 1 oldugu kabul edilebilir.

g = gcd(fy, f>) oldugu gosterilecektir. fi, f, € (g) oldugundan g|f; ve g|f, dir.
Simdi, h polinomu f; ve f, yi bolen bagka bir polinom olsun. g € (fy, f>)
oldugundan

g =uifi +uf;

olacak sekilde u;,u, € F[x] vardir. Dolayisiyla, h|g olup istenen elde edilir.

Sonug olarak eger en biiyiik ortak bdlenin bulunmasi i¢in bir algoritmaya sahip ise
ashinda (f;, f,) ideali igin tek elemanli bir iiretec kiimesi bulanabilir. Oklid
Algoritmas1 yukarida bahsedilen Bélme Algoritmasina bagli olan bir en biiyiik ortak

bolen bulma algoritmasidir.

Lemma 2.2.10. f; ve f, den bir tanesi sifirdan farkli olmak iizere f;,f, € F[x]

olsun. Bu durumda, Vq € F[x] i¢in
ged(fy, f2) = ged(fi —q - f2, f2)
dir (Adams and Loustaunau 1994).

Ispat: (f,,f2) = (fi — qf2. f») oldugunu gérmek kolaydir. Béylece Onerme 2.2.9

dan

(ged(fi, 12)) = (fu. f2) = (i — afa, f2) = {ged(fy — af2, 12))

dir. Boylece, bir esas idealin iireteci sabit bir ¢arpan farkiyla tek oldugundan ve iki

polinomun en biiyiik ortak boleninin bag katsayis1 1 olarak tanimlandigindan,

gcd(fy, f2) = ged(fi — qf2 f2)

elde edilir.

Asagida verilen Oklid Algoritmasinda dikkat edilmesi gereken durum,

algoritma dongiisiindeki r nin derecesi, bir 6nceki r olan g nin derecesinden
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kesinlikle daha kiiciiktiir ve dolayisiyla algoritma ilerledikge r nin derecesi kesinlikle
azaldigindan algoritma sonlanir. Ayni zamanda Algoritma gcd(f, f,) yi bir ¢ikti
olarak verir ¢iinkii, her bir dongii i¢inden gecildikge, g # 0 oldugu siirece Lemma
2.2.10 dan

gcd(fy, f,) = ged(f, g) = ged(r, g)

ifadesi elde edelir. g = 0 oldugunda ise,

1
gcd(f, f2) = ged(f,0) = B0

dir. Algoritmanin son adimi ise sonug polinomunun monik oldugunu garanti eder.

Iki polinomun en biiyiik ortak bdlenini bulmak icin asagida verilen Oklid

Algoritmasina bakilacaktir.

Girdi: fi, f, € Flx], f, f> nin biri sifirdan farkh

Ciktr: f = gcd(fy, f2)

1 Baslat: f == f, ,9g = f,

2 Tekrar et: g # 0 oldugu siirece asagidaki islemler yapilir
3 f 7, buradar, f nin g ile b limiinden kalandir
4 f=g

5 g=r

6 fi= chf)f

Algoritma 2.2.2. Oklid Algoritmasi

Ornek 2.211. fi=x*+x3—-13x2—-x+12 ve f, =x>—-9 € Q[x] olsun.
gcd(fi, f>) Algoritma 2.2.2 ile bulunur.

Baglat: f :=x*+x3 - 13x2 —x+ 12,9 :=x*-9

x%2-9

1.ADIM: x* +x3 —13x? —x+ 12 —x3 —4x? —x + 12

x%2-9

— —4x%+8x+ 12

13



2
— 8x — 24

f=x%2-9, g:=8x—24

8x—24 8x—24

2ADIM: x> -9 —3x —-9——0

f=8x—-24,9g:=0

— 1 .
le(f)

f f=§(8x—24)=x—3

g = 0 bulundugundan dolay: algoritma tamamlanmis olur ve gcd(fi, f,) =x —3
ifadesi elde edilir.
Onerme 2.2.12. f;, f5, ..., f: € F[x] olsun. O zaman
D) {f1 for 0 ) = {ged(fy, fo, e £,
ii) Eger s > 3 ise gcd(fy, fo, -, fi) = ged(fi, ged(fo, -, 1))
dir (Adams and Loustaunau 1994).

fi=0,f,=0,...f,=0,i=1.2,..,s, f; € F[x] denklem sistemini ¢6zmek
i¢in ilk 6nce g = gcd(fy, f5, ..., f;) bulunur. Boylece g = 0 tek denklemini ¢6zmek

yeterli olur.

Herhangi bir f polinomunun I ={f;, f, ..., f;) idealinde olup olmadigma
karar vermek i¢in ilk 6nce g = gcd(fi,fs, ..., f;) bulunmalidir. Sonra Bdlme
Algoritmasi kullanilarak f polinomu g polinomuna béliiniir. Bu bdlmede kalanin
sifir olmasi igin gerek ve yeter sart f polinomunun I = (f3, f5, ..., fs) = (g) idealinde

olmasidir. Bu ifade
g
fel=(g)ef—0

seklinde gosterilir.

Ornek 2.2.13. fi = x> —x—6, f, =x*+x3—13x2 —x+12 ve  =x2—-9 €
Q[x] olsun. gcd(fy, f> , f3) ifadesi bulunabilir. Onerme 2.2.12 den

ged(fi, f2,f3) = ng(fngCd(fZ 'f3))

olur. Ornek 2.2.11 den ged(f,, f3) = x — 3 olup gcd(f;, x — 3) ifadesi Algoritma
2.2.2 ile bulunur.
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Baglat: f :=x?—x—-6, g:==x—3

-3 -3
1ADIM: X2 — X — 6 —52x — 6 —50

f:=x—3'g:=0

1
fi= le(f)

ged(fi, ged(fy, £3)) = ged(fi, f5 , f3) = x — 3 ifadesi elde edilir.

f =x—3, g = 0 bulundugundan dolay1 algoritma tamamlanmis olur ve

2.3. Cok Degiskenli Dogrusal Polinomlar icin indirgenme
Bu boliimde her bir i = {1,2, ..., s} i¢in f; dogrusal polinom olmak tizere

f1=01f2=01 lf;‘=0 (231)

denklem sistemi g6z Oniine almacaktir. Satir eselon form indirgeme metodu

kullanilacaktir.

Ornek 2.3.1. fi =x+2y—2z,f, =3x+y + 2z € R[x,y,z| dogrusal polinomlar

olsun. I = (f;, f,) idealini ve

{3xx-l-_l-2)3/+_2zz_=00 (2.32)
sisteminin ¢oziimii olan V = (fj, f,) variety kiimesi géz Oniine alalim.
Bu sistemin katsayilar matrisi iizerinde satir indirgeme metodu kullanilirsa
s 1 2170 5 5l
olur. (2.3.2) sisteminin ¢éziimleri,
{x_+5}2/3:5§ _ 8 (23.3)

sisteminin ¢oztimleri ile aynidir. Satir indirgeme yontemi I = (f, f,) ideali igin
irete¢ kiimesini degistirme yoludur. Yapilan satir indirgemesi ile f; = —5y + 5z

polinomunun f; ve f, polinomlarinin dogrusal bilesimi olarak yazildig1 goriiliir.

fs = f>, —3f1 oldugundan f; € (f},f;) =1 dir. Diger taraftan f, = f5+ 3f;
oldugundan f, € (fi, f3) olur. Sonu¢ olarak I = (f}, f;) = (f1,f3) elde edilir ve
I = {f1, f>) ideali igin yeni lirete¢ kiimesi {f;, f3} seklinde elde edilir. Elde edilen bu
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f5 polinomunda sadece y ve z degiskenleri var iken f; ve f, polinomlarinda y ve z
degiskenleri ile birlikte x degiskeni de bulundugu igin f; polinomu, f; ve f,

polinomlar1 kullanilarak indirgenemez.

2.4. Terim Siralamalan

Tamm 2.4.1. Tanim 2.1.15 de x;* -xfz " -xf" ifadesini kuvvet ¢arpimi olarak

tanimlamist1 ve biitiin kuvvet ¢arpimlarinin kiimesi
T ={xf 2 g eNi =12,

seklinde ifade edilir. “Tam siralama’ olmasi i¢in, x%, x# € T™ olmak iizere x% <
xP,x® > xP veya x* = xF ifadelerinden biri olmasi1 gerekir. Iste bu siralamalara

terim siralamasi denir (Adams and Loustaunau 1994).

Tek degiskenli polinomlarda terim siralamasi ig¢in derecesi biiyiik olan
degisken ilk terim olarak alinir, birden fazla degiskenli polinomlarda terim siralamasi
icinde bazi tamimlar verilecektir. Terim siralamalar1 i¢cin degiskenler arasindaki

srralamanin mutlaka verilmesi gerekiyor.

Tanmmm 2.4.2. T" {izerinde asagidaki sartlar1 saglayan “ <" tam siralamasma T™"

tizerinde bir terim siralamasi denir (Adams and Loustaunau 1994).
Dx*+1,Vx*e€T"igin 1 < x% dur.
ii) Eger x* < xP ise VxP € T™ igin x% - xP < xP - xP dur.

Ornegin tek degiskenli durumda 1<x<x?<x3<:-<x"<-- seklinde

stralanir.
Tamm 2.4.3. T" lizerinde x; > x, > - > x, Ve a = (aq, &y, ..., ),

B = (B1, B2, -, Brn) € N™ olmak tizere iki farkli ; ve B; koordinatlarindan soldan ilk
bilesenden baslayarak  a; < f8; kosulu saglanirsa x* < xf ifadesine alfabetik

siralama (lexicographical) denir ve lex ile gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).
Ornegin ii¢ degiskenli durumda x > y > z olmak iizere
1<z<yz<y?<y?z<x<xyz<x?<x?z®’<x?’y<x3?

seklinde siralanir.
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Tanmmm 2.4.4. T™ fizerinde x; > x,> - >x, Ve a=(a;,dz ..,a,), B =
(B1, Bz, ) Brn) € N™ olmak iizere terimlerin kuvvetleri olan a; ve B; lerin toplaminda
biiyiik olanin terimi daha biiyilk olur, kuvvetler toplami esit olan terimlerin
stralamasi iginde alfabetik siralama kullanilir, buna gore x* < xP ifadesine dereceye
gore alfabetik siralama (degree lexicographical) denir ve deglex ile gosterilir
(Adams and Loustaunau 1994).

Ornegin ii¢ degiskenli durumda x > y > z olmak {izere
1<z<x<xz<xy<xy?<y?z?<x?y?<xyz’<xy?z?
seklinde siralanir.

Tammm 2.4.5. T" fizerinde x; >x, > >x, Ve a=(a;,dy, .., a,), B =
(B1, Bz, ---» Br) € N™ olmak lizere terimlerin kuvvetleri olan a; ve B; lerin toplaminda
biiyiik olanin terimi daha biiyiik olur, kuvvetler toplami esit olan terimler @ ve f igin
sagdan itibaren farkl ilk a; ve f; koordinatlari i¢in «@; > [5; siralamas1 saglanir, buna
gore x* < xP ifadesine dereceye gore ters alfabetik siralama (degree reverse

lexicographical) denir ve degrevlex ile gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).
Ornegin ii¢ degiskenli durumda x > y > z olmak iizere
1<y<z?<xyz<y?z?<xyz?<x%yz<xy?

seklinde siralanir.

2.5. Bolme Algoritmasi ile Polinomlarin Indirgenmesi

Tamm 2.5.1. F bir cisim olmak lizere F[x;, X5, ..., X,] polinom halkas1 iizerindeki

bdlme algoritmast ile indirgenme islemi yapilacaktir.
XmeT , rneF,i=12,...,k, X" >X" > ... > X"
icin f € F[xq, X5, ..., X,] polinomu
f=rX™M + X"+ 4 X
olarak yazilir.

e f nin en biiyiik dereceli teriminin kuvvet carpimi Ip(f) = X™

e f nin en biyiik dereceli teriminin katsayis1 lc(f) = r;

17



e f nin en biyiik dereceli terimi [t(f) = r X™
olarak tanimlanir (Adams and Loustaunau 1994).
Ornek 2.5.2. f = 3xyz? — 5x%yz + xy® + xy?> + 7x — 6 ve x > y > z olsun,

e lex siralamasima gore

Ip(f) = x*yz
le(f) =5
lt(f) = —5x%yz

e deglex siralamasina gore

Ip(f) = x*yz
le(f) =5
lt(f) = —5x%yz

e degrevlex siralamasina gore

Ip(f) = xy?
le(f) =1
It(f) = xy3

dir.

g .
Tanmim 2.5.3. g # 0 ve f,g,h € F[xq,x;, ..., x,] igin f — h ile gosterilen f nin tek
adimda g modiiline gore h ya indirgenmesi i¢in gerek ve yeter sart [p(g) nin f

polinomunun sifirdan farkli bir X terimini bolmesidir. Burada, h = f — lt)((? - g dir

(Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 254. f= 3x?y—5xy+7x—6,9g= 2x+y € Q[x,y] ve x>y igin
deglex siralamast ve Tanim 2.5.3 kullanilarak f polinomu, g polinomu yardimiyla
indirgensin.

Ip(g) = x,1t(g) = 2x,lp(g) = x|3x%y oldugundan X = 3x2y olsun

X 3x2
hl=f—@-g:3x2y—5xy+7x—6—%(2x+y)

18



3xy?

= —=5xy + 7x — 6
Ip(g) = x,lt(g) = 2x,lp(g) = x _3x2_y2 oldugundan X = —3x2y2 olsun.
hy = hy — ——- g=—5xy + 7Tx — 2L _6 __3x2yz(2 +y)
2 =M Ty 9TV T X 2 2 EXTY

3
=—5xy+7x+3%—6

Ip(g) = x,lt(g) = 2x,lp(g) = x|-5xy oldugundan X = —5xy olsun.

3
h3=h2—L-g=—5xy+7x+3%—6—

5xy
lt(g) X (2x + y)

2
3 2
=7x+X 6+
4 2

Ip(g) = x,lt(g) = 2x,lp(g) = x|7x oldugundan X = 7x olsun.

X

S SI 392 o 5 _x _3 e Ty
h, = h ™ g=7x+=-—6+= 2x(2x+y)— 6t

2 2
olur. Elde edilen bu h, polinomundaki higbir terim Ip(g) = x e boliinmediginden

dolay1 indirgenme islemi burada bitmistir ve f polinomu, g polinomu yardimiyla

indirgenme basamaklarindan gegerek h, polinomuna indirgenmistir yani,

z g 3y3 g 3y3 5y?
-6 —>—5xy+7x+%—6—>7x+ Z -6+ ;

g 3x
f— —5xy+7x— 4

AN AP
2 2

olur. Burada dikkat edilmesi gerecken durum, indirgenme basamaklarinda

indirgenecek her polinomdan alinacak keyfi bir terim Ip(g) ye bolinmek

zorundadir, higbir terim boliinmedigi zaman indirgenme islemi tamamlanmais olur.

Tamm 2.5.5. f,h € F[x;,x5,...,%,], ve i =1,2,...,s igin f; # 0, olmak iizere
F[xq, x5, ..., X,] polinom halkasindaki polinomlarin bir kiimesi G = {f}, f5, ..., fs}

olsun. Eger
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olacak sekilde iy, i,,...,i; € {1,2,...,s} indislerin bir dizisi ve hy, h,,...,hi_1 €

Flxy, x5, ..., X,] polinomlarmin bir dizisi varsa f polinomu, G kiimesine gore h
polinomuna indirgenir denir ve f —:_h ile gosterilir (Adams and Loustaunau
1994).

Ornek 256. f=xy3+1,fi=x—y,, =y?€Qlx,y], G={f,,,} ve x>y

icin deglex siralamasi kullanilarak f i; 1 oldugunu gosterilecektir.
Ip(f1) = x, lt(f;) = x, Ip(fy) = x|xy3 oldugundan X = xy3 olsun.

X 3
h1=f_@'f1=Xy3+1—%(x—3’)=1+y4

In(f,) = v2,1t(f,) = y?, Ip(f,) = y?|y* oldugundan X = y* olsun.

X

he =hi =5y

4
fr=1+y' -1y =1
. fi f2 . : G N
Boylece xy3 + 1 —— 1 + y* —— 1 ifadesinden f — 1 oldugu goriiliir.

Ayni 6rnek igin f;, ye gore ilk dnce islem yapalim.

In(fy) =y, 1t(f,) = y?, Ip(f,) = y?|xy? oldugundan X = xy3 olsun.

X
it (f2)

3
hy=f— 'fzzx)’3+1—xyiz3’2:1

f:
p(f) =x1t(f) =xIp(f)=x+1  oldugu  i¢in  f—>1 ifadesinden
f i}r 1 oldugu goriiliir.
1 <i<sigin f; # 0 olmak iizere f, fi, f2, ..., fs € F[xy, X5, ..., X, ] Vverilsin,

Asagida verilen algoritma ile uq,uy, ..., us € F[xq, x5, ..., x,] bolimler ve r €

F[x4, %3, ..., X, ] kalan olmak {izere

f=wfi+ufo+-tufs+r

bulunur.
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Girdi: £, £, fo) o, fs € Flxy, %, o xn], f; 20 (1 < i < 5).

Cikti: uy, uy, ..., ug,r. Burada, f = u fy +uyfo + -+ ufs +r, v, {fi, fo, -, fs} YE
gore indirgenmis ve max(Ip(u)lp(f), lp(u)p (), ..., lp(ue)lp(fy), lp(r)) =
Ip(f) dir.

1 Baslat: u; == 0,u, :==0,...,u;:==0,r=0,h = f
2 Tekrar et: h # 0 oldugu siirece:
3 Eger Ip(f;)|lp(h) olacak sekilde i varsa bu durumda

Ip(f;)|lp(h) olacak sekilde en kiiglik i indisi segilir ve

_ 1t(h)
4 u; = ui+lt(fi)
g km o :
5 h:=nh _— fi islemleri yapilir
6 Aksi halde
7 r:=r + lt(h)
8 h:= h —It(h)

Algoritma 2.5.1. Cok Degiskenli Polinomlar i¢cin Bélme Algoritmasi
Ornek 257. f=xy3+1, fi=x—y, L =y?€Qlx,y], G ={fi,f,} ve x >y
icin deglex siralamasi ve Algoritma 2.5.1 i kullanilarak f i}rr deki r polinomu
bulunmaya caligilsin.

Baslat: u; :=0,u, :=0,r:=0,h:=f =xy3+1
1.ADIM: Ip(fy) = x,lp(h) = Ip(xy® + 1) = xy?3 ifadesini boler

_ 1it(h)
1t(f1)

it(h) xy3

v 3. a3 Y
lt(fl)—0+x—y,h-—h fi=xy’+1 x(x y)

U ==uq +
=y*+1
2.ADIM: Ip(f;) = x,lp(h) = lp(y* + 1) = y* ifadesini bolmez

In(fy) = y%,Ip(h) = Ip(y* + 1) = y* ifadesini boler

t(h)
1t(f2)

4
0+5 =y h=h—

le(f2)

4
Uy = Uy + f2:y4+1_§_2(y2):1
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3.ADIM: Ip(f,) = x,lp(h) = Ip(1) = 1 ifadesini bdlmez
Ip(f,) = y?,Ip(h) = Ip(1) = 1 ifadesini bolmez
r=r+ltth)=0+1=1,h=h—-1lt(h)=1-1=0

h = 0 oldugundan algoritma tamamlanir.
G
f—>+T'= 1vef =u1f1 +qu2 +T=y3'(x—y)+y2'y2+ 10|up

p(f) = max(lp(uy)lp(f), lp(u)p(f2), p(r))
=max(y3-x,y%-y%1)
= max(y3x,y* 1)
= y3x
dir.
Teorem 2.5.8. Algoritma 2.5.1, sifirdan farkli polinomlardan olusan bir G =

{fi, fr -, fs} kiimesi ve f € F[xy,x5,...,x,] i¢in r kalan polinomu G ye gore

indirgenmis ve

Ip(f) = max(max;<iss (0 W)ip(£)), Ip(r))
olmak iizere
f=ufi tufo ++tusfs+r
olacak sekilde
Uy, Uy, oo, U, T € Flxq, X5, .o, X0
polinomlar tiretir (Adams and Loustaunau 1994).

f polinomu Teorem 2.5.8 deki gibi olmak tizere, f —r € (fi, f5, ..., f5) dir.
Dolayisiyla, eger r = 0 ise f polinomu (f3, f>, ..., fs) idealinin bir elemanidir. Ancak,
bu durumun tersinin dogru olmasi gerekmez. Yani, f polinomu {fi,fs, ..., fs)
idealinin elemani olabilir ancak f nin {fi, f5, ..., f;} ile bolimiinden kalan sifir

olmayabilir.

Ornek 2.5.9. f = y?x —x € Q[x,y] polinomu goz oniine almsin. f; = yx —

v, =y?—x € Q[x,y] olmak iizere I = (f},f,) € Q[x,y] olsun. y > x olmak
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f; f:
iizere deglex siralamasi ve Algoritma 2.5.1 kullanilarak f —1>y2 —x 50 ve

fi>+o elde edili. Gergekten f = yf, + f, dir ve buradan f eI olur. Ancak

Algoritma 2.5.1 de f; ve f, nin siras1 degistirilirse (algoritmada dnce f, kullanilirsa)
f:

f Zx?—x olup x2 — x polinomu {f, f>} ye gore indirgenmistir. Bdylece, f nin

{f1, f>} ile boliimiinden kalan sifir olmamasina ragmen f polinomu (f;, f,) idealinin

bir elemanidir.

Burada karsilasilan bu sikintili durum, tek degiskenli polinom halkalarinda,
daha 1y1 bir iirete¢ kiimesi olan en biiyiik ortak bolen bulunarak agilmisti. Cok

degiskenli polinom halkalarinda ise bu sikint1 Grobner taban kavramu ile asilacaktir.
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3. MATERYAL VE YONTEM

3.1. Grobner Tabanlar

Tammm 3.1.1. Bir [ idealindeki sifirdan farkli polinomlardan olusan G =
{91, 92, -, gs} kiimesinin I nin Grobner tabani olmasi igin gerek ve yeter sart her
0+ f €1 igin Ip(g;) boler lp(f) olacak sekilde i € {1,2,...,s} olmasidir (Adams
and Loustaunau 1994).

Tanm 3.1.2. S © F[xq, X5, ..., X,] i¢in
Lt(S) =t(NHI f €S)
idealine S nin bas terim ideali denir (Adams and Loustaunau 1994).

Teorem 3.1.3. F[xq,x5,...,x,] polinom halkasinin sifirdan farkli bir ideali I ve
G =1{91,92 ...,9:} €1 sifirdan farkli polinomlarin bir kiimesi olmak {izere

asagidaki ifadeler denktir.

i) G, 1 ideali i¢in bir Grobner tabandir.

ii)felof i>+0 olmasidir.

iii) f € 1 © Ip(f) = maxyeies (Ip(R)Ip(g; ) olmak iizere f = ¥3_, by g;

olmasidir.

iv) Lt(G) = Lt(I) (Dummit and Foote 2003).
Ispat: (i) = (ii) G,I ideali igin bir Grobner taban1 ve f € F[xy, X5, ..., x,] olsun.
Teorem 2.5.8 den f i_:r olacak sekilde G kiimesine gore indirgenmis bir r €
Flx1, %5, ..., X,] eleman1 vardir. Boylece f —r € I olur. Dolayisiyla f € I olmasi
icin gerek ve yeter sart r € [ olmasidir. v = 0 ise ( yani f i>+0) f €1 oldugu

agiktir. Tersine f €I ve r # 0 ise r € I ve (i) den Ip(g;)|lp(r) olacak sekilde bir

i € {1,2,...,s} vardir. Bu ise r polinomunun G kiimesine gore indirgenmis olmas ile

celigir. Boylece r = 0 olmalidir. Yani f i_: 0 dir.

()= (i) felof i>+o olsun. Bu durumda,
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t
G
felef—0 o f= z higi, ()= max,<i<. (I (h)1p(g:))
i=1

dir.

(iii) = (iv) G < I oldugundan Lt(G) € Lt(I) dir. Diger taraftan her f € I
icin [t(f) € Lt(G) oldugunu gostermek lt(f) ler Lt(I) nm iretegleri oldugundan

ters kapsama i¢in yeterlidir. f polinomu hipotezdeki gibi yazilirsa

16(f) = ) 1e(hIe(g)

dir. Burada toplam Ip(f) = lp(h;)Ip(g;) olan biitiin i ler ilizerinden hesaplanir.
Buradan [t(f) € Lt(G) olur. Boylece Lt(I) € Lt(G) olup Lt(G) = Lt(I) bulunur.
(iv) = (i) f € Iise lt(f) € Lt(G) dir. Buradan

lt(f) = le hilt(gl’), hi (S F[xl,xz,...,xn]

olur. Toplam ifadesi agilirsa her bir terimin bazi1 Ip(g;) ler tarafindan boliindigi
goriiliir. Boylece esitligin sol tarafindaki tek terim olan Ip(f) de, baz1 Ip(g;) ler

tarafindan boliiniir. Dolayisiyla, G kiimesi I idealinin bir Grobner tabani olur.

Sonug¢ 3.1.4. G = {94, 92, ---, g5} kiimesi I ideali i¢in bir Grobner taban ise

I =(91,92, -, 9s)
dir (Dummit and Foote 2003).

Lemma 3.1.5. [ ideali sifirdan farkli terimlerin bir S kiimesi tarafindan {iretilmis ve
f € Flxy,x5,...,x,] oOlsun. f €I olmasi igin gerekli ve vyeterli kosul f
polinomundaki her X terimi igin Y|X olacak sekilde bir Y € S var olmasidir. Ayrica,
I = (S,) olacak sekilde S kiimesinin sonlu bir S, alt kiimesi vardir (Dummit and
Foote 2003).

Sonu¢ 3.1.6. F[xy,Xy,...,x,] polinom halkasinin sifirdan farkli her idealin bir

Grobner tabani vardir (Dummit and Foote 2003).

Ispat: Lemma 3.1.5 den Lt(I) bas terim ideali sonlu bir iireteg kiimesine sahiptir.
91,92, -, gs €1 olmak ftizere bu kiimenin {lt(g,),lt(g;),...,lt(gs)} oldugu

varsayilsin. G = {g4, g2, ..., gs} iS€

25



Lt(G) = Lt(I)
dir. Dolayisiyla, Teorem 3.1.3 den G kiimesi / ideali igin bir Grobner tabanidir.

Onerme 3.1.7. F[xy,X,,...,x,] polinom halkasmin bir G = {g;, 9, .., g5} alt
kiimesinin Grobner tabani olmasi i¢in gerek ve yeter sart (G) ideali i¢in bir Grobner

tabani olmasidir (Adams and Loustaunau 1994).

Teorem 3.1.8. G ={g4,92,..,9s} kiimesi sifirdan farkli polinomlardan olusan
Flxq,x5, ..., X,] nin bir alt kiimesi olsun. G nin bir Grobner tabani olmasi i¢in gerek
ve yeter sart her f € F[xy,x,,...,x,] i¢in f nin G ye boliimiinden kalanin tek

olmasidir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 3.19. f=xy>—x,fi=xy—xf,=y*—x€Q[x,y] , R={f1,fo} ve
x >y i¢in deglex siralamasi kullanilarak f %0 ve f i}rxz — x ifadeleri elde

edilir. x2 — x polinomu R kiimesine gore indirgenmis bir polinomdur. Dolayisiyla
kalanlar esit olmadigindan R = {f;, f,} kiimesi (f;, f,) ideali i¢in bir Grobner taban
degildir.

Ornek 3.1.10. f, =x+z, f, =y — x € Q[x,y, z] polinomlar1 gdz dniine almsm.
R ={f.,f,} ve I =(fi, f,) olsun. Q[x,y,z] lizerinde z > y > x olmak {izere lex
siralamasimi kullanarak R polinomlar kiimesinin I ideali i¢in bir Grébner taban
oldugu gosterilecektir. It(f;) = z,lt(f,) =y ve Lt(R) = (It(fy), lt(fy)) dir.
Lt(R) = Lt(I) oldugu gosterilmesi lazim. Lt(R) < Lt(I) oldugu agiktir. f € [ igin
herhangi bir (t(f) € Lt(I) almsm. lt(f) € Lt(R) = (lt(f1), lt(f3)) = (z,y) olacak
sekilde bir f € I oldugu varsayilsm. O zaman [t(f) ifadesi z ve y degiskenleri
tarafindan boliinemez. Bdylece terim siralamasi lex oldugundan dolayr z ve y
degiskenleri f polinomunun higbir teriminde goziikkmez. Dolayisiyla f, sadece x

degiskenine bagli bir polinom olur. Yani f € Q[x] olur. f € I = (f;, f,) oldugundan

3h,(x,v,2),h,(x,y,2) € Q[x,y,z] 2 f = (x+2) - hy(x,y,2) + (y — x)h,(x,y,2)
dir. f polinomunda y degiskeni olmadigindan yukaridaki f polinomu ifadesinde y

degiskeni yerine x degiskenini yazmak sorun yaratmaz. Boylece
f=@+2z) hi(xx2)+ (x—x)h,(x,x,2)

olur. Buradan
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f=&+2) h(xx2)ve(x+2)|f

dir. Bu ifade f polinomunun sadece x degiskenine bagli olmasi ile ¢elisir. Bu
lt(f) € Lt(I) iken t(f) ¢ Lt(R) olmasindan kaynaklanir. O halde Lt(I) € Lt(R)
olur. Boylece Lt(R) = Lt(I) dir ve R kiimesi I ideali igin bir Grébner tabanidir.

Ornek 3.1.11. f, =x+2z, f, =y — x € Q[x,y, z] polinomlar1 géz oniine almsm.
R ={f., 2} ve I =(fi, f,) olsun. Q[x,y,z] lizerinde x >y > z olmak {lizere lex
siralamasini kullanarak R polinomlar kiimesinin [ ideali i¢in bir Grobner taban
olmadig1 gosterilecektir. It(f;) = x,t(f,) = —x ve Lt(R) = (lt(f)), lt(f,)) dir. R
polinomlar kiimesinin I ideali i¢in bir Grdobner taban olmadigni gostermek i¢in
Lt(R) # Lt(I) oldugunu gostermek lazim. Lt(R) = Lt(I) oldugunu kabul edilsin,
dolayistyla Lt(R) € Lt(I) oldugu agiktir. f € I i¢in herhangi bir [t(f) € Lt(I)

alinsin.

le(f) & Le(R) = (1t(f1), 1t(f2)) = {x, —x)

olacak sekilde bir f € I oldugu varsayilsin. O zaman [t(f) ifadesi x degiskeni
tarafindan boliinemez. Boylece terim siralamasi lex oldugundan dolay1 x degiskeni f
polinomunun higbir teriminde géziikmez. Dolayisiyla f, sadece y, z degiskenlerinden
biri ya da ikisine bagli bir polinom olur. Yani f € Q[y], f € Q[z] veya f € Qly, z]
olur. f €1 =(f, ;) oldugundan

3h (x,y,2), h,(x,,2) € Qx,y,2] 3 f = (x +2) - hy(x,y,2) + (¥ — X)h2(x,y, 2)
dir. f polinomunda x degiskeni olmadigindan yukaridaki f polinomu ifadesinde x
degiskeni yerine y degiskenini yazmak sorun olusturmaz. Boylece

f=0+2) h(y.2)+ G -yhy2)

olur. Buradan

f=W+2) h(x,yz)ve(y+2)|f

dir. Bu ifade f polinomunun sadece y,z degiskenlerinden biri ya da ikisine bagl
olmasint dogrular. Bu [t(f) € Lt(I) iken [t(f) ¢ Lt(R) olarak almmasindan
kaynaklanir. O halde Lt(I) € Lt(R) olur. Buda Lt(R) = Lt(I) esitligi ile gelisir.
Dolayisiyla Lt(R) # Lt(I) olup R kiimesi I ideali i¢in bir Grobner tabani degildir.
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O halde bir terim siralamasina gére Grobner taban olan kiime farkli bir terim
siralamasina gore Grobner taban olmayabilir. Bu kisimda sadece Grdbner tabanin
varlig1 hakkinda bilgi verilmistir. Bir sonraki kisimda ise bu tabanlarin nasil

bulunacagina deginilecektir.

3.2. S-Polinomlar1 ve Buchberger Algoritmasi

Tamm 3.2.1. f ve g, Flxy, %, ...,x,] de sifirdan farkli iki polinom ve L =
lem(Ip(f), lp(g)) olsun.

L 'f— L .
() ' TieCg) Y

polinomuna f ve g nin S-Polinomu denir (Adams and Loustaunau 1994).

S(f.g) =

Ornek 3.2.2. f = 4x?> —y, g = 3y® —x € Q[x,y] ve y > x olmak iizere deglex

siralamasi alinsin.
Ip(f) = x?,1t(f) = 4x2,1p(g) = y3,1t(g) = 3y3 ve

L =lem(lp(f),lp(g)) = lem(x?,y3) = x2y? elde edilir.

L L x2y3 x2y3 x3
3

_ _x
k) iy 9T e TV Ty B 0 =5

S(f.g) =

olur.

Lemma 3.2.3. fi, f2, -, fs € Flx1, %5, .., xp] Ve her i =1,2,...,s i¢in Ip(f;) = X #
0 olsun. i =1,2,...,s igin ¢; € F olmak tizere f = };5_; ¢;f; olsun. Eger Ip(f) < X
ise f polinomu, katsayilar1 F cisminde olmak iizere 1 <i<j<s icin S(f;, f;)

polinomlarmin bir lineer kombinasyonudur (Adams and Loustaunau 1994).

Teorem 3.2.4. (Buchberger) G = {g1, 92, -, 9t} Flx1, x5, ..., x,] de sifirdan farkli
polinomlardan olusan bir kiime olsun. G nin I idealinin bir Grobner tabani olmasi

icin gerek ve yeter sart her i # j igin
G
$(g1,9;)— 0

olmasidir (Adams and Loustaunau 1994).
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Ispat: =: G ={9,,9,,...,9¢} kimesi I ={gy, 9y, ..., g,) idealinin bir Grobner

tabani olsun. S-Polinomu tanimindan V i # j i¢in S(gi,gj) €l ={g1,9, -, 9;:) dir.

Boylece Teorem 3.1.3 (ii) den Vi # j igin S(gl-,g]-) i}r 0 olur.

G . C
&: Vi+#j i¢in S(gi,gj)—>+0 olsun. G nin I =(g4,9,,...,9:) i¢in bir
Grobner taban oldugunu gosterecegiz. Bunun i¢in Teorem 3.1.3 kullanilacaktir.

f € I olsun. O zaman f polinomu g; polinomlarmin bir lineer kombinasyonu olarak

yazilabilir.

X = maxi;<;(Ip(hy) - Ip(9:))

en kiiciik olacak sekilde

t
f= Z hig;
i=1

seklinde yazilsin (burada terim siralamasimin iyi sirali olma 6zelligi kullanilmastir).

X =Ip(f) ise Teorem 3.1.3 den G kiimesi, I = (g4, 95, ..., 9¢) i¢in bir Grobner
tabanmidir. Aksi takdirde Ip(f) < X dir. f nin X den daha kii¢iik bir terimle temsili
bulunacagindan bu bir ¢eliski olacaktir. S = {i |Ip(h;) - lp(g;) = X} olsun. i € S

icin h; = ¢; - X; + "daha kiiciik terimler” yazilsin.

gzzci'xi'gi

i€S
olarak ayarlansin. Bu durumda, her i € S icin
Ip(Xi - 90) = lp(Xy) - Ip(g:) = lp(hy) - Ip(g;) =X

dir. Fakat Ip(g) < X dir. Lemma 3.2.3 den

g= z dij - SXi - 9i,X; - g5)
i,jJES
i*j
olacak sekilde d;; € F vardr. Burada,
X =lem(lp(X; - g1, lp(X; - 9)))

dir. Dolayisiyla, X;; = lem(Ip(gy), In(g; )) olmak iizere,
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X X
S(X" "Gir X 'gf) - mlx" i 1t(x;g;) X 9;

X X

Xi+9i— 1t(X))It(g;)

T w(ltgn "X g;

ot gt (1K) = Kk = %
T oxlt(gy) U 9i xjlt(g;) 9 oldugundan
X L, __X ..

T 1e(g;) 9gi it(g;) 9gi

1 1
— X .  — — .
(lt(gi) 9t " ) g’)

_M( 11 )
it I gy 9

_L( . A A )
~xy\ieeo I gy 9
X
=X—US(gi,gj)
bulunur. Hipotezden,
G
$(91.9;)—0

olup S(X; - g, X; - g,-) il 0 olur. Bu ifade

t
S(Xi-9:,X;-9;) = Zhijv "Gy

v=1

seklinde gosterilebilir. Burada Teorem 2.5.8 den

MaAX1<p<t (lp(hijv) -Ip(gy )) =lp (S(Xi “9i, X gj))
< max (lp(Xigi),lp(ngj)) =X

dir. Bu ifadeler yukarida g de yerine koyulur ve g de f de yerine yazilirsa
max1sist(lp(h§) -Ip(g; )) < X olmak iizere

t
f= z hig;
i=1

elde edilir. Bu ise bir ¢eliskidir.
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Sonu¢ 3.2.5. G = {g4, g2, ..., g} sifirdan farkli polinomlarin bir kiimesi olsun. G nin

bir Grobner taban olmast i¢in yeter ve gerek sart her i # j (1 <i,j < t) igin

v (591 9;)) = maxscuee(Ip(hyjy) - Ip(gy )) olmak iizere

t
S(gi9;) = Z hijy * 9v
v=1

olmasidir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 3.26. f=xy—x,f, =x>—y € Q[x,y] ve x <y olmak iizere terim
siralamasi deglex olsun. R = {fj, f} olsun. (f, f;) ideali i¢in bir Grobner taban

bulunmaya ¢alisilsin.
Ip(f1) = xy,Ip(fy) = x2,1t(fy) = xy,lt(f;) = x?
L = lem(lp(f), Ip(f)) = (xy,x?) = x2y

S f)=—~"fi— 'fz=%-(xy—x)—’%-(xz—y)=y2—x2

_Lab
lt(f ) 1t(f2)

R
S(fi, f2) = }’2 —x2—>+h1

2 2 2 2 —x? 2 2 —x? 2 2
yi-x?—>h =y*—x —m-fﬁy X - (Y =yt oy =

dir. f3 polinomu R kiimesine gore ve sifirdan farklidir. Dolayisiyla R kiimesine

eklenir. Yani R" = {f;, f>, f3} olur. Bu durumda S(f;, f>) i}r 0 olur.
Ip(fs) = y%, 1t(f3) = y2, L= lem(Ip(f), p(£3)) = (xy,y?) = xy?

Shuf) =g i i =2y =) =2 (=) = 0

L
lt(f ) 1t(f3)

Buradan S(f3, f3) - 0 olur. L = lem(Ip(fy), p(f3)) = (x%,y?) = x2y?

L
lt(f3)

_ x*y? 2 x%y? 2 3 2
Stafs)=r="Ff— = (=) = P ) =yt Aty

lt(f )

In(f1) = xy,x%y yiboler

+x2y h n *%y
— RN e —
Y3 4%y S hy = —y® 4 xty =22

— _y3 2, _ XY —
h=-y Aty =y = %)
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= _y3 4 x2
Ip(f,) = x%,x? yiboler

2

3 2 J2 3 2 _ X 3 2 _x* 2 3
—y +x°—hy=—-y +x° - ==y +xt ==& —y)=-y’+y

1t(fy)
Ip(f3) = y%, —y? iibdler
3 fs 3 -y? 3 -v3 2 2
YAy Dhe =y ty - i= oyt y (- y) =yt ty
3 y
Ip(f3) = y?, —y? yibdler
2 2

f3 -y 4
N R L T AN S S 2_y)=0

4

R
Boylece S(f2, f3) = 0 olur. Biitiin S-Polinomlar sifira indirgenmistir. Dolayisiyla

R' = {fi, f>, f5} kiimesi (f;, f,) ideali i¢in bir Grobner tabani olur.

Girdi: R = {fi, fo, -, fs} S Flx1, %5, ., X, fi =0 (1 < i < 5) alinsin.

Ciktr: G =1{91,92 -, 9:},{f1, f2, -, f) i¢in bir Grobner tabani istenmektedir.

1 Baslat: G :=R,G = {f. fi}| f; # . /i, f; € G}

2 Tekrar et: G: # @ oldugu siirece asagidaki iglemler yapilir

3 Herhangi bir {f, g} € G segilir
A G=6-1{{f g}

G : . -
5 S(f,9) — h burada h polinomu G ye gore indirgenmistir.
6 h # 0 ise agagidaki islemler yapilir
7 G =G U{{u,h}| Vu € G icin}
8 G =G U{h}

Algoritma 3.2.1. Grobner Tabanlar icin Buchberger Algoritmasi

Teorem 3.2.7. i=1,2,..,s i¢in f; # 0 olmak lizere R = {f3, f5, ..., fs} Verilsin.
Buchberger Algoritmasi (Algoritma 3.2.1) I = (fi, f5, ..., fs) ideali icin bir Grobner

tabani tiretir (Adams and Loustaunau 1994).
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Ornek 3.28. fi=y>+xy+x% fLb=x+y, 3=y €Q[x,y] ve x <y olmak
lizere terim siralamasi lex olsun. I = (f}, f5, f5) ideali i¢in bir Grobner tabani

bulunmaya caligilsim.
Baslat: G = {f,, />, f:} G = {{fu, o}, {Ufu. £33, (o, 23}
LADIM: G = {{f,, s}, (£, fs}}

[1e(F) = y2, 1t(f) = y,L = lem(Ip(£), Ip(£)) = lem(y?,y) = y?]

L y: o2 2 y? 2
=70ty +x®) =Ty +x) =x

S(fi. f2) = TS)

lt(f)f

S(fufa) =x*—x% = h
h # 0 oldugundan f,: = x2 olsun.
G = {(f 3. (0 52 U o) U i} U i3}, G = s o S £
2.ADIM: G = {{£, s}, (. i} (o fi (s £i2)
[1t(f) = ¥, 1e(fs) = y, Ly = lem(Ip(£,), Ip(f3)) = lem(y2,y) = y?]

L f =L 4 ay +x2) — 2 () = yx 4 a2
3T W Ty TX yy—yx+x

S(fi. f3) = TN,

wfi—

lt(f)
2 f2 G
S(fllfS) = yx +Xx _>01 S(fpfs) _>+0

3.ADIM: G = {{f,, i}, (i, fi}. (s, fu}}
[Lz = lcm(lp(fz), lp(fs)) =lem(y,y) = J’]

Saf) = s ps =2 +x) =2 =x

lt(f ) lt(f3)

S(F f) = x i>+x = h, h # 0 oldugundan f;: = x olsun.

g = {{fl'ﬁl-}l {fZ' ﬁl-}' {f3' ﬁl-}l {fllfS}l {fZ' fS}! {f3'f5}' {ﬁl-’ fS}} ) G = {flﬂfZ,f3' ﬁl-' fS}
4.ADIM: G = {{fz'ﬁ}}' Iz fab e s (o, fs . s 5 ), {f4'f5}}
[1t(f,) = x2, Ly = lem(Ip(f), p(fy)) = lem(y?,x?) = y2x?]

L3

2\ —
lt(f)f (y +xy+x2)— (x) yx3 + x*

S(fl f4) = fi—

lt(f )
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SUuf) = yx* + x4 250, 5(h, £) 5 0

5.ADIM: G = {{fs, fu}, {fu, s} {fo, 53 (Fs. 153, {fi £33}

[Ly = lem(Ip(£), p(f))) = lem(y, x?) = yx?]

Ly
It(fa)

S(far fa) = fo— f4=%(}’+x)—3%2(x2)=x3

lt(f)
S ) = x3 250, S(F £,) 50

6.ADIM: G = {{fs, s}, (fo fs 3. {fs fs 1 U £}

[Ls = lem(lp(f), lp(f)) = lem(y, x?) = yx?]

Lg

lt(f)f 4 ( )~ 5 (x2)=0

S(fs,fa) = —=f —

lt(f)
7.ADIM: G := {‘(fz:fs}; {fz, fs} {fzufs}}
[1t(fs) = x,Lg = lem(Ip(f), lp(fs)) = lem(y?,x) = y?x]

Lg

S(fi. fs) = )

2 2
wihmas = 0Pty + %) () = yxt + i

lt(f)
2 3 f2 G
S(fifs) =yx*+x _>015(f1»f5)_>+0

8.ADIM: G = {{fs, f5}, {fu, f53}
[L7 = lcm(lp(fz), lp(fs)) = lem(y,x) = yx]

Sofs)=—=f— = st%(J"Fx)—);—x(x):xZ

lt(f ) le(fs)

S(fZ'fS) = xzio! S(fZJfS)i_:O

9.ADIM: G = {{f,, f}}
[Lg = lem(Ip(f), Ip(f3)) = lem(y, x) = yx]

SUafo) = pish—aigh =5 M-S @=0

lt(f ) t(fs)

10.ADIM: G =0

[Lo = lem(ip(f), Ip(fs)) = lem(x?,x) = x?]
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=50 -S@=0

x2

_ Lo _ Lo
SUn f5) = 25 e ~ 7

G = @ oldugundan algoritma tamamlanir. Boylece G = {fi, f>, f5, fa, f5} kiimesi
I = {f1, f>, f5) ideali igin bir Grobner tabanidir.

3.3. Indirgenmis Grobner Tabanlar

Onceki konularda Grobner tabanin olup olmadigmi ve nasil bulunacagmni,
bulunan Grobner tabani i¢in degiskenlerin veya polinomlarin sirasi degistirildigi
zaman Grobner tabanin degistigini ya da bulunamadigi ifade edilmisti. Bu boliimde
Grobner tabanindaki polinomlara belirli kosullar koyarak bu Grdébner tabaninin

tekligi ifade edilmeye calisilacaktir.

Tamm 3.3.1. I, F[xq, X5, ..., X, ] polinom halkasinin bir ideali ve G = {g4, 95, ..., 95},
I ideali igin bir Grébner taban olsun. Eger her i igin lc(g;) = 1 ve her i # j igin
Ip(g), (g j) yi bolmiiyorsa G Grobner tabanina minimal Grobner tabani denir
(Adams and Loustaunau 1994).

Lemma 3.3.2. G = {94, 92, ..., gs}, I ideali i¢in bir Grobner taban olsun. Eger Ip(g,)
boler Ip(g,) ise {g,,...,gs} kiimesi de I igin bir Grobner tabandir (Adams and
Loustaunau 1994).

Sonug 3.3.3. G = {g1, 92, ---» 95}, I ideali i¢in bir Grobner taban olsun. G polinomlar
kiimesinden bir minimal Grobner taban elde etmek igin, j # i iken Ip(g;) bdler

Ip(g;) olacak sekildeki biitiin g; ler ¢ikarilir ve geriye kalan tiim g; ler lc(g;) ye

boliniir (Adams and Loustaunau 1994).

Tanmim 3.3.4. G = {g4, g, .., gs} bir Grobner taban olsun. Her i i¢in lc(g;) = 1 ve
g; polinomu G — {g; } kiimesine gore indirgenmis ise G = {g,, g2, ..., gs} Grobner
tabanina indirgenmis Grobner tabam denir. Yani, her i icin g; nin j # i iken
Ip(g;) ye boliinen sifirdan farklhi bir terimi olmamalidir (Adams and Loustaunau
1994).

Sonu¢ 3.3.5. G = {91, 92, -, 9s}, | ideali igin bir minimal Grobner taban olsun.

Asagidaki indirgeme islemleri géz 6niine alinsin:

H
g1 —>1+ hy, hy polinomu H; = {g,, gs, ..., g5} kiimesine gore indirgenmis
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H
9> —2>+ h,, h, polinomu H, = {hy, g3, ..., gs} kiimesine gore indirgenmis

H
I3 —>3+ hs, hs polinomu H; = {hy, hy, g4, ..., g} kiimesine gore indirgenmis

HS - . . . .
9s— hs, hg polinomu Hy = {hy, h,, ..., hs_, } kiimesine gore indirgenmis.

Bu durumda, H = {hq, h,,...,hs} kiimesi I ideali i¢in bir indirgenmis Grobner

tabandir (Adams and Loustaunau 1994).

Teorem 3.3.6 (Buchberger). Belirli bir terim siralamasi alinsin. O zaman sifirdan
farkli her I ideali bu terim siralamasina gore bir tek indirgenmis Grobner tabanina

sahiptir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 3.3.7. Ornek 3.2.8 e tekrar bakalim. Sonug 3.3.3 e gore {f3, fs} ve {fo, fs}
kiimelerinin her ikisinin I = {f}, f,, f5} ideali i¢in bir minimal Grobner tabani oldugu
goriiliir. f; = y ve fs = x oldugundan {f;, fs} , I ideali i¢in bir indirgenmis Grobner
tabanidir. f, =y + x oldugundan f; i kullanarak f, polinomu y polinomuna

indirgenebilir. O halde
fs X
ytx—y+x-——()=y

olup {f,, f} kiimesi indirgenmis Grobner taban degildir. indirgenmis Grobner tabani

tek oldugundan {f,, fs } kiimesinden elde edilen Grobner tabani {f3, fs} kiimesidir.
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4. ARASTIRMA BULGULARI

4.1. Modiiller

a,
a

Bu kisimda A degismeli bir halka ve A® = :2 la, €A,i=1.2,..,tpde A
Qg

a,

a
kiimesinin t. dereceden kartezyen carpimi olsun. Buradaki ;2 siitun vektorleri

sadelik olmasi agismdan (a4, a,, ..., a;) seklinde yazilacaktir.

Tanim 4.1.1. M toplamsal degismeli bir grup olmak iizere eger M nin elemanlarinin
A nin elemanlari ile ¢carpimi (skaler ¢arpim) asagidaki sartlar1 sagliyorsa M ye bir A-
modiil denir (Adams and Loustaunau 1994).

i)VxeAveVmeMigcnx-meM
iDvxeAvevVvmm e Micnx(m+m')=x-m+x-m’
ii)vVx,x' eAveVvmeMigin(x+x") m=x-m+x"-m
iv)Vx,x’ €A veVvmeMiginx-:(x'-m)=(x-x")m
VVVmMEMiginl-m=m

Tanmm 4.1.2. x € A ve (a,,ay, ..., a;) € A olmak iizere

a, xa,
a, xa,

x| .“|=| ."|yadax(ay,a,,..,a) = (xaq,xa,, ..., xa;)
a; xa;

ifadesine At de skaler garpimi denir. A® modiilii, bir tabana yani lineer bagimsiz

vektorlerden olusan bir iirete¢ kiimesine sahip oldugu igin serbest modiil olarak

adlandirilir (Adams and Loustaunau 1994).
Ornegin;
e; = (1,0,..,0),e, = (0,1, ...,0), ..., e, = (0,0, ...,1)

vektorleri A modiilii i¢in standart tabandir.
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Tanim 4.1.3. M bir A-modiil olsun. M nin herhangi bir S alt kiimesi M deki
islemlere gore kendi basma bir A-modiil oluyorsa S ye M nin bir alt modiilii denir.

Ornegin, eger a,,a,, ..., as ler At de vektorler iseler
M = {b1a1 + bzaz + -+ bsas |bl € A,l = 1,2, ...,S} c At

kiimesi A® nin bir alt modiiliidiir. Bu alt modiil (a,,as,, .., as) € A* seklinde
gosterilir ve {ay, a,, ..., as} kiimesi M nin iirete¢ kiimesi olarak adlandirilir (Adams

and Loustaunau 1994).

Tanmm 4.1.4. M = (a,,ay, ...,a;) S A* olsun. Eger a; vektorlerini bir mxs S
matrisinin siitunlar1 olarak diistiniiliirse, M matrisine S nin siitun uzayi denir (Adams
and Loustaunau 1994). Yani;

b
b,
M =1{Sblb=|"7|€A®
bs
olup verilen bir a € At igin,
Sh=a (4.1.1)

matris denklemiyle belirlenen t lineer denklem sistemi (b € A® nin koordinatlar1 olan

bilinmeyenlerle birlikte) a vektoriiniin M de olup olmadigi sorusuna doniistiiriilebilir.

t = 1 olmas1 durumunda, yani M nin A nin bir ideali ve (4.1.1) denkleminin sadece
bir denkleme sahip olmasi halinde bu problem “Ideal ait olma problemi” dir. A® deki
diger lineer cebir problemleri de bu yolla modiil teorik sorulara doniistiiriilebilir. Bu
boliimde bu sorulara A = F[x4, x5, ..., x,] durumunda cevap verebilmek i¢in bazi

algoritmalardan bahsedilecektir.

[k olarak genel modiil teorisi ile ilgili baz1 konulara deginilecektir. Esasen
Hilbert Taban Teoreminden (Teorem 2.1.28) Noetherian halkasi oldugu bilinen
Flxq, x5, ..., x,] ile ilgilenildigi g6z oniine aldiginda A halkasmin Noetherian oldugu
kabul edilecektir.

Teorem 4.1.5. A® nin her bir M alt modiilii sonlu bir iirete¢ kiimesine sahiptir
(Adams and Loustaunau 1994).
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Tamim 4.1.6. Bir M A —modiiliiniin Noetherian olarak adlandirilmasi i¢in gerek ve
yeter sart M nin her bir alt modiiliiniin sonlu iretilmis olmasidir (Adams and
Loustaunau 1994).

Eger A bir Noetherian halka ise Teorem 4.1.5 ten her t > 1 i¢in A* bir
Noetherian modiildiir. Ayrica, A® nin her alt modiili de yine bir Noetherian

moduldir.
M bir A —modiil ve N de M nin bir alt modiilii olsun.
M/N = {m+ N|m € M}

seklinde tanimlansin. M/N kiimesi yan kiimelerin bilinen toplama islemine gore

degismeli boliim grubudur. M /N grubu her x € A ve her m € M igin;
x-(m+N)=xm+ N

islemine gore bir A-modiildiir. Bu M /N modiilii M nin N ile boliim modiilii olarak

adlandirilir.

Tamm 4.1.7. M ve M’ iki A —modiil olsun. ¢p: M — M’ fonksiyonu asagidaki sartlari
sagliyorsa A-modiil homomorfizmi olarak adlandirilir (Adams and Loustaunau
1994).

i)vm,m' € M i¢in p(m + m’) = ¢p(m) + ¢p(m’)
ii) Vx € Ave Vm € M i¢in x¢p(m) = ¢(xm) dir.

Tamim 4.1.8. ¢: M —» M' modiil homomorfizmasi 1 — 1 ve 6rten ise ¢ fonksiyonuna

izomorfizmi denir ve M = M’ seklinde gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).
Tamm 4.1.9. ¢: M - M’ modiil homomorfizma ise ¢ nin gekirdegi
N = Cek(¢p) ={m € M |p(m) = 0}

ile tanimlanir (Adams and Loustaunau 1994). Burada N, M modiiliiniin ¢p(M) de M’

modiiliiniin birer alt modiiliidiir. Abelyan grup teorisinden,
M/N - ¢(M)

m+ N - ¢p(m)
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doniisimii altinda M/N = ¢p(M) oldugu bilinmektedir. Bu doniisim aslinda bir
A —modiil izomorfizmidir. Bu durum modiiller i¢in Birinci Izomorfizm Teoremi

olarak bilinir.

Abelyan grup teorisinde oldugu gibi M/N nin alt modiilleri L, M nin N vyi

iceren alt modiilii olmak tizere L/N seklindedir.

Lemma 4.1.10. Her sonlu iiretilmis M A —modiilii, herhangi bir s pozitif tamsayis1
ve A° nin herhangi bir N alt modili i¢in AS/N ye izomorftur (Adams and
Loustaunau 1994).

Tanmim 4.1.11. Eger M = A5/N ise A°/N ye M nin bir takdimi denir (Adams and
Loustaunau 1994).

Sonug¢ 4.1.12. Her sonlu iiretilmis A —modiil M, Noetherian modiildiir (Adams and
Loustaunau 1994).

4.2. Modiiller i¢cin Grobner Tabanlar

F bir cisim olmak itizere A = F[xy,x,, ..., X,] olsun. Bu kisimda Grobner
tabanlarmm A®' nin alt modiillerine genellestirilmesi hakkinda baz1 bilgiler

verilecektir.
e; = (1,0,...,0),e, = (0,1,0, ...,0), ..., e, = (0,0, ...,0,1)

At nin standart taban1 olsun. Bu durumda, A® deki bir monomiyal olarak X, A da bir
kuvvet ¢arpimi olmak iizere Xe; (1 < i < t) tipindeki bir vektor anlasilacaktir. Yani
monomiyal, A nin bir kuvvet ¢arpimu olan bir girdisi hari¢ diger girdileri sifir olan bir
siitun vektoriidiir. At deki monomiyallar A halkasindaki kuvvet ¢arpimi kavraminin
yerine kullamlacaktir. Boylece &rnegin, (0,x%x3,0) ve (0,0,x,) A3 de
monomiyaldir. Fakat (0, x; + x5, 0) ve (0, x5, x;) monomiyal degildir. Eger X = Xe;
veY = Ye; A' de monomiyal iseler, i = j ve X béler Y ise X boler Y denir. Boylece,
A3 de (0,x%x5,0),(0,x?x3,0) 1 bdler fakat (0, x;x3,0) veya (x?x3,0,0) 1 bolmez.
Eger, X boler Y ise Y = ZX olacak sekilde A halkasinda Z kuvvet carpimi vardir. Bu

durumda



olarak tanimlanir. Boylece, drnegin

(0,x{x3,0)  xfx3

(0,x2x3,0)  x?x,

yazilabilir.

Benzer sekilde, ¢ € F — {0} ve X bir monomiyal olmak {izere cX tipindeki bir
vektor terim olarak adlandirilacaktir. Boylece X = (0,x2x3,0,0) = x?x3e, olmak
tizere (0,5x%7x3,0,0) = 5X, A* de bir terimdir fakat bir monomiyal degildir. Ayrica
eger X = cXe; ve Y = dYe;, A" nin terimleri ise i = j ve X bolerY ise X boler ¥
denir.

Y y dy
X X
seklinde yazilir. Boylece 6rnegin,

(0,5x7x3,0)  5x{xi
(0,2x2x5,0)  2x%x; 2 %3

yazilabilir.

Simdi A% nin monomiyallar1 iizerinde terim siralamasmin nasil tanimlandigi

hakkinda baz1 bilgiler verilecektir.

Tanmmm 4.2.1. A® nin monomiyalleri iizerinde asagidaki sartlar1 saglayan < tam

siralamasina bir terim siralamasi denir (Adams and Loustaunau 1994).
i) A' nin her X monomiyali ve A nin her Z # 1 kuvvet ¢arpimi igin X<ZX
dir.
ii) VX,Y € At ve VZ € A kuvvet carpmmui i¢in eger X < Y ise ZX < ZY dir.

Eger A lizerinde bir terim srasi verilirse, A® ilizerinde terim siralamasi

olusturmanin iki dogal yolu vardir. Bunlar agagidaki tanimlarda verilmistir.
Tanim 4.2.2. A* nin X = Xe; ve Y = Ye; monomiyallari igin,

X<Y
X<Y & veya
X=Yvei<j
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oldugu soylenebilir. Bu siralama, A {izerindeki terim siralamasi vektordeki
pozisyondan daha 6nemli oldugu i¢in “terim pozisyondan 6nce” siralamasi olarak

adlandirilacak ve kisaca TPO ile gosterilecektir (Adams and Loustaunau 1994).

Boylece, 6rnegin iki degisken ve m = 2 durumunda A nin kuvvet garpimlari

tizerinde x < y olmak tizere deglex siralamasi kullanilirsa,
(x,0) < (0,x) < (¥,0) < (xy,0)

oldugu goriiliir.

Tanim 4.2.3. A* nin X = Xe; ve Y = Ye; monomiyallar1 igin

i<j
X<Y s veya
i=jveX<Y
oldugu soylenebilir. Bu siralama, vektordeki pozisyon A daki terim siralamasindan

daha 6nemli oldugu i¢in “pozisyon terimden énce” siralamasi olarak adlandirilacak

ve kisaca PTO ile gosterilecektir (Adams and Loustaunau 1994).

Boylece, yine Ornegin iki degisken ve m = 2 durumunda A nin kuvvet

carpimlari tizerinde x < y olmak {izere deglex siralamasi kullanilirsa,
(x,0)< (¥,0) < (xy,0) < (0,x)
dir.
Elbette bu iki siralamanin her biri {1,2,...,t} alt indislerinin farkli bir

siralamasi ile de tanimlanmis olabilir. Hangi siralamanin kullanildigini géstermek

icin 6rnegin e; < e, < --- < e, yazilacaktir.

“ < ” sembolii hem A daki kuvvet ¢arpimlari tizerindeki terim siralamasinda
hem de A' deki monomiyallerin terim siralamasinda kullanilmaktadir. Hangi

siralama i¢in kullanildigi metinden agik olarak anlasilabilmektedir.

Lemma 4.2.4. A* nin monomiyalleri iizerindeki her terim siralamasi bir iyi

siralamadir (Adams and Loustaunau 1994).

Asagida dnceki boliimlerle adaptasyonu saglayacak sekilde bazi notasyonlar

verilecektir.
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ilk olarak A® deki monomiyaller iizerinde sabit bir “<” terim siralamasi

almsm. Bu durumda, f # Oolanher f € A' i¢cin 1 < i < r,0 # a; € F olmak iizere
f=a.X;+a,X, + -+ a,.X,
yazilabilir. Burada X;, X; > X, > -+ > X, yi saglayan A® de bir monomiyaldir.
e Im(f) = X, f nin bag monomiyali.
e lc(f) = a4, f nin bas katsayis.
e [t(f) = a; X4, f nin bas terimi
seklinde tanimlanir. Ayrica, [t(0) = 0,lm(0) = 0,1c(0) = 0 olarak kabul edilir.

A daki kuvvetler ¢arpimi yerine A* deki monomiyaller kullanildigindan
tutarlilik olmast i¢cin bas kuvvet carpimlar1 yerine bas monomiyaller kullanilacak

olup “Ip” yerine “Im” sembolii kullanilacaktir.

Ornek 4.25. x <y olmak iizere A = Q[x,y] iizerinde lex siralamasi almsm.
f=2x3y —y3+ 5x,3xy? + 4x + y?) € A? olsun. Bu durumda yukaridaki Tanim
4.2.2 nin e; < e, olmak iizere TPO siralamasinda

f=—y3e,; +3xy?e, + y?e, + 2x3ye; + 4xe, + 5xe,
ifadesini elde edilir. Boylece Im(f) = y3ey, lc(f) = —1 ve lt(f) = —y3e, dir.
Diger taraftan yukarida Tanim 4.2.3 {in e; < e, olmak iizere PTO siralamasinda

f = 3xy?e, + y?e, + 4xe, — y3e; + 2x3ye; + 5xe,
ifadesi elde edilir. Boylece Im(f) = xy?e,, lc(f) = 3 ve lt(f) = 3xy?e, olur.

Simdi modiiller i¢in Grébner taban insaasinda ikinci bilesen olan indirgeme

ve Bolme Algoritmast ile ilgilenilecektir. Algoritmanin arkasindaki ana fikir
polinomlar i¢in olanla aynmidir: f yi fy, f2, ..., s ile bolerken f nin monomiyalleri f;

lerin bas terimleri kullanilarak indirgenir ve bu islem indirgeme yapilamayana kadar

devam ettirilir.

Tanmm 4.2.6. A de verilen f,g,h (g # 0) i¢in f nin h ya modiilo g ye gore tek

adimda indirgenmesi i¢in gerek ve yeter sart [t(g) nin f deki bir X terimini bdlmesi

X
veh=f— w9 olmasidir. Bu durum,
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f-2sh
seklinde gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).
h, Bolim 2.5 de oldugu gibi f ’'nin g ile tek adim bdlmesinin kalani olarak
diistiniilebilir. f den X g cikarilarak elde edilen terimler f den c¢ikarilan X

it(g)

teriminden daha kiigiiktiir. Bu islem devam ettirilir ve f deki lt(g) ile boliinebilen

biitlin terimler ¢ikarilir.

Ornek 4.2.7. f = (—y® + 2x%y,3xy? + y?> + 4x) ve g = (x + 1,y% + x) A% nin
elemanlari olsun. A% de e; < e, ile TPO ve x < y ile A = Q[x,y] da lex siralamasi

kullanilsin. Bu durumda, It(g) = (0,y?) = y?e, ve
f 2, (—y3 + 2x3y — 3x% — 3x,y% — 3x? + 4x)
AN (—y3 + 2x3y — 3x2 — 4x — 1,—3x?% + 3x)
dir..

Tanmim 4.2.8. fi, f5, ..., fs polinomlar1 sifirdan farkli olmak tizere f, h ve fi, f5, ..., s,
At de birer vektér ve R = {fi, f5, ..., fs} olsun. f nin modiilo R ye goére h ya

indirgenmesi i¢in gerek ve yeter sart

fi fi fi fiy_ fi
f=5h —5h,—> . .~ 5h,_ —5h

olacak sekilde iy, iy, ..., i, € {1,2, ..., s} indislerinin bir dizisi ve hy, hy, ..., h,_; € A

vektorlerinin mevcut olmasidir. Bu durum

f—2h

+

seklinde gosterilir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 4.2.9. f; = (xy —y,x%),f, = (x,y%> — x) € A? olsun. A% de e; < e, ile TPO
ve A= Q[x,y] da x <y ile lex siralamasi kullanilsin. R = {f;, f,} ve f = (y* +

SEER (y? + 2xy — x, —2x3 + %)
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i>(y2 + 2y —x,—2x% — 2x% + x)

oldugundan
R
f—;(y2 + 2y —x,—2x3 — 2x% + x)

dir. Burada, son vektor olan h = (y2 + 2y — x,—2x3 — 2x% + x), f; ya da f, ile
daha fazla indirgenemezdir. Ciinkii, Im(f;) = (xy,0) ve h nin ilk koordinatindaki
higbir kuvvet carpmmi xy ile bolinemez ve Im(f,) = (0,¥?) ve h ’nin ikinci

koordinatindaki higbir kuvvet ¢arpimi y? ile boliinemezdir.

Tamm 4.2.10. r, A® de bir vektor ve R = {f}, f>, ..., fs} olsun. Eger r = 0 ya da r
deki monomiyallerin hicbiri i = 1,2,..,s i¢in Im(f;) lerin herhangi biri tarafindan
boliinmiiyorsa r ye R kiimesine gorte indirgenmistir denir. Eger f i}r r ve r vektori
R kiimesine gore indirgenmis ise r ye f i¢cin R ye gore bir kalan denir (Adams and

Loustaunau 1994).

Indirgeme islemi polinomlar icin Bolinme Algoritmasina benzer bir Bolme
Algoritmas1 tanimlanmasima imkan verir. Verilen f, fi, fa, ..., fs € At (fi, for 0o fs *

0) elemanlar1 i¢in bu algoritma

f=aifi+tayfo ++agfs +r

olacak sekilde a,,a,,...,a; € A = F[xy,x,,...,x,] bolimlerini ve R ye gore
indirgenmis r € A® kalanmi geri dondiiriir. Bu algoritma, Algoritma 4.2.1 olarak

verilmistir.

Girdi: f,fi, for o s €EALile f, £0 (1< i <5)

Cikti: aq,ay, ..., a; € A,r € A (burada f = a,f; + ayfo + -+ asf; +rver,

{fi, for -, f5} ye gore indirgenmis ve max(Ip(a)Im(fy), ..., Ip(as) Im(fy), Im(r))
= Im(f) dir).

1 Baslat: a,: = 0,a,:=0,...,a, =0,m:=0,g:= f
2 Tekrar et: g # 0 iken
3 Eger Im(f;) boler Im(g) olacak sekilde bir i varsa

4 Im(f;) boler Im(g) olacak sekildeki en kiigiik i segilsin.
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lt(9)

5 ai:=ai+lt(fi)
e, D o

6 9= 9 ~ury i

7 Aksi halde

8 ri=r+1t(g)

9 g:=g —lt(g)

Algoritma 4.2.1. A* de Bélme Algoritmasi

Ornek 4.2.11. Algoritma 4.2.1 dogrultusunda adim adim ilerleyerek Ornek 4.2.9

tekrar ele alinmis olsun.
Baglat: a;:= 0,a,: = 0,7:= 0, g == (y? + 2x2%y, y?)
1.ADIM: (xy, 0) = Im(f;), Im(g) = (0,y?) yi bolmez.

(0,y%) = Im(f2),Im(g) = (0,y?) yi béler.

il it(g) _
a:=a, + 0 1
,_ it(g) » _ 0,y?)

= (y? +2x%y — x,x)
2.ADIM: Ne Im(f;) ne de Im(f,), Im(g) = (y?,0) "1 bdler.
ri=r+It(g) = (¥%0)
g =g —lt(g) = (2x’y —x,x)
3.ADIM: (xy,0) = Im(f,), Im(g) = (x2y,0) ‘1 bdler

lt(g)
=2
e X

a;:=aq +

(2x%y,0)
= (2x%y —x,x) ———————(xy — y,x*) = 2xy — x, —2x3 + x
g = (2x%y ) (xy'o)(yy ) = (2xy )

4. ADIM: (xy,0) = Im(f;),Im(g) = (xy,0) ’1 boler.
aq :=a1+m—2x+2

(f)
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— o 943 _ (2x%y,0) _ 2
g = (2xy —x,=2x% + x) =~ = (xy = y,x7)

=2y —x,—2x3—2x%+x)
5.ADIM: Ne Im(f,) ne de lm(f,), Im(g) = (y,0) "1 biler.
r:=r+1t(g9) = (y*> +2y,0)
g:i=g-1t(g) = (—x,—2x3 — 2x% + x)

dir. Hem Im(f;) hem de Im(f,) g nin geri kalan terimlerini bolmedigi igin Tekrar et
dongiisiiniin kalan dért adimi son adimla benzerdir. Sonug olarak, Ornek 4.2.9 da

yapildigi gibi
fi}r(y2+2y—x,—2x3—2x2+x) = i
ve dahasi
f=Cx+2)fi+fo+71
elde edilir.

Teorem 4.2.12. Verilen sifirdan farkli vektorlerin kiimesi R = {fi, f5, ..., fs} ve At
deki f elemani i¢in, Bolme Algoritmasi (Algoritma 4.2.1)
f=afitaf,++afs+r
olacak sekilde a,, a,, ..., ag € A polinomlar1 ve r € At vektorii liretecektir. Burada r
vektorii R ye gore indirgenmis ve
Im(f) = max(lp(a)im(f,), lp(ax)lm(fy), ..., Ip(as)Iim(fs), Im(r))
dir (Adams and Loustaunau 1994).

Buraya kadar modiillerde Grobner tabani tanimlamaya ihtiyag¢ duyulan temel
bilgiler verilmistir. Simdi modiillerde Grobner taban kavrami tanimlanabilir. M, A

nin bir alt modiilii olsun.

Tamm 4.2.13. M alt modiilii tarafindan kapsanan sifirdan farkli vektorlerin kiimesi
G ={91,92, -, 9} Nin M nin bir Grébner tabant olmasi igin gerek ve yeter sart her

f € M igin Im(g;) boler Im(f) olacak sekilde i € {1,2, ..., t} nin mevcut olmasidir.
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Eger G kiimesi (G) alt modiilii i¢in bir Grobner taban oluyorsa G ye bir Grobner

taban denir (Adams and Loustaunau 1994).

Simdi Teorem 3.1.3 ve Teorem 3.1.8 dekine benzer sekilde Grobner tabanin
karakterizasyonu verilecektir. Ilk olarak Af nin bir W alt kiimesi icin A¢ nin bir alt

modiilii olarak W nin bas terim modiilii
Lt(W) = (lt(w)|w € W) C At
seklinde tanimlansin.

Teorem 4.2.14. Asagidaki durumlar M € A" alt modiili ve g; #0 (1<i<t)

olmak tizere G = {g4, 9>, ---, 9¢} € M i¢in denktir.
i) Her f € M icin, Im(g;) boler Im(f) olacak sekilde i vardir. (yani G, M
icin bir Grobner tabandir).

G
ii) f € M olmasi i¢in gerek ve yeter sart f S A 0 olmasidir.

iii)Vf € M i¢in, f = hyg, + h,g, + -+ h g Ve

Im(f) = max,<i<:(lp(h;)Im(g;)) olacak sekilde hq, h,, ..., hy € A vardr.
iv) Lt(G) = Lt(M) dir.

v) Vf € A! igin, eger f i}rrl, f i}rrz ve ry, 1, G Ye gore indirgenmis ise
r, = 1, dir (Adams and Loustaunau 1994).

Sonug 4.2.15. Eger G = {g1, g5, ---, ¢} kiimesi A* nin M alt modiilii igin bir Grobner
taban ise M = (g4, g5, ..., g;) dir (Adams and Loustaunau 1994).

Sonuc¢ 4.2.16. A® nin sifirdan farkli her M alt modiilii bir Grobner tabana sahiptir
(Adams and Loustaunau 1994).

Simdi S-Polinomlarmmin ele alinan modiillerdeki karsiliklar1 hakkinda bazi
bilgiler verilecektir. iki monomiyalin en kii¢iik ortak katmm ne olmasi gerektigi
heniiz agik olmamakla birlikte polinom durumda yapilanlarin kopyalanmasi

yeterlidir. Dolayisiyla, X = Xe; ve Y =Ye;, A' de iki monomiyal olsun. Bu

durumda, X ve Y nin en kiigiik ortak kat1 (Icm(X,Y) ile gosterilir) olarak

o 0,i+jise
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o Le,i=jise(L=Ilem(X,Y))
anlagilacaktir.

Ormegin; lem((x%yz, 0), (xy3,0)) = (x?y3z,0) ve lcm ((x?y,0), (0,xy3)) = (0,0)
dir.

Tamm 4.2.17.0 #= f,g € A ve L = lem(Ilm(f), lm(g)) olsun.

_ L L
S(f,9) —mf—@g

vektori, f ve g nin S-Polinomu olarak adlandirilir (Adams and Loustaunau 1994).

Bu tanim, Tanim 3.2.1 deki S-Polinom tanimiyla benzerdir. Yani bas
monomiyallerin indirgendigi f ve g nin lineer kombinasyonu kullanilmaktadir. Eger
Im(f) ve Im(g) nin sifirdan farkli kendi bilesenleri farkli koordinatlarda iseler en
kiigiik ortak katlar1 sifir vektor olacagindan S-polinomlar1 da sifir olur. Diger
taraftan, eger Im(f) ve Im(g) nin sifirdan farkli kendi bilesenleri ayni
koordinatlarda iseler S(f, g) polinomu bas monomiyalleri indirgemek i¢in en etkili

sekilde olusturulur.

Ornek 4.2.18. A? iizerinde e; < e, olmak iizere TPO sralamasi ve A = Q[x,y]

tizerinde x < y olmak lizere deglex siralamasi g6z oniine alinsin. Bu durumda,

S((x? + 1,5xy° + %), (x?y,3x%y + y))

(0,x%y®) 0,x%y*)
= W(xz + 1,5xy% + x) — 0.323y) (x%y,3x3y + y)

xZ y2
= ?(x2 +1,5xy3 +x) — ?(xzy, 3x3y + )

1011 11
— (— 4 a2 A24a3 03 403
Gx"+5x" —3x Y 5x" =3y

olur. Burada S-polinomunun bas monomiyali (x?y3,0) < (0,x3y3) olmasina

ragmen her bir toplam bileseninin bag monomiyali (0, x3y?3) dir.

Teorem 4.2.19. G = {91,952, -, 9c}, At de sifirdan farkli vektorlerin bir kiimesi
olsun. Bu durumda, G kiimesinin A? nin alt modiilii olan M nin bir Grébner tabani

olmasi i¢in gerek ve yeter sart her i # j i¢in
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G
5(9u9;) —0
olmasidir (Adams and Loustaunau 1994).
Bu son teorem Grobner taban hesaplamak icin dizayn edilen Buchberger
Algoritmasmin (Algoritma 3.2.1) benzeri bir algoritmanin olusturulmasini saglar. Bu

algoritma Algoritma 4.2.2 olarak verilecektir. Aslinda bu algoritma Algoritma 3.2.1

ile aynmidur.

Girdi: R = {f,,fy, ... .} S A%, burada f, £ 0 (1< i < s) dir.

Cikti: G ={91, 92 -, 9:},{f1, f2, -, f) i¢in bir Grobner taban.

1 Baslat: G =R .G ={{f. f;}| i = f, fi.f; € G}

2 Tekrar et: G: # @ iken

3 Herhangi bir {f, g} € G se¢

4 G:=g-{{f, g}

5 S(f,9) i>+ h, burada h G ye gore indirgenmistir.
6 Eger h # 0 ise

7 G =G U {{u, h}| her u € G icin}

8 G =G U{h}

Algoritma 4.2.2. Modiiller icin Buchberger Algoritmasi

Ornek 4.2.20. (Q[x, y])? iin asagidaki vektdrleri gdz oniine almsin:

fl = (O'Y'x)'fz = (O'x'xy—x);f:a = (x!yzﬂo)'ﬁl- = (3’, O,X').

x > y olmak tizere Q[x, y] tizerinde deglex terim siralamasi ve e; > e, > e5 olmak
iizere (Q[x,y])® iizerinde TPO terim siralamasi kullamilsm. Algoritma 4.2.2

kullanilarak M =(fi, f>, f3,fs) i¢in bir Grobner taban hesaplanacaktir. G =
{fu. far f5. fu} olsun. G = {{fi, L}.{fi. fu}. {f2, fu}} e sadece Tamm 4.2.17 deki

sifirdan farkli L ile olusturulan S-Polinomlar1 karsilik gelmektedir.
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SUuf) =¥ = fo = 0,y* = 2,2) = (—x,—x = ,0)

olarak hesaplanir. Bu vektor G ye gore indirgenir. Boylece fs = (—x,—x — v,0)

olusturulur ve G ye eklenir. Daha sonra

Sfuf)=hHh—-fa=(y0)
olur. Ve yine, bu vektor G ye gore indirgenir. Boylece fg = (—y,y,0) elde edilir ve
G ye eklenir. S(f3, f2) i; 0 oldugu hemen goriiliir. Yeni vektorler olan f; ve f;

degerlendirilmesine ihtiyag olan sadece

S(fsifs) = s = xfs = (0,=2xy = ¥%,0) = (0,22 — x = ¥,0)

S-Polinomunu olusturur. Bu vektér G ye gore indirgenmis olup, f; = (0, —2xy —
x —y,0) olusturulur ve G ye eklenir. Bu yeni vektor ise degerlendirilmek iizere
sadece

G 1 1
S(fS'f7) = 2Xf3 +Yf7 = (zle _xy_y2, 0)—-:(0,—29('2 +Ex +Ey' 0)

S-Polinomunu olusturur.

f8=(0,—2x2+i+$,0) olsun ve f; I G ye ekleyelim. Bu yeni vektor

2x

degerlendirilmesine gerek olan

1 1
S fo) = 226%f; + y2fs = (2% 5372 +5%,0) — 0

ve

3 1 G
S(fr.fs) = xf7 —yfs = (0, —x? _Exy —EyZ,O)—_:O

seklindeki iki S-Polinomunu iretir. Boylece G = {fi, f2, f3, fu, f5, fe, f7, fe}, M igin

bir Grobner tabandir.

Son olarak, 3. Boliimde bahsedilen indirgenmis Grobner taban kavraminin
modiillerdeki karsilig1 tamamen ayni olup ispat verilmeksizin sadece ifadeler asagida

yer almaktadir.
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Tamm 4.2.21. G = {g1, 95, .., g:} S A" bir Grobner taban olsun. Eger her i i¢in g;
ler G —{g;} ye gore indirgenmis ve her i =1,2,...,t i¢in lc(g;) =1 ise G ye
indirgenmis Grobner taban denir. Boylece her i i¢in g; nin sifirdan farkli higbir
terimi j # i olmak iizere herhangi bir Im(g;) tarafindan boliinmez (Adams and

Loustaunau 1994).

Teorem 4.2.22. Sabit bir terim siralamas1 alinsin. Bu durumda, A! nin sifirdan farkli
her bir M alt modiilii, bu terim siralamasina goére tek bir indirgenmis Grobner tabana
sahiptir. Bu Grobner taban M alt modiilii A® den alinan sonlu sayidaki vektor ile

tiretilecek sekilde verildiginde hemen hesaplanabilir (Adams and Loustaunau 1994).

Ornek 4.2.23.  Omek 4220 tekrar ele alnsm. Bu  &rnekte
G =1{f1, fo, 3 far f5. [, f7, fg} kiimesinin M igin bir Grobner taban oldugunu
sdylenmisti. Ik olarak Im(f;), Im(f,) ve lm(f,) i boldiigii i¢in f, ve f, vektorleri G

den ¢ikarilir ancak geriye kalan kiime hala bir Grobner tabandir. Dahasi
fs —0,y* —x = y,0)

dir. Bu yiizden, M nin indirgenmis Grébner tabani

1 1 1
{(O,y,x), 0,y —x—1y,0), (O,Jc2 XY 0),(0,xy +ox

1
+3Y 0) , (0, =y,0), (x,x +y, 0)}

dir.

4.3. Modiiller i¢in Grobner Tabanlarin Basit Uygulamalar

M ={f1, f>, -, f), At nin bir alt modiilii olsun. Asagidaki problemlerin nasil
etkili bir sekilde ¢oziildiigii gosterilecektir.

i) Verilen f € A igin f nin M de olup olmadiginin belirlenmesi (modiil
eleman1 olma problemi) ve eger elemani ise f = hqfi + hyf; + -+ hgfs
olacak sekilde 44, 5, ..., hg € A larin bulunmast;

ii) A'nin verilen diger bir alt modiili M' igin M nin M' nii igerip

icermediginin ve eger M' € M ise M' = M olup olmadiginin belirlenmesi;
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iii) A™/M nin elemanlari i¢in yan kiime temsilcilerinin bulunmast;
iv) A*/M, F — vektdr uzayi i¢in bir taban bulunmas.

F={f1,fo -, fs}, A™ de sifirdan farkli vektorlerin bir kiimesi ve M =
(f1, f2, -, f5) olsun. Ayrica, G = {g4, g5, ..., g+ } herhangi bir terim siralamasina gore
M igin bir Grobner taban olsun. Ilk olarak (i) deki problem ele almsin. f € A olsun.
Teorem 4.2.14 den

fEM(:fi:_O

yazilabilir. Dolayisiyla, f € M olup olmadig1 algoritmik olarak belirlenebilir. Dahas,
eger f € M ise

f =higs +hyg, ++ hege (4.3.1)

esitligini elde etmek i¢cin Boliim 4.2 de verilen Bolme Algoritmasi uygulanabilir.

Ideal durumunda oldugu gibi eger R ve G siitunlar1 sirasiyla f; ler ve g; ler olan

matrisler olarak ele alinirsa G = R.T olacak sekilde girisleri polinom olan s X t

tipinde bir T matrisi bulunabilir.
Ornek 4.3.1. A = Q[x, y] olsun.
fi=Cyy,x), o= +xy+x2y),fs =09 fa = (% xy)

olmak iizere R = {f, f> f; fa} tarafindan iiretilen A3 {in bir M alt modiilii ele almsm.

A iizerinde x < y olmak iizere lex siralamas1 ve A3 iizerinde e; > e, > e; olmak
iizere TPO swralamast kullanilsin. Bir vektdriin bas terimi alt1 cizilerek

gosterilecektir. Ornegin;

fi=(xyyx). o= (2 +xy+x2y). = (=yxy) fi = (% xy)

dir. M igin indirgenmis Grobner taban,

g1 = (x_3+x,x2 - X, —x), gz = (x,X+x2 — x,O), gz = (X+ xZ,O,O),

ga = (xz'x'z)l gs = (szﬁi_x?)))
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ge = (x? — 2x,—x? + 2x,x° — x* — 3x3 + x2 + 2x)
olmak ilizere G = {g1,g2,g3,g4,g5,g6} dir. f = (—Zx,x —Lxy+ x) vektori goz
Oniine alinsm. f nin, M de olup olmadiginin belirlenmesi i¢in, Béliim 4.2 de sunulan
Bolme Algoritmasi uygulanacaktir (Algoritma 4.2.1):

X,94 3 2 _l'gl
—2x,—x“+x—1,x)— (=x,—1,0)

f—
xe; Ve e, herhangi bir Im(g;) tarafindan b6liinmedigi i¢in (— X, —1,0) vektori G ye

gore indirgenmistir ve dolayisiyla f, M de degildir.
Simdi g vektorii g = (yx° —yx +x,yx* +y + 2x* — x,x° + yx) olarak

kabul edilsin. Yine Bolme Algoritmasi uygulanirsa:

x%g
g = (—yx —x7 +x,yx* +y + 2x% — x, yx + x°)

x4,gz

— (—yx—x7—x5+x,y—x6+x5+2x2—x,xy+x5)

S
—3 (—x7 = x5+ 13+ x,y — x4+ x5 + 2x% — x,xy + x°)

X,94
— (—x7 = x5+ x,y—x®+x°>+x%—x,x°)

1’g
2, (=x7 — x5, — x%+ x°,x°)

14
x—,g1> (O:O:O)

bulunur. Boylece g, M dedir. Dahast;
g=x°g3+x'g, —xg3 +xgs + g, — x"g1

= —x*g; + (x* + 1)gp + (x° — x) g3 + x4
elde edilir. Simdi g, orijinal f; lerin lineer kombinasyonu olarak ifade edilmek

istenilsin. Boylece, G yi R ye doniistiiren T matrisi gz Oniine alinsin.
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hy =y24+2x%y —xy —2y+x*—x3—3x2+x+2 \I
hy,=—-y?—x?y+2y+2x*+x—2 $ (4.3.2)
hs = xy? + x3y — x%y — 3xy — 2x3 + x? + 4x | s
hy = —xy? +y2 — x3y + 2x%y + 2xy — 2y — 2x? — 3x + 2

olmak tlizere

[-1 0 0 0 -x*-y hy
1 1 0 0 x+y h, |
4.3.3
X 0 -1 0 x(1-y) h3|( )
lx—l -1 1 1 xy—-y—-x hy
T

(91 92 95 94 g5 g6l = 11 1> f5 fa] | B

ifadesini elde edilir. Boylece;
g=-x*g1+ (x*+1)g, + (x> —x)gs + xgs
= x*'(-fitfa—xfs+t-D)+ " +1(f — fa)
+(x® =) (= f5+ fu) + xfy

=x*fit+fot+xfs—fa
olur.

Simdi ise (ii) deki problem goz dniine alinsin. M, A® nin diger bir alt modiilii
olsun. M' ={f{, f5, ..., f{} denilsin. Bu durumda, M' € M olmasi i¢in gerek ve yeter
sart i =1,2,...,0 icin f/ € M olmasidir. Bu ifade yukarida tanimlanan metod
kullanilarak dogrulanabilir. Ayrica, eger M' S M ise M' = M olmasi igin gerek ve
yeter sart M © M’ olmasidir ve bu ise yine yukarida tanimlanan metod kullanilarak
algoritmik olarak dogrulanabilir. Alternatif olarak M ve M’ i¢in indirgenmis Grobner
taban hesaplanabilir ve M' =M olup olmadigin1 belirlemek i¢in A® nin alt

modiiliiniin indirgenmis Grobner tabanmin tekligi (Teorem 4.2.22) kullanilabilir.

Ornek 4.3.2. Omek 4.3.1 tekrar ele almsin. M', A3 iin {f,, fs,fs, g} tarafindan
iiretilen alt modiilii olsun. Ornek 4.3.1 de g € M oldugu gésterildiginden M‘, M nin
bir alt modiiliidiir. Ancak, Ornek 4.3.1 de ele alman siralama aynen kullanilirsa, M

icin indirgenmis Grobner taban,

g =0y+x’—x0),9=W+x%00),9% = (x%x7,—x7),
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gi= (" +x7,x° =%, —x), g5 = (x?,x,9),
ge = (x0—2x7,—x0+ 2x°,x% — x% — 3x” + x6 + 2x°)

olmak tiizere {g}, g%, 95 9u 9, g} dir. M' i¢in indirgenmis Grébner taban, M nin

indirgenmis Grobner tabanina esit olmadigi i¢in, M ve M*' modiilleri esit degildir.

Simdi, {fi, f2, f5, g} tarafindan iiretilen A3 iin M" alt modiilii gz Oniine
almirsa, yine M", M' nin bir alt modiiliidiir. Dahasi, M" nin indirgenmis Grdébner
tabanmnin, M nin indirgenmis Grobner tabani ile ayni oldugu hesaplanabilir,

dolayisiyla M" = M dir.

(iii) deki problem goz Oniine almsm. Yani, A'/M boliim modiilii i¢in yan
kiime temsilcileri bulunacaktir. G,M igin Grobner taban olsun ve f € At olsun.
Teorem 4.3.12 ve 4.3.14 den,

—
f—r

olacak sekilde G ye gore indirgenmis tek bir r € A vektoriiniin oldugu
bilinmektedir. Bu vektor, f nin G ye gore normal formu olarak adlandirilir ve N (f)

ile gosterilir.
Onerme 4.3.3. f ve g, At de iki vektdr olsun. Bu durumda,
A'/Mdef+M=g+M & Ni(f) = Ns;(9)

olmasidir. Béylece, {N; ()| f € A}, A*/M boliim modiilii yan kiime temsilcilerinin

bir kiimesidir. Dahasi,
Ng,: At - At
f = Ne(f)
donitisiimii bir F — lineer doniisiimdiir (Adams and Loustaunau 1994).

Asagidaki onerme ise (iv) deki problemi ¢ozer.
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Onerme 4.3.4. At /M, F — vektor uzaymin bir tabani, hi¢bir lm(g;) bdlmez X olacak
sekildeki biitin X € A® monomiyallerinin yan kiimelerinden olusur (Adams and
Loustaunau 1994).

Ornek 4.3.5. Tekrar Ornek 4.3.1 ele alinsm. Indirgenmis Grobner tabanin bas

terimleri,
3 3 5
X"€1,Y€2,Y€1,y€3,X"€3,X"€3
dir. Bu yiizden, A% /M, Q —vektdr uzayi igin bir taban
2 2 2 3 4
{el, Xe1,X"€q,€5,X€,X"€y,€3,X€3,X"€3,X €3, X 83}

drr.

57



5. SONUCLAR

Bu tezde oncelikle polinom halkalar1 tizerinde Grobner taban kavrami temel
tanim ve teoremler yardimiyla agiklanmis ve daha sonra bazi modiiller {izerinde

Grobner taban kavrami incelenerek aradaki farklar ortaya konulmustur.

58



KAYNAKLAR

Adams, W.W. and Loustaunau, P., 1994. An Introduction To Grobner Bases.
American Matematical Society, 289 p, ABD.

Callialp, F., 2013. Orneklerle Soyut Cebir. Birsen Yaymevi, 343 s, Istanbul.

Dummit, D. S. and Foote, R. S., 2003. Abstract Algebra. Wiley Publication, 944 p.

Ozenir, Y., 2011. Grobner Tabanlar1. Y. Lisans Tezi, Trakya Universitesi Fen

Bilimleri Enstitiisii, Edirne.

Tase1, D., 2018. Soyut Cebir. Gazi Kitap Evi, 649, Tiirkiye

59



OZGECMIS

Kisisel Bilgiler
Adi1 Soyadi Mehmet ARVAS
Dogum Yeri ve Tarihi Diyadin 1982

Egitim Durumu

Lisans Ogrenimi

Atatiirk Universitesi Fen Edebiyat Fakiiltesi Matematik

Bolimi

Yiiksek Lisans Ogrenimi

Agr1 Ibrahim Cecen Universitesi Fen Bilimleri

Enstitiisi Matematik Anabilim Dali

Is Deneyimi

Calistig1 Kurumlar

Dogubayazit Kaymakamlig1 Sosyal Yardimlasma ve

Dayanisma Vakfi

Tletisim

E-posta Adresi

mehmetarvas292619@gmail.com

60




