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OZET
Yiiksek Lisans Tezi
Cizgelerde Siiper Baskinlik Sayisinin Incelenmesi
Yagmur Ceren GUVEN

Manisa Celal Bayar Universitesi
Fen Bilimleri Enstitiisii
Matematik Anabilim Dah

Damisman: Doc. Dr. Goksen Bacak TURAN

Verilen bir G = (V, E) basit ¢izge i¢in, G’nin bir baskinlik kiimesi, D C V
seklinde tanimlanir ve bu kiime, V'\ D i¢indeki her bir tepenin D i¢indeki en az bir tepeyle
komsu olmasini saglar. Baskinlik kiimesi problemi, en kiiciik boyutta bir baskinlik kiimesi
bulmay1 amaclar ve bu en kiiciik boyut, ¢izgenin baskinlik sayisin1 verir. Bir baskinlik
kiimesi D, eger V' \ D icindeki her bir u tepesi i¢in D icinde bir v tepesi mevcutsa ve bu
v, N(v)N(V'\ D) = {u} kosulunu sagliyorsa, siiper baskinlik kiimesi olarak adlandirilir.
Bir G ¢izgesinin siiper baskinlik sayisi, 75, (G), bir siiper baskinlik kiimesinin alabilecegi
en kiiciik kardinalite olarak tanimlanir.

Bir ¢izgenin orta ¢izgesi M (G), G’nin her bir ayritina yeni bir tepe eklenmesi ve
G’de komsu olan ayritlara kargilik gelen bu yeni tepelerin ayritlarla birlestirilmesi yoluyla
elde edilir.

Bu calisma, orta cizgelerin, genellestirilmis transformasyon cizgelerinin ve ge-
nellestirilmis petersen ¢izgelerinin siiper baskinlik sayisini detayli bir sekilde incelemeyi
amaclamaktadir. Bu ¢izgelerin yapisal ozellikleri dikkate alinarak, siiper baskinlik sayisi
icin genel teorik sinirlar tanmmlanmigtir. Bu sinirlar, ¢izgelerin tepe sayisi, ayrit sayisi ve
diger yapisal parametreler cinsinden ifade edilerek, siiper baskinlik davranisina dair yeni
icgoriiler sunulmustur. Ayrica, yol ¢izgeler (P,), ¢evre cizgeler (C,,), tam ¢izgeler (K,,)
ve yildiz ¢izgeler (K ,) gibi belirli ¢izge ailelerinin orta ¢izgelerinin siiper baskinlik sa-
yis1 analiz edilmistir. Bu ¢izge aileleri icin elde edilen sonuclar kesin degerler seklinde
ifade edilerek siiper baskinlik sayisinin bu ¢izge siniflarindaki davranisina 1s1k tutulmus-
tur.

Calismada basit bir G ¢izgesinin 6zellikleri ile orta ¢izgesinin, genellestirilmis
tranformasyon cizgesinin ve genellestirilmis petersen ¢izgesinin siiper baskinlik sayisi
arasindaki iligki incelenmistir. Elde edilen sonuglarin hem teorik hem de pratik baglamda
daha iyi anlagilmasina yardimei1 olmasi hedeflenmistir.

Anahtar Kelimeler: baskinlik sayisi; siiper baskin kiime; siiper baskinlik sayisi; orta
cizge; genellestirilmis transformasyon cizge; genellestirilmis petersen cizge.

2025, 47 sayfa
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For a given simple graph G = (V, E), a dominating set is defined as a subset
D C V such that every vertex in V' \ D is adjacent to at least one vertex in D. The
dominating set problem seeks to identify a dominating set of minimum cardinality, where
this minimum size is referred to as the domination number of the graph. A dominating set
D is called a super-dominating set if, for every vertex u € V' \ D, there exists a vertex
v € D such that N(v) N (VD) = u. The super domination number of a graph G, denoted
vsp(G), is defined as the minimum cardinality of a super dominating set. The middle graph
of a graph G, denoted M (G), is constructed by introducing a new vertex corresponding to
each edge of G and connecting these new vertices by edges if their corresponding edges
in GG are adjacent.

This study aims to thoroughly investigate the super domination number of middle
graphs, generalized tranformation grahs and generalized petersen graphs. By considering
the structural properties of these graph classes, general theoretical bounds for the super-
domination number have been established. These limits are expressed in terms of the
vertex count of the graph, the edge count and other structural parameters, offering new
insights into the super-dominance behavior of the middle graphs. Furthermore, the super-
domination number has been analyzed for the middle graphs of specific graph families,
including path graphs (P,), cycle graphs (C),), complete graphs (K,), and star graphs
(K1 .,). The results for these graph families are presented either as exact values, shedding
light on the behavior of the super domination number in these graph classes.

The study explores the relationship between the properties of a simple graph G and
the super-domination number of its middle graph, generalized transformation graph and
generalized petersen graph. The findings are intended to contribute to a deeper understan-
ding of the super-domination number of middle graphs in both theoretical and practical
contexts.

Keywords: domination number; super dominating set; super domination number;
middle graph; generalized transformation graph; generalized Petersen graph.

2025, 47 pages
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1. GIRIS

1.1. Cizge Teorisi ve Karmasik Sistemlerin Modellenmesi

Karmagik sistemlerin yapisal ozelliklerini anlamak ve bu sistemler iizerinde et-
kin analiz ve yonetim stratejileri gelistirebilmek, giiniimiiz diinyasinda giderek daha fazla
onem kazanmaktadir. Iletisim aglari, ulasim sistemleri, sosyal aglar, biyolojik aglar ve
bilgisayar sistemleri gibi pek ¢ok uygulama alani, bu tiir yapisal analizlerin temelini olug-
turmaktadir. Bu baglamda, cizge teorisi soyut modelleme yetenegi sayesinde s6z konusu
sistemlerin matematiksel temsili i¢in gii¢lii ve esnek bir ara¢ sunmaktadir [1,2]. Cizge te-
orisi, tepe noktalar1 ve bu tepeleri birbirine baglayan aytirlar aracilifiyla yapilandirilan
soyut yapilardan olusur. Bu yapilar {izerinden cesitli ag parametreleri incelenerek hem
teorik hem de uygulamali sonuglar elde edilebilmektedir. Bu parametrelerden biri olan
baskinlik, bir ¢izgenin belirli bir alt kiimesinin, ¢izgenin tiim tepelerine erisimi olup ol-
madi8in1 anlamaya yonelik tanimlanmais klasik bir kavramdir [3]. Cizge teorisi, tepe nok-
talar1 (vertices) ve bunlar1 baglayan ayritlar1 (edges) ile gergek diinya iligkilerini soyut bir
sekilde temsil etme kapasitesi sayesinde, matematiksel modellemede essiz bir konuma
sahiptir [4]. Bir ¢izge yapisi, G = (V(G), E(G)) seklinde gosterilir; burada V(G) tepe
noktalari kiimesini, £(G) ise ayritlar kiimesini ifade eder ve bu yapilar, karmagik sistem-
lerin indirgenmesi i¢in ideal bir ¢cerceve sunar [5].
Tanmm 1.1.1. [1] Bir G = (V, E) ¢izgesi, V tepe noktalari kiimesi ve £ C V' x V ayrnit
kiimesinden olusur. Burada |V | = n ve |E| = m olmak iizere, n ¢izgenin mertebesi, m

ise ¢izgenin boyutudur.

Ozellikle son yillarda , biiyiik veri analitii ve yapay zeka uygulamalarinin gelisi-
miyle birlikte, a§ yapilarmin matematiksel analizi daha da 6nem kazanmistir [6]. Ornegin,
sosyal medya platformlarinda kullanict etkilesimleri [7], bilgi yayilimi, Oneri sistemleri
ve topluluk tespiti gibi siirecler cizge teorisi araglartyla modellenebilmektedir [8]. Bu mo-
delleme yaklasimi, sistemlerin davranislarin1 anlamak, optimize etmek ve dngdrmek i¢in

giiclii bir temel saglar.

Ag bilimi literatiirii, ¢izge teorisinin disiplinlerarasi bir koprii olarak degerini vur-
gulamakta; matematigi bilgisayar bilimi, fizik, sosyoloji ve miithendislik gibi farkli alan-

larla birlestirmektedir [2]. Bu baglamda, karmagik sistemlerin modellenmesinde ¢izge



teorisinin rolii, bir matematiksel yapi sunmanin 6tesinde, gercek diinya problemlerine ¢6-
zim iiretme kapasitesinde yatmaktadir [9]. Ozellikle baskinlik (domination) teorisi, bu
cizge temelli yaklagimin en verimli ve genis uygulama alanina sahip dallarindan biri-

dir [3].

1.2. Cizge Teorisinin Uygulama Alanlar:

Cizge teorisinin uygulama alanlari, giinliik hayattan endiistriyel siireclere kadar
genis bir yelpazeye yayilmakta ve ag yapilarinin verimli kullanimini gerektiren pek cok
probleme ¢6ziim sunmaktadir. Iletisim aglarinda, ¢izge modelleri veri paketlerinin en kisa
yollarini belirleyerek ag tikanikligim onler ve sistem performansini optimize eder. Or-
negin, kablosuz sensor aglarinda tepelerin yerlesimi cizge algoritmalariyla hesaplanarak
enerji tilkketimi minimize edilir [10]. Bu tiir uygulamalarda, kapsama (coverage) problemi
dogrudan baskinlik teorisiyle iligkilidir ve optimal sensor yerlesimi icin matematiksel bir

cerceve saglar [11].

Sosyal medya platformlarinda, ¢izge analizi kullanici baglantilarini inceleyerek
bilgi yayilimin1 modeller ve topluluk yapilarim tespit eder. Facebook gibi platformlarda
arkadaslik c¢izgeleri, viral iceriklerin davranisini 6ngdrmek icin kullanilir ve etki maksi-
mizasyonu problemlerinde baskinlik kavramlar1 6nem kazanir [7]. Bu baglamda, baskin

kiimeler etki alanlarini temsil eder ve sosyal ag analizinde merkezi bir rol oynar [12].

Ulagim sistemlerinde, ¢izge teorisi rota optimizasyonunu saglar ve trafik akisini
diizenler; hava trafigi kontroliinde havalimanlar1 tepe noktalar1 olarak modellenirken, ucus
rotalar ayritlar1 temsil eder ve bu yapilar iizerinde en verimli ugus yollart hesaplanir [13].
Ulagim aglarinda, aktarma merkezlerinin belirlenmesi problemi, baskinlik teorisiyle ele

alinabilecek klasik bir optimizasyon sorunudur [14].

Biyolojik aglarda, protein etkilesimleri ¢izge yapilariyla temsil edilir. Bu, hastalik
mekanizmalariin anlagilmasina ve ilag hedeflerinin belirlenmesine katki saglar. Orne-
gin, gen aglarinda merkezi proteinler (hub) baskin tepe noktalari olarak tanimlanabilir
[15]. Metabolik yolaklarin analizinde, anahtar enzimlerin tespiti baskinlik parametrele-
riyle iligkilidir ve sistemik biyolojide 6nemli uygulamalara sahiptir [16]. Elektrik dagi-
tim sebekelerinde, ¢izge modelleri enerji akisini optimize eder ve sistem dayanikliligini

artirir; akilli sebekelerde ariza tespiti icin baglantili ¢izge analizleri kullanilir ve kritik



dagitim noktalarinin belirlenmesinde baskinlik kavramlart uygulanir [17]. Gii¢ sistemle-
rinin giivenilirligini artirmak i¢in, en az sayida izleme istasyonu ile tiim sistemi kapsama

problemi, dogrudan baskinlik sayisiyla ilgilidir [18].

Bilgisayar aglarinda ise, siber giivenlik acisindan cizge teorisi saldir1 yollarin be-
lirlemede kritik rol oynar; ag topolojisi analiziyle giivenlik duvarlar1 konumlandirilir ve
sistem savunma stratejileri optimize edilir [19]. Giivenlik acisindan kritik kaynaklarin mi-
nimum sayida nokta ile korunmasi problemi, baskinlik teorisi araciligiyla formiile edilir
ve coziiliir [20]. Bu genis uygulama yelpazesi, cizge teorisinin ve 6zellikle baskinlik kav-

ramunin pratik degerini vurgular ve arastirma alaninin 6nemini ortaya koyar.

1.3. Baskinhik Kavraminin Temelleri

Tanm 1.3.1. [3] G = (V, E) ¢izgesinde, u,v € V i¢in (u,v) € E ise u ve v tepeleri
komsudur ve u ~ v ile gosterilir. Bir v tepesinin komsu kiimesi N (u) = {u € V : u ~ v}

ve kapali komsu kiimesi N[v] = N(v) U {v} seklinde tanimlanur.

Cizge teorisinde baskinlik (domination) kavramu, bir ¢izgenin tiim tepe noktalarini
minimal bir alt kiime ile "kontrol etme" veya "kapsama" fikrine dayanir ve bu kavram, ag
optimizasyonu, kaynak dagilimi ve kontrol sistemleri gibi ¢esitli alanlarda temel bir rol
oynar. Bu kavram, bir agda stratejik noktalarin secilmesiyle esdegerdir ve pratik uygula-
malarda kritik 6neme sahiptir.

Tamm 1.3.2. [3] Bir G ¢izgenin tepe kiimesi V' (G) igerisinde yer alan D C V(G) alt
kiimesi, eger cizgenin her v € V(G) \ D tepe noktasi i¢in, u ile komsgu olan en az bir

v € D tepe noktasina sahipse, baskin kiime olarak adlandirilir.

Bir cizgenin baskin kiimesi olabilecek tiim alt kiimeler igerisinden, en az sayida
tepe noktasi iceren kiimenin kardinalitesi, o ¢izgenin baskinlik sayis: olarak tanimlanir ve

v(G) ile gosterilir:

Y(G) =min{|D|: D C V(G) ve D baskin kiime }

Baskinlik kavrami, sezgisel olarak anlasilabilir bir sekilde, gercek diinya problem-
lerine karsilik gelir. Ornegin, bir sehir haritasinda giivenlik kameralarimin yerlestirilmesi

senaryosunda, her sokagin en az bir kamera tarafindan izlenmesini saglayacak minimum



sayida kamera kullanilmasi hedeflenir. Bu problem, tam olarak bir baskin kiime prob-
lemidir [20]. Benzer sekilde, bir iletisim aginda role istasyonlarinin konumlandirilmasi,
acil durum hizmetlerinin yerlesimi veya kablosuz aglarda erisim noktalarinin belirlenmesi

gibi bir¢ok gercek uygulama, baskinlik teorisi ¢ercevesinde ele alinabilir [21].

Bir ¢izgenin baskinlik sayisi v(G), minimum kardinaliteye sahip baskin kiimenin
eleman sayisidir ve bu parametre, optimal kaynak dagilimini temsil eder [22]. Minimal
baskin kiime (minimal dominating set) ise, hi¢bir gercek alt kiimesi baskin olmayan bir
baskin kiimedir. Bu, her elemanin sistem icinde kritik bir rol oynadigin1 gosterir. Ornegin,
bir tam ¢izge K, i¢in y(K,) = 1’dir ¢iinkii tek bir tepe noktasi tiim diger tepeleri domine

eder. Ancak bir yol cizgesi P, igin v(P,) = [%] olarak hesaplanir [23]. Bu 6rnekler,

baskinligin ¢izge yapisina bagh degiskenligini ve cesitliligini gosterir.

Baskinlik teorisinin tarihsel gelisimi, 1960’1ara dayanmakla birlikte, sistematik in-
celenmesi ve genis kapsamli teorik cercevesi Haynes, Hedetniemi ve Slater’in 1998 tarihli
"Fundamentals of Domination in Graphs" adli eserinde doruga ulasmistir. Bu calisma,
baskinlik teorisinin temel teoremlerini derlemis, ¢izge parametreleri arasindaki iligkileri
incelemis ve alan i¢in standart bir referans haline gelmistir [3]. Baskinlik teorisinin One-
mini artiran bir diger faktor, baskinlik probleminin hesaplamali karmasikligidir; baskinlik
problemi NP-tamdir, yani biiyiik 6l¢ekli ¢izgelerde optimal ¢6ziim bulmak hesaplamali

olarak zorludur [24].

Literatiirde, baskinlik sayis1 icin cesitli iist ve alt simirlar gelistirilmistir. Ornegin,
n tepe noktali bir ¢izge i¢in v(G) < 7 genel iist sinirt meveuttur ve bu sinir, 6zellikle
agaclar gibi belirli ¢izge siniflar1 i¢in daha da sikilastirilabilir [3].
Onerme 1.3.3. [25] Tepe sayim n olan herhangi bir G ¢izgesi ve onun baskinlik say1s1

icin asagidaki esitsizlik gecerlidir.

1<~(G)<n

1.3.1. Ozel Cizge Simflar1 icin Baskinlik Sayilari
Sonuc¢ 1.3.4. [3]. Mertebesi (tepe sayis1) n olan bir tam ¢izgenin baskinlik sayis1 daima

1 olur.

V(K =1



Ornek 1.3.5. Tam cizge K, her bir tepe noktasmin diger tiim tepe noktalariyla komsu
oldugu o6zel bir ¢izge tiiriidiir. Dolayisiyla, her bir tepe noktasi, ¢izgenin geri kalan n — 1
tepe noktasini kapsayacak bi¢imde komsuluk iliskisine sahiptir. Ornek olarak Ky tam

cizgesini ele alalim.

v3 vO

Sekil 1.1. Alt1 tepe noktasina sahip tam cizge Kg

Bu cizge, 6 adet tepe noktasindan olusmakta olup her tepe noktasi diger 5 tepe
noktasi ile dogrudan komsudur. Boyle bir yap1 icerisinde herhangi bir tek tepe noktasi,
geri kalan tiim tepe noktalarini domine edebilmektedir. Ciinkii tiim diger noktalarla dog-

rudan komsudur.

Bu durumda, baskinlik kiimesinin yalnizca bir tepe noktasini icermesi yeterli ola-

caktir. Yani:

Y(Kg) =1

Bu sonug, genel olarak K, ¢izgeleri i¢in de gegerlidir.

v(K,) =1 (hern > 1 igin)

Bu 0rnek iizerinden baskinlik kavrami oldukca net bir bicimde anlasilabilir. Tam
cizgeler baskinlik sayisinin en kiigiik oldugu (1’e esit oldugu) yapilar arasinda yer alir.
Bu, ayn1 zamanda baskinlik parametresinin {ist sinirlarini arastirirken karsilastirma yapi-
labilecek 6nemli bir referans durumudur.

Teorem 1.3.6. [23] Mertebesi (tepe sayist) n olan bir yol ¢izgesinin baskinlik sayisi:



Teorem 1.3.7. [26] Mertebesi n olan bir ¢evre ¢izgesinin baskinlik sayisi:

1(Cn) = [%w

Sonuc 1.3.8. Mertebesi n olan bir tekerlek ¢izgesinin baskinlik sayis1 daima 1’dir.
Y(W,) =1

Teorem 1.3.9. [27] Baglantili bir GG ¢izgesi icin

@) < n-AG)+1

dir.
Teorem 1.3.10. [28] ki ¢izgenin kartezyen carpimi igin:

(G x H) = 5(G)~(H)

(Bu konjektor halen acgik bir problemdir.)

Ayrica, bir gizgenin maksimum derecesi A(G) ile 7(G) < 37 iliskisi kurulmug-
tur, bu da yiiksek dereceli cizgelerin daha kiigiik baskinlik sayilarina sahip olabilecegini
gosterir [29]. Bu teorik sinirlar ve 6zellikler, baskinlik teorisinin matematiksel zenginli-

gini ve cesitliligini ortaya koyar ve ileri aragtirmalar i¢in temel olusturur.

1.4. Baskinlik Varyantlar1 Genel Bakis

Baskinlik teorisinin zenginlidi, cesitli varyantlarinda ve genellemelerinde yat-
makta olup, her biri klasik tanima ek kisitlamalar veya kosullar getirerek farkli uygulama
alanlarinin ihtiyag¢larini kargilar. Bu varyantlarin incelenmesi, ¢izge teorisinin esnekligini

gosterir ve daha genis bir problem yelpazesine ¢oziim sunar [30].

Toplam baskinlik (total domination), klasik baskinlik kavramini genisleterek, bas-
kin kiimenin her iiyesinin de kiime i¢inde en az bir komsuya sahip olmasin1 gerektirir;
yani, hicbir tepe izole edilemez ve S kiimesinin kendisi de domine edilmelidir [31]. Bu
varyant, kablosuz aglarda tam kapsama saglama ve giivenilirlik arttirma gibi uygulama-
larda 6nem kazanir. Bir ¢izgenin toplam baskinlik sayisi v, (G) ile gosterilir ve her zaman
7(G) > v(Q) esitsizligi gegerlidir [32]. Ornegin, bir yildiz ¢izgesi K ,, i¢in v(K,) = 1
iken v, (K (1,n)) = 2°dir, ¢iinkii merkez tepe tek basina izole kalir ve toplam baskinlik

kosulunu saglayamaz.



Bagimsiz baskinlik (independent domination), baskin kiimenin bagimsiz olmasini
(icinde hicbir ayrit bulunmamasini) sart kosar; bu, kiime elemanlar1 arasinda catisma ol-
maksizin kontrol noktalart se¢imi gerektiren uygulamalar i¢in idealdir [33]. Bir ¢izgenin
bagimsiz baskinlik sayisi i(G) ile gosterilir ve her zaman i(G) > ~(G) esitsizligi gecer-
lidir. Bagimsiz baskinlik, 6zellikle kapsama problemlerinde 6nemlidir; 6rnegin, iletisim
aglarinda frekans atama sorunlarinda, ayn1 frekansi kullanan istasyonlarin birbirine mii-

dahale etmemesi gerektiginde kullanilir [34].

Baglantili baskinlik (connected domination), baskin kiimenin indiiklenmis alt ciz-
gesinin baglantili olmasinmi gerektirir; bu, siirekli iletisim halinde olmas1 gereken kontrol
sistemlerinde 6nem kazanir [35]. Ornegin, acil durum miidahale birimlerinin konumlan-
dirilmasinda, birimler arasinda kesintisiz iletisim saglanmasi i¢in baglantili baskinlik kul-
lanilabilir. Bir ¢izgenin baglantili baskinlik sayisi v.(G) ile gosterilir ve baglantili ¢izgeler
icin (@) < 7.(G) esitsizligi gecerlidir [36]. Bu parametre, dzellikle ag tasariminda ve

dayaniklilik analizlerinde kritik 6neme sahiptir.

k-Baskinlik (k-domination) ise, her tepe noktasinin baskin kiime icinde en az k
komsuya sahip olmasim gerektirir; bu, yedekli sistemlerde giivenilirligi artirmak i¢in kul-
lanilir [37]. Bir tepenin arizalanmasi durumunda bile sistemin iglevselligini korumasi
gereken uygulamalarda, k£ > 2 degerleri icin k-baskinlik kavrami 6nem kazanir. Bir ¢iz-
genin k-baskinlik sayisi v, (G) ile gosterilir ve & < m i¢in v, (G) < 7, (G) esitsizligi
gecerlidir.

Bu varyantlar arasindaki farklar, kisitlamalarin dogasindan ve uygulandiklari
problem alanlarindan kaynaklanir. Ornegin, toplam baskinlik klasik baskinliktan daha kat
oldugundan, her zaman v;,(G) > ~v(QG) esitsizligi gegerlidir, ancak bazi ¢izge simiflari i¢in
bu iki parametre esit olabilir [30]. Bu ¢esitlilik, baskinlik teorisinin esnekligini ve uyarla-
nabilirligini gosterir; bu sayede farkli gercek diinya problemlerine matematiksel ¢oziimler
iretebilir. Literatiirde bu varyantlarin her biri icin spesifik sinirlar, algoritmalar ve karak-

terizasyonlar gelistirilmigtir, bu da alanin zenginligini ve derinligini ortaya koyar [3].

1.5. Siiper Baskinhk Kavraminin Ortaya Cikisi
Baskinlik kavramu iizerine yapilan ¢alismalarin evrimiyle birlikte, zamanla bu te-

mel yapinn farkli kisitlamalarla genigletilmis versiyonlari literatiirde yer bulmustur. Bu



varyasyonlardan biri olan siiper baskinlik, ilk olarak Lemanska ve calisma arkadaslari
tarafindan 2015 yilinda tanimlanmis ve klasik baskinliktan daha kati kosullar iceren bir
parametre olarak literatiire girmistir [38]. Stiper baskinlik kiimesi, baskilanan her bir tepe
noktasina yalnizca tek bir komsu iizerinden erisilmesini zorunlu kilmakta, bu yoniiyle
uygulamali problemlerde daha hassas modelleme imkéani sunmaktadir. Siiper baskinlik
(super domination), klasik baskinliga kiyasla daha kisitlayici ve yapisal ozellikler ba-
kimindan daha zengin bir varyant olarak, 2015 yilinda Lemariska, Zuwala ve Zylifiski
tarafindan matematiksel literatiire tanitilmistir [38]. Bu kavram, geleneksel baskinlik fik-
rinin 6tesine gecerek, kontrol mekanizmasinin niteligini de dikkate alir ve daha giiclii bir

dominasyon yapisi sunar.

Formal olarak, bir G = (V(G), E(G)) ¢izgesi icin, D C V(G) kiimesi siiper

baskin kiime (super dominating set) olarak tanimlanmasi i¢in gerek ve yeter kosul;

i. D bir baskin kiime ise ve

ii. D disindaki her tepe noktasi, D icinde tam olarak bir komsuya sahipse.

Matematiksel olarak ifade edilirse, her v € V(G)\D tepe noktasi icin, |[N(v) N D| =
1 olmalidir; burada N (v), v’nin komguluk kiimesini temsil eder [38]. Bu tanim, siiper
baskinligin, klasik baskinliktan daha kati bir kosul olan "benzersiz kontrol" prensibini

icerdigini gosterir.

Bir ¢izgenin siiper baskinlik sayisi 75, (G) ile gosterilir ve bu parametre, en kiigiik
siiper baskin kiimenin kardinalitesidir v(G) = min{ |D| : D baskin kiime }. Genel ola-
rak, 7(G) < v,,(G) esitsizligi her ¢izge igin gegerlidir, ¢linkii her siiper baskin kiime ayni
zamanda bir baskin kiimedir, ancak tersi her zaman dogru degildir [38].

Tamm 1.5.1. [38] D baskin kiimesi, eger her v € D elemant icin, N(v) N D olacak
sekilde v € D tepesi varsa, bu D kiimesine siiper baskin kiime denir. Siiper baskinlik
say1s1, minimum elemana sahip siiper baskin kiimenin bir kardinalitesidir ve 75,(G) ile
gosterilir.

Lemma 1.5.2. [38] Her siiper baskin kiime ayn1 zamanda bir baskin kiimedir. Dolayi-

styla:

YG) < 75p(G)



Ornegin, bir gevre cizgesi C, igin y(Cy) = 2 iken, v,,(Cy) = 3 olabilir; giinkii
siiper baskinlik, her dis tepenin tam olarak bir i¢ tepeye baglanmasin1 gerektirir ve bu,

Cy te iki tepe ile saglanamaz.

Vi

V2 Vo

V3

Sekil 1.2. 4 tepe noktasina sahip cevre cizge Cy

Klasik baskinlik ile siiper baskinlik arasindaki temel fark, ¢coklu domine edicilerin
yasaklanmasidir. Klasik baskinlikta, bir tepe noktasi birden fazla baskin tepe tarafindan
domine edilebilirken, siiper baskinlikta her dis tepe tam olarak bir baskin tepe tarafindan
domine edilmelidir [38]. Bu fark, siiper baskinlig1, kesin kontrol gerektiren uygulamalar
icin daha uygun hale getirir; 6rnegin, her bir bilesenin tek bir kontrol noktasi tarafindan

yonetilmesi gereken dagitik sistemlerde.

Siiper baskinlik kavraminin motivasyonu, ag sistemlerinde secici ve kati1 kapsama
ihtiyaglarindan dogmustur. Ozellikle hassas aglarda, her birim icin benzersiz bir kontrol
noktas1 gerekliligi, siiper baskinlik modeliyle karsilanabilir [40]. Bu, kaynak tahsisinin
optimizasyonunu ve sistem karmagikliginin azaltilmasini saglar. Ayrica, siiper baskinlik,
sorumluluk alanlarinin net bir sekilde tanimlanmasin1 gerektiren organizasyonel yapilar

icin de bir model sunar.

Lemanska ve arkadaglarinin 2015 tarihli calismasi, siiper baskinligin temel 6zel-
liklerini ortaya koymus ve cesitli ¢izge siniflart icin siiper baskinlik sayisini karakterize
etmistir. Ozellikle, agac cizgeleri gibi basit yapilar icin siiper baskinlik say1sinin hesaplan-
mas1 ve sinirlarinin belirlenmesi tizerine odaklanmiglardir [38]. Bu caligma, siiper baskin-
lik kavraminin matematiksel temellerini atarken, ayn1 zamanda pratik uygulamalar i¢in de

bir ¢erceve sunmustur.



Siiper baskinligin 6zgiin yonii, yalnizca minimal kaynak kullanimini degil, aymi
zamanda kontrol yapisinin kalitesini de optimize etmeyi amag¢lamasidir. Bu, hem teorik
hem de pratik agidan zengin bir arastirma alani olusturur ve ¢izge teorisinin gelisimine

katkida bulunur.

1.5.1. Ozel Cizge Siiflar icin Siiper Baskinlik Sayilar

Teorem 1.5.3. [38] P, (n > 3) n tepeli bir yol ¢izgesi olmak iizere n > 3 i¢in

n

W) =[5
Vsp(Fn) 5
Ornek 1.5.4. P; path ¢izgesinin siiper baskinlik sayis1 asagida verilmistir.

V.‘ VQ V3 V4 V5

Sekil 1.3. F5 yol cizgesi

Eger D = {v;,vs3,vs} kiimesi segilirse, D kiimesi, D = V(G)/D baglantisindan
D = {vy,v4} olur. Béylelikle D kiimesi baskin kiime olur fakat D kiimesindeki tepe-
lerin ortak komsuluklar1 oldugu icin siiper baskin kiime olmaz. Bu sebeple D kiimesi
azaltlmali. D = {v;,v4}, kiimesi icin D kiimesi D = {v,v3,vs} olur. G ¢izgesinin
alt kiimesi olan D kiimesi G ¢izgemnin baskin kiimesi ve D kiimesindeki her v tepesi igin
u € N(v)ND sart1 saglamyorsa, D C V(G kiimesi G ¢izgesinin siiper baskin kiimesidir.

G cizgesinin siiper baskinlik sayisi:
Vsp(G) = [D] =3

bulunur. Teoremden yerine yazarsak n > 3 oldugu i¢in [%] de yerine yazmaliyiz. Yani

Ew = 3 elde edilir.

Teorem 1.5.5. [38] C), (n > 3) bir ¢evre cizgesi olmak iizere

[

’—nTH-‘ , diger durumlarda.

, n=0,3 (mod4) ise,

0|3

Ysp(Cn) =

Teorem 1.5.6. [39] K, (n > 2) tam ¢izgesi icin
Ysp(Kp) =n—1

Ornek 1.5.7. Ornek olarak K tam cizgesi incelendiginde, Bu cizgenin tiim tepe nok-

talar1 birbiri ile komsudur. Yani her bir tepe noktasi, diger 5 tepe noktasinin tamamiyla
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Sekil 1.4. Alt1 tepe noktasina sahip tam cizge Kg

dogrudan baglantilidir. Bu yapinin baskinlik acisindan en gii¢lii yonii, tek bir tepe nokta-
sinin tiim ¢izgesi kapsayabilmesidir. Ancak siiper baskinlik acisindan durum farklidir.

Siiper baskinlikta, her tepe noktas1 yalnizca kapsanmakla kalmamali, ayn1 zamanda kom-
sularinin bagka komsulari iizerinde de etkili olmalidir. Bu baglamda, K ¢izgesinde her-
hangi bir tepe noktast disinda segilen n — 1 adet tepe noktasi, geriye kalan tek bir tepe
noktasini kapsarken, ayni1 zamanda onun tiim komsularina (yani diger n — 2 noktaya) da

dolayli olarak erisim saglar. Dolayisiyla her n > 2 i¢in

Vop(Kpn) =n —1
ve Ozel olarak

Vsp(Ks) = 5 bulunur.

Bu sonug, siiper baskinlik sayisinin, baskinlik sayisina kiyasla cok daha biiyiik
olabilecegini gosteren 6nemli bir 6rnektir. Ozellikle tepe noktalarinin maksimum dere-
cede bagli oldugu durumlarda bile, siiper baskinligin kosullarinin saglanmasi i¢in daha
genis bir kapsayici kiime gerekmektedir.

Teorem 1.5.8. [39] K ,, (n > 1) yildiz ¢izgesi i¢in

Vsp(K 1,n) =N
Sonuc 1.5.9. [38] izole tepesi bulunmayan bir G ¢izgesi icin,

1<H(G) £ 5 <9y(G) <n—1

NS
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Teorem 1.5.10. D kiimesi G ¢izgesinin minimum sayida elemana sahip bir siiper baskin
kiimesi olsun. Eger u € V(G) igin degg(u) = A(G) ise u ¢ D olur.
Ispat: D minimum oldugundan, her « € D en az bir v € V/D tepesini siiper bicimde
kapsamak zorundadir; aksi halde u tepesini ¢ikarip daha kii¢iik bir siiper baskin kiime elde
ederdik bu da celiski olusturur. Siiper baskinlik taniminca, u tepesinin kapsadigi boyle bir
v icin

N{U) € DU{u}.
Dolayisiyla v’nun D diginda en fazla bir komsusu olabilir.

Simdi deg(u) = A(G) ve u € D olsun. Yukaridakilerden dolay1 v’nun diger komsulari
D kiimesindedir. Bu da

|D| > |N(u) N D| > A(G) — 1
Sonug olarak
1sp(G) = [D] > A(G)

Dogal olarak, eger v,,(G) < A(G) ise maksimum dereceli higbir tepe D’de yer alamaz.
|

1.6. Siiper Baskinhk Kavraminin Literatiirdeki Gelisimi
Siiper baskinlik literatiirii, 2015 teki ilk tanitimindan bu yana hizli bir gelisim gos-
termis ve ¢izge teorisinde yeni aragtirma yonleri agmistir. Bu gelisimi {i¢ ana donemde

incelemek miimkiindiir: ilk donem, orta donem ve giincel donem.

Ik dénemde, Lemariska, Zuwata ve Zylifiski'nin (2015) éncii calismas, siiper bas-
kinlik kavramini tanimlayarak literatiire kazandirmig ve temel 6zellikleri incelemistir. Bu
calismada, siiper baskinlik sayisinin klasik baskinlik sayisindan biiyiik olabilecegi goste-
rilmis ve cesitli ¢izge simiflar1 icin iist ve alt sinirlar belirlenmistir. Ornegin, bir yol cizgesi
P, igin v, (P,) = [5] oldugu ve bu degerin y(F,) = [ 5| *den 6nemli 6lgiide biiyiik ola-
bilecegi kanitlanmistir [38]. Ayrica, yazarlar siiper baskinlik icin NP-tamlik sonuclari da
sunmus, yani biiyiik ¢izgeler i¢in optimal siiper baskin kiime bulmanin hesaplamali olarak

zor oldugunu gostermislerdir.

Bu donemde bir diger onemli katki, Krishnakumari, Krishnan ve Arumugam
(2016) tarafindan yapilan calismadir. Bu arastirmacilar, 6zellikle agac cizgeleri lizerinde

siiper baskinlik sayisini inceleyerek sistematik bulgular sunmuslardir. Caligmalarinda, bir
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agacin siiper baskinlik sayisinin yaprak sayisiyla iligkisini analiz etmis ve belirli agag tiir-
leri igin kesin formiiller tiiretmislerdir. Ornegin, bir y1ldiz ¢izgesi K ,, i¢in 7., (K1) = n
oldugunu ve bu degerin, klasik baskinlik sayist y(K,) = 1’den ¢ok daha biiyiik oldu-
gunu gostermislerdir [40]. Bu sonuglar, siiper baskinligin ¢izge yapisina ne kadar duyarh

olabilecegini vurgular.

Orta donemde, siiper baskinligin temel 6zellikleri daha derinlemesine arastirilmis
ve cesitli ¢izge siniflart icin sonuglar genisletilmistir. Henning ve Marcon (2018), siiper
baskinlik parametrelerinin ¢esitli ¢izge operasyonlart altindaki davranigini incelemis ve
ozellikle birlesim, carpim ve korona operasyonlari i¢in sonuglar sunmuglardir. Bu calis-
mada, cizgelerin birlesimi i¢in siiper baskinlik sayisinin alt ve iist sinirlar1 belirlenmis ve
belirli durumlarda kesin degerler hesaplanmugtir. Ayrica, dongii ve yol cizgelerinde siiper

baskinlik sayilarinin davranigi sistematik olarak analiz edilmistir [41].

Bu donemde ayrica, Dorota ve arkadaslar1 (2017) siiper baskinlik i¢in algorit-
mik yaklagimlar gelistirmis ve 0zellikle agac ve bipartit ¢izgeler i¢in verimli hesaplama
yontemleri onermiglerdir. Bu calismalar, teorik sonuglarin pratige aktarilmasi acisindan
onemli adimlar olmustur. Arastirmacilar, belirli ¢izge siniflar i¢in siiper baskinlik sayi-

sin1 polinomiyal zamanda hesaplayan algoritmalar sunmuslardir [42].

Giincel donemde, Zhuang (2022) siiper baskinlik ile klasik baskinlik ve diger ¢izge
parametreleri arasindaki iligkileri derinlemesine incelemistir. Bu ¢calismada, siiper baskin-
lik sayis1 i¢in daha siki iist ve alt sinirlar Onerilmistir. Ayrica, siiper baskinlik ile bagim-
sizlik sayisi, kenar oOrtiisii ve diger cizge parametreleri arasindaki iligkiler de arastirilmig-

tir [43].

Kumar ve Vijayaragavan (2021) ise, 6zellikle diizenli ¢izgeler ve giiclii iiriin ¢izge-
leri iizerinde siiper baskinlik davranisini inceleyerek, bu parametrenin hesaplanmasi i¢in
yeni yontemler gelistirmislerdir. Calismalarinda, ,,(G) degerinin ¢izge yapisina ve de-
recesine bagli olarak nasil degistigini analiz etmis ve belirli ¢izge aileleri i¢in formiiller

onermislerdir [44].

Bu tarihsel gelisim, siiper baskinlik teorisinin matematiksel olgunluga dogru iler-

leyisini gosterir. 11k basit tanimdan baslayarak, farkli ¢izge simiflar1 icin karakterizasyon-
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lar, algoritmik yaklagimlar ve parametre iligkileri gibi daha karmagik konulara dogru ge-
niglemistir. Bununla birlikte, literatiirde hala acik problemler ve arastirilmamig alanlar
mevcuttur, 6zellikle ¢izge doniisiimleri ve siiper baskinlik arasindaki iligki gibi konularda

daha fazla calismaya ihtiyag vardir.

1.7. Uygulama Alanlar1 ve Pratik Onemi
Siiper baskinlik kavrami, teorik zenginliginin yani sira, ¢esitli pratik uygulama
alanlarinda da 6nemli bir potansiyele sahiptir. Bu uygulamalar, 6zellikle kesin kontrol ve

secici kapsama gerektiren sistemlerde siiper baskinligin avantajlarini ortaya koyar.

Ag giivenligi alaninda, siiper baskinlik modeli kritik bir rol oynar. Geleneksel bas-
kinlik yaklagimlarinda, bir ag elemani birden fazla giivenlik cihazi tarafindan izlenebilir-
ken, siiper baskinlik her elemanin tam olarak bir giivenlik noktasi tarafindan kontrol edil-
mesini saglar [45]. Bu, sorumluluk alanlarinin net bir sekilde tanimlanmasin ve giivenlik
protokollerinin daha etkili yonetilmesini miimkiin kilar. Ornegin, hassas bir bilgisayar
aginda, her tepenin belirli bir giivenlik sunucusu tarafindan izlenmesi, sistemin biitiinlii-

giinii ve izlenebilirligini artirir.

Sensor yerlesimi problemlerinde, siiper baskinligin se¢ici yapist 6zel bir avantaj
saglar. Kablosuz sensor aglarinda, her bir alanin tam olarak bir sensor tarafindan kapsan-
masi, enerji tiiketimini optimize eder ve sensorler arasi ¢cakigsmalari en aza indirir [46].
Bu yaklasim, o6zellikle sinirli enerjiye sahip sensorlerin kullanildig1 uygulamalarda, sis-
tem Omriinii uzatir ve veri toplama verimliligini artirir. Ayrica, tam bir sensor tarafindan

izlenen her alan i¢in daha dogru konum ve durum bilgisi elde edilebilir.

Bilgi yayilim1 ve iletisim stratejilerinde, siiper baskinlik modeli etkili bir ¢erceve
sunar. Bir sosyal agda bilgi yayma problemi diisiiniildiigiinde, her kullanicinin tam olarak
bir bilgi kaynagina bagli olmasi, mesaj karmagsikligini azaltir ve bilgi akisin1 daha kont-
rollii hale getirir [8]. Bu, 6zellikle acil durum bildirimlerinde, belirli bir kitlenin belirli bir

kaynaktan bilgi almasini saglayarak, ¢akisan veya celisen mesajlarin Oniine gecer.

Kontrol sistemlerinde, siiper baskinlik risk yonetimine katkida bulunur. Her sis-
tem elemaninin tam olarak bir kontrol noktas: tarafindan yonetilmesi, sorumluluk zinci-

rini netlestirir ve sistem arizalarina daha hizli miidahale edilmesini saglar [47]. Ornegin,
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endiistriyel bir kontrol sisteminde, her makinenin belirli bir denetleyici tarafindan izlen-

mesi, ariza tespitini kolaylastirir ve bakim siireclerini optimize eder.

Siiper baskinliin segici yapisinin sagladig: bir diger avantaj, sistem karmasikligi-
nin azaltilmasidir. Klasik baskinlikta, bir eleman birden ¢ok kontrol noktasindan etkile-
nebilir ve bu durum koordinasyon sorunlarina yol agabilir. Siiper baskinlik modelinde ise,
her elemanin tek bir kontrol noktasina bagli olmasi, sistemi daha yonetilebilir ve anlagi-

labilir kilar [3].

Teorik kavramlarin bu pratik degeri, siiper baskinlik aragtirmalarinin yalnizca ma-
tematiksel bir egzersiz olmadigini, ayn1 zamanda gercek diinya problemlerine ¢6ziim su-
nabilecek giiclii bir arac oldugunu gosterir. Ozellikle, dijitallesmenin ve ag tabanli sis-
temlerin yayginlasti1 giiniimiizde, optimizasyon ve kontrol stratejileri i¢cin matematiksel
modellere olan ihtiya¢ artmakta, bu da siiper baskinlik gibi kavramlarin 6nemini daha da

artirmaktadir.

1.8. Cizge Doniisiimleri ve Orta Cizge

Cizge doniistimleri, orijinal ¢izgenin yapisal ozelliklerini farkli bir perspektiften
analiz etmeyi saglayan ve ¢esitli cizge parametrelerinin davranigini incelemeye olanak ta-
niyan énemli bir aragtirma alanidir. Bu doniisiimler, bir ¢izgenin tepe noktalar ve ayritlari
tizerinde belirli iglemler uygulayarak yeni cizgeler olusturur ve bu yeni yapilar, orijinal

cizgenin ozelliklerini yansitirken, ayn1 zamanda 6zgiin karakteristikler de sergiler [48].

Cizge doniistimlerinin genel 6nemi, karmasik problemleri daha basit alt problem-
lere indirgeme ve farkli ¢izge siniflar1 arasinda iliskiler kurma kapasitesinde yatar. Orne-
gin, bir ¢izgenin ¢izgi ¢izgesi (line graph), ayritlart tepe noktalarina doniistiirerek, orijinal
cizgedeki aynt iligkilerini tepe iligkilerine cevirir; bu, ayrit Ortiisii gibi problemlerin bas-

kinlik problemlerine indirgenmesini saglar [49].

Orta cizge (middle graph) doniisiimii, cizge teorisinde 6zel bir yere sahiptir ve

baskinlik parametrelerinin incelenmesi i¢in zengin bir arastirma alan1 sunar.

Basit bir ¢ = (V,E) c¢izgesi icin orta cizge M(G), tepe kiimesi
V(M(G)) = V(G) U E(G) olacak sekilde tamimlanir. Bu ¢izgenin iki tepe nok-
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tast x,y € V(M (G)) arasinda bir ayritin bulunmasi, agsagidaki kosullardan en az birinin

saglanmas1 durumunda gerceklesir:

1. z,y € E(G) ve z ile y, G ¢izgesinde komgu ayritlar ise,

2. € V(G),y € E(G) ve x,y’nin G ¢izgesindeki ug¢ noktalarindan biri ise.

Bu kosullar altinda olusturulan M (G) ¢izgesi, G nin orta ¢izgesi olarak adlandirilir.

Orta ¢izge, yukarida belirtildigi gibi hem orijinal ¢izgenin tepe noktalarin1 hem de

ayritlarini tepe noktalari olarak icerir ve 6zgiin bir komsuluk yapisi olusturur.

Kazemnejad ve arkadaglar1 (2020), orta cizgelerde baskinlik parametrelerini sis-
tematik olarak incelemis ve ¢esitli ¢izge siniflar1 i¢in sonuglar sunmuglardir. Calismala-
rinda, bir ¢izgenin orta ¢izgesindeki klasik baskinlik sayisini, orijinal ¢izgedeki yapisal
ozelliklerle iliskilendiren teoremler gelistirmislerdir. Ornegin, bir yol cizgesi P, icin, orta
cizgenin baskinlik sayisim (M (P,)) = [§] olarak karakterize etmislerdir [50]. Bu tiir
sonuglar, ¢izge doniistimlerinin baskinlik parametrelerinin davranisini nasil etkiledigini

anlamak acisindan degerlidir.

Baskinlik parametrelerinin ¢izge doniisiimleri altindaki davranisi, genellikle kar-
magik ve ongoriilmesi zordur. Orijinal ¢izgedeki baskinlik sayisi ile doniistiiriilmiis ¢iz-
gedeki baskinlik sayis1 arasindaki iligki, doniisiimiin tiirline ve orijinal ¢izgenin yapisina
baghdir. Ornegin, bir ¢izgenin ¢izgi ¢izgesinde baskinlik sayisi, orijinal ¢izgenin kenar

ortiisii ile iligkiliyken, orta ¢izgede baskinlik sayis1 daha karmagik bir iligki sergiler [S0].

Mevcut literatiirde, orta ¢izgelerde klasik baskinlik iizerine bazi ¢alismalar bu-
lunmakla birlikte, siiper baskinlik gibi daha 6zel varyantlarin incelenmesi biiyiik olciide
eksiktir. Bugiine kadar, orta ¢izgelerde siiper baskinlik sayisinin sistematik analizi yapil-
mamistir ve bu, 6nemli bir arastirma boglugu olusturur [43]. Bu bosluk, hem teorik hem
de pratik acidan degerli sonuglar vaat eder; clinkii orta ¢izge doniisiimii, gercek diinya

aglarinda tepe ve baglant1 iligkilerini modellemek i¢in kullanilabilir.
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Orta cizgeler iizerinde siiper baskinlik ¢alismalarinin kisithiligi, bu alanin yeni kes-
fedilmekte oldugunu ve daha fazla arastirmaya acik oldugunu gosterir. Ozellikle, orta
cizge doniisiimiiniin stiper baskinlik sayisini nasil etkiledigi, hangi ¢izge simiflari i¢in ke-
sin formiiller tiiretilebilecegi ve siiper baskinlik ile diger ¢izge parametreleri arasindaki
iligkilerin nasil doniistiigii gibi sorular, gelecekteki ¢alismalar i¢in verimli arastirma yon-
leri sunmaktadir.

Teorem 1.8.1. [50] G baglantili bir ¢izge ve M (G) onun orta gizgesi ise:
Y(M(G)) <~(G) + B(G)

burada 5(G) cizgesinin ayrit bagimsizlik sayisidir.

1.9. Literatiirdeki Bosluklar ve Arastirma Firsatlar:

Siiper baskinlik kavrami, gorece yeni bir arastirma alani olarak, literatiirde ¢esitli
bosluklar ve kesfedilmemis firsatlar sunmaktadir. Bu bosluklarin sistematik analizi, hem
teorik gelismelere hem de pratik uygulamalara katkida bulunabilecek yeni arastirma yon-
leri belirlemek agisindan onemlidir. Siiper baskinlik literatiiriiniin en belirgin sinirliligs,
mevcut ¢caligmalarin sayica az olmasi ve odak alanlarinin dar kapsamli olmasidir. 2015°te
tanitilmasindan bu yana, siiper baskinlik iizerine yayimlanan makalelerin sayisi, klasik
baskinlik ve diger varyantlarla karsilastirildiginda oldukga azdir [43]. Mevcut calismalar
genellikle belirli ¢izge siiflar1 (6rnegin, agaglar, yollar, dongiiler) iizerinde yogunlag-
makta ve daha genel ¢izge tiirleri i¢in sonuglar sinirli kalmaktadir. Bu durum, 6zellikle
rastgele cizgeler, Ol¢eksiz aglar gibi karmagik yapilar i¢in siiper baskinlik davraniginin

anlagilmasinda 6nemli bir bosluk olusturur [44].

Orta ¢izgeler iizerinde siiper baskinlik calismalarinin eksikligi, 6zellikle dikkat ce-
kicidir. Kazemnejad ve arkadaglarinin (2020) orta ¢izgelerde klasik baskinlik lizerine yap-
tiklar1 calisma, bu yonde bir baglangic noktasi olustursa da, siiper baskinlik i¢in benzer
bir analiz heniiz gerceklestirilmemistir. Orta ¢izge doniisiimii, hem orijinal tepe noktala-
rin1 hem de ayritlar1 yeni bir yapida birlestirdigi icin, siiper baskinlik gibi daha kisitlayici
parametrelerin davramsini incelemek acisindan zengin bir aragtirma alani sunar. Ornegin,
bir ¢izgenin orta ¢izgesindeki siiper baskinlik sayisinin, orijinal ¢izgedeki yapisal ozellik-

lerle nasil iligkilendirildigi hala agik bir problem olarak durmaktadir.
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Sistematik analiz ihtiyaci, siiper baskinlik kavraminin daha derinlemesine anlagil-
mast icin kritiktir. Mevcut ¢alismalarda, siiper baskinlik sayisi i¢in genel iist ve alt sinirlar,
hesaplama karmasiklig1 analizleri ve algoritmik yaklagimlar gibi temel teorik sonuclar si-
nirhidir [38]. Ozellikle, farkli ¢izge parametreleri (6rnegin, bagimsizlik sayis1, kromatik
say1, cap) ile siiper baskinlik sayis1 arasindaki iligkilerin sistematik olarak incelenmesi,
teorinin gelisimi icin 6nemli katkilar saglayabilir. Uygulama alanlarinda da énemli bos-
luklar mevcuttur. Siiper baskinligin pratik degeri teorik olarak anlasilsa da, gercek diinya
problemlerine uygulanmasi iizerine ¢alismalar yeterli degildir. Ozellikle, ag giivenligi,
sensOr yerlesimi ve kontrol sistemleri gibi alanlarda siiper baskinlik modelinin somut uy-
gulamalari, algoritmalar1 ve performans analizleri eksiktir [49]. Bu boslugun doldurul-
masl, teorik kavramlarin pratige aktarilmasi ve reel sektor ihtiyaclarina yonelik ¢oziimler

iiretilmesi agisindan énemlidir.

Bu calismada, ozellikle iki farkli ancak birbirini tamamlayici yapiya sahip olan
orta cizgeler, genellestirilmis transformasyon cizgeler, genellestirilmis Petersen cizgeleri
ele alinmis, bu ¢izgelerin yapisal 6zellikleri siiper baskinlik parametresi agisindan siste-
matik bicimde incelenmistir. Literatiirde orta ¢izgeler iizerine siiper baskinlik sayisinin
detayl bir sekilde analiz edilmedigi goriilmekte olup, bu yoniiyle tez ¢calismasi 6zgiin bir

katkr sunmay1 hedeflemektedir.
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2. ORTA CIZGELER

Bir G = (V, E) basit ¢izgesi icin orta ¢izge M (G), tepe kiimesi V(G) U E(G)
olan ve asagidaki kurallara gore ayritlar1 tanimlanan bir ¢izge olarak tanimlanir.
Tamm 2.0.1. [50] Bir G ¢izgesinin orta ¢izgesi M (G), tepe kiimesi V (G) U E(G) olan
ve iki tepe z,y € V(M(G)) arasinda agagidaki durumlardan en az birinin saglanmasi
durumunda bir ayritin bulundugu bir ¢izge olarak tanimlanir:
l. z,y € E(G) ve x ile y, G ¢izgesinde komsudur.
2.z € V(G),y € E(G) ve z ile y, G ¢izgesinde baglantilidir (yani z, y ayritinin ug

noktalarindan biridir).

Ornek 2.0.2. Ornegin 4 tepeli bir yol ¢izgesinin orta cizgesini olusturalm. V (P;) =
{v1,v3,v5,v7} ve E(Py) = {va, vy, v6} olarak tanimlayalim. Tanim geregi V (M (Py)) =
V(Py) U E(Py) ve Py) cizgemdaki her ayrit, bagh oldugu tepeler ile orta ¢izgede baglan-

diginda asagidaki orta ¢izge olusmaktadir.

Sekil 2.1. 4 tepeli yol ¢izge P, ve onun orta ¢izgesi M (Py)
2.1. Orta Cizgelerin Siiper Baskinlik Sayisi

Ornek 2.1.1. Cizgenin siiper baskinlik sayis1 M (P;) asagida verilmistir.

D kiimesi icin ne kadar cok tepe secersek, kalan D kiimesi icin o kadar az tepe ka-
lir, bu da bize siiper baskinlik sayisini verir. Bu nedenle, M (Py)’ten tepeleri vq, vs olarak

secersek, bu kiime siiper baskinlig1 tanimlayan minimum tepe kiimesini olusturur.

D = {v1,v5}

D] =2

|D| = [V(M(Py))| — D]
|ID|=7-2

D] =5
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Sonug 1.5.9 *den v,,(G) > § bulur. M (P;) ¢izgesinin en kiigiik kiimesinin D kiimesi ol-
dugu asikardir ciinkii D kiimesine 1 eleman daha ekledigimizde, D kiimesindeki tepelerin
ortak komsularinin olamayacagi tanimina aykiridir. Bu sebeple ~,,(M (P;)) = 5 bulunur.
Teorem 2.1.2. M(P,), n > 3 i¢in P, cizgesinin orta ¢izgesi olsun. M (P,) ¢izgesinin

stiper baskinlik sayist;

M (P) = |

seklinde bulunur.

Ispat: M (P,) gizgesinin tepeleri V (M (P,)) = {v1, v, V5. .., va,_1} seklinde tamimlan-

D = {v,vs,v9,..., 0541}k >1)
D = {vs, v 00 06,-..)

D = V(M(Pn))/ﬁ

D] = V(M(E)) - D]

Dl = (-1 |2

MR = @n=1) - |25 ]

(e = |

Teorem 1.5.8’den;

i. n =4k icin

2.(4k) — w

2 8k—1w

2.(4k)—1—[ - 8/@—1—{

= 8k—-1-2k=06k—-1

ON
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il. n =4k + 1i¢in

2.(4k+1)—17 8k+2—1
2ty —1- [PEAD L) g g [BE2Y
= 8k+1—(2k+1) =6k
n—1
- 6'< 4 >
_ 33
22
iii. n =4k + 2i¢in
2.(4k+2)—1—{%} - 8k+4—1—[8k+3
= 8k+3—(2k+1)=6k+2
n—2
- 6.( . >+2
A" 4
By
iv. n =4k + 3i¢in
2.(4k+3)—1—{%1 - 8k+6—1—[8k+5w
= 8k+5—(2k+2)=06k+3
n—3
- 6( . )+3
_ 33
22

i, 11, 140 ve iv’den v, (M (P,)) = {%J elde edilir.

Ornek 2.1.3. C; cevre cizgesinin orta cizgesi M (C5) Sekil2.2’te verilmistir.

Sekil 2.2. C5 gevre ¢izgesi ve onun orta ¢izgesi M (C),)
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Teorem 2.1.4. n > 3i¢in M (C,,), C, cevre ¢izgesinin orta gizgesi olsun. Siiper baskinlik

sayisl,

wlr(C) = |5 |

seklindedir.

Ispat: V(C,) = {v1,vs,05,...,09m_1}, E(C,) = {vg,v4, 06, ...,02,} oldugunu var-
sayalim. Bu durumda Sekil 2.3’de gosterildigi gibi V(M (C,,)) = V(C,) U E(C,,) olur.

b = {U27 V6, V10, V14, - - - 7U4k—2}(k 2 1)
D — {U17U37U47U5;' . }

D] = [V(M(Cn))| - D

D) = 20— [3]

Yo (M(Ch)) = [%]
|

Ornek 2.1.5. K 1n Gizgesinin tepeleri V(K;,) = {vo,v1,v9,...,v,} ve ayritlar
E(Ki,) = {vo1, voz2, Vo3, - - - , Vo } seklinde tanimlansin. K ,, ve M (K, ,,) cizgeleri Sekil

2.4’te verilmistir.

Sekil 2.4. K ,, yildiz ¢izgesi ve onun orta ¢izgesi M (K )
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Teorem 2.1.6. M (K, ,), n > 2igin K, ¢izgesinin orta ¢izgesi olsun. M (K ,,) ¢izge-
sinin siiper baskinlik sayisi,

Vop(M(Ky1p)) =n+1
seklindedir.
Ispat: Notasyonu, V(K1n) = {vo,v1,...,u.} ve E(K1,) = {vo1,v02,-..,von} sek-
linde yapalim. K ,, ve M (K ,,) gizgeleri Sekil 2.5’ te gosterilmistir ve

Sekil 2.5. Yildiz ¢izgenin orta ¢izgesi M (K ,,)

D = {wvo, 01,02, - -+, Von

D = {v,v9,v3,...,0,}

D = V(M(Ki,))/{vi,v2,v3,...,0,}
|D| = 2n+1—n

Vsp(M (K1) = n+1

D bir siiper baskin kiimedir ve |D| = n + 1. Sonug 1.5.9°dan ~,,(G) > @ ve
\V(M(K1,))| = 2n + 1, boylelikle

V(M(E))|  [2041
’VSP(KLn) > 5 = ’7 5

—‘:n+1

Boylece, D minimum kiimedir ve v,,(M (K} ,,)) = |D| = n + 1 bulunur. [
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3. GENELLESTIRILMIiS TRANSFORMASYON CIZGELERI

Cizge doniisiim islemleri kapsaminda, bir ¢izgenin yapisini belirli parametrelere
gore doniistirmek amaciyla tanimlanan (a, b) parametreli dontisiim yaklagimi, ¢izgenin
tepe ve ayritlari arasindaki iligkileri degistirmeye olanak tanir. Bu baglamda, G' herhangi
bir basit ¢izge ve o, § € V(G) olmak iizere, e§er a = + ise « ve [ ¢izge G’de komsu
olacak sekilde korunur; ¢ = — durumunda ise bu iki tepe arasindaki komsuluk iligkisi
kaldirthir veya goz ardi edilir. Benzer sekilde, « € V(G) ve f € E(G) olmak iizere,
b = + ise « tepesi ile § ayriti arasinda bir incident (baglanti) iligkisi tanimlanir; b =
— oldugunda ise bu baglant1 yok sayilir. Bu parametrik yapi, klasik cizgi ¢izge, total
cizge, subdivision cizge gibi bir¢ok 6zel ¢izge doniisiimiinii ayn1 ¢at1 altinda incelemeyi
miimkiin kilar. Boylece (a,b) parametrelerine gére tanimlanan doniisiim ¢izgeleri, hem
teorik hem uygulamali acidan genis bir analiz alan1 sunar.

Tamm 3.0.1. [51] Genellestirilmis transformasyon ¢izge G, tepeler kiimesi V (G) U
E(G) olan bir gizgedir ve a, 3 € V(G) olmak iizere, « ile 5 ancak ve ancak agagidaki

durumlardan biri gerceklesirse G ¢izgesinde komsudur (yani aralarinda bir ayrit vardir);

i. a,f € V(G) olmak iizere, eger a = + ise o ve 3, G ¢izgesinde komsudur; eger a = —

ise a ve (3, G ¢izgesinde komgu degildir.

ii. « € V(G) ve p € E(G) olmak iizere, eger b = + ise o ve 3, G ¢izgesinde birbi-
rine baglantilidir (yani « tepesi, § ayritiyla baghdir); eger b = — ise o ve 3, G

cizgesinde baglantili degildir (bagh degillerdir).

Ornek 3.0.2. P; yol cizgesinin genellestirilmis transformasyon cizgesi Sekil 3.1°de ve-

rilmisgtir.

V1 \/3 \/5 v., Vg
Z Vg Vs Vg Vg ; ; ; ; ; ; ; ;
Vg Vy Vg Vg vy A Vg Vs

Sekil 3.1. Ps yol ¢izgesi ve onun genellestirilmis transformasyon ¢izgesi Ps' "
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3.1. Genellestirilmis Transformasyon Cizgelerinin Siiper Baskinlik Sayisi

Teorem 3.1.1. P, n > 3icin P, yol ¢izgesinin genellestirilmis transformasyon ¢izgesi

olsun. Siiper baskinlik sayisi;

Yp(PFF) = f’nz_ QJ
dir.
Ispat: V(P,) = {v1,v3,05,..., 091} ve E(P,) = {vs, vy, %, . . ., Von_s} olmak iizere,
V(PfT) =V (P,) U E(P,) seklindedir.
¥4 Vs \: k2 V9 b | IO

Sekil 3.2. P genellestirilmig transformasyon ¢izgesi

D = {v1,v5,v9,013,...,045-3} (k>1)
D - {1)2’1)37v4i}67v87"'}

D — V(PJJF)/D

|D| = |V(P")| - D

Dl = a3

WP = 2-1- 4]

=)

D kiimesi acik¢a P cizgesinin bir siiper baskin kiimesidir. Ciinkii D kiimesine herhangi
bir u tepesi ekledigimizde, v ve v’nin D kiimesinde ortak komsgular1 vardir. Bu ise bir
celigkidir. |
Ornek 3.1.2. Genellestirilmis transformasyon cizge P; ", asagidaki Sekil 3.3’te veril-

mistir.

Sekil 3.3. P- " genellestirilmig transformasyon ¢izgesi
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Teorem 3.1.3. P, *,n > 3icin P, yol ¢izgesinin genellestirilmis transformasyon ¢izgesi

Yap(Py 1) = [371 — 2} :

olsun.

2
dir.

Ispat: V(P,) = {vi,v3,05,...,09,-1} ve E(P,) = {va,v4, 6, ...,vs,} oldugunu var-

sayalim. Bu durumda, Sekil 3.3’de gosterildigi gibi V(P, *) = V(P,) U E(P,) olur.

E - {U27 Vg, V10, - - - 7U4k—2} (k Z 1)
D - {Ul)v37v5l"a1}2n—l}

D = V(P ")/D

| D] = V(P ") = [D)

Dl = @-y-z

V(P ) = 2n—1— {%J

_ [y]

Ornek 3.1.4. Cs5 cevre cizgesinin genellestirilmis transformasyon cizgesi Ci "

Sekil3.4’te verilmistir. C,,++ ¢izgesinin M (C),) ¢izgesine izomorf oldugu goriiliir.

Sekil 3.4. Cs gevre gizgesi ve onun genellestirilmis transformasyon ¢izgesi Cy

Teorem 3.1.5. n > 3 i¢in C'", C,, cevre ¢izgesinin genellestirilmis transformasyon ¢iz-

gesi olsun. Siiper baskinlik sayisi,

Yop(Co ) = Fgﬂ

seklindedir.

Ispat: C,++ ¢izgesi M(C,) cizgesine izomorf oldugundan ispat: Teorem 2.1.4 ile ayn
sekilde yapilir.
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Ornek 3.1.6. Sekil 3.5°da C; * genellestirilmis transformasyon cizgesi verilmistir.

Sekil 3.5. C5 yol ¢ilzgesinin genellestirilmis transformasyon ¢izgesi Cy *

Teorem 3.1.7. C,©, n > 3 icin C,, ¢gevre ¢ilzgesinin genellegtirilmis transformasyon

cizgesi olsun. Siiper baskinlik sayzisi,

dir.
Ispat: V(Cy,) = {v1,v3,05,...,09,-1}, E(Cy) = {va,v4, Vg, . .., V2, } oldugunu varsa-

yalim. Bu durumda Sekil 3.5’de gosterildigi gibi V' (C,, ™) = V(C,,) U E(C,,) olur.

D = {03, 6, V10, V14, - . ., Va2 (kK > 1)
D —= {Ulav?nUSL"a/UQn*l}

= V(C,N)/D
| D] = |[V(C. 1)~ D]

= 2n— L%j

Tp(Cy ™) = 2n—[3]

-y
5 |-
Acgikca D, Teorem 3.1.5’iin ispatina benzer sekilde (C 1) ¢izgesinin siiper baskin bir

kiimesidir.
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4. GENELLESTIRILMIS PETERSEN CIZGELERI

Tanim 4.0.1. [52, 53] Genellestirilmig Petersen ¢izgesi GP(n, k), n > 3ve 1l < k <
L”T_lj icin tanimlanan, kiibik (her tepe derecesi 3) ve baglantili bir ¢izge yapisidir. Bu
cizge, icte bir yildiz cokgeni (dairesel bir diizenleme) ve dista bir diizgiin n-gen olmak

iizere iki esit biiyiikliikte tepe kiimesinden olusur. Her ¢ icin v; dis cokgendeki, u; ise i¢

cokgendeki tepeleri temsil eder. Ayritlar li¢ grupta tanimlanir:

® U ~ Uiyl (mod n) (d1g cember),

® Ui ~ Uitk (mod n) (1€ y1ldiz ¢okgen),

* v; ~ u; (koprii baglantilar).

Bu ¢izgeler 1950 yilinda Coxeter [52] tarafindan tanitilmis ve 1969 yilinda Wat-

kins [53] tarafindan adlandirilmistir. Yedi Petersen ailesi ¢izgesiyle karistirtlmamalidirlar.

Genellestirilmis Petersen cizgesi kiibik oldugundan m/n = 3/2 saglar, burada
m ayrit sayisi ve n tepe noktasi sayisidir. Daha spesifik olarak, GP(n, k) = (|2n],|3n|)

olacak sekilde tepeleri ve ayritlari vardir.

Pozitif tam sayilar k£ ve nicin 1 < £ < n — 1 ve 2k < n kosullar1 saglandiginda,
genellestirilmis Petersen ¢izgesi G P(n, k) su sekilde tanimlanir:
Tepeler kiimesi: V (GP(n, k)) = {ug,u1, ..., Un—1,00,V1,...,Vp_1}
Aynitlar kiimesi: £(GP(n, k)) = {[u;, wit1], [wi, vi], [vi, vi4x] |0 <7 < n}

Bu tanima gore:

o {ug,uy,...,u,_1} tepe kilmesi dig gevreyi olusturur ve ¢evrim seklinde baglanur.
e {vg, v1,...,v,_1} tepe kiimesi icte yer alir ve her v;, v;, ile baglanarak i¢ cevrimi olug-
turur.

e Her u;, karsilik gelen v; ile baglanir.
Burada 7 bir tamsayidir ve tiim indisler mod n olarak degerlendirilir. Kullanilan n degeri-
nin ne oldugu baglamdan acikca anlagilacaktir ancak n her zaman n > 3 olacak sekilde

bir tamsay1y1 temsil eder.

Bu boliimde Genellestirilmis Petersen cizgelerinin siiper baskinlik sayisini incele-

yecegiz.

29



4.1. Genellestirilmis Petersen Cizgelerinin Siiper Baskinlik Sayisi

Ornek 4.1.1. Asagidaki 6rnekte GP(3, 1) genellestirilmis petersen gizgesi verilmistir.

Sekil 4.1. GP(3, 1) 3-prizma ¢izgesi

G P(3,1) incelendiginde D igin {u;, ug, us} tepelerini segtigimizde;
D = {vy, vy, v3} olur. Yani dis tepeleri D kiimesine sectigimizde kalan i¢ tepeler bize D
kiimesini verir. D kiimesine bir eleman daha eklersek tanim ile celiski yaratacag icin D

kiimesi minimum elemana sahiptir.

D - {u07u17u2}

D - {U07U17U2} .
| D = |[V(GP(3,1))| — D]
D) — 233
7SP(GP(3>1)) = 3

bulunur.

Teorem 4.1.2. n > 3 ve k = 1 i¢in GP(n,1) genellestirilmis Petersen ¢izge ailesinin

stiper baskinlik sayist;
Ysp(GP(n,1)) =n

bulunur.
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ispat:

uy u, Ug u, U Ug u; Ug Ug  UgglUgq

Sekil 4.2. GP(11, 1) 11-prizma ¢izgesi

GP(n,1) = C,xP, oldugundan bu ¢izgenin icerdigi iki cevre cizgenin tepeleri

{v1,v2,v3, ..., v} ve {ur, ug, ug, . . ., u, } seklinde etiketlenmis olsun.
D = {u17u27u3a-'~7un}
D = {U17v2>v37"'7vn}
D] — V(GP(n,1))| - D
|D| = 2n—n
Ysp(GP(n,1)) = n
olarak bulunur. |

Ornek 4.1.3. Asagidaki 6rnekte GP(6,2) genellestirilmis petersen gizgesi verilmistir.

Sekil 4.3. GP(5,2) ¢izgesi ve GP(6,2) ¢izgesi

G P(6,2) incelendiginde D igin {vy, vy, vs,v4, vs, U6+ tepelerini sectigimizde ka-

lan tepeler D = {uy, us, ug, uy, us, ug } kitmesini olusturur.

31



D = {U17U2,U37'U4,'U5,'U6}

D = {ul,u27U3,U4,U5_,U6}
D] = [V(GP(6,2)[/|D]
D] ~ 26-6

1sp(GP(6,2)) = 6

bulunur.

Teorem 4.1.4. n > 5 ve k = 2 igin GP(n,2) genellestirilmis Petersen ¢izge ailesinin

siiper baskinlik sayisi ;

Yoo (GP(n,2)) =n

olarak bulunur.

ispat:

U7

Ug

Ug

V1 V2 V3 V4 V5 V6

Y7

Vg

)

V10

V11

Sekil 4.4. GP(11,2) ¢izgesi

i. nciftise:

GP(n,2) ¢izgesi ii¢ tane ¢evre ¢izgeden olusur. Dig ¢evre cizgelerin tepelerini

{uy,ug, us, ..., up_1} ve {ug, uq, ug, . . ., u, } olacak sekilde tekler ve ciftler olarak

ayr isimlendirilmis; i¢ gevre ¢izgenin tepelerini de {vy, v, v3...,v,-1,0,} sek-

linde etiketlenmis olsun.
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D = {uy, ug, ug, ug, Usy .oy U1, Up b
D - {U17U27U37"’7Un—1>vn}
|D| =n
D] = |V(M(W,))|/ID|
= 2n—n

Y (GP(n,2)) =n

ii. n tek ise:

GP(n,2) cizgesi iki tane cevre ¢izgeden olugur. Dig ¢evre ¢izgelerin tepelerini

{uy, ug, us, Uy, . .., Up_1,Up} Ve {Vg, Vg, Vg, . ..,v,—1} olacak sekilde ; i¢ cevre ¢iz-
genin tepelerini de {vy, v, v3 ..., v,_1,v,} seklinde etiketlenmig olsun.
5 = {u17u27u37u47u57"'7"'7un717un}
D_ = {v1,v9,V3,...,V_1,Un}
| D] = n
D = [V(M(W,))|/|D|
= 2n—n

Ysp (GP(n, 2)) = n

i. ve ii.’den;
Ysp(GP(n,2)) =n

bulunur.
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5. SONUC VE ONERILER

Bu tez calismasinda, siiper baskinlik sayis1 olarak adlandirilan yeni bir ¢izge para-
metresi ele alinmistir. Bazi ¢izge siniflarinin doniisiim cizgeleri incelenmis ve bu ¢izgele-
rin sliper baskinlik sayilarini veren genel formiiller elde edilmistir. Gelecek ¢alismalarda,
bu parametrenin farkl ¢izge tiirlerine, 6zellikle de cesitli ¢izgelerin doniisiim cizgelerine
uygulanmasi planlanmaktadir. Bir ¢izgenin doniisiimii, orijinal yapinin kaybolmasina ve
yeni bir ¢izge yapisinin olugmasina neden olmaktadir. Eger doniistiiriilmiis ¢izge iize-
rinden orijinal ¢izgenin yeniden elde edilmesi miimkiin olursa, bu siire¢; orijinal ¢izgenin
yapisal ozelliklerinin, doniisiim ¢izgesi araciligiyla incelenmesine olanak saglayabilir. Sii-
per baskinlik sayisi lizerine yapilan ¢aligmalarin sinirli sayida olmasi nedeniyle, bu yeni
parametrenin doniisiim cizgelerine uygulanmasinin ve genel sonuclarin elde edilmesinin,

literatiire 6nemli bir katki saglayacag: diisiiniilmektedir.

Yapilan calismalar sonucunda agagidaki sonuglara ulagilmigtir:

1. Orta cizgeler, siiper baskinlik parametresi acisindan 6zgiin ve farkli davranislar sergi-
lemekte olup, klasik baskinlik kavramiyla kiyaslandiginda daha siki sinirlar gerektiren

0zel durumlar olusturmaktadir.

2. Yiiksek baglantili ¢izgeler ve diizenli ¢izgelerin orta ¢izgelerinde siiper baskinlik sa-

yist daha hizli artarken, ¢evre ve yol cizgelerinde bu artis daha kontrollii olmaktadir.

3. Literatiirde acik olan orta cizgeler iizerinde siiper baskinlik sayisina yonelik bir¢ok si-

nira ulagilmig ve bu sinirlar teorik olarak gerekcelendirilmistir.

4. Ozellikle Petersen cizgeleri ve genellestirilmis Petersen cizgeleri gibi 6zel yapilar
tizerinde yapilan analizler, bu cizgelerin siiper baskinlik parametresi agisindan derin-

lemesine incelenmesi gerektigini gostermistir.

Bu tez kapsaminda, genellestirilmis Petersen ¢izgelerinin G P(n, k) bicimindeki
ozel alt siiflart olan GP(n,1) ve GP(n,?2) ¢izgeleri lizerine siiper baskinlik sayis1 7y,

arastirllmistir.
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5.1. Gelecek Calismalar

Bu tezde elde edilen sonuglar, genellestirilmis Petersen cizgelerin belirli paramet-
reler (k = 1 ve k = 2) icin siiper baskinlik sayilarina odaklanmistir. Ancak bu sinirh
analiz, ileride yapilacak daha kapsamli1 ¢alismalara temel olugturabilecek bir¢ok yeni aras-
tirma yonii barindirmaktadir. Asagida, bu ¢alisma baglaminda 6nerilebilecek bazi potan-

siyel arastirma alanlar1 sunulmustur:

« Farkh k Degerleri icin Inceleme: Bu calismada k = 1 ve k = 2 icin siiper baskinlik
degerleri hesaplanmigtir. Ancak genel olarak GP(n, k) ailesi 1 < k < L%J kosulunu
sagladig1 i¢in, k parametresinin etkisini sistematik sekilde arastirmak, siiper baskin-
lik sayisinin k’ya bagh davranigi hakkinda daha genel sonuglar saglayabilir.

+ Siiper Baskinlik Kiimelerinin Yapisal Ozellikleri: Belirli G P(n, k) gizgelerinde
stiper baskinlik kiimelerinin i¢ yapisi (6rnegin tepe simetrileri, merkezden uzaklik
dagilimlar1 gibi) iizerine yapilacak caligmalar, bu kiimelerin sadece kardinalitesini
degil, konumlarim da karakterize edebilir.

« Tlgili Parametreler ile Karsilastirma: Siiper baskinlik saysi ile klasik baskinlik,
total baskinlik, bagimsiz baskinlik gibi parametreler arasinda iligkilerin arastirilmasi,
bu parametrelerin Ortiisme ve ayrisma noktalarinin belirlenmesine katki saglar.

* Orta ve Cizgi Cizgelerde Uygulama: GP(n,k) graflarinin orta ¢izgesi
M(GP(n,k)) ya da ¢izgi ¢izgesi L(GP(n,k)) iizerinde siiper baskinlik sayisinin
davranig1 incelenerek, cizge doniisiimlerinin etkisi analiz edilebilir. Bu, ozellikle ag
giivenligi ve iletim verimliligi gibi uygulamali alanlarda degerli olabilir.

* Algoritmik Yaklagimlar: Siiper baskinlik sayisin1 bulan algoritmalarin karmagik-
181, 6zellikle biiylik n degerleri i¢in optimize edilerek incelenebilir. Ayrica heuris-
tik ya da yapay zeka temelli yaklagimlarla siiper baskinlik kiimeleri olusturmak da
onemli bir ¢caligma alanidir.

* Uygulamali Modellerde Kullanimi: Siiper baskinlik kiimesi kavraminin kablosuz
sensOr aglari, sosyal ag analizi ya da biyolojik aglar gibi gercek diinya sistemlerinde
uygulanabilirligi, hem teorik hem de pratik katkilar saglayacak sekilde degerlendi-

rilebilir.

Bu oOneriler dogrultusunda yapilacak gelecekteki caligmalar, hem ¢izge teorisinin

temel yapisina hem de uygulamali matematik ve miihendislik alanlarina katki saglayabilir.
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