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TESEKKUR

Tez calismam boyunca bilgi, birikim ve tecriibeleriyle bana destek olan, konulara
farkli bir bakis acis1 ile bakmami saglayarak dogru bir sorgulama yapmama yardimc1
olan, olumsuz diisiincelere daima pozitif bir yaklasimda bulunarak her zaman dogru
yolda olmam i¢in sonsuz c¢aba sarf eden, yardimlarini higbir zaman esirgemeyen,
degerli danisman hocam Dog¢. Dr. Zeynep Nihan BERBERLER’e, yiiksek lisans
déonemim boyunca egitim ve diger konularda her tiirli destek ve bilgi veren,
¢Oziilemez sandigim sorular1 ¢6zmemi saglayan, utkumu genisleten hocam Dog. Dr.
Murat Ersen BERBERLER’e, yardimda bulunan diger degerli boliim hocalarima,
maddi ve manevi destekleri ile bu yolda her zaman giiclii bir sekilde ilerlememe

yardimec1 olan aileme sonsuz tesekkiirlerimi sunarim.
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CIZGELERIN DIFERANSIYELININ HESAPLANMASI

0z

G = (V(G),E(G)) ¢izgesinin, her D C V/(G) kumesi i¢in, B(D), D tepe
kiimesinde komsusu olan V(G) \ D kiimesindeki tepelerin kiimesi olsun. D
kiimesinin diferansiyeli 0(D) = |B(D)| — |D| ve G gizgesinin diferansiyeli
J(G) = max{d(D) : D C V(G)} olarak tammlanir. 9(D) = 0(G) esitligini
saglayan D kiimesine O-kiimesi veya diferansiyel kiime denir.  Bir ¢izgenin
diferansiyelinin arastirma ve uygulama alani temel olarak hesaplamali matematiktir.
G ¢izgesinde D tepeler kiimesi igin eger V(G) \ D kiimesindeki her tepe D
kiimesindeki bir tepeye komsu ise D kiimesine baskin kiime denir. G ¢izgesi, ayni
zamanda baskin kiime olan bir 0-kiimesi iceriyor ise G ¢izgesine baskin diferansiyel

cizge denir.

Bu tezde ilk olarak, yol, cevre ve tekerlek benzeri ¢izgelerin diferansiyel degerleri
hesaplanmis ve baskin diferansiyel olan ¢izgeler belirlenmistir. Daha sonra, temel
cizgelere ait tlimleyen prizmalarin diferansiyel degerleri hesaplanmis ve baskin
diferansiyel olan tiimleyen prizmalar belirlenmistir. Bir ¢izgeye ait parametrelerle
iligkili olarak, bu ¢izgenin tiimleyen prizmasinin diferansiyel degeri arastirilmistir.

Son olarak, bir ¢izgenin diferansiyelini hesaplayan algoritma 6nerilmistir.

Anahtar kelimeler: Diferansiyel, baskinlik, yol ¢izge, ¢evre cizge, tekerlek c¢izge,

tiimleyen prizmalar
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COMPUTING THE DIFFERENTIAL IN GRAPHS

ABSTRACT

For every set D C V(G) of the graph G = (V(G), E(G)), forevery set D C V(G),
let B(D) be the set of vertices in V(G) \ D that have a neighbor in the vertex set D.
The differential of the set D is defined as 9(D) = |B(D)| — | D| and the differential
of a graph G is defined as 9(G) = maz{0(D) : D C V(G)}. A set D satisfying
J(D) = 0(G) is called a 0-set or differential set. The research and application area
of the differential of a graph is mainly computational mathematics. A set D of G'is a
dominating set if every vertex in V(G) \ D is adjacent to a vertex in D. A graph G is
said to be dominant differential graph if it contains a 0-set which is also a dominating

set.

In this thesis, firstly the differentials of path, cycle and wheel related graphs are
computed and the graphs which are dominant differential are recognized. Then, the
differentials of complementary prisms of specific types of graphs are computed and
dominant differential complementary prisms are determined. Also, the differential of
the complementary prism of a graph is investigated related to the parameters of that

graph. Finally, an algorithm is proposed that computes the differential of a graph.

Keywords: Differential, domination, path, cycle, wheel, complementary prisms
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BOLUM BiR
GIRIS

Sosyal medya platformlari, bilginin hizli bir bigimde yayildig1 ve kullanicilar
arasindaki iletisimin giiclenerek arttig1 ortamlardir. Dolayisiyla bu ortamlar, iriin
pazarlama ve politik kampanyalarin tanitimi1 amaciyla siklikla kullanilmaktadir. Bu
kullanimdan dolay1 bu ortamlarda hangi kullanic1 grubunun diger kalan kullanicilar
en iy1 sekilde etkiledigi problemi ortaya ¢ikar. Diger bir deyisle, bir grubu temsil eden
bir ag1 en iyi sekilde etkileyen grup aranmaktadir. Bu diisiinceden hareketle

diferansiyel tanimi yapilmigtir.

Ag, merkezlerden ve bu merkezleri birbirine baglayan baglant1 hatlarindan olusur.
Bu agdaki merkezler bireyler ve insan gruplarini, baglanti hatlar1 ise merkezler
arasindaki iligkileri temsil eder. Agin temelini olusturan topoloji bir cizge ile
modellendiginde ¢izgenin tepeler kiimesi agin merkezlerine, ¢izgenin ayritlar kiimesi

agin baglant1 hatlarina karsilik gelir.

Cizgelerde diferansiyelin hesaplanmasi, ¢izgeye ait bir tepe kiimesinin ¢izgenin
geriye kalanini nasil etkiledigini belirten bir 6l¢iim yapabilme olanagi saglar.
Ornegin, popiiler bir kahve diikkan1 ele alinirsa ve bu diikkanin bulundugu sehirdeki
cok sayida miisteriye ulagmak istedigi diisiiniiliirse, o zaman dogal olarak ¢ok sayida
miisteriye kahve satabilmek i¢in sehirdeki en uygun noktalari bulma ihtiyaci dogar.
Ancak maliyetten dolayr her noktada bir kahve diikkan1 agilamayacagi da
unutulmamalidir. Sehir bir ¢izge modeli olarak ele alinirsa ve miisterilerin de makul
uzakliktaki bir kahve diikkanina gidecegi disiiniiliirse ¢izgenin baskin kiimesini
secmek olas1 bir yaklasimdir. Ancak baskin kiime, sadece kendini ya da sadece tek bir
komsusunu baskilayan tepeler igerebilir.  Dolayisiyla, c¢ok az kisinin gelecegi
ongoriilen bir noktaya yeni bir diikkkan agmak maliyet acgisindan diisiiniildiiglinde
mantiklt olmayabilir. O halde, bu 6rnekte en az elemana sahip olan diferansiyel

kiimeyi bulmak daha isabetli tercihler yapilmasina zemin hazirlayacaktir.

Bu ¢aligmanin ikinci boliimiinde diger boliimlerde kullanilacak olan genel tanimlar



verilmistir. Calismanin {igiincii boliimiinde diferansiyel tanimlanmis ve diferansiyel
ile ilgili bilinen sonuglar verilmistir. Dordiincii, besinci, altinci ve yedinci boliimde,
sirastyla, yol, cevre ve tekerlek benzeri cizgelerin ve tiimleyen prizmalarin
diferansiyel degerleri arastirilmistir. Sekizinci boliimde, bir ¢izgenin diferansiyelini

hesaplayan algoritma onerilmistir.



BOLUM iKi
TEMEL TANIMLAR

Bu boliimde, bu tezde kullanilan temel tanimlar verilmistir. Bu tezde, bukle ve katl

ayrit icermeyen basit yonsiiz ¢izgeler lizerinde ¢alisilmistir.

Tamim 2.1: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinin her tepe ¢ifti arasinda en

az bir yol var ise, G ¢izgesine birlestirilmis veya baglantili ¢izge denir.

Tamm 2.2: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G ¢izgesi, V (G) tepeler kiimesi ve E(G)
ayritlar kiimesine sahip olan bir ¢izge olsun. V(H) C V(G) ve E(H) C E(G) olacak
sekilde V' (H) tepeler kiimesi ve E(H) ayritlar kiimesine sahip olan H ¢izgesine, G

cizgesinin alt ¢izgesi denir ve H C G ile gosterilir.

Tamm 2.3: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG ¢izgesinde, S C V(G) bos kiimeden
farkli bir kiime olmak tizere G[S] etkilenmis alt ¢izge S tepeler kiimesini ve G

cizgesinde S kiimesindeki tepe ¢iftleri arasinda bulunan ayritlari igerir.

Tanim 2.4: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Agac, ¢evre igermeyen birlestirilmis
cizgedir.

Tanim 2.5: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir (G ¢izgesinde, herhangi bir v tepesi

herhangi bir ayrit ile bitisik degilse, bu tepeye izole tepe denir.

Tanim 2.6: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir G ¢izgesinin herhangi bir v tepesine
bitisik olan ayritlarin sayisina v tepesinin derecesi denir ve deg(v) veya degq(v) ile

gosterilir.

Tamm 2.7: (Chartrand ve Lesniak, 1996) Bir GG ¢izgesinin tiim tepelerinin dereceleri
icerisinden en biiyiik olan tepe derecesine GG ¢izgesinin en biiylik tepe derecesi denir

ve A(G) ile gosterilir.



Tanim 2.8: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G bir aga¢ olmak iizere G agacinda tepe

derecesi 1 olan tepeye yaprak ya da yaprak tepe denir.

Tamm 2.9: (West, 2001) Bir G ¢izgesinde v € V/(G) olmak iizere, v tepesinin
komsulugu ya da acgik komsulugu Ng(v) ya da N(v) ile gosterilir ve v tepesine
komsu olan tepelerin kiimesi N(v) = {u € V(G)|uv € E(G)} seklinde tanimlanur.
v € V(Q) tepesinin kapali komsulugu N[v] = N(v) U v olarak tanimlanir.
S C V(@) olmak tizere S kiimesinin agik komsulugu ve kapali komsulugu sirasiyla

Ng(S) = U,es N(v) ve N[S] = N(S) U S seklinde tanimlanr.

Tamim 2.10: (West, 2001) G ¢izgesi, V (G) tepeler kiimesi ve F(G) ayritlar kiimesine
sahip bir ¢izge olmak iizere, G ¢izgesinin timleyen ¢izgesi V (G) tepeler kiimesine ve

G ¢izgesindeki tepeler arasinda olmayan tiim ayritlara sahiptir ve G ile gosterilir.

Tanim 2.11: (Buckley ve Harary, 1990) Bir G ¢izgesinde, herhangi iki tepeyi birbirine

baglayan yollardan en az ayrita sahip olan yola en kisa yol denir.

Tamim 2.12: (Buckley ve Harary, 1990) Bir GG ¢izgesinde, herhangi iki tepe arasindaki
en kisa yolda bulunan ayrit sayisina iki tepe arasindaki uzaklik denir. u,v € V(G)
olmak tizere, GG ¢izgesinde u ve v tepeleri arasindaki uzaklik d(u, v) veya dg(u,v) ile

gosterilir.

Tamim 2.13: (Buckley ve Harary, 1990) G birlestirilmis bir ¢izge ve v € V(G) olsun.
v tepesinin agiklik degeri e(v) veya eg(v) ile gosterilir ve e(v) = maz{d(u,v)|u €

V(G)} olarak tanimlanr.

Tamim 2.14: (Buckley ve Harary, 1990) Bir G ¢izgesinin ¢ap1 diam(G) ile gosterilir

ve diam(G) = maz{e(v)|v € V(G)} olarak tanimlanir.

Tamim 2.15: (Chartrand ve Lesniak, 1996) GG; ve GG, ayrik tepe kiimelerine sahip iki

¢izge olsun. G ve (G5 ¢izgelerinin birlesim islemi sonucunda elde edilen G = G; UGy



cizgesi V(G) = V(G1) U V(Gy) tepeler kiimesi ve E(G) = E(G;) U E(Gs) ayritlar
kiimesine sahiptir. G ¢izgesi, bir H ¢izgesinin n (n > 2) adet ayrik kopyasindan

olusuyorsa G = nH ile gosterilir.

Tamim 2.16: (Chartrand ve Lesniak, 1996) GG; ve GG, ayrik tepe kiimelerine sahip iki
cizge olsun. GGy ve G5 gizgelerinin toplama iglemi sonucunda elde edilen G = G, +
G cizgesi V(G) = V(G1) U V(G,) tepeler kiimesi ve E(G) = E(G1) U E(Gy) U
{(u,v)|u € V(Gy),v € V(Gs)} ayntlar kiimesine sahiptir.

Tamim 2.17: (Chartrand ve Lesniak, 1996) G ve G5 cizgelerinin taglama iglemi
sonucunda elde edilen ¢izge GG; o (5 seklinde gosterilir. G o G4 ¢izgesinde G
cizgesinin her bir tepesine karsilik G5 ¢izgesinin bir kopyast alinir. Ardindan G,
cizgesinin her bir tepesinden bu tepeye karsilik gelen G5 ¢izgesinin kopyasinin her bir

tepesine bir ayrit ¢izilir. Cizgelerde tagclama isleminin degisme 6zelligi yoktur.



BOLUM UC
DIFERANSIYEL

Bu boliimde, bir ¢izgenin diferansiyeli ve baskin diferansiyel ¢izge tanimlanmig ve

bilinen temel sonuglar verilmistir.

Tanim 3.1: (Mashburn, Haynes, Hedetniemi, Hedetniemi, ve Slater, 20006)
G = (V(Q), E(Q)) g¢izgesinin, her D C V(G) kiimesi i¢in, B(D), D tepe kiimesinde
komsusu olan V(G) \ D kiimesindeki tepelerin kiimesi olsun. D kiimesinin
diferansiyeli 9(D) = |B(D)| — |D| ve G gizgesinin diferansiyeli
J(G) = max{9d(D)|D C V} olarak tamimlanir. 9(G) = 9(D) esitligini saglayan D
kiimesine O-kiimesi veya diferansiyel kiime denir. G ¢izgesi G, ..., Gy, birlestirilmis

bilesenlerine sahip bir ¢izge ise I(G) = 9(Gy) + ... + 9(Gy) olur.

Bir ¢izgenin diferansiyelinin arastirma ve uygulama alan1 temel olarak hesaplamali
matematiktir.  Ayrica c¢izgelerin diferansiyeli hem teorik hem de uygulamal

matematikte artan ilgi goren bir konudur.

Tamm 3.2: (Haynes, Hedetniemi, ve Slater, 1998) G = (V(G), E(G)) gizgesinde D
tepeler kiimesi igin eger V' (G) \ D kiimesindeki her tepe D kiimesindeki bir tepeye
komsu ise D kiimesine baskin kiime denir. G ¢izgesinde, en az sayida elemana sahip
olan baskin kiimenin eleman sayisina G ¢izgesinin baskinlik sayist denir ve 7(G) ile

gosterilir.

Tamim 3.3: (Bermudo, Hernandez-Gomez, Rodriguez, ve Sigarreta, 2014) G ¢izgesi,
ayn1 zamanda baskin kiime olan bir J-kiimesi igeriyor ise G ¢izgesine baskin

diferansiyel ¢izge denir.

Tam ¢izge, yildiz ¢izge, tekerlek ¢izge, n = 3k veyan = 3k + 2 (k € Z) olmak

lizere yol ¢izge P, ve ¢evre cizge C,, baskin diferansiyel ¢izge drnekleridir.



Ornek 3.1°de, K. 3,5 ¢izgesinin diferansiyeli hesaplanmistir.

Ornek 3.1: K. 3.5 8 tepeli ¢izgenin diferansiyelinin hesaplanmasi:

Uy U2 us

1 (%) U3 V4 Us

Sekil 3.1 8 tepeli iki-parcali tam ¢izge K3 5

u € V(K35) (1 < i < 3) tepesi D kiimesine eklenirse D; = {u;}, B(D;) =
{U17U27U3,’U4,’U5}, 8(D1) = |B(D1>’ — |D1| = 4 olur ve D1 kiimesine {Ul,UQ,Ug} \

{u;} tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse J(D;) < 4 olur.

v; € V(K35) (1 < j <5)tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {u;,v;}, B(Dy) =
V(Ks5) \ {ui,vj}, 0(Ds) = |B(D2)| —|D2| = 4 olur ve D, kiimesine V (K5 5) tepeler

kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse (D2) < 4 olur.

v; € V(Ks5) (1 < j < 5) tepesi D3 kiimesine eklenirse D3 = {v;}, B(D3) =
{Ul,UQ,Ug}, 8(D3) = ‘B(D3)| — |D3‘ = 2 olur ve D3 kiimesine {’Ul, Vg, V3, U4, '05} \

{v;} tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse J(Ds) < 2 olur.

u; € V(Ksp5) (1 < i < 3) tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {u;,v;}, B(Dy) =
V(Ks5)\{ui,vj}, 0(Dy) = |B(Dy)| —|D4| = 4 olur ve D, kiimesine V' (K5 5) tepeler

kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 0(Dy4) < 4 olur.



Diferansiyel tanimindan,

O(Kss5) = maz{d(Dy)} (1< k<4) 3.1)
O(Kss5) = 4 (3.2)

elde edilir.

Aciklama 3.1: Sekil 3.1°deki K3 5 iki-pargali tam ¢izge icin D = {w;,v;} (1 < i <
3,1 < j < 5) kiimesi baskin kiimedir. D = {u;,v,} kiimesi ayn1 zamanda K3 5 iki-
parcali tam ¢igenin O-kiimesidir. O halde, K3 5 iki-par¢ali tam ¢izge baskin diferansiyel

cizgedir.

Teorem 3.1: (Bermudo, Rodriguez, ve Sigarreta, 2015)

a) K,, n tepeli bir tam ¢izge olmak tizere, (K,) = n — 2.

b) P,, n tepeli bir yol ¢izge olmak tizere, O(P,) = {gJ .
c) Cp, n (n > 3) tepeli bir gevre ¢izge olmak tizere, I(C,,) = {%J )

d) Ki,, n+ 1tepeli bir yildiz gizge olmak tizere, 0(K;,,) = n — 1.

e) K, n, m+ ntepeli bir iki-parcali tam ¢izge olmak tizere,

(K ) =max{m —1,n—1,m+n —4}.

f) W,, n + 1 tepeli bir tekerlek ¢izge olmak iizere, (W) = n — 1.

Teorem 3.2: (Bermudo ve Fernau, 2012) G, n (n > 3) tepeli birlestirilmis bir ¢izge

olmak tizere, 0(G) > g olur.

Teorem 3.3: (Bermudo, Herndndez-Goémez, Rodriguez, ve Sigarreta, 2014) Bir G
¢izgesinin baskin diferansiyel olmasi i¢in gerek ve yeter kosul O(G) = n — 2v(G)

olmasidir.



Onerme 3.1: (Bermudo, De La Torre, Martin-Caraballo, ve Sigarreta, 2015) G ve H,
tepe sayilari, sirastyla n; ve ny; maksimum tepe dereceleri, sirastyla, A(G) ve A(H)

olan iki ¢izge olsun. O zaman,

a) ni+n,—4<90(G+H)<ny+ny—2
b) 0(G+H)=n1+ny—2 <= A(G)=ny —1veyaA(H) =ny — 1;

¢) G+ H)=n+n—3 <= A(G) =n; —2ve A(H) < ny — 2 veya
A(G) <ny—2ve A(H) =ny —2;

Onerme 3.2: (Bermudo, De La Torre, Martin-Caraballo, ve Sigarreta, 2015) G ve H,

tepe sayilari, sirasiyla ny ve ny olan iki ¢izge olsun. O zaman,

a) ng >2=0(GoH)=ny(ny—1);

b) no=1=0(Go H)=n; —v(G).



BOLUM DORT
YOL BENZERI CiZGELERIN DIFERANSIYELI

Bu boliimde, yol benzeri ¢izge tiplerinden kuyruklu yildiz ¢izge, ¢ift kuyruklu
yildiz ¢izge, lolipop c¢izge ve diizenli tirtil ¢izgenin diferansiyel degerleri

hesaplanmustir, baskin diferansiyel ¢izgeler belirlenmistir.

4.1 Kuyruklu Yildiz Cizge

Tanim 4.1: Kuyruklu yildiz ¢izge Cs; (s,t € ZT), K15, s + 1 tepeli yildiz ¢izgenin
tepe derecesi 1 olan tepelerine komsu olan merkez tepesini ¢ tepeli P; yol ¢izgenin tepe
derecesi 1 olan bir tepesi olarak belirlenmesiyle elde edilen bir agagtir. Dolayisiyla,
Csq = Ky ve Cip 1 = P, olur (Hattingh ve Ungerer, 1998). c tepesi, K s yildiz

cizgenin merkez tepesi; yani P, ¢izgenin tepe derecesi 1 olan bir tepesidir.

U1 (%) U3 Vi1
® @ e ® s tepe
t tepe

Sekil 4.1 s + t tepeli kuyruklu y1ldiz ¢izge Cs ¢

Teorem 4.1: C,, s+t tepeli kuyruklu ¢izge olmak iizere, C; ; kuyruklu y1ldiz ¢izgenin
t—2
diferansiyeli 0(Cs;) = s + {TJ olur.

ispat: Cs,. cizgesinde, K s yildiz ¢izgenin ¢ merkez tepesi D, kiimesine eklenirse
D, = {c} ve 9(D;) = s olur.

S1 = V(Csy) \ Ne,,[c] igin Cy4[S1] = Pi_p olur. Cy,[S1] ¢izgesinin maksimal
O-kiimesi D; kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = {%J oldugundan
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t—2
d(Dy) = s+ {TJ elde edilir ve D; kiimesine V' (Cy ;) tepeler kiimesinin herhangi

bir alt kiimesi eklenirse (D) < s + {%J olur.

Cs,. cizgesinde K, yildiz ¢izgenin merkez tepesi disinda bir tepesi D3 kiimesine
eklenirse 9(D3) = 0 olur.

Sy = V(Csy) \ Ne,,[Ds] igin Cs4[So] = P,y olur. C;[Ss] ¢izgesinin maksimal

O-kiimesi Dj kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. J(P,) = g oldugundan
t—1 o . . Sy
d(Dy) = {TJ elde edilir ve D, kiimesine V' (C} ;) tepeler kiimesinin herhangi bir
t

alt kiimesi eklenirse 9(Dy) < % olur.

Cs.: ¢izgesinde, ¢ € B(Ds) olacak sekilde P; yol ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi Dj
kiimesine eklenirse, (P,,) = LgJ oldugundan, 0(Ds) = EJ olur.

Cs,. cizgesinde K, yidiz ¢izgenin merkez tepesi ¢, D5 kiimesine eklenirse Dg

v
kiimesi elde edilir ve 9(Dg) = EJ + s — 2 olur. D¢ kiimesine V' (Cs;) tepeler

t
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 0(Dg) < EJ + s — 2 olur.

Diferansiyel tanimindan,

A(C,y) = maz{d(D;)} (1<i<6) @.1)

t—2

(Cr) = 5+ {TJ (42)

elde edilir ve ispat tamamlanr.

t—2
Agiklama 4.1: v(Cs;) = 1 + [T-‘ oldugu aciktir. Dolayisiyla, Teorem 3.3’ten,
t = 3k+2veyat = 3k+4 (k € Z) igin kuyruklu y1ldiz ¢izge C ; baskin diferansiyeldir.

4.2 Cift Kuyruklu Yildiz Cizge

Tamm 4.2: Cift kuyruklu yildiz ¢izge DC(n,a,b) (a,b > 1,n > a + b + 2)
n — a — b tepeli yol ¢izgenin tepe derecesi 1 olan bir tepesine tepe derecesi 1 olan a
adet komsu tepe, diger tepe derecesi 1 olan tepesine tepe derecesi 1 olan b adet komsu

tepe eklenmesiyle elde edilir. Dolayisiyla, DC(n,a,b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izge
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a + b tanesi yaprak tepe olmak ilizere n adet tepeye sahiptir (Cygan, Pilipczuk, ve
Skrekovski, 2011). vy, ..., Va, U1, ..., Up, W1, ..., Wn_ap tepeleri DC(n,a,b) cift
kuyruklu yildiz ¢izgenin tepeleri olsun. DC'(n, a, b) ¢ift kuyruklu ¢izgede P, _,_; yol
cizgenin tepeleri w; ve w,_,—, tepeleri tepe derecesi 1 olan tepeler olmak tizere
Wi, Way, ..., Wy_q—p Olsun. w; tepesine komsu olan tepe derecesi 1 olan tepeler
Uy, Us, ..., up tepeleri, w,_,_, tepesine komsu olan tepe derecesi 1 olan tepeler

vy, Vg, ..., U, tepeleri olsun.

U1

V2

Sekil 4.2 n tepeli ¢ift kuyruklu yildiz ¢izge DC(n, a, b)

Teorem 4.2: DC(n,a,b) (a,b > 1,n—a—b > 2), n tepeli ¢ift kuyruklu yildiz gizge
olmak tizere, DC(n, a, b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izgenin diferansiyeli 0(DC'(n, a,b)) =

n—a—b—4
a+b+ — 3 olur.

Ispat: w; € V(DC(n,a,b)) tepesi D; kiimesine eklenirse, 9(D;) = a olur.
Sl = V(DC(H,(I,Z))) \ NDc(n7a7b)[w1] 1(}11’1 DC(H,CL, b)[Sl] = Cb,n—a—b—Z OlLII'.
Chn—a—b—2, 1 — a — 2 tepeli kuyruklu yildiz ¢izgedir. DC(n,a,b)[S1] ¢izgesinin

maksimal O-kiimesi D; kiimesine eklenirse D, kimesi elde edilir.
0(Cst) = s+ {%J oldugundan, 0(Dy) = a + b + {%MJ olur ve Do
kiimesine V(DC(n,a,b)) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse
I(Dy) <a+b+ {%J olur.

Wp—ap € V(DC(n,a,b)) tepesi D3 kiimesine eklenirse d(D3) = b olur.
Sy = V(DC(n,a,b)) \ Npcmapwn] i¢in DC(n,a,b)[S2] = Cqpq-p—2 olur.
DC(n,a,b)[Ss] ¢izgesinin maksimal O-kiimesi Dj kiimesine eklenirse D, kiimesi
elde edilir. 9(Cs;) = s + L%J oldugundan, 9(Dy) = a + b+ {%J
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ve V(DC(n,a,b)) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine eklenirse
—a-b—4

A(Dy) < a+b+ {%J olur. v; € V(DC(n,a,b)) (1 < i < a) tepesi Dy

kiimesine eklenirse J(D5) = 0 olur. S3 = V(DC(n,a,b)) \ Npc(n,aplvi] i¢in

DC(n,a,b)[Ss] = K, 1 U Chn—a—b—1 olur. DC(n,a,b)[Ss] ¢izgesinin maksimal
t—2
O-kiimesi Dj kiimesine eklenirse Dy kiimesi elde edilir. 0(Cs;) = s + {TJ

oldugundan, 9(Ds) = I(Cpp—q—b-1) = b+ {%MJ olur ve V(DC'(n,a,b))
tepeler kiimesinin  herhangi bir alt kiimesi Dy kiimesine eklenirse
d(Dg) < b+ ﬁzﬁgﬁ;é olur.

u; € V(DC(n,a,b)) (1 < j < b) tepesi D7 kiimesine eklenirse 9(D7) = 0 olur.
Sy =V (DC(n,a,b)) \ Npcn,aply;] icin DC(n,a,b)[Ss] = Ky 1UCup gy olur.

DC(n,a,b)[Ss] cizgesinin maksimal O-kiimesi D; kiimesine eklenirse Ds kiimesi

elde  edilir. 0(Cs4) = s+ {%J oldugundan,
d(Ds) = ICan—a-b-1) = a+ {%MJ olur ve V(DC(n,a,b)) tepeler
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi Dy kiimesine eklenirse
d(Dg) < a+ {%MJ olur.

n—a—b=3k+1(k € Z)igin, w; € B(Dy) veya w,_,—p € B(Dy) olacak sekilde
P,_._p ¢izgesinin maksimal O-kiimesi Dy kiimesine eklenirse O(F,) = %
oldugundan 9(Dy) = R_THJ olur ve w € B(Dy) ise

S5 = V(DC(n,a,b)) \ Npcinan|De U B(Dy)] igin DC(n,a,b)[Ss] = Ky U Ky,
olur. DC(n,a,b)[Ss] ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi Dgy kiimesine eklenirse D;q
kiimesi elde edilir. (K7 ,) = n — 1 oldugundan, 9(Dyo) = (a — 1) + {n—Ta—bJ

olur. w; € V(DC(n,a,b)) tepesi Do kiimesine eklenirse Dy, kiimesi elde edilir ve
n—a—=>b

O(Dn) = (a+b—3)+ {TJ olur. Dy; kiimesine V(DC'(n, a,b)) tepeler

kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse d(D1;) < (a + b — 3) + {n _; — bJ

olur. wy_q—p € B(Dy) ise S¢ = V(DC(n,a,b)) \ Npcmap Do U B(Dyg)| igin
DC(n,a,b)[Ss] = Ko U Ky, olur. DC(n, a,b)[Ss] ¢izgesinin maksimal d-kiimesi Dy
kiimesine eklenirse D;o kiimesi elde edilir. O0(K;,) = n — 1 oldugundan,

a—b

o) = (- 1)+ |5

J olur. w; € V(DC(n,a,b)) tepesi Dyg kiimesine
—a—b
eklenirse Dq; kiimesi elde edilir ve 9(D11) = (b+a — 3) + L%J olur. Dy
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kiimesine V(DC(n,a,b)) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse
—a—b
(D) < (b+a—3)+ {%J olur,
n—a—b=3kveyan —a—b=3k+2(ke€Z)igin, wy,w,_p € B(D12) olacak
n

sekilde P,_,_, ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi D15 kiimesine eklenirse 0(P,,) = {gJ

—a—b
oldugundan 9(Dy5) = {%J olur.

wy € V(DC(n,a,b)) tepesi Dio kiimesine eklenirse D3 kiimesi elde edilir ve

—a—b
Dig) = (b—2) + {“ = J olur. wy oy € V(DC(n,a,b)) tepesi Dy
kiimesine eklenirse Dy, kiimesi elde edilir ve 9(D1y) = (b +a — 4) + {n _; = bJ

olur. Dy, kimesine V(DC(n,a,b)) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi

eklenirse 0(Dy4) < (b+a —4) + V _?C,L - bJ olur. w,_,—p € V(DC(n,a,b))
tepesi Do kiimesine eklenirse Dq5 kiimesi elde edilir ve
d(Dy5) = VL_THJ +a — 2 olur.
Diferansiyel tanimindan,
d(DC(n,a,b)) =maz{0(D;)} (1 <1<15) (4.3)
n—a—b—4

8(DC’(n,a,b))=a+b+L J (a,b>1,n—a—b>2) (44)

3

elde edilir ve ispat tamamlanir.

n—a—>b—4
3
dolayisiyla Teorem 3.3’ten,n —a — b = 3k veyan —a — b = 3k + 1 (k € Z) igin

Acgiklama 4.2: a,b > 1 igin y(DC)0p) = 2 + oldugu agiktir ve

DC(n, a,b) ¢ift kuyruklu yildiz ¢izge baskin diferansiyeldir.

4.3 Lolipop Cizge

Tanim 4.3: Lolipop ¢izge L, 4, P; d tepeli yol ¢izgenin tepe derecesi 1 olan bir u
tepesinin, K, 4 n — d tepeli tam ¢izgenin tiim tepelerine birer ayrit ile birlesmesiyle

elde edilir (Morgan, Mukwembi, ve Swart, 2011).
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Sekil 4.3 n = 10, d = 5 i¢in lolipop ¢izge Ly, 4

Teorem4.3: L,  (d > 1), n tepeli lolipop ¢izge olmak iizere, L, 4 ¢izgenin

d—2
diferansiyeli O(L,, 4) =n —d + {TJ olur.

Ispat: u € V(L, ) tepesi, D; kiimesine eklenirse D; = {u} ve 9(D;) = n — d olur.
S1 = V(Lna) \ Ni, 4u] igin Ly, 4[S1] = Py_p olur. L, 4[S1] ¢izgesinin maksimal

O-kiimesi D; kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. J(P,) = g oldugundan
d—2
I(Dy) =n—d+ LTJ olur. D, kiimesine V' (L,, 4) tepeler kiimesinin herhangi bir

d—2

alt kiimesi eklenirse 9(Dy) <n —d + 5 olur.

K, _4 ¢izgesinin bir tepesi D3 kiimesine eklenirse (D3) = n — d — 1 olur. Sy =
V(Lna) \ N, ,[ D3] igin L, 4[S2] = Py_1 olur. L, 4[S>] ¢izgesinin maksimal J-kiimesi
Dj; kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = g J oldugundan 0(D,) =

d—1
n—d—1+ LTJ olur. D, kiimesine V' (L,, 4) tepeler kiimesinin herhangi bir alt
-1
kiimesi eklenirse (D) <n—d —1+ 5 olur.

u € B(Ds) olacak sekilde P, ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi D5 kiimesine eklenirse,
n

d(P,) = LgJ oldugundan, 0(Ds) = EJ olur.

K, _4 ¢izgesinin 0-kiimesi Ds kiimesine eklenirse Dg kiimesi elde edilir. 0(K,) =
d
n — 2 oldugundan J0(Dg) = ng +n —d — 2 olur. Dg kiimesine V' (L,, 4) tepeler

d
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 0(Dg) < ng +n—d—2olur

Diferansiyel tanimindan,

O(Lna) = maz{0(D;)} (1<i<6) 4.5)

O(Lnpa) =n—d+ {%J (d>1) (4.6)

elde edilir ve ispat tamamlanir.
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d—2
3
Teorem 3.3’ten, d = 3k + 2 veyad = 3k + 4 (k € Z) igin L,, 4 lolipop ¢izge baskin

Agiklama4.3: d > 1 i¢in v(L,q) = 1 + —‘ oldugu agiktir. Dolayisiyla,

diferansiyeldir.

4.4 £/ Cizge

Tanim 4.4: E; cizge, 2 tepeli bir yol ¢izge ile bu yol ¢izgenin tepelerinden birinin her
biri p tepeye sahip olan ¢ adet yol ¢izgeyle birlestirilmesinden elde edilen pt 4 2 tepeli
bir agactir (Cormen, Leiserson, Rivest, ve Stein, 2009). c tepesi, ¢ adet yol ¢izgeyle
birlestirilen 2 tepeli yol ¢izgenin tepelerinden biri olmak {izere, ¢ tepesinin derecesi

deg(c) =t + 1’dir.

.................................. e — ] t adet

p tepe

ekil 4.4 pt + 2 tepeli E¢ gizge
p p g

Teorem 4.4: E;, pt + 2 tepeli aga¢ cizge olmak iizere, E; cizgenin diferansiyeli
—1
o(E]) =t (VTJ + 1) olur.

Ispat: ¢ € V(E!) tepesi D; kiimesine eklenirse 9(D;) = ¢ olur.
t

Si = V(E}) \ Nglc] igin E}[Si] = | P,y olur. E}[S)] cizgesinin maksimal
i=1

0-kiimesi D; kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = LgJ oldugundan
-1
0(Dy) =t+t VTJ olur. D, kiimesine V'(E]) tepeler kiimesinin herhangi bir alt

—1
kiimesi eklenirse O(Dy) <t + ¢ VTJ olur.
P, ¢izgesinde ¢ tepesine komsu olan diger ug tepe D kiimesine eklenirse, 9(D3) = 0

olur.
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t
Sy = V(E}) \ Ngi[Ds] igin E[So] = |J P, olur. E}[Sy] cizgesinin maksimal
i=1
O-kiimesi D5 kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = LgJ oldugundan
0(Dy) = tEJ olur. Dy kiimesine V (E]) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi

eklenirse 0(Dy) < t{gJ olur.

¢ € B(Ds) olacak sekilde p tepeli ¢ yol ¢izgeden birinin maksimal 9-kiimesi Dj
kiimesine eklenirse 0(P,,) = {gJ oldugundan 0(D5) = V%lJ olur.

E;, cizgesinde p tepeli t — 1 yol ¢izgenin maksimal J-kiimeleri D5 kiimesine eklenirse
Dg kiimesi elde edilir. 9(P,) = LgJ oldugundan 0(Dg) = V%lJ +(t—1) gJ
olur. Dg kiimesine V(E;) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse
J(Dg) <t+t V%J olur.

Diferansiyel tanimindan,
8(E;) =maz{d(D;)} (1<i<6) (4.7)
O(E!) =t Q%J + 1) (4.8)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

-1
Aciklama 4.4: v(EIt,) =1+t P?T—‘ oldugu aciktir ve dolayisiyla Teorem 3.3’ten,
p =3k veyap =3k + 1 (k € Z) igin E! gizgesi baskin diferansiyeldir.

4.5 Diizenli Tirtill Cizge

Tamm 4.5: T, ,,,, n(m + 1) tepeli diizenli tirt1l ¢izge, P, n tepeli yol ¢izgenin her
bir tepesine bitigik bir ayritla tepe derecesi 1 olan m adet tepe eklenmesiyle elde edilir
(Gallian, 2012). T,,,, diizenli tirtil ¢izge 7;,,, = P, o mK; olacak sekilde taglama

islemi ile de tanimlanabilir.
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Sekil 4.5 n = 5 ve m = 3 i¢in diizenli tirt1l ¢izge T}, p,

Sonuc 4.5: T, ,,,, n(m + 1) tepeli diizenli tirt1l gizge olmak iizere, 7, ,,, diizenli tirtil
n— [E—‘, m=1 1ise;
¢izgenin diferansiyeli 9(7,,,) = 3

n(m—1), m>2 ise.

Ispat: T),,,, n(m + 1) tepeli diizenli tirt1l gizge T}, ,,, = P, o mK taglama islemi ile

de tanimlanabildiginden, |V (P,)] = n, |V(mK;)| = m ve v(P,) = [%—‘

oldugundan, Onerme 3.2(a)-(b)’den, T, diizenli tirtil ¢izgenin diferansiyeli
n— [Ew, m=1 Iise;

O Tm) = 3 olarak elde edilir ve ispat tamamlanur.

n(m — 1), m>2 ise.
Aciklama 4.5: T, ,,,, n(m + 1) tepeli diizenli tirt1l ¢gizge i¢in v(7},,,) = n oldugu

agiktir, dolayisiyla Teorem 3.3’ten, m > 2 i¢in T, ,, diizenli tirtil ¢izge baskin

diferansiyeldir.
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BOLUM BES
CEVRE BENZERI CIZGELERIN DIFERANSIYELI

Bu boliimde, ¢evre benzeri ¢izge tiplerinden yelpaze ¢izge, k-piramit ¢izge ve k-
sayfali n-gen kitap cizgenin diferansiyel degerleri hesaplanmistir, baskin diferansiyel

cizgeler belirlenmistir.

5.1 Yelpaze Cizge

Tanim 5.1: Yelpaze ¢izge F),, n tepeli C), ¢cevre ¢izgenin bir tepesinin ¢izgenin diger
tiim tepeleri ile birer ayrit ile birlestirilmesiyle elde edilir. n = 3 i¢in F3 = Cj5 olur.
Yelpaze cizge F),, F,, = P,,_1 + K; olmak iizere n — 1 tepeli F,,_; yol ¢izge ve 1 tepeli

K tam ¢izgenin toplami olarak da tanimlanabilir.

Sekil 5.1 n = 6 i¢in yelpaze ¢izge F},

Sonug 5.1: F),, n tepeli yelpaze cizge olmak {izere, F,, yelpaze ¢izgenin diferansiyeli

d(F,) =n — 2 olur.

Ispat: F,, n tepeli yelpaze ¢izge F,, = F,_; + K; toplama islemi ile
tanimlanabildiginden, A(K;) = 0, |[V(K;)| = 1 ve A(K,) = |V(Ky)| — 1
oldugundan, Onerme 3.1(b)’den
O(F,) = 0(Poy + K1) = |V(Poo1)| + |V(K1)| — 2 = n — 2 elde edilir ve ispat

tamamlanir.

Aciklama 5.1: F,,, n tepeli yelpaze ¢izge i¢in y(F,,) = 1 oldugu agiktir, dolayisiyla

Teorem 3.3’ten, F,,, n tepeli yelpaze cizge baskin diferansiyeldir.
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5.2 k-Piramit Cizge

Tanim 5.2: k-piramit ¢izge kP(n), C,,, n tepeli cevre ¢izge ve Ny, k adet izole tepeden
olusan bir ¢izge olmak iizere, kP(n) = C,+ N} toplama iglemi ile tanimlanir. 2-piramit
¢izge BP(n), BP(n) = C,,+ N, toplama iglemi ile tanimlanir ve bu ¢izgeye ikipiramit
cizge denir. l-piramit ¢izge, W,,, n + 1 tepeli tekerlek ¢izgedir ve W,, = C,, + N;

toplama islemi ile tanimlanir (Gallian, 2012).

Sekil 5.2 n = 4 igin 6 tepeli ikipiramit ¢izge BP(n)

Sonu¢ 5.2: kP(n), n + k tepeli k-piramit cizge olmak iizere, kP(n) k-piramit

¢izgenin diferansiyeli,
(

n+k—2 mn=3veyak=1 ise;

I(kP(n)) = n+k—3, n=4vek>2veyan>4vek=2 Iise;

n+k—4, n>>5vek>3 ise.

\

Ispat: kP(n) k-piramit ¢izge kP(n) = C, + N toplama islemi ile
tanimlanabildiginden, |V (G1)| = n, A(G1) = 2, |V(Gs)| = k, A(G2) = 0
oldugundan, Onerme 3.1(a)’dan n + k tepeli kP(n) k-piramit gizgenin diferansiyeli
iginn +k —4 < 9(kP(n)) <n+ k — 2 arahig1 elde edilir. Onerme 3.1(b)-(d)’den,

;

n+k—2 mn=3veyak=1 Iise;

d(kP(n)) = 9(Cy, + Ni) = n+k—3, n=4vek>2veyan>4vek=2 ise

n+k—4, n>5vek >3 ise.

elde edilir ve ispat tamamlanir.
Ac¢iklama 5.2: kP(n), n + k tepeli k-piramit ¢izge i¢in y(kP(n)) = min {k, [——‘ }
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oldugu agiktir, dolayistyla Teorem 3.3’ten, n = 3 veya k = lise; n = 5 ve k > 3 ise;

n =6 vek > 3ise kP(n) k-piramit ¢izge baskin diferansiyeldir.

5.3 n-gen Kitap Cizge

Tamim 5.3: k-sayfali n-gen kitap ¢izge B(n, k), k adet n (n > 3) tepeli C,, ¢evre
¢izgenin ortak bir ayritt paylasmasiyla elde edilit. B(n, k) k-sayfali n-gen kitap
cizgenin tepelerinin dereceleri 2 veya k + 1’dir (Gallian, 2012). k£ = 1 i¢in
B(n, k) = C,, olur.

Sekil 5.3 n = 4, k = 5 igin k-sayfali n-gen kitap ¢izge B(n, k)

Teorem 5.3: B(n, k) (k > 1), (n —2) k + 2 tepeli k-sayfali n-gen kitap ¢izge olmak

tizere, B(n, k) k-sayfali n-gen kitap ¢izgenin diferansiyeli ¢ € Z i¢in 9(B(n, k)) =
nk
?7

k({n;4J+2>—2, n # 3t ise.

Ispat: u € V(B(n,k)), tepe derecesi k + 1 olan bir tepe olmak iizere, u tepesi D,

n =3t 1ise;

kiimesine eklenirse D; = {u} olur ve [Np(, ) (u)| = k + 1 oldugundan 0(D;) = k
elde edilir.

Si = V(B(n,k)) \ Npmuwlul igin B(n,k)[S1] = ij P, 3 olur. B(n,k)[S]
¢izgesinin maksimal O-kiimesi D; kiimesine eklenirsfg 1 D, kimesi elde edilir.
a(P,) = EJ oldugundan 9(Ds) = & V -

n=3+1(teZ)igin,v € V(B(n,k)) (v # u) tepe derecesi k + 1 olan bir tepe

+ k olur.
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olmak tizere, v tepesi D, kiimesine eklenirse Dj; kiimesi elde edilir ve
d(D;) < (k VLT_?)J +k)+(k—-2) =k VLT_?)J + 2k — 2 olur. Dj; kiimesine
V(B(n,k)) tepeler kimesinin  herhangi bir alt kiimesi eklenirse

a(Ds) < k L”_?’

J + 2k — 2 olur.

D, kiimesine u ve v tepeleri eklenirse Dy = {u,v} ve 9(Dy) = 2k — 2 olur.
n # 3t +1( € Z) olmak iizere, So = V(B(n,k)) \ NpwmwlDs] i¢in
B(n, k)[Ss] = ij P,_4olur. B(n, k)[S,] ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi D, kiimesine

1=1

eklenirse D; kiimesi elde edilir. d(P,) = {gJ oldugundan

-4
J(Ds) = 2k —2+k {nTJ olur. Dj kiimesine V' (B(n, k)) tepeler kiimesinin

—4
herhangi bir alt kiimesi eklenirse 9(D5) < 2k — 2 + k [n 3 J olur.

Diferansiyel tanimindan, £ > 1 ve ¢ € Z olmak iizere,

d(B(n,k)) =mazx{0(D;)} (1<i<5) (5.1)

k({nggJ%—l), n =3t ise

J(B(n,k)) = / (5.2)
k<{ng J —|—2) —2, n#3t ise.

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Aciklama 5.3: ¢ € Z olmak lizere
1+k‘[n —‘, n=3tveyan =3t+2 ise;
v(B(n, k) = oldugu agiktir.
n—4
24+ k 5|
Dolayisiyla Teorem 3.3’ten, k-sayfali n-gen kitap c¢izge n = 3t + 2 ve k = 2 i¢in veya

n=3t+1 ise.

n = 3t i¢in veya n = 3t + 1 i¢in baskin diferansiyeldir.
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BOLUM ALTI
TEKERLEK BENZERI CIZGELERIN DIFERANSIYELI

Bu boliimde, tekerlek benzeri gizgeler olan disli ¢izge, diimen ¢izge, aygigegi ¢izge
ve arkadaglik ¢izgenin diferansiyel degeri hesaplanmistir, baskin diferansiyel ¢izgeler

belirlenmistir.

6.1 Disli Cizge

Tanmm 6.1: Digli cizge, dis ¢evrede bulunan her bir tepe cifti arasina bir tepe
eklenmesiyle elde edilen bir tekerlek c¢izgedir ve G, ile gosterilir. G, disli ¢izge
2n + 1 tepe ve 3n ayrita sahiptir (Gallian, 2012). GG,, disli ¢izgenin dis ¢evresi 2n tepe
igerir. Bu tepeler vy, vy, va, ..., Uy_1 V€ Wo, W1, Wa, ..., w,_1 olmak tzere Yv; € V(G,,)
i¢in deg(v;) = 3 ve Vw; € V(G,,) i¢in deg(w;) = 2 olur (0 < i < n — 1). w; tepesi,
v;ve vir1 (0 < i < n—1) ((i + 1)mod(n)) tepelerine komsu olan bir tepe olsun. c¢

tepesi, GG, disli ¢izgenin merkez tepesi olmak tizere deg(c) = n olur.

Us Ws Vo
®
Wy Wo
C
V4 U1
W3 w1
®
U3 (%) V2

Sekil 6.1 n = 6 i¢in 13 tepeli, 18 ayrith disli ¢izge G,

Teorem 6.1: G,,, 2n + 1 tepeli disli ¢izge olmak iizere, GG, disli ¢izgenin diferansiyeli

2 {271_1, n = 3 ise;
A(Gy) = s

n—1, n > 4 ise.
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Ispat: ¢ € V(G,) merkez tepesi D; kiimesine eklenirse D; = {c},
B(Dy) = {wvo,..c,vn_1}, (D7) = n — 1 olur ve D; kiimesine V' (G,,) tepeler
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 0(D;) < n — 1 olur.

v; € V(G,) (0 <i<n-—1)tepesi G, gizgesinde tepe derecesi 3 olan bir tepe olmak
tizere eger v; tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {v;}, B(D2) = {c,w;_1,w;}
((i — 1)mod(n)) ve O(Dy) = 2 olur.

S1 = V(G,) \ Ng,|[v] i¢in G,[S1] = Cs,_3 olur. G,[S1] ¢izgesinin maksimal
O-kiimesi D, kiimesine eklensin.  Yeni elde edilen kiime Ds; kiimesi olsun.

a(Cy) = {gJ oldugundan, 9(D3) = 9(D;) + 9(Ca,_3) =2+ F” _ 3J olur ve Ds

kiimesine V(G,) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse

2n — 3
d(Ds3) <2+ [ n olur.

w; € V(G,) (0 <i < n-—1)tepesi G, ¢izgesinde tepe derecesi 2 olan bir tepe olmak
lizere eger w; tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {w;}, B(Ds) = {v;,vi1}
(( + 1)mod(n)) ve (D,) = 1 olur.

Sy = V(Gy) \ {¢, Ng, [w;]} i¢in G,,[Ss] = Cyy,—3 olur. G,,[S5] ¢izgesinin maksimal
O-kiimesi D, kiimesine eklensin.  Yeni elde edilen kiime Ds kiimesi olsun.
a(Cy) = {gJ oldugundan ve G,,[S5] ¢izgesinin maksimal J-kiimesi en az 1 adet tepe
2n —3

3

elde edilir ve Dj kiimesine V' (G,,) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse

d(Ds) =2+ rn; BJ olur.

derecesi 3 olan tepe igerdiginden, 9(D;) = J(Dy) + (0(Cap—3) + 1) = 2+

Diferansiyel tanimindan,

0(Gp) = max{d(Dg)} (1 <k <5) (6.1)
2 Fn_gJ, n<6 1ise

9(Gy) = 3 (6.2)
n—1, n>4 ise.

elde edilir ve ispat tamamlanir.

2
Aciklama 6.1: v(G,) = [?n-‘ oldugu agiktir ve dolayisiyla Teorem 3.3’ten, n =
3,4, 6 icin G, disli ¢izgeler baskin diferansiyeldir.
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6.2 Diimen Cizge

Tanim 6.2: Diimen c¢izge H,, W, tekerlek ¢izgenin dis ¢evresinde bulunan her bir
tepeye bitisik bir ayritla tepe derecesi 1 olan komsu bir tepe eklenmesiyle elde edilen
2n + 1 tepeli bir ¢izgedir. H,, diimen ¢izge V (H,,) = {v;]0 <i <n — 1} U {w]0 <
i < n— 1} U{c} tepeler kiimesi ve E(H,,) = {v;v;41|0 < i < n — 1} U {vu;]0 <
i <n—1}U{v;c|0 <i <n—1} ((i4+1)mod(n)) ayrtlar kiimesine sahiptir (Gallian,
2012). c tepesi, H,, dimen ¢izgenin merkez tepesi olmak tizere deg(c) = n olur. H,

diimen ¢izgede, deg(v;) = 4 ve deg(u;) =1 (0 <i <n—1)olur.

Uy

Uy

Us Ug
V3 Vo

U2 Uy

Sekil 6.2 n = 5 igin 11 tepeli diimen ¢izge H,,

Teorem 6.2: H,, 2n + 1 tepeli diimen ¢izge olmak iizere, H, diimen ¢izgenin
n—3 .
3+2 L J , n=3 1se

diferansiyeli, 0(H,,) =
n—1, n>4 1ise.

Ispat: ¢ € V(H,) merkez tepesi D; kiimesine eklenirse, D; = {c}, B(D;) =
{vo, ..., vn_1}, (D) = n— 1 olur ve D; kiimesine V'( H,,) tepeler kiimesinin herhangi
bir alt kiimesi eklenirse (D) < n — 1 olur. v; € V(H,) (0 < i < n — 1), tepe
derecesi 4 olan bir tepe olmak iizere, v; tepesi Do kiimesine eklenirse, Dy = {v;},
B(Ds) = {c,ui, vig1,vi-1} ((i + 1)mod(n), (i — 1)mod(n)) ve 9(Dy) = 3 olur.

S1 = V(H,) \ Np,[v;] icin P} n tepeli yol ¢izgenin her bir tepesine bitisik bir ayritla
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tepe derecesi 1 olan bir tepe eklenmesiyle elde edilen ¢izge olmak tizere H,,[S1| = P}

n—3
olur. D, kiimesine P,,_3 ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi eklenmesiyle elde edilen kiime
D3 kiimesi olsun. 9(P,) = g oldugundan ve P, _j3 ¢izgesinin her bir tepesi tepe

derecesi 1 olan bir tepeye komsu oldugundan, & € Z* olmak lizere,

0(D3) + 0(P,—3) + {n ; SJ ., n=3kveyan = 3k + 1ise;

(D3) = (6.3)

-3
A(Ds) + 8(Po_s) + [” 3 w . n=3k+2ise.
n—3 .
3—1—2{ 3 J, n = 3k veyan = 3k + 1 ise;
d(Dy) = ; . (6.4)
3—|—{n3 J+[n3 —‘, n = 3k + 2 ise.

elde edilir ve Dj kiimesine V'(H,,) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse,

3
(Ds) < (6.5)

_3 _3
3+V3 J+["3 w n =3k + 2 ise.

3—1—2{”_3J, n = 3k veyan = 3k + 1 ise;

olur.

u; € V(H,) (0 <1i<n—1),tepe derecesi 1 olan bir tepe olmak iizere, u; tepesi Dy
kiimesine eklenirse D, = {u;}, B(Dy) = A{v;} ve 9(Dy) = 0 olur
Se = V(H,) \ Ng,[u;] i¢in H,, ¢izgesinin ¢ merkez tepesi, tepe derecesi 4 olan n — 1
tepe ve tepe derecesi 1 olan n — 1 tepesini igeren H,,[Ss] ¢izgesi elde edilir. Ayrica
H,[Ss] ¢izgesinde tepe derecesi 4 olan n — 1 tepe P, ¢izgesini etkilenmis alt ¢izge
olarak icerir. Eger D, kiimesine P, ; ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi eklenirse Ds
kiimesi elde edilir. 9(P,) = {%J oldugundan ve tepe derecesi 4 olan her tepe, tepe

derecesi 1 olan bir tepe ve ¢ merkez tepesine komsu oldugundan, £ € Z* olmak
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uzere,

n—1

O(Dy) +0(P,—1) + 1+ { J ., n=23k+1veyan = 3k + 2 ise;
O(Ds) = L 6.6)
O(Dy)+0(Pyq)+ 1+ [ -‘ , n =3k ise.

w

S

w

-1
2{”3 J+1, n =3k + 1 veyan = 3k + 2 ise;
d(Ds) = (6.7)

1 1
{”3 JJFV?, -‘+1, n=3k ise.

elde edilir ve Dj kiimesine V' ( H,,) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse,

— 1
2{713 J+1, n =3k + 1 veyan = 3k + 2 ise;
d(Ds) < (6.8)

PP b =3k
2 3  dlF— ise.

olur.

Diferansiyel tanimindan,

J(H,) =maz{0(D;)} (1<1<5) (6.9)
3—1—2{”_3J, n = ise;

O(H,) = 3 (6.10)
n—1, n>4 ise.

elde edilir ve ispat tamamlanir.

6.3 Aycicegi Cizge

Tanmm 6.3: Aycicegi cizge SF,,, c merkez tepe ve tepeleri vy, ..., v,_1 olan n tepeli
cevreden olusan tekerlek ¢izge ve ek olarak wy, ..., w,_; olmak {izere n tepeden olusur.

w; (0 <7 < n—1)tepesi v; ve v;41 tepelerine komsudur ((i + 1)mod(n)). Aygicegi
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cizge SF,, 2n + 1 tepe ve 4n ayrita sahiptir (Gallian, 2012). SF,, aygigegi ¢izgenin
merkez tepesi ¢’nin tepe derecesi deg(c) = n, v; (0 < i < n — 1) tepesinin derecesi

deg(v;) =5 ve w; (0 <1i <n — 1) tepesinin derecesi deg(w;) = 2 olur.

Sekil 6.3 n = 6 igin 13 tepeli, 24 ayrith aygicegi ¢izge SF),

Teorem 6.3: SF,,, 2n + 1 tepeli aygicegi ¢izge olmak iizere, SF), aygicegi ¢izgenin
diferansiyeli O(SF;,) = n + 1 olur.

Ispat: ¢ € V(SF,) merkez tepe D; kiimesine eklenirse D; = {c},
B(Dy) = {vo, ..., vp_1} ve d(D1) = n — 1 olur. V(SF,) tepeler kiimesinin herhangi
bir alt kiimesi D; kiimesine eklenirse O(D;) < n — 1 olur.

n # 3k + 1 (k € Z*) olmak tizere SF,, ¢izgesinde vy, ..., v,_1 tepelerini igeren n
tepeli ¢evrenin maksimal O-kiimesi D, kiimesine eklenirse |Ds| = [5—‘ ve
0(D3) = n+ 1 olur. V(SF,) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine
eklenirse O(D3) < n + 1 olur.

n = 3k + 1 (k € Z") olmak tizere SF,, ¢izgesinde vy, ..., v,_1 tepelerini igeren n
tepeli ¢evrenin maksimal O-kiimesi D, kiimesine eklenirse |Ds| = % ve
d(Dy) = nolur. v, € V(SE,) (0 <t <n—1,v ¢ Dy,v, ¢ B(D3)) tepesi Dy
kiimesine eklenirse | Dy| = g ve d(Dy) = n + 1 olur. V(SF,) tepeler kiimesinin
herhangi bir alt kiimesi D5 kiimesine eklenirse 9(Ds) < n + 1 olur.

w; € V(SF,) (0 < i < n — 1) tepesi D3 kiimesine eklenirse D3 = {w;},

B(D3) = {v;,vis1} (( + 1)mod(n)) ve 9(D3) = 1 olur.
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n # 3k (k € Z*) olmak tizere SF, gizgesinde vy, ..., v,_1 tepelerini igeren n tepeli
gevre i¢in S; = V(C,) \ B(Ds) olsun. O zaman C,[S;] = P, 5 olur. C,[5]

cizgesinin maksimal J-kiimesi D3 kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. D,
n—2

kiimesi i¢in |Dy| = 1 + [ —‘ ve d(Dy) = n olur. V(SF,) tepeler kiimesinin

herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine eklenirse 9(D4) < n olur.

n = 3k (k € Z*) olmak tizere SF, gizgesinde vy, ..., v, tepelerini igeren n tepeli

cevre igin Sy = V/(C,) \ B(Dj3) olsun. O zaman C,[S;] = P, 5 olur. C,[S,]

cizgesinin maksimal 0-kiimesi D3 kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. £ > 1
2 ve d(D4) = n — 1olur. Vk € Z* olmak tizere v, € V(SF),)

0 < p < n-—1v, ¢ Dsv, ¢ B(D,)) tepesi Dy kiimesine eklenirse

-2
|Dy| =2 + VLTJ ve J(D,) = nolur. V(SF,) tepeler kiimesinin herhangi bir alt

icin |Dy| = 1+

kiimesi D, kiimesine eklenirse O(D,) < n olur.

Diferansiyel tanimindan,

J(SF,) = maz{0(D,)} (1<r<4) (6.11)
O(SF,) =n +1 6.12)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ac¢iklama 6.3: SF,, ay¢icegi ¢izge igin v(SF,) = {g-‘ oldugu agiktir. Dolayisiyla

Teorem 3.3’ten, n = 2k (k € Z*, k > 1) i¢in 2n + 1 tepeli aycigegi ¢izge SF;, baskin

diferansiyeldir.

6.4 Arkadashk Cizge

Tamim 6.4: Arkadaslik ¢izge f,,, ortak bir tepeyi paylasan n adet 3 tepeli ¢cevreden
olusur. Arkadaslik ¢izge f,, f,, = K1 + nkKj olarak da tanimlanabilir. f, arkadaslik
¢izgenin merkez tepesi ¢’nin tepe derecesi deg(c) = 2n’dir. Merkez tepe digindaki

diger tepelerin dereceleri 2’dir.
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Sekil 6.4 n = 5 i¢in 11 tepeli arkadaslik ¢izge f,,

Sonuc 6.4: f,, 2n + 1 tepeli arkadaslik ¢izge olmak iizere, f,, arkadaslik ¢izgenin
diferansiyeli O( f,,) = 2n — 1 olur.

Ispat: f, arkadashik cizge f, = K, + nkK, toplama islemi ile tanimlanabildiginden,
V(K| =1, A(G1) = 0 ve A(G,) = |[V(K})| — 1 oldugundan, Onerme 3.1(b)’den,
O(fn) = 0(K1+nKy) = |V(Ky)| +|V(nKs)| —2 =142n—2 = 2n — 1 elde edilir

ve ispat tamamlanir.

Aciklama 6.4: f, arkadaslik ¢izge i¢in v(f,,) = 1 oldugu agiktir, dolayisiyla Teorem
3.3’ten, 2n + 1 tepeli f,, arkadaslik ¢izge baskin diferansiyel bir ¢izgedir.
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BOLUM YEDI
TUMLEYEN PRiZMALARIN DiFERANSIYELI

Bu boéliimde, 6zel ¢izge tiplerinin tiimleyen prizmalarimin diferansiyel degerleri
hesaplanmistir ve baskin diferansiyel tlimleyen prizmalar belirlenmistir.  Aciklik
degeri kiiciik olan bir ¢izgenin tiimleyen prizmasinin diferansiyeli i¢in en iyi alt sinir
degeri bulunmustur. Az sayida tepe igeren bir ¢izgenin tiimleyen prizmasi igin
diferansiyel degerleri hesaplanmistir. Bir ¢izgenin veya bu ¢izgenin tiimleyeninin

capi kiictik ise ilgili ¢izgenin tiimleyen prizmasinin diferansiyeli verilmistir.

Tamm 7.1: G, G ¢izgesinin tiimleyen ¢izgesi olsun. G ¢izgesinin tiimleyen prizmast,
G ve G gizgelerinin ayrik G' U G birlesiminde aym1 etiketlemeye sahip tepeler arasina
birer ayrit eklenmesiyle olusur ve GG ile gosterilir (Haynes, Henning, Slater, ve van der
Merwe, 2007). V(G) = {vy, ..., v, } tepeler kiimesi ve F(G) ayritlar kiimesine sahip G
¢izgesi icin, G gizgesinin tiimleyen prizmasi GG, V(GG) = {vy, ..., v, } U {71, ..., T}
tepeler kiimesi ve B(GG) = E(G) U {o7;]1 < i < j < nvevw; ¢ E(G)} U

{nv1, ..., v, U, } aynitlar kiimesine sahiptir.

C5C's tiimleyen prizmasi Petersen cizgedir. G = K, i¢in, K, K,, tiimleyen prizmasi

K, o K; taglama islemi sonucunda elde edilen ¢izgedir.

Sekil 7.1 Petersen gizge C5C's5
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Onerme 7.1: (Haynes, Henning, ve van der Merwe, 2009)

a) G =K, = v(GG) =n;
b) G =tK, = v(GG) =t +1;

¢) G=K;0K; (t>3)=7vGG) =~(G) =t

) G=C, (n23)=(60) = |2
&) G =P, (n>2) = (GG = [”;ﬂ

Onerme 7.2: (Haynes, Henning, ve van der Merwe, 2009) G, n tepeli bir ¢izge olsun.
O zaman,

a)v(GG) =1 < G = Ky;

b) 7(GG) = 2 <= n > 2 ve G cizgesi V(G) tepeler kiimesini baskilayan tepe
derecesi 1 olan bir tepe veya tepelere komsu olan bir tepeye sahiptir veya G ¢izgesi

V(G) tepeler kiimesini baskilayan tepe derecesi 1 olan bir tepe veya tepelere komsu

olan bir tepeye sahiptir.

Teorem 7.1: G = K, olmak {izere, G ¢izgesinin tiimleyen prizmasinin diferansiyeli

v(GG) =n — 1 olur.

Ispat: v; € V(G) (1 <14 < n) tepesi D; kiimesine eklenirse, D; = {v;}, B(D;) =
{1} UV(K,) \ {v;}, dolayistyla O(D;) = n — 1 elde edilir ve D, kiimesine V (GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 9(D;) < n — 1 olur.

7; € V(G) (1 <i < n) tepesi D kiimesine eklenirse Dy = {o;}, B(D,) = {v;} ve
dolayistyla 9(D5) = 0 olur.

D, kiimesine V' (G) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 9(D-) degeri
degismez.

v; € V(G) (Vj #i,1 < j <n) tepesi Dy kilmesine eklenirse D3 = {;, v,} kiimesi

elde edilir. B(D3) = {v;} UV(G) \ {v;} oldugundan 0(D3) = n — 2 olur ve Dj
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kiimesine V (GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse O(D3) < n — 2
olur.

Diferansiyel tanimindan,

I(GG) = maz{0(Dy)} (1 <k <3) (7.1)
I(GG)=n—1 (7.2)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 7.2: G = tK, (t > 1) olmak iizere, G ¢izgesinin tiimleyen prizmasinin

diferansiyeli 9(GG) = 2t — 2 olur.

Ispat: GG gizgesinde, V(G) tepeler kiimesinde bulunan 2t tepe u;v; € E(G) olmak
tizere u; ve v; (1 < i < t) olarak adlandirilsin.

u; € V(G) (1 < i < t)tepesi D; kiimesine eklenirse D; = {u;}, B(D;) = {u;} U
V(G) \ {u;,v;}, dolayisiyla 9(D;) = 2t — 2 olur ve D; kiimesine V(G G) tepeler
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 9(D;) < 2t — 2 olur.

u; € V(G) (1 < i < t) tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {u;}, B(D2) = {w;, v;}
ve dolayisiyla O(Ds) = 1 olur.

v; € V(G) tepesi D, kiimesine eklenirse D3 = {u;,v;} kiimesi elde edilir. B(D3) =
{v;} UV(G) \ {©;} dolayistyla O(Ds) = 2t — 2 olur ve Dj kiimesine V (GG) tepeler
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse 9(D3) < 2t — 2 olur. u; € V(G) (1 <
i < t) olmak iizere Dy = {uy, ..., u;} kiimesi i¢inu; € V(G), v; € V(GQ) (1 <i < t)
olmak tizere B(Dy) = {1, ..., Ut} U {vy,...,v:} ve I(Dy) = t olur.

T € V(G) (1 < k < t) tepesi D, kiimesine eklenirse Dy = {v),} U{uy, ..., u;} kiimesi
elde edilit. B(Ds) = {vy,...,v;} UV(G) \ {vx} oldugundan O(Ds) = 2t — 2 olur ve
V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D5 kiimesine eklenirse 9(Ds) <

2t — 2 olur.
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Diferansiyel tanimindan,

O(GG) = maz{o(D))} (1<1<5) (7.3)
IGG)=2t—2 (t>1) (7.4)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Aciklama 7.1: G = tK, olmak iizere Onerme 7.1(b)’den v(GG) = t + 1 olur.
|V(GG)| = 4t ve Teorem 3.3’ten I(GG) = 2t — 2 = |V(GG)| — 2v(GG)
oldugundan, G = tK, (t > 1) olmak iizere G gizgesinin tiimleyen prizma ¢izgesi GG

baskin diferansiyeldir.

Teorem 7.3: G = K, o K; (t > 1) olmak lizere GG gizgesinin timleyen prizmasinin

diferansiyeli 9(GG) = 3t — 3 olur.

Ispat: G ¢izgesinde K, cizgesine ait olan tepeler aq, ..., a; olarak adlandirilsin ve
A={ay,...,a;}, A= {a,.., @} olsun. G gizgesinde A kiimesinde bulunan tepelere
komsu olan tepe derecesi 1 olan tepeler a;b; € E(G) (1 < i < t) olmak iizere by, ..., b;
olarak adlandirilsin ve B = {b,...,b;}, B = {by,...,b;} olsun. a; € A (1 < i < 1)
tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {a;}, B(D1) = {a@;,b;} U A\ {a;} ve O(Dy) =t
olur.

b; € B (1 < i <t)tepesi D; kiimesine eklenirse 9(D;) < t olur.

bj € B(1 < j < t,j # 1) tepesi D; kiimesine eklenirse D, = {a;,b;} kiimesi
elde edilir. B(Dy) = {@;,b;,b;} U A\ {a;} oldugundan 9(Dy) = ¢t olur. b; € B
(1 < j <t,j#i)tepesi D, kiimesine eklenirse D3 = {a;, b;, b;} kiimesi elde edilir.
B(D3) = {b;}uA\{a; }UA\{a, }UB\{b;} oldugundan 9(D3) = 3t—5olurve V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D3 kiimesine eklenirse 0(D3) < 3t — 5 olur.
by € B(1 <k <tk +# j)tepesi D, kiimesine eklenirse D, = {ai,bj,gk} kiimesi
elde edilir ve 9(D,) = 3t — 4 olur. V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi
D, kiimesine eklenirse 0(D,) < 3t — 4 olur.

a; € A (1 <i<t)tepesi D, kilmesine eklenirse D5 = {a;, b;, @;} kiimesi elde edilir.
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B(Ds) = {b;} U A\ {a;} UB\ {b;} oldugundan 9(Ds) = 2t — 4 olur ve V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi Dj; kiimesine eklenirse 0(D5) < 3t — 6 olur.
a; € A(1<j<t,j+#1)tepesi Dy kiimesine eklenirse Dg = {a;, b;, @;} kiimesi elde
edilir. B(Dg) = {b;,@;} U BU A\ {a;} oldugundan 9(Dg) = 2t — 2 olur ve V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D kiimesine eklenirse 0(Dg) < 3t — 6 olur.
a, € A(1 <k <tk=#i,j)tepesi D, kiimesine eklenirse D; = {a;, b;, @} kiimesi
elde edilir. B(D7) = {b;,a;} U A\ {a;} U B\ {b:} oldugundan 9(D;) = 2t — 3 olur
ve V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D7 kiimesine eklenirse 9(D7) <
3t — 5 olur.

a; € A (1 <i < t)tepesi D; kiimesine eklenirse Dy = {a;, @, } kiimesi elde edilir.
B(Dg) = {b;} U A\ {a;} U B\ {b;} oldugundan 9(Dg) = 2t — 3 olur ve V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi Dy kiimesine eklenirse 0(Dg) < 3t — 5 olur.
a; € A(1 <j<tj+#i)tepesi D; kiimesine eklenirse Dy = {a;,a;} kiimesi elde
edilit. B(Dy) = {b;,@; }UA\{a;}UB\{b,} oldugundan d(Dy) = 2t—2olur ve V (GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi Dy kiimesine eklenirse 0(Dy) < 3t — 4 olur.
b; € B (1 < j <t)tepesi D, kiimesine eklenirse Dy = {a;, b;} kiimesi elde edilir ve
(D) = 3t —3olur. V(GGQ) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D kiimesine
eklenirse O(Dyg) < 3t — 3 olur.

B tepeler kiimesi Dy; = B olarak alimirsa B(D;;) = AUB ve d(Dy;) = tolur. V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D1, kiimesine eklenirse 9(D;1) < 2t—3olur.
b; € B (1 < i < t) tepesi Dy, kiimesine eklenirse D1o = {b;}, B(D1) = {b;} U A\
{@;} UB\ {b;} ve 9(D13) = 2t — 2 olur. V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt
kiimesi D, kiimesine eklenirse 9(D12) < 3t — 3 olur.

a; € A (1 <i<t)tepesi D3 kiimesine eklenirse D13 = {a@;}, B(D13) = {a;} U B\
{b;} ve 9(D13) =t — 1 olur.

a; € A (1 < i <t)tepesi D3 kiimesine eklenirse D4 = {a,a;} kiimesi elde edilir.
B(D14) = {b;} U A\ {a;} U B\ {b;} oldugundan 9(D,,) = 2t — 3 olur ve V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D14 kiimesine eklenirse 0(Dy4) < 3t — 5
olur.

aj € A(1 <j <t ,j#1i)tepesi Dy kiimesine eklenirse D5 = {a;,a;} kiimesi elde
edilit. B(Dy5) = {b;,a;} U A\ {a;} U B\ {b;} oldugundan d(D;5) = 2t — 2 olur ve
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V(G G) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D5 kiimesine eklenirse 9(D15) <
3t — 4 olur.

a; € A(1 < j <t # i) tepesi D3 kiimesine eklenirse Dy = {@;,a;} kiimesi
elde edilir. B(Dyg) = {a;,a,;} U B oldugundan 9(D;4) = t olur ve V(GG) tepeler
kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D;¢ kiimesine eklenirse J(D15) < 3t — 6 veya
0(Dqg) < 2t — 2 olur.

Diferansiyel tanimindan,

0(GG) = maz{d(D,)} (1 <p<16) (7.5)
I(GG) =3t —3 (7.6)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Teorem 7.4: G = K, (n > 1) olmak iizere G ¢izgesinin tiimleyen prizmasinin

diferansiyeli 9(GG) = 2n — 2 olur.

Ispat: G cizgesinde tepe derecesi 1 olan tepelere komsu olan tepe ¢ tepesi olsun. ¢
tepesi G cizgesinde izole tepedir ve dolayisiyla GG ¢izgesinde tepe derecesi 1 olan ¢
tepesi olur. G ¢izgesindeki tepe derecesi 1 olan tepeler uq, ..., u,, olarak adlandirilsin.
G cizgesindeki wq, ..., u, tepeleri G ¢izgesinde n tepeli bir tam ¢izge olusturur ve
Uy, ..., Uy olarak adlandirilir.

t € V(G) tepesi D; kiimesine eklenirse D; = {t}, B(Dy) = {t, uy,...,u,} ve
d(D;) = n olur.

u; € V(G) (1 < i < n) tepesi D; kiimesine eklenirse Dy = {t,u;} kiimesi elde
edili. B(Dy) = {t,uy,...,u,} UV(G) \ {u;} oldugundan 9(D,) = 2n — 2 olur ve
D, kiimesine V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse
d(D3) < 2n — 2 olur.

t € V(G) tepesi Ds kiimesine eklenirse D3 = {t}, B(D3) = {t} ve (Ds) = 0 olur.
u; € V(G) (1 < i < n) tepesi D3 kiimesine eklenirse Dy = {f,u;} kiimesi elde

edilir. B(D,) = {t,u;} UV(G) \ {w;} oldugundan 0(D,) = n — 1 olur.

t € V(Q) tepesi D, kiimesine eklenirse D5 = {¢,u;, ¢} kimesi elde edilir.
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B(Ds) = {uy,...,u,} U V(G) \ {w;} oldugundan 0(Ds) = 2n — 4 olur ve Dj
kiimesine V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse
J(Ds) < 2n — 4 olur.

u; € V(G) (1 <17 < n)tepesi Dg kiimesine eklenirse Dg = {u;}, B(Dg) = {t,u;} ve
0(Dg) = 1 olur.

u; € V(G) (1 < j < n,j+# i) tepesi Dg kiimesine eklenirse D; = {u;,;} kiimesi
elde edilir. B(D;) = {t,u;} UV(G) \ {u;} oldugundan 9(D;) = n — 1 olur.

t € V(G) tepesi D; kiimesine eklenirse Dg = {u;,u;,t} kiimesi elde edilir.
B(Dg) = {t} UV(G) \ {u;,t} UV(G) \ {1} oldugundan d(Dg) = 2n — 4 olur ve
Dg kiimesine V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi eklenirse

d(Dg) < 2n — 4 olur.

Diferansiyel tanimindan,

I(GG) = maz{d(Dy)} (1 <k<38) (7.7)
GG =2n—-2 (n>1) (7.8)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Ac¢iklama 7.2: G = K, (n > 1) gizgesi igin Onerme 7.2(b)’den 7(GG) = 2 olur.
|[V(GG)| = 2n + 2 ve Teorem 3.3’ten, 9(GG) = |V(GG)| — 2v(GG) oldugundan

G = K1, (n > 1) gizgesinin tiimleyen prizmast GG baskin diferansiyeldir.

Teorem 7.5: G = K,,,, (2 < m < n) olmak iizere GG ¢izgesinin tiimleyen prizmasinin

_ 2n — 2, m < 3 ise;
diferansiyeli 0(GG) =

2n+2m — 8, m > 3ise.

Ispat: G = K,,,, (2 < m < n) gizgesinin parcal kiimeleri m tepeye sahip R kiimesi
ve n tepeye sahip S kiimesi olsun. R = {ry,...,7,} ve S = {s1, ..., s, } olmak tizere
R={r,...,Tm}yveS = {31,...,5,} olur. G gizgesinde, R kiimesinin tepeleri m tepeli
K,, tam ¢izgeyi, S kiimesinin tepeleri n tepeli K, tam ¢izgeyi olusturur.

r; € V(G) (1 < i < m) tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {r;}, B(D;) = {F;} U S
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ve d(D1) = n olur.

s; € V(G) (1 < j < n) tepesi D; kiimesine eklenirse Dy = {r;,s;} kiimesi elde
edilir. B(D,) = {7;,5;} UR\ {r;} US\ {s;} oldugundan 9(D5) = m + n — 2 olur.
5, € V(G) (1 < j < n)tepesi Dy kiimesine eklenirse D3 = {r;,3;} kiimesi elde edilir.
B(D3) = {F;} USUS\ {5;} oldugundan 9(Ds3) = 2n — 2 olur. m < 3 igin, V(GG)
tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D3 kiimesine eklenirse 9(D3) < 2n— 2 olur.
m > 3iginise,3; € V(G) (1 < j < n) tepesi D, kiimesine eklenirse Dy = {r;, s;,35;}
kiimesi elde edili. B(D,) = {F;,} U R\ {r;} U S\ {s;} US\ {3} oldugundan
0(D4) =2n+m — 5 olur.

7, € V(G) (1 < i < n) tepesi D, kiimesine eklenirse D5 = {r;, s;,5;,7;} kiimesi
elde edilir. B(Ds) = R\ {r;} US\ {s;} UR\ {7;} U S\ {5;} oldugundan O(D3) =
2n + 2m — 8 olur ve V(G GQ) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D5 kiimesine
eklenirse O(D5) < 2n + 2m — 8 olur.

Diferansiyel tanimindan,

I(GG) = maz{0(Dy)} (1< k<5) (7.9)

_ 2n — 2, m < 3 1se;
J(GG) = (7.10)

2n+2m — 8, m > 3Jise.

elde edilir ve ispat tamamlanir.

_ 3, m < 3ise;
Aciklama 7.3: G = K,,,, (2 < m < n) gizgesi i¢in 7(GG) =

4, m > 3ise.
oldugu aciktir. V(GG)| = 2m + 2n ve Teorem 3.3’ten,

0(GG) = |[V(GG)| — 29(GG) oldugundan G = K,,, (2 < m < n) ¢izgesinin

tiimleyen prizmas1 GG baskin diferansiyeldir.

Teorem 7.6: G = C, (n > 3) olmak lizere GG ¢izgesinin tiimleyen prizmasinin

— 1
diferansiyeli 0(GG) = n + VJ i J — 3 olur.

Ispat: G = O, gizgesinin tepeleri vy, vy, ..., v,_; olsun ve G = C, cizgesinin tepeleri

38



Vo, V1, ..., Up_1 OlSun.

7 € V(G) (0 < i < n—1)tepesi D; kiimesine eklenirse D; = {v;}, B(D;) =
Nga(t;) ve (Dy) = n — 3 olur.

S; = V(GG) \ Ngg[v] i¢in GG[S)] = C,1 olur. GGIS)] gizgesinin maksimal O-
kiimesi D; kiimesine eklenirse D; kiimesi elde edilir. 9(C,) = g oldugundan,

n+1

d(Dy) = 0(D1) + 9(Cry1) =n — 3+ L J olur ve V(GG) tepeler kiimesinin

herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine eklenirse 9(Dy) < n — 3 + HTH olur.

n = 4i¢inT;, 5 veyat; s ((i+2)mod(n), (i—2)mod(n)) tepesi D3 kiimesine eklenirse
D3 = {0;,0;49} veya D3 = {0;,7;_5} elde edilir ve 9(D3) = 0 olur. S5 = V(GG) \
Ngz|Ds] igin GG[Sy] = P, olur. GG[S,] gizgesinin maksimal §-kiimesi D3 kiimesine
eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = {%J oldugundan, 9(Dy4) = 0(D3)+0(P,)+

{gJ olur ve V(G G) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine eklenirse

d(Dy) < {gJ olur.
n > 4i¢in ;49 veyav;_s ((i+2)mod(n), (i—2)mod(n)) tepesi D3 kiimesine eklenirse
D3 = {v;,U;12} veya D3 = {0;,7,_o} olur ve 9(D3) = n — 3 elde edilir. Sy =
V(GG) \ Ngg[Ds) i¢in GG[Sy] = P, U P,_3 olur. GG[Ss] gizgesinin d-kiimesi Dj
kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = {gJ oldugundan, 0(D,) = n —
n
3

kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine eklenirse 9(D,4) < n + g — 4 olur.

3+0(PoUP,_3) =n—3+0(P)+0(P,—3) =n+ L J —4  olurve V(GG) tepeler

n > 5icin B(D1)\{vi, Vit2, Vi—a} ((i+2)mod(n), (i—2)mod(n)) kiimesinde bulunan
bir T tepesi D; kiimesine eklenirse D; kiimesi elde edilir ve 9(D5) = n — 2 olur.

S3 = V(GG) \ Ngg[vi, 7] igin GG[Ss] = Py U P; (k+t = n — 2) olur. GG[Ss]

cizgesinin 0-kiimesi D5 kiimesine eklenirse Dy kiimesi elde edilir. 0(P,) =

~+ w3

oldugundan, 0(Dg) = n—2+0(PyUP;) = n—240(P)+0(P;) = n—2+ {EJ >

3
—9 —
(k+t =mn—2)olur. 9(Dg) degeri k = {n— ,t= o 5 i¢in en bilyiik degerini

w

2

Ln — QJ {n - 2—‘
2 2 val
|t olur. V(GG) tepeler

alir ve maz{0(Dg)} = n — 2 +

kiimesinin herhangi bir alt kiimesi Dg kiimesine eklenirse 0(Dg) < maz{0(Dg)} olur.
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v; € V(G) (0 < i < n—1) tepesi Dy kiimesine eklenirse D; = {v;,v;} kiimesi
elde ediir. B(D7) = {viy1,vi—1} U Nga(®;) \ {v:} ((¢ + 1)mod(n), (i — 1)mod(n))
oldugundan 9(D;) = n—3olur. S; = V(GG)\ N g[D-]i¢in GG[Sy] = P,_3UP; olur.

GGS,] ¢izgesinin 0-kiimesi D7 kiimesine eklenirse Dg kiimesi elde edilir. 9(P,) =

g oldugundan 9(Ds) = n — 3 + APy U Py_3) = n — 3 + (D) + O(Pp_s) =

3 2 _
n—3+ V 3 J + EJ =n+ LgJ — 4 olur ve V(GG) tepeler kiimesinin herhangi

bir alt kiimesi Dg kiimesine eklenirse O(Dg) < n + g — 4 olur.

v; € V(G) (0 < i < n—1) tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {v;}, B(Dy) =
{Vi, vi—1,vip1} (i + 1)mod(n), (i — 1)mod(n)) ve O(Dy) = 2 olur.

v; € V(G) (j # i) tepesi Dy kiimesine eklenirse Dy = {v;,7;} kiimesi elde edilir ve
d(D1g) = n — 2 olur.

Ss = V(GG) \ Ngg[Dio) igin GG[S5] = P,_5 olur. GG[Ss] ¢izgesinin O-kiimesi
D kiimesine eklenirse D;; kiimesi elde edilir. O(P,) = {%J oldugundan 0(Dy;) =

—9 -
n—2+0(FP,—2)=n—2+ VLTJ olur ve V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir

—2
n olur.

alt kiimesi D1, kiimesine eklenirse 9(Dy;) <n — 2+
7; € V(G) (0 <i <n— 1) tepesi Dy kiimesine eklenirse D15 = {v;, T;} kiimesi elde
edilir ve 9(D13) = n — 3 olur.

Se = V(GG) \ Ngg[D12] i¢in GG[Sg] = P, U P,_3 olur. GG[Se] ¢izgesinin -

kiimesi D;, kiimesine eklenirse D;3 kiimesi elde edilir. J(P,) = g oldugundan
2 3
O(Di) = n-3+0(PUP,-2) = n=3+0(P) +0(Fyca) =n-3+ |3 |+ | " 72| =

n+ LgJ — 4 olur ve V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D;3 kiimesine

eklenirse O(D13) < n + LgJ — 4 olur.
S7 = V(G) \ Ng|v] i¢in G[S7] = P,_3 olur. G[S7] ¢izgesinin maksimal 0-kiimesi
Dy kiimesine eklenirse Dy4 kiimesi elde edilir. 9(F,) = g oldugundan, 9(D14) =

n—3

3

2+ (0(Py—3) + { J), n=3k+ 1(k € Z) ise;

olur. G cizgesinin herhangi
n—3
3

bir tepesi D14 kiimesine eklenirse D5 kiimesi elde edilir ve 9(D15) < n—2+ {HT_SJ

2+ (0(Py—3) + [ -‘), aksi durumda.
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veya d(Dy5) <n—1+ VLT_?)J olur.

V (GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D, 5 kiimesine eklenirse 9(D15) <
_3 _

n—2-+ {n J veyad(Dy5) <n—1+ {—n 3 3J olur.

Diferansiyel tanimindan,

I(GG) = maz{0(D,)} (1 <r<15) (7.11)
A(GG) =n + V;:IJ ~3 (n>3) (7.12)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

n+4
o 3
olur. |V(GG)| = 2n ve Teorem 3.3’ten, n = 3k + 1 veyan = 3k + 2 (k € Z) igin

I(GG) = |[V(GG)| — 2v(GG) oldugundan G = C,, (n > 3) igin n = 3k + 1 veya

Aciklama 7.4: G = C, (n > 3) gizgesi i¢in Onerme 7.1(d)’den v(GG) =

n = 3k + 2 (k € Z*) olmak iizere GG tiimleyen prizmas1 baskin diferansiyeldir.

Teorem 7.7: G = W, (n > 3) olmak iizere G ¢izgesinin timleyen prizmasinin

diferansiyeli 9(GG) = 2n — 4 olur.

Ispat: G = W, n + 1 tepeli tekerlek cizge olmak iizere, W, tekerlek ¢izgede her
tepeye komsu olan tepe merkez tepe c olsun. G ¢izgesinde ¢ merkez tepesi izole bir

tepedir ve dolayisiyla GG cizgesinde tepe derecesi 1 olan ¢ tepesidir.

VW) \ {c} = {vo,v1, ..., vn_1} ve V(W) \ {¢} = {©o, 71, ..., U,_1} Olsun.

¢ € V(G) tepesi D; kiimesine eklenirse Dy = {c}, B(D;) = {¢} U {vp, v, ..., vp_1}
ve d(D1) = n olur.

7; € V(G) (0 < i < n—1) tepesi D; kiimesine eklenirse Dy = {c,¥;} kiimesi elde
edilir ve 9(D,) = 2n — 4 olur. V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi D
kiimesine eklenirse (D) < 2n — 4 olur.

¢ € V(G) tepesi D3 kiimesine eklenirse D3 = {¢}, B(D3) = {c} ve 9(D3) = 0 olur.
S, = V(GG) \ Nggld i¢in GG[S)] = C,C, olur. C,C, gizgesinin maksimal

O-kiimesi  Ds;  kimesine  eklenirse D, kimesi elde edilir ve
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n+1
3

herhangi bir alt kiimesi D, kiimesine eklenirse 9(D,) < n + L

d(Dy) = 9(Ds) + 9(C,C,) = n + L J — 3 olur. V(GG) tepeler kiimesinin

n+1

J — 3 olur.
C,C, ¢izgesinin maksimal O-kiimesi D kiimesine eklenirse C,C, ¢izgesinin
O-kiimesindeki en az bir tepe ¢ € V(G) merkez tepeye komsu oldugundan

_ 1 _
d(Ds) = 0(C,Cp) +1 =n+ {%J — 2 elde edilir. V(GG) tepeler kiimesinin

1
herhangi bir alt kiimesi D5 kiimesine eklenirse 9(D5) < n + Ln i J — 2 olur.
Diferansiyel tanimindan,
O(GG) = maz{0(Dy)} (1 <k <5) (7.13)
O(GG) =2n—4 (7.14)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

Aciklama 7.5: G = W, (n > 3) gizgesi i¢in v(GG) = 1 +v(C,) = 1+2 =3
oldugu agiktir. |V (GG)| = 2n + 2 ve Teorem 3.3’ten (GG) = |V (GG)| — 27(GG)

oldugundan G = W,, (n > 3) gizgesinin tiimleyen prizmas1 GG baskin diferansiyeldir.

Teorem 7.8: G = P, (n > 3) olmak iizere GG ¢izgesinin tiimleyen prizmasinin

diferansiyeli 9(GG) = n + {gJ — 2 olur.

Ispat: G = P, ¢izgesinin tepeleri vy ve v,_; tepe derecesi 1 olan tepeler olmak
lizere vy, v1, ..., U, olsun. G ¢izgesinin tepeleri G ¢izgesinin G ¢izgesindeki tepelere
karsilik gelmek tlizere vy, vy, ..., U,,_1 olsun.

7; € V(G) (i = 0veyai = n — 1) tepesi D; kiimesine eklenirse D; = {o;} ve
d(Dy) =n — 2 olur.

S; = V(GG) \ Ngg|D1] ig¢in GG[S,] = P, olur. GGIS,] ¢izgesinin d-kiimesi D,
kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. (P,) = {gJ oldugundan 0(D;) = n —

24+0(P,)=n—2+ {gJ olur. V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir alt kiimesi Do

S

w

kiimesine eklenirse 9(Ds) < n + L—J — 2 olur.
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v; € V(G) (V5 # i) tepesi D3 kiimesine eklenirse D3 = {v;}, B(D3) = {v;} U
V(G)\ {9},0j41,0;-1} ((5 + )mod(n), (j — 1)mod(n)) ve d(D3) = n — 3 olur.

Sy = V(GG) \ Ngg|Ds) igin GG[Sy] = P,y olur. GG[Sy] gizgesinin O-kiimesi
D3 kiimesine eklenirse D, kiimesi elde edilir. 9(P,) = {gJ oldugundan 9(Dy) =

1 _
n—3+0(FPui1) =n—3+ {%J olur. V/(GGQ) tepeler kiimesinin herhangi bir alt

1
kiimesi D, kiimesine eklenirse 0(Dy) < n + V i J — 3 olur.
Diferansiyel tanimindan,
I(GG) = maz{0(Dy)} (1 <k <4) (7.15)
I(GG) =n + gJ —2 (n>3) (7.16)

elde edilir ve ispat tamamlanir.

2 — 3
Aciklama 7.6: G = P, (n > 3) olmak {izere Onerme 7.1(e)’den v(GG) = [n i -‘

3
olur. [V (GG)| = 2n ve Teorem 3.3’ten n = 3k ve n = 3k + 2 (k € Z*) olmak iizere

I(GG) = |[V(GG)| — 29(GG) oldugundan G = P, (n > 3) cizgesinin tiimleyen
prizmasi GG n = 3k veyan = 3k + 2 (k € Z*) igin baskin diferansiyeldir.

Teorem 7.9: G, n tepeli bir ¢izge olsun. G ¢izgesinde bir tepenin agiklik degeri 1 ise,

o zaman O(GG) > n — 1 olur.

Ispat: G cizgesinde agiklik degeri 1 olan bir v tepesi var ise, o zaman v tepesi G
cizgesinin diger tiim tepelerine komsudur. Ayni zamanda v tepesi G ¢izgesinde izole bir
tepe dolayistyla GG cizgesinde tepe derecesi 1 olan bir tepedir. D = {v} ise B(D) =
By UV(G)\ {v} ve (D) = n — 1 olur. V(GG) tepeler kiimesinin herhangi bir
alt kiimesi D kiimesine eklenirse (D) < n — 1 veya 9(D) > n — 1 olur. O halde,
I(GG) > n — 1 bir alt smirdir.

Aciklama 7.7: Teorem 7.9’da elde edilen alt sinir degeri en iyi alt sinir degeridir. G =

K,, K 2, Ps, W, ¢izgeleri icin bu alt sinir degeri esitlik olarak saglanir.
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Teorem 7.10: G, n tepeli bir ¢izge olmak iizere, GG ¢izgesinin tiimleyen prizmasi igin

O(GG) =0 <= n =1olur.

Ispat: n = 1ise, 0 zaman GG = K, olur. Teorem 3.1(a)’dan (GG = 0 olur.
O(GG) = 0 olsun. Teorem 3.2°den birlestirilmis bir G gizgesinde n > 3 igin I(GG) >
g ise n > 1igin (GG) > 0 olur. O halde (GG) = 0 sadece G = K, gizgesi igin

saglanir.

Teorem 7.11: G, n tepeli bir ¢izge olmak iizere, G ¢izgesinin tiimleyen prizmasi igin

I(GG) =1 <= n=2olur

Ispat: n = 2ise, 0 zaman GG = P, olur. Teorem 3.1(b)’den 9(GG) = 1 olur.
O(GG) = 1 olsun. Teorem 3.2’den birlestirilmis bir G ¢izgesinde n > 3i¢in d(G) >

ol 3

ise n > 10 igin O(G) > 2 olur ve herhangi bir G ¢izgesi i¢in n > 2 olmak lizere
O(GG) > 1 olur. Teorem 7.10’dan n = 1 igin 9(GG) = 0 olur. O halde 9(GG) = 1
sadece G = K, veya G = K, i¢in saglanur.

Teorem 7.12: G, n tepeli bir ¢cizge olmak iizere, G veya G ¢izgesinin ¢ap1 1 ise o

zaman (GG) = n — 1 olur.

Ispat: G veya G ¢izgesinin ¢ap1 1 ise 0 zaman GG = K, o K; olur. O halde Teorem
7.1’den (GG) = 9(K,, o K;) = n — 1 olur ve ispat tamamlanir.
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BOLUM SEKiZ
DIFERANSIYEL ALGORITMASI

Bu boliimde bir c¢izgenin diferansiyelinin hesaplanabilmesi icin teorik bazi
sonuclardan ve c¢izgelerin diferansiyel yapilarindan yola c¢ikilarak dinamik

programlama tekniginden esinlenilmis bir algoritma tasarlanmistir.

8.1 Tek Tepenin ve Bir Kiimenin Diferansiyeli

Bu kisimda ¢izgede bulunan tek bir tepe icin ve bir tepe alt kiimesi i¢in diferansiyel
hesaplama algoritmas1 verilecektir. Tek tepe i¢in verilen algoritma ayrica ana algoritma

icinde de kullanilacaktir.

Tek bir tepenin diferansiyeli o tepenin komsularmin sayisinin toplaminin bir

eksigidir.

Algoritma 1 Tek Bir Tepenin Diferansiyelini Hesaplama

procedure DIFFTEPE(cizge, tepe)
toplam < 0
for i < 0, cizgeU zunlugu do
if cizge|tepe][i] = 1 then

toplam + +
end if
end for
return toplam — 1 > Diferansiyel toplam komsu sayisinin bir eksigidir

end procedure
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Algoritma 2 Bir Tepe Alt Kiimesinin Diferansiyelini Hesaplama

procedure DIFFKUME(cizge, kume)
liste > Komsularin tutuldugu liste
for i < 0, kumeU zunlugu do
for j < 0, cizgeU zunlugu do

if cizge[i|[j] == 1&lliste.contains(i) then
liste.add(7)
end if
end for
end for

for k <+ 0, kumeU zunlugu do
liste.remove(kume[k))
end for
return [isteU zunlugu — kumeU zunlugu
end procedure

8.2 Cizgenin Diferansiyelini Hesaplama ve Optimizasyonu

Bu béliimde ¢izgenin diferansiyelinin hesaplanmasi ve bu hesabin optimizasyonu
verilmistir. Bir ¢izgenin diferansiyelinin hesaplanabilmesi i¢in tepe kiimesinin tiim alt
kiimelerinin diferansiyelinin hesaplanmasi gerekmektedir. Bu diferansiyellerden en
biliylik olani, kiimenin diferansiyelidir. Fakat bu sekilde bir hesaplama ¢ok uzun
stirecegi i¢in ve gereksiz bazi hesaplamalar da yapacagi i¢in bazi noktalarda

hesaplamanin azaltilmas1 gerekmektedir.

[k olarak, hesap yapilmas1 gereken alt kiime sayis1 diisiiriilmelidir. Bir ¢izgenin
diferansiyelini hesaplayabilmek igin [ %] — 1’den biiyiik elemana sahip alt kiimelerin
diferansiyelini hesaplamaya gerek yoktur. Zira bu sayidan biiyiik bir alt kiimenin
diferansiyeli hi¢gbir zaman sifirdan biiylik olamayacaktir. Bos kiimenin diferansiyeli

sifir olduguna gore, sadece [5] — 1’e kadar eleman sayis1 bulunan alt kiimelerin

diferansiyelini hesaplamak yeterlidir.

Diger bir optimizasyon ise dinamik programlama metodunun daha 6nceden yapilmis
hesaplamalar1 kullanma yontemine dayanmaktadir. Ancak bunun i¢in hesaplamalar
arasinda hiyerarsik bir bag kurmak ve bir sonraki adima gegerken 6nceki hesaplamanin

kullanilmasin saglayacak bir baginti bulunmasi gereklidir.
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Hiyerarsik bag i¢in derinlik Oncelikli arama algoritmasi ile kombinasyonlarin
alfabetik veya niimerik bir sirayla olusturulmas: gereklidir. Ornegin bir G ¢izgesinin
tepe kiimesi {A, B,C, D, E, F'} olsun. Bu ¢izgenin bahsedilen kombinasyonlarinin

bir aga¢ seklinde gosterilebilmesi miimkiindiir:

0

b ¢ d e f ¢ d e f d e f e [ f

Sekil 8.1 n = 6 tepeli G,, ¢izgesinin tepe kiimesinin birli ve ikili kombinasyonlarini gdsteren agag

Yukaridaki aga¢ yapisindaki baglar bir toplama fonksiyonu olarak diisiintiliirse ve
bu aga¢ derinlik Oncelikli arama ile gezilirse kombinasyonlar sirali bir sekilde
olusacaktir. Omegin A tepesinden sonra swasiyla AB,AC,AD,AE, AF
kombinasyonlar1 ¢ikacaktir. Bu kombinasyonlar olusturulurken de eger
diferansiyeller hafizada tutulursa daha sonraki diferansiyeller icin bu hesaplamalar
kullanilabilir. Bunun icin bahsedilen gecis esnasinda bir iliski kurabilmek

gerekmektedir. Ilgili iliskiyi gdsteren fonksiyon da su sekildedir:

A bir tepe veya tepe alt kiimesi ve B bir tepe ve A ile B ardisik olmak iizere,

dif fap =diffa+dif fp — (|kotuAlang N kotuAlan 4|) (8.1)

Burada A, yukaridaki aga¢ yapisinda belirtilen B’ye gelinmeden Onceki tepe alt
kiimesidir.  kotuAlan kiimesi ise bir tepe veya tepe kiimesinin kendisinin ve
komsularinin bulundugu kiimedir. Bu fonksiyonda ilk diferansiyel hesabi hafizadan

alinir, ikinci diferansiyel ise yukarida verilen dif f Nokta fonksiyonu ile dnceden
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hesaplanmig bir listeden alinir, kotuAlan kiimesi ise algoritma esnasinda hesaplanir

ve diferansiyel gibi hafizada tutulur.

Bu iki optimizasyon ile yapilan hesaplama sayis1 azaltilarak ve tekrardan belirli bir
Olciide siyrilarak diferansiyeli bulma siiresi kaba giic yontemine gore belirgin bir

sekilde daha kisa stirmektedir.

8.3 Optimize Edilmis Diferansiyel Hesaplama Algoritmasi

Bu boliimde bir onceki kisimda bahsedilmis olan iki optimizasyon kullanilarak
elde edilen algoritma paylagilmistir. Algoritma temel olarak tepe kiimesinin alt
kiimelerini 6zyinelemeli bir sekilde bulmakta ve bu esnada diferansiyel hesaplamalari

yapilmaktadr.
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Algoritma 3 Bir Cizgenin Diferansiyelini Hesaplama

procedure DIFF(tepeler, kombinasyonlar, alt Kume, index, dif f List, BD,
kotuAlanList, tekliDif f List, maksimum,)
kombinasyonlar.add(alt Kume)
for i < index, tepeler do
alt Kume.add(tepeler]i])
toplam < 0
for j < 1, BD(tepeler[i]) do
if kotuAlan(son — 1).contains(BD(tepeler|i])(j)) then
toplam + +
else if !kotuAlanList(son).contains(BD (tepeler[i])(j)) then
kotuAlanList(son).add(BD(tepeler[i])(j))
end if
end for
dif fList.add(dif f List(son — 1) + tekliDif f List(i) — toplam)
if dif f List(son) > maksimum then
maksimum = dif f List(son)
end if
if alt KumeU zunlugu < [%] then
dif f (tepeler, kombinasyonlar, alt Kume, index + 1,
dif f List, BD, kotuAlanList, tekliDif f List, maksimum)
end if
dif f List.remove(son)
alt Kume.remove(son)
kotuAlanList.remove(son)
end for
end procedure
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BOLUM DOKUZ
SONUCLAR

Bu tezde, ¢izgelerin diferansiyeli calisilmigtir. Diferansiyel parametresinin tanimi

yapilmis ve bu parametre ile ilgili temel tanim ve teoremler verilmistir.

Yol benzeri ¢izge tiplerinden kuyruklu yildiz ¢izge, ¢ift kuyruklu yildiz ¢izge,
lolipop ¢izge, E]t) cizge ve diizenli tirtil ¢izgenin diferansiyel degerleri hesaplanmugtir.
Cs ¢+ kuyruklu yildiz ¢izgenin ¢t = 3k + 2 veyat = 3k + 4 (k € Z) igin DC(n, a,b)
¢ift kuyruklu yildiz ¢izgeninn —a — b = 3k veyan —a — b = 3k + 1 (k € Z) igin,
Ly,q lolipop gizgenin d = 3k + 2 veya d = 3k + 4 (k € Z) igin, E, gizgesinin p = 3k
veyap = 3k + 1 (k € Z) i¢in, T,,,, dizenli tirtil gizgenin m > 2 igin baskin

diferansiyel ¢izge oldugu belirlenmistir.

Cevre benzeri ¢izge tiplerinden yelpaze ¢izge, k-piramit ¢izge, n-gen kitap ¢izgenin
diferansiyel degerleri hesaplanmustir. F,, yelpaze ¢izgenin, kP (n) k-piramit ¢izgenin
n=3veyak = lise;n =5vek > 3ise;n = 6vek > 3ise, B(n, k) k-sayfali
n-gen kitap ¢izgeninn = 3t + 2 (t € Z) ve k = 2 ise veyan = 3t (t € Z) ise baskin

diferansiyel ¢izge oldugu belirlenmistir.

Tekerlek benzeri cizge tiplerinden disli ¢izge, diimen ¢izge, aygicegi cizge ve
arkadaslik ¢izgenin diferansiyel degerleri hesaplanmistir. G, disli c¢izgenin
n = 3,4,6 i¢in, SF, aygicegi ¢izgenin n = 2k (k € Z*,k > 1) i¢in, f,, arkadaslik

c¢izgenin baskin diferansiyel ¢izge oldugu belirlenmistir.

G=K,tKy(t>1),KioK (t>1), K, n>1),K,,(2<m<n),C,
(n > 3), W, (n > 3), P, (n > 3) igin GG tiimleyen prizma gizgelerin diferansiyel
degerleri hesaplanmustir. G = tKs (t > 1), K1, (n > 1), Ky (2 <m < n), W,
(n > 3)i¢in, n = 3k + 1 veya n = 3k + 2 olmak lizere G = C,, (n > 3) i¢in, n = 3k
veyan = 3k + 2 (k € Z*) olmak tizere G = P, (n > 3) i¢in G ¢izgesinin tiimleyen

prizmas1 GG ¢izgesinin baskin diferansiyel cizge oldugu belirlenmistir.

Belirli bir agiklik degerine sahip olan bir tepe igeren G ¢izgesinin tiimleyen
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prizmasinin diferansiyeli i¢in bir alt sinir degeri bulunmustur. Bulunan bu degerin en
iyi alt siir deger oldugu belirlenmistir. Tepe sayis1 ve ¢ap1 kiigiik olan cizgelerin
timleyen prizmalarinin diferansiyel degerleri bulunmustur. Bir c¢izgenin

diferansiyelini hesaplayan algoritma onerilmistir.
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